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Introduction

Les themes abordés dans cette synthese traitent de processus en milieu aléatoire. Introduits

a la fin des années 60 ils traduisent la complexité du mouvement d’une particule soumis &
plusieurs aléas. Ces aléas provenant d’une part du caractére aléatoire propre a la particule et
d’autre part de la complexité ou de la connaissance partielle du substrat sur lequel se déplace
la particule.
La richesse du modele vient du fait qu’il ne se limite pas & un unique type de processus mais
plutét & un ensemble de processus avec multiples niveaux de stochasticité. Ainsi, & son intro-
duction, il est aussi bien utilisé par le bio-physicien A. A. Chernov [Che62], pour un modele de
réplication de ’ADN que par des physiciens D. E. Temkin [Tem69], [Tem72] pour la croissance
de cristaux, puis plus tard par Ya. G. Sinai [Sin82b] pour la description d’un gaz de Lorentz.

Nous verrons que chaque type de milieu aléatoire que nous aborderons ici aura sa spécifi-
cité propre, ceci nous menera a la manipulation de différents autres processus aléatoires plus
élémentaires.

Ce travail est organisé en 4 parties, la premiere partie traite du cas le plus élémentaire de
Marches Aléatoires en Milieu Aléatoire, il s’agit de marches discretes unidimensionnelles au plus
proche voisin évoluant sur un potentiel aléatoire, une partie de ces travaux provenant de ma
these. La seconde partie a pour objet le cas équivalent mais en temps et espace continus, plus
particulierement il s’agira de diffusion Brownienne sur potentiel Brownien. La troisieme partie
traite d’une marche discrete évoluant sur un arbre Galton-Watson, I’environnement étant alors
donné par une marche branchante. Enfin la derniére partie est une ouverture des résultats
théoriques a des problemes d’estimation.

Partie 1 : Les MAMA sont étudiées par les mathématiciens depuis les années 70, cependant
cette thématique a connu un essor important au début des années 2000 et continue a 1’étre
aujourd’hui. Les articles fondateurs sont ceux de F. Solomon [Sol75] (1975) qui classifie ces
modeles en terme de critére de récurrence, ceux de H. Kesten M.V. Kozlov F. Spitzer [KKS75]
(1975) qui affine cette classification dans le cas transient en étudiant leur comportement en
temps long, et enfin Sinai [Sin82a] (1982) qui résout le cas récurrent.

Je reviendrai sur la marche de Kesten-Kozlov-Spitzer dans la Partie 2 lorsque je parlerai
du cas transient en temps et espace continus qui présente de nombreuses similarités avec son
homologue discret. Je m’intéresserai donc dans ce paragraphe uniquement au cas récurrent.
La marche récurrente, traditionnellement appelée marche de Sinai, doit son nom au travail de Ya.
G. Sinai [Sin82a] qui en explique son comportement asymptotique. L’idée intuitive qu’il donne
a propos de son résultat est la suivante « The moving point accumulates the information about
the realization of the environment and then gets stuck in regions of the strongest fluctuations
of the environment »[Sin82b]. Ainsi comprendre quel est le mouvement typique de la marche
a un instant donné n revient & comprendre ou est-ce que ’environnement effectue sa plus
grande fluctuation en lien étroit avec n. La représentation que 'on doit avoir a I'esprit ici est
une marche aléatoire attirée par les puits de potentiels créés par I'environnement. C’est a cet
aspect d’emprisonnement que je me suis intéressé en donnant dans un premier temps une preuve
alternative a la localisation de Sinai [1]. Une question naturelle était aussi de savoir comment
cette marche occupe son temps en regardant toute la trajectoire (jusqu’au temps n). J’ai alors
montré, dans un premier temps par une convergence en probabilité dans [2] puis par la suite
une convergence presque sure dans [3] et [5], que la marche peut dépenser la quasi totalité de
son temps n dans un voisinage de taille fini du réseau.



Partie 2 : Un article de Z. Shi s’intitule "Local time curiosity in random environment” [Shi9§],
il traite du temps local d’une diffusion Brownienne en environnement Brownien, c’est ce travail
qui a éveillé ma curiosité pour le cas continu. Le modele est I’équivalent continu de la MAMA
dont P'origine remonte au travail de these de Schumacher [Sch84], [Sch85]. Le milieu Brownien
considéré comportera une dérive (négative ou nulle) que je noterai —x/2.

Lorsque cette dérive est nulle, la diffusion a le méme comportement que la marche de Sinai
comme le montre T. Brox [Bro86], puis Y. Hu et Z. Shi [HS98] pour des convergences presque
stires. Cependant il se passe quelque chose au niveau du temps local. Pour avoir un point de
comparaison, revenons a la marche aléatoire simple dont les incréments indépendants sont de
plus ou moins une unité avec probabilité 1/2. Un travail de P. Révész (voir [R89] - chapitre
10), montre qu’il existe un principe d’invariance entre le temps local de cette marche usuelle et
celui du processus de Wiener, c’est un résultat tres fort puisque ’ensemble des temps locaux
sont comparés sur un intervalle de temps. On pourrait donc s’attendre a ce que cela soit aussi
le cas si on compare le temps local de la marche de Sinai et celui de la diffusion de Brox. Il
n’en est rien : alors que la limite en loi pour le supremum des temps locaux des deux processus
est semblable (voir N. Gantert Y. Peres et Z. Shi [GPS10] et P.A. et R. Diel [11]), cela ne se
passe pas de la méme facon quand on regarde les limites supérieures presque stures. Alors que
1'un borné par le temps imparti n converge lorsqu’on le divise par n ([R88], [GPS10]), le second
normalisé par son temps t diverge, d’ou cette curiosité remarquée par Shi. Remarquons que la
différence de nature entre les temps locaux du cas discret et du cas continu n’est pas suffisante
a expliquer ce phénomene, car sans milieu aléatoire cet aspect n’intervient pas. Le probleme de
la bonne normalisation des limites supérieure et inférieure pour le supremum des temps locaux
de la diffusion de Brox a finalement été résolu par R. Diel [Diella).

Pour ce modele continu je me suis également intéressé au cas avec dérive faible (0 < k < 1)

avec A. Devulder puis G. Vechambre. Dans ce cas la diffusion est transiente a droite mais
sous-ballistique. Les travaux fondateurs pour cet équivalent continu de la marche discrete de
Kesten-Koslov-Spitzer sont ceux de K. Kawazu H. Tanaka [KT97]. Nous avons eu une approche
“quenched” c’est a dire comprendre le processus a environement fixé pour des environnements
fortement probables. Cette démarche avait été faite avant nous dans le cas discret par N. Enri-
quez, C. Sabot, O. Zindy [ESZ09c|, [ESZ09b], [ESZ09a]. Le fait remarquable sous cette hypothese
de milieu faiblement atténué par la dérive, est apparition de grands puits de potentiel, suffi-
samment profonds pour retenir la diffusion mais jamais assez pour qu’au final la marche ne voit
qu’un seul puits comme dans le cas de la diffusion de Brox. Ce phénomene de méta-stabilité
associé a la transience de la marche fait apparaitre une structure de renouvellement qui est a la
base du comportement du processus.
Dans un premier travail [10] nous avons ainsi étendu les travaux de N. Enriquez C. Sabot et
O. Zindy [ESZ09a] & cette diffusion, en montrant entre autre les phénomenes de localisation et
de vieillissement. Dans un second travail [15], nous avons exploité plus en profondeur la struc-
ture de renouvellement pour étudier le temps local. L’étude jointe de la somme des temps de
sortie des puits et des temps locaux dans le fond de ces puits permet, par exemple, d’expliciter
la loi limite du supremum des temps locaux normalisé par t. La méthode basée sur la preuve
d’un théoreme fonctionnel ouvre la voie a une étude plus approfondie en vue d’obtenir des
convergences presque-siires.

Partie 3 : S’affranchir des MAMA uni-dimensionelle n’est pas chose aisée. En particulier les
difficultés qui apparaissent sur Z¢, ne serait-ce que pour obtenir une classification grossiere de
ces MAMA restent encore majoritairement un challenge. De nombreuses avancées sur différents
aspects ont cependant donné lieu a de nombreux travaux dont je ne parlerai pas ici, voici ce-
pendant deux références générales [Zei01], [DR13]. Un bon compromis est alors, peut-étre, le



cas d’'une MAMA dont I'espace & parcourir est un arbre, c’est en tout cas de celle-ci dont il
sera question dans cette partie. Les résultats sur ce type de marche remontent aux années 90
ou dans un article fondateur R. Lyons et R. Pemantle [LP92] déterminent des criteres de ré-
currence dans le cas d’'un arbre régulier. Ces résultats sont étendus par M. V. Menshikov et D.
Petritis [MP02] puis par G. Faraud [Farll] pour des arbres de Galton-Watson. Comme pour
le cas unidimensionnel, le comportement asymptotique de (X, n) en temps long dépend forte-
ment des caractéristiques du milieu qui sont résumées dans une transformée de log-Laplace 1.
Je présenterai dans cette synthese uniquement les cas récurrents.

Il se trouve que les marches récurrentes présentent une multitude de comportement asympto-
tique, les cas récurrents peuvent donc eux méme étre classifiés. Il s’agit avant tout de savoir a
quel type d’objet on s’intéresse, Y. Hu et Z. Shi dans leurs premiers travaux ([HS07a], [HS07b])
étudient la plus grande génération visitée avant I'instant n que nous noterons comme eux X.
Ils trouvent 3 comportements asymptotiques distincts, il s’agit de résultats presque strs sur
I’ensemble de non extinction de ’arbre. Un cas extrémement lent ou X} ~ logn, un cas rapide
ou log X /logn ~ 1 —1/min{x,2} (k := inf{s > 1,9(s) = 0}) et un cas intermédiaire sous-
diffusif ott X} ~ (logn)3. Ce dernier cas concerne en fait deux marches récurrentes dont 1'une
est récurrente positive et I'autre récurrente nulle. G. Faraud Y. Hu et Z. Shi [FHS12|, précisent
par la suite la constante obtenue apres re-normalisation. Leurs résultats et les techniques utilisés
ouvrent alors la voie a d’autres travaux.

On a, par exemple, envie de décrire le nuage de points visités par la marche jusqu’a un instant
donné n, autrement dit V := {z € Arbre, L(x,n) > 1} ou L désigne le temps local. Le but étant
d’avoir un résultat quantitatif, par exemple la taille de V, et également de pouvoir caractériser
les sites de V. Avec P. Debs [8] je me suis intéressé au probleme de la plus grande génération
entierement visitée avant I'instant n, je la noterai R,,. Nous avons obtenu la convergence presque
stire de R,, qui se comporte dans tous les cas en logn. En fait il y a une différence entre les cas
récurrents lents et les autres du fait de la constante limite.

La question suivante est de savoir ce qu’il se passe entre R, et X, en particulier prenons
¢ déterministe entre ces deux variables. Quel est le nombre typique de points visités a cette
génération £ ? Je me limiterai au cas intermédiaire récurrent nul et supposerai donc £ = (logn)'*¢
avec 0 < ¢ < 2. Nous avons étudié avec P. Debs [9] le nombre de sites distincts de la génération
¢ visités avant n retour en la racine de l'arbre : K, (¢). La moyenne annealed de K, (¢) présente
une transition de phase en ( = 1. Plus précisément, pour n grand fixé, le nombre de sites
visités par génération augmente jusqu’a la génération (logn)? puis diminue jusqu’a la génération
(logn)3. Sur 'aspect occupation de l'espace, c’est & dire la facon dont la particule diffuse sur
I’arbre, nous obtenons des résultats moins précis, mais qui donnent une idée de la diffusion de
la marche sur 'arbre. En fait deux phénomenes antagonistes co-existent, d’'une part on peut
trouver régulierement sur I’arbre des ensembles de sites visités tres éloignés les uns des autres,
et d’autre part de gros clusters de points contigus visités.

Partie 4 : Dans cette partie apparaissent des idées connexes aux MAMA unidimensionnelles, il
n’est pas question d’obtenir de nouveaux résultats théoriques, mais plutot d’adapter la démarche
formelle de la Partie 1 & des problemes appliqués. Pour I’essentiel il s’agit de problémes inverses :
en supposant qu'un processus noté (X,,n € N) est guidé par un milieu donné w sous-jacent,
quelle information nous apporte la ou les trajectoires de (X,,n € N) sur w?

L’étude de la concentration rencontrée dans la Partie 1, implique 1’étude du temps local
dans le voisinage du puits de potentiel, en étendant le plus possible ce voisinage et en repérant
la coordonnée du fond du puits par 'intermédiaire du point favori on aboutit au travail [7].
On montre que pour la marche de Sinai, le logarithme du temps local peut étre utilisé comme
estimateur des différences du potentiel.



Un autre point de vue est utilisé par les bio-physiciens U. Bockelmann, B. Essevaz-Roulet,

et F. Heslot. ((BERH97], [BERH98]) et physiciens V. Baldazzi, S. Cocco, E. Marinari, et R. Mo-
nasson ([BCMMO07]) pour le séquengage d’une molécule d’ADN. L’idée est que la suite d’énergies
(le milieu aléatoire) liant entre eux les deux brins de la molécule est caractérisée par la suite
des bases complémentaires la constituant. En exercant une force constante sur les deux brins de
la molécule celle-ci peut étre dégrafée, cependant la molécule a tendance a se reformer ce qui
entraine un mouvement de va et vient semblable & une marche aléatoire. La marche observée X
représente alors le nombre de bases dégrafées a chaque instant jusqu’a ce que la molécule soit
entierement ouverte.
Avec R. Diel ([12]) nous avons repris cette étude dans le but de formaliser et améliorer les
résultats obtenus par les physiciens, en particulier sur ’Estimateur du Maximum de Vraisem-
blance de la suite de bases. Remarquons que I’hypothese d’indépendance du milieu aléatoire
assez classique pour I’étude des MAMA ne peut étre utilisée ici car il existe une dépendance
entre les énergies de liaison.

Notons que dans les deux exemples précédents il n’est pas question d’estimer la distribution
du milieu aléatoire mais plutot ses trajectoires. Une premiere approche de la reconstruction de la
loi du milieu & partir d’une trajectoire de la marche est donnée par O. Adelman et N. Enriquez
[AE04]. Une seconde approche, dans le cas de marches unidimentionnelles, a été introduite par
F. Comets, M. Falconnet, A. Gloter, D. Loukhianova et C. Matias, dans une série de 4 articles
([CFL*14], [FLM14],[MAL],[CFLL)) ils étudient dans les cas transient et récurrent '"EMV des
parametres de la distribution du milieu aléatoire. Avec Dasha Loukhianova et Catherine Matias
([13]), nous nous sommes intéressés au cas ot le milieu n’est plus i.i.d. mais Markovien. Une des
motivations étant de pouvoir traiter le dégrafage de ’ADN dont on sait que les probabilités de
transition ne sont pas i.i.d. Une premiere étude de 'asymptotique de 'EMV a été facilitée par
des résultats de R. Douc, E. Moulines et T. Rydén [DMRO4] sur des chaines de Markov cachées
généralisées.



1 Temps et espace discrets

Une marche aléatoire en milieu aléatoire au plus proche voisin sur Z, (X,,n € N; Xy = 0),
est I’association d’une suite de variables aléatoires w := (wy,r € Z) & valeurs dans (0,1)% et
d’une chaine de Markov a valeurs dans Z dont les probabilités de transition, pour une suite fixée
w, sont données par p(z,z + 1) = w, et p(x,z — 1) = 1 — w,. On notera ainsi P la mesure
de probabilité (quenched) associée a cette chaine de Markov, et P la mesure de probabilité
(annealed) induite par les deux objets et qui désignera donc la mesure de (X,,,n € N). P, ou P¥
désigneront les mesures de probabilité conditionnées par I’événement { Xy = a}. Les espérances
relatives seront notées respectivement E¢, E, E, et E¥.

Le comportement local de la marche s’interpréete comme un processus discret sur un potentiel
S := (Sz,x € Z,Sp =0), défini par S, == 7 ;logw;siz > 0et Sy := — Z?::H—l logw; siz <0
avec @; := (1 — w;)/w;. Les probabilités de transition se ré-ecrivent alors w, = e5=—17% /(1 +
esz—l_sz) et on voit, avec cette écriture, que X a tendance a s’orienter vers les minima locaux
de S. Ce comportement local donne la trame de ce que sera le comportement en temps long de
X.

Dans cette partie on va supposer que ’environnement w est composé de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. Solomon [Sol75] donne une premiere classification de X en terme
de critere de récurrence : (X,,n € N) est récurrente si et seulement si E(S;) = 0.

1.1 Localisation du cas récurrent

On est ici dans le cas ot les fluctuations de S croissent ou décroissent avec la méme amplitude,
en particulier, dans un voisinage m de l'origine, un puits de potentiel de hauteur /m est créé
avec une grande probabilité. Ceci est la clé de 'approche de Sinai [Sin82a]. L’énoncé de son
résultat qui traduit le comportement de X en temps long nécessite la notion de h-vallée que
l'on définit ici & partir d'un h-minima [introduit par J. Neveu J. Pitman [NP89] dans le cas
continu]. Pour A > 0, on dit que x € Z est un h-minimum pour S s’il existe u < z < v tel que
Sy > Sy pour tout y € [u,v], Sy, > Sy + h et S, > S, + h. De plus z est un h-maximum pour
S si z est un h-minimum pour —S. Une h-vallée est un intervalle [u, v] contenant un h-minima
r réalisant le minimum de S dans [u, v], tel que S, = max,¢[y 5] S» et Sy = max [y o] S

Notons maintenant my le h-minima le plus proche de la coordonnée zero du processus
(Sn,n € Z). Aussi, sauf mention contraire, nous travaillerons, en plus de ’hypothese de récur-
rence, sous I'hypothése d’uniforme ellipticité : il existe A > 0 tel que P(|S;| < A) = 1. Sinai
donne le résultat de localisation suivant

Théoreme 1.1 ([Sin82a)).

%iir(l)ngrfooﬂb [|Xn — Miogn| < 6 log? n] =1.

Ce résultat montre essentiellement deux choses. La premiere est que le comportement ty-
pique de X, est en (logn)? : en un temps n, X ne pourra jamais franchir une barriere de
potentiel générée par S plus grande que (1 + €) log n, mais franchira toute barriere plus petite
que (1 —¢€)logn. Or par hypothese les premieres fluctuations de S de l'ordre de logn sont & une
distance (logn)? de l'origine.

La seconde est la notion de localisation locale dans le temps : pour n grand, X, est dans le
voisinage de Mmiogp. Je donne ci-dessous tres sommairement 'idée de la preuve donnée dans [1]
et une autre approche qui sera utilisée dans la Section 2 :

Idées de preuve



e Dans le premier article de ma these [1], en utilisant I’existence de moments exponentiels pour
S1 plutot que 'hypothese d’uniforme ellipticité, je montre que pour tout instant plus petit que
n — ellogn)3/4+e (Ve > 0), la marche retournera en mjqg,, avec une grande probabilité. Ceci se fait
en controlant les premier et second moments du minimum entre un temps de retour en Miogn
pour X et le temps d’atteinte de leg ,, qui est la coordonnée la plus proche (a droite avec le T et

mign > 108 . Notons que I'ensemble des points

a gauche avec le 7 ) de miogn, tel que S ME, T S.
[[ 10gn, log n]] forme une log n-vallée de minima mjqg ,. Une fois ceci obtenu nous n’avons
plus qu’a refaire le méme raisonnement que précédemment, a savoir que partant de mj,g, en un
temps restant g, := e(log”)3/4+6, X ne peut s’éloigner qu’au plus de (logg,)? = (logn)3/2+2¢ de
ce point de départ qui est négligeable devant (logn)?. On obtient donc une taille de voisinage de
localisation légerement améliorée par rapport au résultat original sans cependant parvenir au
résultat de A. O. Golosov [Gol84] ni méme celui obtenu plus tard par A. Bovier et A. Faggionato
[BFO08].
e La seconde approche vient du fait que 'on peut coupler localement dans le temps X et une

seconde marche X qui est conditionnée A rester dans l'intervalle W,. On sait que ]P’ (X €
[[mlogn + §logn?]) = pon([Miog n £ 6 1og n2]), o1 fin, est la mesure de probabilité 1nvar1ante pour
X, [z+a] est Pensemble d’entiers [z —a, x+a] et P la distribution de X . En utilisant les (bonnes)
propriétés de I'environnement S recentré en mjog, on montre que fi,([miggn £ dlog n?]) tend
vers 1 en probabilité. C’est cette approche qu’utilise Zeitouni dans [ZeiO1], Brox [Bro86] dans
I’équivalent continu de la marche de Sinai et que nous avons utilisé dans le cas de la diffusion
transiente lente [10]. O

> Dans la preuve de Sinai [Sin82a], I’étude des excursions de la marche en dehors de Miogn
est utilisée, cela nous amene naturellement a étudier les temps locaux dans la log n-vallée entre
deux retours en mjg,. On s’apercoit alors que la marche dépense énormément de temps dans
le fond de cette vallée, le paragraphe suivant étudie donc cet aspect. >

1.2 Concentration

Dans cette section et les suivantes il sera donc question de temps local £ en un point x € Z ou
sur un ensemble A C Z jusqu’a un instant 7' € N* :

T
) = anizx, L(T,A):=> L(T,x)

z€A

Notons (uy,n) une suite croissante d’entiers positifs telle que lim,, 4o u, = +00. Le premier
résultat de [2] (qui fait parti de mon travail de thése) peut étre résumé sous la forme

Théoreme 1.2 (A. [2]).

REIEOOP (L(n, [Miogn £ un])/n>1—u,') =1
Ainsi en un temps n la marche de Sinai dépense la quasi totalité de son temps dans un petit
voisinage (en comparaison des fluctuations typiques de X) de myogp. Cela n’empéche pas, bien
entendu, a la marche de visiter des hauteurs de potentiels importantes mais ces temps excursions
auront une contribution (en temps) négligeable, j’ai donc appelé ce phénomene concentration.
Ce résultat conduit naturellement au comportement du temps local dans le voisinage de mijgg .
Notons T := inf{k > 0, X, = x} le temps d’atteinte de x par X, on a
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Proposition 1.3 (A. [2]). Soit n > 0 i existe £, un sous ensemble d’environnements tel que
im0 P(Ey) = 1 et

lim inf {}P""

n—+oo weé,

L(nanuogn)__ 1 < aogQHJil -1
n ES LT W) | ~ B [£(Tmiog s W)

Miogn Mog n

La variable aléatoire Eﬁ@logn [ﬁ(Wn, oo n)] (le temps moyen quenched du temps dépensé par la
marche dans la vallée W,, en un temps de retour a mlogn) joue le role du temps moyen de retour
en Mmieg , avant l'instant n. On retrouve ainsi le comportement du temps local d'une marche qui
serait conditionnée a rester dans W, ici le conditionnement n’étant vrai que localement dans
le temps.

Idées des preuves

En considérant la remarque ci-dessus, les preuves données dans [2] pourraient étre simplifiées.
Il me semble cependant intéressant de reprendre ’expression de E%logn [E(Wn, T, mlogn)] qui est
la moyenne des temps d’excursion a droite et a gauche de mjeg, dans la vallée W, on a

ES o LT, W) = > ¢~ o Smiggn), (1)

Mlogn
zeWy,

ou < signifie "encadré par, a une constante multiplicative pres”. On voit donc apparaitre
une somme d’exponentiel d’'une différence de potentiel qui se trouve étre toujours positive
puisque mMmjog, est le logn-minima de la vallée W,,. Il est ainsi montré que la moyenne de
B g [L(Tnyey,» Wh)] est bornée. O

Avec le recul on voit dans le résultat précédent et ’expression (1) les prémices de ce que sera
la loi limite du supremum des temps locaux £*(n) := sup,z £(n, z) obtenu par N. Gantert, Y.

Peres et Z. Shi, il s’écrit de la maniére suivante :

Théoreme 1.4 (|[GPS10]).

—S1 —gt
)= SR oS
2 ZyGZ exp(—Sy)

avec ST une suite de variables aléatoires distzibuées comme S conditionnée a rester strictement
positive pour x > 0 et positive pour x < 0. — désigne la convergence en lot pour n — +00.

Notons que le fait que le temps local pour la marche en milieu aléatoire récurrente peut étre
de Pordre de n avait été remarqué initialement par Révész [RS8].

Il est naturel de se poser la question d’une convergence plus forte pour la concentration de
la marche, pour cela on peut définir la taille de concentration par la variable aléatoire suivante

soit 0 < B <1
z+k

Y, s :=inf {k > 0, 8161172 Z L(n,j) > Bn}
z j=x—k

Ainsi, dans [3], il est montré que P—presque siirement lim inf ¥;, 5 < const(1 — 8)72. La preuve
est basée sur une loi du zero-un pour les temps locaux obtenue dans Gantert-Shi [GS02], ainsi
qu'une étude fine de la somme des excursions en dehors de mj,g , de la marche dans un voisinage
restreint de ce méme point.

En fait a partir des résultats de [GPS10] ou la limite supérieure du supremum des temps locaux
est obtenue
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Théoreme 1.5 ([GPS10]). P.p.s.

lim sup £7(n)

n—-+o0 n

=C, (3)

ou ¢y est donnée explicitement comme fonction du support de la distribution de wq,
on peut améliorer le résultat de [3] sous la forme suivante

Théoreme 1.6 (A. [3],[5]). Pour tout 0 < 5 <1,

0 st 0< B <e,
P a.s. liminfY,, g =< f(B) sici <pB <1,
" 400 st =1,

ot f est connue explicitement.

Je ne donne pas 'expression de f ici, mais on peut retenir son comportement pour des 5 prochent
de1:

Y,
Pa.s. lim liminf — ™% — ca,
1= ' [log(1— B)]
ou ¢ > 0 est une constante.

Que dire de la limite supérieure? Le résultat de la limite inférieure du supremum des temps
locaux obtenu par A. Dembo, N. Gantert, Y. Peres et Z. Shi [DGPS07] suggere la chose suivante :

Y,
P a.s. limsup —— 25— = c3(B).
n  logloglogn

On remarque que ’aspect concentration fait abstraction de la chronologie des événements
mais tient compte de toute la trajectoire jusqu’a l'instant n, sous cet angle on pourrait penser
que la marche est presque figée. Le résultat de concentration a ainsi été utilisé dans [Zin08]
pour I’étude de la marche de Sinai en scénario aléatoire. Cependant notons que le lieu des
points favoris n’est pas nécessairement dans le voisinage de concentration comme cela a été
montré dans [SZ07]. Finalement la concentration n’est pas une conséquence directe du résultat
de localisation (méme si le travail de Sinai sert de base a son étude) mais n’implique pas non
plus le résultat de localisation.

1.3 Prolongements

Suite & ces premiers travaux je me suis notamment orienté vers des applications des résul-
tats obtenus pour la MAMA récurrente. Une partie concerne des problemes d’estimation dont
je parlerai dans la Section 4. Je me suis également intéressé a un systeme de particules de type
Sinai, et & quoi pourrait ressembler une marche de Sinai sur Z< :

e Systéme de particules en milieu aléatoire

Dans [4], un systeéme de particules indépendantes sur un milieu aléatoire est étudié : on distribue

un nombre aléatoire (variables de Poisson i.i.d. de parametre \) de particules en chaque point du

réseau Z, chaque particule effectuant une marche de Sinai. Si n(z,n) désigne le nombre de par-

ticules en € Z & I'instant n et f une fonction C! & support compact, j’obtiens la convergence
1

en probabilité de Toan)? (X sezn(z,n) f(x/(logn)?)). Pour aller plus loin il faudrait étudier les
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cas ol les particules sont en interaction, en s’inspirant des nombreux travaux sur ce domaine,
citons par exemple E. Presutti, A. de Masi [DP91] et C. Kipnis C. Landim [KL98].

e Potentiel de Sinai radial

L’étude des MAMA sur Z? est beaucoup plus subtile (je n’en parlerai pas et renvoie donc &
la référence usuelle [Zei01]), le travail [6] n’avait pas pour but d’étudier ces marches en toute
généralité, mais plutét de projeter I'idée de la marche de Sinai sur Z%. En faisant cela le plus
simplement possible on a envie de définir un potentiel qui ferait en sorte que la marche se localise
successivement sur des surfaces de Z¢.

J’étudie donc une marche au plus proche voisin (X,,, n € N) réversible a valeurs dans 7% (d > 1),
dont les probabilités de transition sont données par p(z,y) = exp(V(x) — V(y))/[>_.. exp
(V(z) = V(2))] si y ~ x, 0 sinon (y ~ x signifiant que y est un plus proche voisin de z). A
chacun des points de z € Z%, V est donné par un potentiel de Sinai légerement perturbé :
V(z) := 5|3+, La norme [|.|| choisie ici est la norme infinie, et (d,,z € Z%) sont des variables
aléatoires a valeurs entieres i.i.d bornées. Un phénomene de pseudo-localisation apparait : si
Ciypg, €st l'ensemble des points a une distance miogp de l'origine, alors la probabilité que
Xy, soit dans le voisinage de Cpy,,,, converge vers un. On obtient également le comportement
asymptotique en probabilité et en loi des temps locaux dans le voisinage de Cy,,,,, dont on peut
déduire la limite en loi de maxy, £L(Ck,n)/n. Ce travail n’a finalement pas été publié, cependant
I'idée d’étudier la fagon dont la marche visite un ensemble de sites a été reprise pour des marches
sur des arbres de Galton-Watson Section 3.
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2 Temps et espace continus

Le processus étudié (X(t),t € Ry; X(0) = 0) a valeurs dans R est défini formellement par
I'équation différentielle stochastique dX (t) = dB(t) — 1/2V/(X (t))dt, ou le potentiel V est un
processus cadlag, et § un mouvement Brownien standard indépendant de V. Intuitivement on
retrouve l'idée du cas discret de la Partie 1 : le processus X au voisinage de l'instant ¢ et
moyennant la fluctuation Brownienne infinitésimale df; aura tendance a s’accroitre si V est
localement décroissant en X (¢). X a donc tendance a étre attiré par les minima locaux de V.
Cependant on ne peut définir rigoureusement le processus (X (t),t) qu’a partir du générateur
infinitésimal %ev(m)% (e*V(I)%) pour tout potentiel V fixé. Ainsi a potentiel fixé X s’écrit
comme un mouvement Brownien changé de temps et d’espace, et c’est cette écriture qui est
naturellement utilisée pour son étude. Comme auparavant P désignera la mesure annealed.

Les premiers travaux apparaissent plus tardivement que pour la MAMA discrete, en par-
ticulier lorsque V' est un mouvement Brownien, S. Schumacher [Sch85] puis T. Brox [Bro86]
donnent les premiers arguments, suivis d’autres travaux comme ceux de H. Tanaka [Tan94|, K.
Kawazu et H. Tanaka [KT97], H. Tanaka [Tan97|, puis Y. Hu, Z. Shi et M. Yor [HSY00].

Prenons donc V' = Wy, ot pour tout z € R, Wy (z) := (W (—z) — kz/2)1peo + (WP (z) —
ka/2) 1450, ot W et W2 sont deux mouvements Brownien standards indépendants.

Comme je I’ai dit dans I'introduction, c’est I'article de Z. Shi [Shi98] qui a éveillé ma curiosité
pour ces processus, voici son résultat, désignons par Ly le temps local de X et L% (t) =
sup,er Lx (z,t) son supremum avant I'instant ¢.

Théoreme 2.1 ([Shi98]). Supposons k = 0, alors P.p.s.

L3(t 1
lim sup x () > —.
t—00 t10g3t 32

(4)

Ce résultat est & comparer avec le résultat du cas discret (3), on voit donc que la curiosité vient
de la normalisation. En effet alors que conceptuellement le cas discret (MAMA) et le cas continu
(DMA) sont semblables, des différences inextricables liées & la nature des objets apparaissent
pour certaines de leurs caractéristiques.

2.1 Le temps local du cas récurrent

On se place ici dans le cas V = Wy, on appellera X processus de Brox en référence a T. Brox
[Bro86] qui montre que le comportement asymptotique (en loi) de X a Uinstant ¢ est le méme
que pour la marche de Sinai. On peut noter qu’il en va de méme pour les limites presque sures
comme le montrent Z. Shi et Y. Hu dans [HS98].

La curiosité dont parle Z. Shi n’apparait donc pas (de cette fagon 14 en tout cas) dans le
comportement du processus X a un instant donné mais dans le temps local.

L’étude va donc porter sur le temps local (Lx(t,z),t € Ry, z € R) de X défini par :

/Otf(Xs)ds = /Rf(x)ﬁx(t,x)da:,

pour toute fonction mesurable f. On voit immédiatement que le temps local pour X est une
densité qui n’a, a priori, aucune raison d’étre plus petite que ¢ contrairement au temps local de
la marche discréte ot L(n,x) < n, z € Z. Pour améliorer le résultat (4), une option naturelle
était de reprendre les travaux de [GPS10] pour le cas discret et les transposer au cas continu.
Malheureusement (ou heureusement d’ailleurs!), on ne va pas pouvoir passer aussi facilement
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de la loi limite du supremum des temps locaux a sa la limite supérieure.

Avec R. Diel que j’ai co-encadré avec R. Abraham, nous avons donc étendu une partie des
résultats de Gantert-Peres-Shi [GPS10] pour X. L’étude va donc étre basée sur l'estimation du
temps local au voisinage du point de localisation. Pour cela nous avons aussi besoin de la notion
de h-extrema et h-vallée dans le cas continu : pour tout h > 0, z € R est un h-minimum pour un
processuss V si il existe u < x < v tel que V(y) > V(z) pour tout y € [u,v], V(u) > V(z) + h
et V(v) > V(x) + h. Aussi z est un h-maximum pour V si z est un h-minimum pour —V/,
x est un h-extrema pour V si c’est un h-maximum ou un A-minimum pour V. Une h-vallée
ici suit la méme notion que dans le cas discret. Notons (W,I(m),:): > 0) et (W,I(m),:): > 0)
deux copies indépendantes du processus (W, (x),x > 0) conditionné a rester positif. Ici k = 0,
Wl(z),z > 0) et (W,I(x),x > 0) sont tous deux égaux en loi & un processus de Bessel de
dimension 3 partant de 0. Définissons alors la fonctionnelle :

00 + +oc0 —
Ry ::/ eW“(x)dx—i—/ e Wr (@) gy,
0 0

et 0 < R, < +oo presque sturement. On a

Théoreme 2.2 (A.-Diel [11]). Supposons k = 0, alors

Lx@) ¢ 1
n —>R—0.

On voit que I'idée du Théoreme 1.4 demeure intacte ici pour le processus de Brox. En re-
normalisant par le temps imparti pour le processus, on obtient la convergence en loi de L% (¢)
vers l'inverse de la somme de deux fonctionnelles exponentielles indépendantes du potentiel
conditionné a rester postif.

Idées de preuve. Notons que dans [11] la propriété de scaling des mouvements Browniens en
jeux est largement utilisée comme dans [Bro86] mais n’est pas nécessaire, nous donnons ici les
idées sans cela.

La preuve de ce résultat passe d’une part par ’étude, aujourd’hui classique, de la vallée-
prison, c’est a dire essentiellement 1'étude des fluctuations du processus recentré (AW, (v) :=
Wo(x) — Wo(muoge), = € [Myy,, My,
0, M., (resp. Mfggt) la coordonnée la plus proche (& droite avec le T et a gauche avec le
=) de mypg¢ tel que Wg(legt) — Wo(mieg:) = logt . Et d’autre part, par I’étude du temps
local recentré en mj,s; : apres avoir montré que le processus atteint mjog; en un temps né-
gligeable devant t, on étudie l'inverse du temps local en myegy, (ce qui implique un résul-
tat équivalent a la Proposition 1.3) c’est ici qu’apparait une fonctionnelle exponentielle qui

Mgy ~AW,,

]), ou Mgt est le logt-minima de Wy le plus proche de

s’écrit Ro(t) = [ - logt®) . On estime ensuite le temps local dans un petit voisinage
logt
I, C [Mlggt, Mggt] de migg¢ (tel qu’en dehors de ce voisinage le temps local est négligeable),

jusqu’a I'inverse du temps local en mjqg¢. Ces deux résultats induisent le comportement asymp-
totique du temps local normalisé par ¢ pour tous les points de I;, ce processus étant ainsi proche

de (e_AW’"logt(x) /Ro(t),z € It) en probabilité. Remarquons qu’il est naturel ici de retrouver

I’expression de la mesure invariante d’un processus analogue au processus X; réfléchi en Mlogt

et Ml'gg , comme nous en avons discuté pour la localisation de la marche de Sinai. En utilisant
a la fois que (AWpy,,,(—2), —Miogr < @ < =M ,) et (AWp,,, (@), Miggr < @ < Mggt) sont

indépendants et égaux en loi a un processus de Bessel de dimension 3 partant de 0 arrétés
en logt, et un résultat de Tanaka [Tan94], nous obtenons la convergence en loi (pour la topo-
logie de Skorohod usuelle J;) du processus recentré (Lx (t, o + miogt)/t), cp Vers le processus
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(((fwoT @1, + e Wo @)1,50)/ Ro) . Pour déterminer la loi limite du supremum des temps
- xre

locaux on doit travailler un peu plus que dans le cas discret en repérant les points favoris, on
utilise donc le résulat de Cheliotis [Che08] qui montre la proximité de mjog+ et du plus petit (en
valeur absolu) point favori de X. O

Ce résultat se généralise au cas ou V est un processus de Lévy a-stable a € [1,2] qui ne soit
pas une dérive pure, voir pour cela R. Diel et G. Voisin [Diellb] .

Pour obtenir les convergences presque sires, une étude plus fine, a la fois sur le milieu et le
comportement du processus, était nécessaire. R. Diel dans son travail de these a amélioré le
résultat de curiosité de Z. Shi de la fagon suivante

Théoreme 2.3 (Diel [Diellal). Supposons k = 0, ils existent des constantes 0 < ¢i < ¢ < +00
telles que P.p.s.

L5 (t 1 1) L5 (t
cf < Iimsupﬁ < c;, ¢, < liminfM <cy.
t—+too tlogs(t) t—+o0 t

L’idée de Diel pour la preuve est d’abandonner la localisation dans le voisinage d’un unique
h-minima. Il étudie donc 4 vallées (deux a gauche et deux & droite de l'origine) dont les pro-
fondeurs sont légerement supérieures et inférieures a log ¢t. Il montre alors que presque stirement
le processus va passer la quasi totalité de son temps dans les voisinages de ces minima dont
les tailles sont inférieures & (loglogt)**¢. Cette approche est un mélange entre les résultats de
[SZ07] qui montrent que le point favori de la marche peut se trouver éloigné de la région ou la
marche dépense la quasi totalité de son temps et de [3] qui montre que la marche peut dépenser
la quasi totalité de son temps dans une région tres restreinte de Z. Il remarque aussi que la
variable clé qui donne cette subtilité dans les normalisations est celle que nous avons notée Ry.

sy . _gT . ~
C’est la différence de nature entre cette variable et la somme 2 ZyEZ e~ Sv qui apparait dans le

Théoreme 1.4 qui induit la curiosité de Shi : ST et W,I (ainsi que V[N/,I ) sont tous deux obtenus
a partir du potentiel qui est conditionné a rester positif, tous deux peuvent étre relativement
plats de la méme fagon, ce qui donne des limites inférieures identiques pour le cas discret et
continu (voir [DGPS07] pour le cas discret) mais W, autorise des vallées extrémement étroites
faisant apparaitre le logloglogt supplémentaire dans la limite supérieure du cas continu.

> Poursuivre sur le temps local dans cette direction impliquait aussi d’étudier le cas transient.
Pour cela il est bien de parler un peu du cas (transient) discret, reprenons donc les notations de
la premiere section. On suppose que (X,,,n) est une marche telle que E(log[(1 — wp)/wo)]) < 0
qui implique la transience & droite et qu’il existe k > 0 tel que E([(1 — wp)/wo]®) = 1. Rap-
pelons que les comportements asymptotiques pour ces marches ont été initialement déterminés
par Kesten-Kozlov-Spitzer [KKS75], ainsi X, présente une multitude de comportements (pas
uniquement polynomiale en n, ce qui en fait sa richesse) en fonction de k. Le temps local et
plus particulierement le supremum des temps locaux a été étudié par Gantert-Shi [GS02]. Nous
ne parlerons pas ici du cas k > 1, bien que des résultats soient également obtenus pour ces cas
dans ce méme article. Voici le résultat qui est notre point de départ

Théoreme 2.4 ([GS02]). Si 0 < k < 1, alors il existe ¢ > 0 tel que P-p.s.

lim sup £n)

n——+00 n

= C.

Gantert-Shi font remarquer que pour ce cas transient la marche peut passer énormément de
temps en un unique point, comme le fait la marche de Sinai. La méthode pour obtenir le
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résultat est basée (voir [KKS75]) sur un lien fort entre le processus des nombres de pas a gauche
arrété et un processus de branchement en milieu aléatoire avec immigrant. Je reparlerai un peu
de ceci dans la Section 4, puisque cela nous sera utile & ce moment. Dans la continuité de ce
résultat et des résultats dont nous avons parlés précédemment, je me suis intéressé au pendant
continu de (X, n). >

2.2 Localisation du cas transient lent

Je continue en ce début de section a parler du cas discret, et en particulier des travaux de
Enriquez-Sabot-Zindy qui ont été une source d’inspiration importante pour nous.
Commengons par une remarque générale sur la facon dont les résultats sur le comportement
asymptotique des MAMA ont été obtenus de part et d’autre. Pour la marche de Sinai, c’est une
description quenched de I’environnement qui a permis la caractérisation du point de localisation
qui a lui méme conduit a la détermination de la loi limite. Il n’en est pas de méme pour la marche
transiente dans les premiers travaux [KKS75]. Il faut ainsi attendre ceux de N. Enriquez, C.
Sabot et O. Zindy pour voir apparaitre la démarche de Sinai adaptée aux cas transients. Je
me contenterai ici d’étudier et discuter uniquement le cas 0 < k < 1. Dans une série de 3
travaux [ESZ09c|,[ESZ09b],[ESZ09a] Enriquez-Sabot-Zindy montrent (entre autre) l’existence
d’une localisation de la marche a l'instant n et obtiennent une caractérisation complete du
point de localisation. Prenons h,, = logn — log logn, et notons mgfi le i-ieme h,,-minima positif,
leur résultat de localisation s’écrit

Théoreme 2.5 ([ESZ09al). Supposons 0 < k < 1, pour tout e >0

lim P <\Xn - m}g]:n)‘ < elogn) =1,

n—-+o0o
ot Ny :=sup{i > 1,5upy<f<p, Xp > mg}

La localisation dans ces cas transients lents est donc, en partie, semblable au cas Sinai : on peut
trouver un A-minima pour lequel X,, se retrouve dans son voisinage a l'instant n. Cependant
on ne peut pas trouver pour h une valeur qui serait a ’origine d’une unique vallée, contenant
Porigine, arrétant définitivement la marche avant 'instant n. Ainsi la marche utilise son temps
a s’extraire d’une succession de h,-minima semblables et termine sa course dans une ultime
vallée dont les caractéristiques sont semblables aux précédentes par construction (c’est encore
un h,-minima). Nous verrons dans la section 2.3 que cette derniére vallée est cependant sto-
chastiquement un peu différente.

Meéme si 'objectif premier était d’étudier la loi limite du supremum des temps locaux re-

normalisé, ils nous a semblé bien avec A. Devulder de commencer par étendre ce résultat de
localisation au cas continu.
On se donne une hauteur de vallée fixée hy = logt — ¢(t), ou ¢ est une fonction croissante
positive typiquement ¢(t) = o(logt) mais lim;_, 4o ¢(t)/(loglogt) = +o0o. Comme pour le cas
discret on note mhlt le i-itme hi-minima positif (¢ > 1), par le travail de [Fag09] nous savons
que presque surement les hi-extrema de W, forment une sous suite indexée par Z non bornée,
et que les h;-minima et h;-maxima alternent. Le résultat s’écrit alors de fagon tres similaire a
celui de [ESZ09a]. Notons N; :=sup{i > 1,sup,<; X(s) > mgft)}, nous montrons qu’a l'instant
t, X est localisé dans le voisinage du dernier hi;-minima rencontré :

Théoreme 2.6 (A.-Dev [10]). Supposons 0 < k < 1, il existe une constante C; > 0, telle que

lim P (\X(t) —miM| < clqﬁ(t)) ~1.

t——+00
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La précision que I'on obtient ici est semblable & celle obtenue par [BF08] (Théoreme 3) pour la
marche de Sinai, et dépend de h;. Comme nous le voyons le résultat dépend fortement de Ny
qui dépend lui méme de X, nous en savons un peu plus sur ce nombre de h;—vallées visitées
jusqu’a l'instant ¢ par le résultat suivant

Proposition 2.7 (A.-Dev [10]). Nie "*®) converge en loi sous la mesure annealed P vers N
qui est déterminée par sa transformée de Laplace :

Yu > 0, E (e_“N) = Eq1(—u/Cy),

ot Ey 1() est la fonction de Mittag-Leffler de paramétres (k,1) et C,, > 0 est connue explicite-
ment.

Rappelons ici que [KT97] montre que X(t)/t" converge en loi, leur résultat peut étre obtenu
a partir du théoreme et de la proposition ci-dessus moyennant un petit travail supplémentaire
que nous évoquerons dans la partie prolongement.

Idées des preuves

Plusieurs idées apparaissent dans la preuve, une premiere partie ou on construit une suite de
h-minima spécifiques qui associée au fait que le processus revient peu sur ses pas induit de
I'indépendance dans la trajectoire de X. Une seconde partie out on étudie les temps d’extraction
des ny == [e"¢MU+9) | (§ > 0, choisi petit) premiers h;-minima. Ceci fait apparaitre une struc-
ture de renouvellement pour le temps d’atteinte de la derniere h;-vallée avant I'instant ¢. Enfin
une troisieme partie ou I'on se sert du renouvellement et d’un argument similaire a celui utilisé
pour le processus de Brox pour montrer la localisation.

e La suite de hs-minima pour le Brownien drifté (W) a été étudiée par A. Faggionato [Fag09]. Ce
travail permet, en particulier, d’avoir une décomposition de type Williams dans le voisinage des
hs-minima. Cette décomposition se reflete dans les fonctionnelles définies un peu plus loin dans la
discussion.

On construit alors une suite de hi;-minima notés

(mﬁj},i < ng) qui ont la propriété suivante : la suite

(AW (@) = We(w) = We(iy)), Ly <@ < L),i <
ng} [ot Ly et L sont représentés sur la Figure 1 et
correspondent a des coordonnées qui dépassent assez
largement le puits de potentiel créé autour de Thst)] est
composée de processus i.i.d. On a aussi besoin de la
coordonnée f/i < INJ:F située apres le ieme hi;-maximum
M}(ft) et tel que AW,.EZ)(L') = hy/2. On montre alors
qu’avec une grande probabilité les suites (ﬁz,(ft),i < ny)
et (m,(l?,i < my) coincident. Sur un événement de pro-
babilité proche de 1, on peut ainsi profiter a la fois de FIGURE 1 — Potentiel - W,
I'indépendance et de la décomposition de Williams.

On montre aussi qu'une fois en un minima mﬁjt)
donné le processus touchera le prochain hi;-minima
avant de revenir a la coordonnée I:i_ , et ceci pour les
ny premiers h;-minima. Si on regarde maintenant le temps qu’il faut au processus pour passer
d’un minima local au suivant (H (mﬁfj”) - H (rhgt))) 1. on montre que ce temps est proche de

H; == H(L;) — H (m@) avec X conditionné & rester en dessous de L; . Ceci impliquant que

1. H(z) :==inf{s > 0, X(s) =z}, z€R
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cette partie de la trajectoire dépend uniquement de (AW,gi) (:c),f/; < x < L;). Si on ajoute
A cela le fait que les temps entre les hy-vallées? (H (fnﬁfjl)) — H(L;),i) sont négligeables, le
temps t’atteinte d’un h;-minima quelconque j < ny s’écrit en probabilité comme une somme de
variables aléatoires (H;,i < j — 1) indépendantes et de méme loi.

e [étape suivante est donc d’étudier la v.a. Hy. C’est cette partie ou le fait d’étudier le proces-
sus X (t) plutot que la marche de Kesten-Kozlov-Spitzer, rend les choses un peu plus simple sans
pour autant supprimer la technicité. On montre dans un premier temps que H; peut s’écrire (en

probabilité) sous la forme d’un produit de trois variables aléatoires indépendantes, définissons
71 (ht) T, (—he/2) .
Fi(ht) — / Wy eﬁ:Wi(w)dS’ GT (hy, he/2) = eht/ Wel@) gg.
0 0

ofl pour un processus continu U, et a € R, 77(a) := inf{s > 0,U = a}, W, est une copie de
W, et W,I le potentiel conditionné a rester positif défini au dessus du Théoréme 2.2. On montre
alors qu’en probabilité |Hy — H1| < eH1 (avec ¢, — 0), ou

Hl = RlSlel,

avec Ry = Ff(ht)—kﬁf(ht), S £ FiF(he) +GY (ht, hi/2) et ey ~ £(1/2) des variables aléatoires
indépendantes. De plus Fy (h:) et Fvl_ (ht) sont des copies indépendantes de F~(hy), Fy" (h)
une copie indépendante de F*(h) et G (he, ht/2) une copie de G (hy, ht/2) indépendante de
Fif(ht). Notre approche est un peu différente que dans le cas discret [ESZ09¢c] et découle en
partie de la décomposition de type Williams obtenue par [Fag09]. Une seconde différence vient
du fait que nous nous intéressons uniquement a des fonctionnelles tronquées (a certains temps
d’arrét). Rappelons en effet que le travail [ESZ09c] n’a pas pour unique objectif ’estimation du
temps de sortie Hi, mais en est plutét une conséquence (voir Colloraire 7.1 et Remarque 7.1 de
leur appendice).

On étudie ensuite la queue de distribution de #; /¢, la re-normalisation par ¢ étant intrinseque
au probléeme que l'on s’est posé : étudier le processus jusqu’a I'instant ¢ dont on sait qu’il est
découpé en somme de variables i.i.d. de méme loi que H; (les contributions en temps en dehors
de ces temps de sortie étant négligeable). On calcule pour cela le second ordre de la transformée
de Laplace de H; qui donne le résultat suivant, pour ¢ grand

o) (1 ) (ef%H1>> = Cu A" +0(1).

Ici aussi le cas continu simplifie un peu le probleme par rapport au cas discret (voir Sections 5,
6 et 7 dans [ESZ09b]), car les transformées de Laplace des variables F*(h;) et G(hy, h/2) sont
connues. Cependant étant donné que 'on étudie les produits de ces variables il faut composer
les transformées de Laplace, et le fait qu’elles s’écrivent comme fraction de fonctions de Bessel
modifiées, implique un peu de technicité pour obtenir le résultat. On obtient donc ensuite la
queue de distribution & droite de H;/t : par un théoreme Taubérien, e *¢OP(H;/t > x) ~
x "Cy /T (1 — k).

Les deux premiers points de la preuve permettent donc de transposer certains problemes relatifs
aux temps d’atteinte des he-minima a un probleme de somme de variables aléatoires i.i.d a queue
lourde. Par exemple 1'étude de N; := max{k > 1, Zle H; < t} va permettre de déterminer la
transformée de Laplace de NV;. La "traduction” d’un probleme vers 'autre implique cependant de
prendre certaines précautions car certains passages a la limite (en t) sont relativement délicats.

2. Nous entendons ici par h;-vallée 'intervalle (E; , L) cela differe 1égerement de la définition initiale, en effet
L@ pest pas une coordonnée de maximum sur l’intervalle considéré.
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e Les résultats autour de la structure de renouvellement sont donc intéressants en soi indé-
pendamment de la localisation. Cependant la bonne connaissance de la loi asymptotique de le
H (mgjﬁl)) /t est déterminante pour montrer la localisation. L’idée reprend aussi celle de Brox
[Bro86] moyennant le fait que la localisation n’a pas lieu dans le h;-minima le plus proche de
0. Le fait que plusieurs hs-vallées (environ e”¢(t)) soient impliquées pourrait créer une certaine
instabilité dans le processus, si par exemple d’un instant ¢ & un instant ¢(1 + €) avec € petit le
processus changeait de vallée il serait difficile de localiser le processus a l'instant t. Or par le
résultat de renouvellement de type Dynkin ([Dyn55]-[Fel71] chapter XIV) que nous obtenons

pour H (mggﬁl))

. +oo
lim P(H(mgfjtﬂ))/t >1+ S) = sin(rk) / (1+2z) "tz dz,
t—+o0 T s

on a limy,; o P(Ny # Nt(1+5)) < €%, On a donc une certaine stabilité pour Ny, la suite
est alors routiniere : la probabilité de trouver X a l'instant ¢ dans le voisinage du minimum
local se comporte grosso-modo comme la mesure invariante centrée en m,(ftvt) (du processus
conditionné a rester dans la vallée que I’on aura couplé avec X pour ses derniers instants avant
t) de ce voisinage. L’obtention du ¢(¢) dans le théoreme nécessite de bien conserver les vitesses
de convergence des probabilités tout au long des calculs. O
Une conséquence de la localisation est le théoreme de vieillissement, également obtenu dans le

cas discret dans [ESZ09a] :

Proposition 2.8 (A.-Dev [10]). Suposons 0 < k < 1, pour tout o > 1

: 1/«
lim P (X (at) — X (1) < o(t)) = ST / 1wt
t—+00 ™ 0
> Ce premier travail nous a permis de transposer une partie des résultats d’Enriquez-Sabot-
Zindy au cas continu et ainsi d’apprécier les différences avec le cas discret, tout en cultivant ce
qui serait nécessaire pour la problématique du temps local, et a I'extension & des milieux plus
généraux. Le travail suivant a donc pour objectif de donner un premier résultat sur le temps
local de X toujours dans le cas V = W,. Grégoire Véchambre que je co-encadre avec Romain
Abraham, nous a rejoint sur ce probleme. Nous allons voir que ’étude du supremum du temps
local, telle que nous 'avons envisagée, va demander 1’étude jointe du processus des temps de
sortie et du temps local au niveau des hy;-minima. >

2.3 Le temps local du cas transient lent

La motivation premiere ici est I’étude du supremum des temps locaux pour 0 < k& < 1, le
découpage en vallées présenté précédemment sera de nouveau utilisé ici. Intuitivement on sait
que le supremum du temps local avant I'instant ¢ sera sans doute atteint dans le voisinage d’un
ou plusieurs h;-minima visités par X. On sait aussi que la structure de renouvellement a un
role intrinseque au comportement du processus. En particulier le nombre typique de vallées
visitées est de 'ordre de e"%¢, et le temps d’atteinte de la kieme vallée est proche d’une somme
de k — 1 variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On sait aussi que les
temps de sortie s’écrivent comme une fonctionnelle additive de temps locaux, et qu’ainsi les
temps de sortie et les temps locaux pour un hAs;-minima donné ont une partie commune. On
va donc étudier le processus joint : somme des temps locaux et somme des temps de sorties
en les (|se™t],s > 0) premiers hs-minima. On va obtenir en limite un processus de Lévy qui
contiendra toute l'information nécessaire a expliciter la loi limite de £*(¢)/t.
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Pour cela nous noterons (D([0,4+00), R%),.J;), d > 0 'espace des fonctions cadlag muni de la

topologie de Skorohod J; et 5 1a convergence en loi des processus pour cette topologie.
Soit (Y1,Y2) un processus de Lévy caractérisé par sa mesure de Lévy v donnée par

1 o 1 Y
Vi > 0,y > 0, (7, +00) x [y, +00)) = B [(Re)Ig,< + F (Ro > 7).

ol R, est défini au dessus du Théoreme 2.2. Notons aussi que R est la variable aléatoire limite,
lorsque t tend vers l'infini, de la variable R vue au paragraphe précédent.
Pour une fonction donnée f dans D([0,+0o0),R), notons pour tout s > 0,a >0 :

fi(s) == sup (f(r) = f(r7)), f'(a) :=inf{z >0, f(x) > a},

0<r<s

f%(s) est le plus grand saut de f avant l'instant s, f~!(a) 'inverse f. Nous notons également
f~1(a)™ le dernier instant ot1 f est en dessous de a. Définissons maintenant le couple de variables
aléatoires (Z1,Z2)

Vi) =Ny (1))
Y2V (1) = YY1 (1)7)

Ty = VI (1)), T = (1= (V51 (1)7)) %

On a alors le résultat suivant

Théoreme 2.9 (A.-Devulder-Vechambre [15]). Pour 0 < k < 1,

L5(t
Xt() BN max(Zy,Zs).

L’interprétation du résultat est le suivant : pour tout s > 0, Vi(s) doit étre vu comme le
processus limite qui correspond a la somme des Lse“¢(t)J premiers temps locaux normalisés par
t au niveau des | se"®) | premiers h;-minima. Yy est Péquivalent (c’est & dire la somme) pour les
temps de sorties des Lse“¢(t)J premieres hg-vallées. Ainsi 77 est le plus grand saut du processus
Y1 avant que )s ne dépasse 1, c’est a dire le plus grand temps local re-normalisé dans le fond
des vallées dont le processus X est sorti avant l'instant ¢. Zy est un produit de deux termes.
Le premier (1 —)5(V;'(1)7)) est la différence entre 1 et la valeur de Y, avant l'ultime saut
qui lui fera dépasser la valeur 1, il correspond donc au temps (normalisé par ¢) consacré a la
derniere vallée avant l'instant ¢ par X. Pour le second terme (sous la forme d’une fraction), on
peut remarquer que )o peut étre construit a partir de )y en multipliant chacun des sauts de
ce dernier par une copie (indépendante) de la variable R . Ainsi ce second terme est une copie
de la variable 1/R,; prise a 'instant ou ), fait le saut qui lui fera dépasser la valeur 1. Cette
derniére variable joue un role similaire a la variable 1/Rg du Théoréme 2.2 puisque le processus
X ici ne s’échappera pas de la derniére vallée. Zy est donc une proportion (du temps restant
avant l'instant ¢) du temps local en I'ultime h;-minima visité avant l'instant ¢.

Idées de preuve

Un premiere partie reprend les idées et outils nécessaires a la preuve de la localisation que 1’on
généralise, on étudie en effet le processus joint (> temps de sortie, Y temps locaux en les Thgi)),
sans tenir compte dans un premier temps que le processus est regardé jusqu’au temps t. Pour

cela on commence par montrer qu’avec une grande probabilité (H;, L(H (INLj), mgl]t)); j < ny) peut
étre approchée par une suite de variables aléatoires i.i.d, plus précisément :
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Lemma 2.10. Soit t > 0, ils existent c; > 0 et une suite ({S;(t), Rj(t),e;(t)},j < ng) de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telle que S;, R; et ej sont égale-
ment indépendantes avec Sy £ FiF(h)+GT (hey he/2), Ry £ F7(he)2)+F7 (he/2) etey £ E(1/2)
tel que

Jlim P (m;;l{mj — M| < My, [L(H(Ly),ml)) — 4] < etzj}) = 1, avec
ﬁj = Sjej, Hj = Rjﬁj, € 1= el

De plus e"*OP(01/t > x,H,/t > y) converge quand t tend vers Uinfini uniformément sur tout
compact de (0, +00) x (0,+00) vers v ([x,4+00) X [y, +00)).

On montre ensuite la convergence (lorsque t tend vers I'infini) du processus (Y7, Y2)! défini par

[ser®(®) |

1
VS Z 0, (Yl,Yé)é = Z Z (@,’Hj),
7j=1

vers le subordinateur défini précédemment [(Y7,Ys)! & (V1,2)]. L’approche que nous avons
adoptée ici en montrant la convergence du processus (Y7, Y2)! va permettre de traiter des fonc-
tionnelles de X plus complexes que ce dont nous avions besoin dans la section précédente. Les
résultats relatifs au renouvellement (loi de Nye=#*() H (mgjﬁl)) /t ... ) dont nous avons parlé
dans le paragraphe précédent deviennent des conséquences assez simples de cette convergence
(en utilisant uniquement la seconde composante du processus (Y7, Y2)?). Le supremum des temps
locaux, quant a lui, va bien entendu utiliser les deux composantes.

La seconde étape est de montrer que la fonction de répartition P(L% (t)/t < «) peut étre
encadrée précisément par des probabilités d’événements fonction exclusivement de (Y7, Y2)?, on
a en effet

Lemma 2.11. Soit a > 0, pour tout t suffisamment grand,

Py —o(1) SP(LX(8)/t <a) <P +o(1), avec

7 E/\/’ —Z/\/‘ —1 — —
+ _ . AL Nt < o . _ ). < o
et Hy, = Y (ke W), 0}, .= Y}(ke "*®), af == a(1 + (loglogt)~1), N; := min{m > 1, H,, >
1}.

On remarque que ’'on retrouve dans ce Lemme exactement I'idée décrite apres le Théoréme
2.9. Il est obtenu a la fois en montrant que les temps locaux a l'extérieur des h;-minima est
négligeable, tout en intégrant le résultat du Lemme 2.10. Il faut également étre suffisamment
précautionneux pour garder toute I'information cruciale, faire apparaitre la variable A; en est
un exemple. Par le méme calcul on peut aussi déduire une autre caractérisation de la loi limite
du temps local, en effet on montre aussi que

+oo
P(Z<a)=E [ /0 a0 (2() Lyt ) <oy 15| - (5)

K
ou pout tout > 0, ay (z) :=E [(%) ]ll;z<a]
Rk —
L’interprétation de Z est un peu moins évidente mais fait apparaitre explicitement la variable
R, : comme auparavant yf est le plus grand saut de ), avant que )» atteigne 1, c’est a dire le
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supremum des temps locaux dans les vallées entierement visitées. La fonction a,, (z) traduit ce
qu’il se passe dans la derniere vallée ou 1 — x est la proportion de temps restant a la particule
lorsqu’elle atteint le dernier h;-minima visité.

L’étape suivante est de passer a la limite en ¢ pour Pf—L en se servant de la convergence du
processus (Y7, Y3)t. Cela nécessite essentiellement I’étude de la continuité des applications qui
a tout couple de fonctions (sous certaines hypotheses) (f1, f2) associe flu( f2(1)) ou flu( f2(1)7).
On conclut ensuite par le théoreme de continuité. Il se trouve que ce passage est plus facile a
obtenir en utilisant la premieére caractérisation du supremum des temps locaux (via le Lemme
2.11) que la seconde qui permet d’obtenir (5). O

La méthode utilisée permet en outre, d’obtenir directement d’autres fonctionnelles comme le
supremum des temps locaux dans la derniere vallée franchie avant I'instant ¢ et la suivante :
Ly (H(my,)) L (H(my41))
t t
On voit que la premiere limite apparait naturellement dans la loi Z, mais pas la seconde. Etant

donné la forme explicite de la loi limite Z (en particulier (5)) on peut obtenir les queues de
distribution suivantes : il existe Ag > 0 telle que

Lyt )), £ ).

log (Z ([, +oo)) ~ —8x, log(Z([0,2])) ~ 20

T—+00 z—+0 X ’

Pour comprendre ce qu’il se passe de différent entre les premieres vallées et la derniére on a alors
envie d’étudier la position du point favori, c’est un travail en cours qui cléturera cette étude.

2.4 Prolongements

e On s’attend a ce que les convergences en loi (pour le temps local) que nous avons obtenues
soient tres similaire pour le cas discret. La différence importante entre les deux venant de I’étude
de ’équivalent discret de la variable R, étudiée en détail dans les articles de Enriquez-Sabot-
Zindy.

On aurait aussi envie de dire que tout probleme relatif & ce processus (vu jusqu’a 'instant t)
et dépendant fortement de ce qu’il se passe dans les hs-minima peut étre résolu en ajoutant
une composante au processus Y4 comme nous l'avons fait pour le temps local. En particulier,

le résultat de Tanaka peut étre retrouvé en étudiant le processus (Y4 (s),s > 0) associé au
. . we(t)
processus de drift pur obtenu comme limite de (3°;% y m; —m—1/t%, s > 0).

Il est maintenant naturel de s’interroger sur la convergence presque stire de L%, d’obtenir les
limites supérieures et inférieures et ainsi compléter ainsi les résultats de [GS02] pour le cas
continu.

e Nous n’avons pas du tout parlé du cas k > 1, en effet A. Devulder a étudié ce cas dans sa
these [Dev06b], [Dev06a] ainsi que dans des travaux a venir.

e Pour cette diffusion unidimensionnelle continue, c’est clairement le cas ou le milieu est Lévy
(avec mesure de Lévy non triviale!) qui est le plus riche et qu’il faudrait maintenant privilégier.
Rappelons quelques références ici [Car97], [Tan04], [Sin08], [Sin07a], [Sin07b]. G. Vechambre
travaille actuellement sur I'extension des résultats de [10] et [15] en utilisant les hypotheses de
[Sin08], & savoir un processus de Lévy spéctralement négatif sans saut positif. Comme pour la
diffusion en milieu continu, une étude fine des fonctionnelles exponentielles de ce processus de
Lévy conditionné a rester positif ou négatif est nécessaire.

e Pour en revenir a la motivation initiale de la curiosité observée par Z. Shi, le temps local
d’une diffusion est une densité qui donne une idée partielle du temps dépensé par le processus
localement. On pourrait avoir envie, par exemple, de faire une étude de concentration comme
on l’a fait dans le cas de la marche de Sinai pour le processus (et la marche) transient.
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3 Temps discret, espace branchant discret

Dans ce paragraphe on étudie le cas de marches aléatoires sur un arbre de Galton-Watson avec
conductances aléatoires.

Plus précisément, soit T un arbre enraciné en ¢ ap-
partenant & une famille d’arbres de Galton-Watson su-
percritique. Pour tout sommet x de T on note N, le
nombre de ses descendants qui est donc une copie indé-
pendante de la variable aléatoire IN a valeurs entieres
positives telle que E(N) > 1. z!, 22, - - - 2N= désigneront
les sommets des enfants de z, et [¢,z] 'ensemble des
sommets du plus court chemin partant de ¢ menant
a z. Aussi [¢,2] = [¢, 2] ~ {¢} et T désignera las-
cendant de x. A chacun de ces sommets z on associe
une variable aléatoire U, a valeurs réelles. On définit
maintenant la marche branchante V' au sens de Biggins
[Big77] que 'on appellera aussi potentiel :

S Ul e T~ {o}, V(o) =

z€]¢,x]

On désignera par € := (T, V') un environnement fixé parmi les trajectoires des couples (arbres
de G-W, marches branchantes).

Soit maintenant (X,,n € N, Xy = ¢) une chaine de Markov
a valeurs dans T, définie par les probabilités de transition :

+—
(z)=V(z?) ¢
V(x)=V(z* z
£ i e (o £ i é
T,x) = , , z,x):=1-— T, T
¥ ) = ey PP = 1= P
Pour éviter le probleme en la racine, on utilise la méme astuce x pf (z, 23)

que dans [FHS12| en aJoutant un parent a d) (et donc & T) que

I’on nomme bien entendu gb et on pose p(qb p) =1 V(g) = 0.
(Xn,n) est donc une marche aléatoire au plus proche voisin dont
on note P¢ la distribution & environnement fixé. Lorsque (X,,n) est regardée sous la mesure
de probabilité P définie par P(A) = [ PE«)(A)dP(w), elle devient la marche aléatoire en milieu
aléatoire que ’on étudie ici.
Ce type de marche appartient a la classe des marches aléatoires biaisées sur des arbres de Galton-
Watson. Pour des U, identiques constants ces processus ont été étudiés dans de nombreux
travaux dont voici quelques références anciennes [Lyo90], [Lyo92], [LPP95], [LPP96] et plus
récentes [PZ08], [AH12].

A partir de maintenant les variables aléatoires {U,,x € T} sont supposées indépendantes

et de méme loi et on note U la variable générique (U £ U). De plus on utilisera ’hypothese
d’uniforme ellipticité suivante : il existe Ng > 0 et Uy > 0 tels que presque strement N < Ny
et |U| < Up. On peut alors définir pour tout ¢ > 0 la transformée de log-Laplace

P(t) :=logE Z eV |

=1

ou |z| désigne la génération de z, ¥ renferme 'essentiel des propriétés du milieu aléatoire.

24



Sur la Figure 2 on a représenté une premiere classification des marches (X,,,n) en fonction de

1 en terme de classes récurrentes. Ces critéres ont été obtenus en plusieurs étapes en commen-
cant par les travaux de [LP92] et [MPO02] pour des arbres réguliers puis ceux de [Farl1] dans notre
contexte.
Nous ne parlerons pas du tout ici du cas transient
qui est cependant un sujet tres actif depuis un certain i Rec. Posit.
nombre d’années, en voici quelques références [AOS], ’
[A10], [AT1], [AFGH12], [AHOZ13] et deux theses E.
Aidékon [A09] et A. Fribergh [Fri09].

Pour les cas récurrents nous allons voir que suivant
l'aspect étudié, on peut avoir des comportements iden-
tiques ou fortement différents. Il n’est pas inutile aussi
d’avoir en téte Dallure du graphe de 1 dans chacun de ~ FIGURE 2 — Criteres de récurrence
ces cas (Figure 3). Les cas ¢/(1) = 0 et ¢'(1) > 0 sont
en fait tres semblables bien que I'un soit récurrent positif et 'autre récurrent nul. Aussi lorsque
Y'(1) < 0, apparait l'existence d’une constante que nous appellerons x qui est la racine de 1
strictement plus grande que 1 et possiblement infinie (k = inf{s > 1, ¥(s) = 0}).

> 0, Rec. Posit.

= 0, Rec. nul

< 0, Rec. nul

Y(t) W(t) ¥(t)
\/ Kk < 400
=1 o o Y——"
KR =00
(1) <0 P'(1) >0, ¢'(1) =0 P'(1) <0
FIGURE 3 — %

Dans le paragraphe suivant nous présentons sommairement les premiers travaux effectués
dans le cas récurrent, ceci permettra de situer nos travaux.

3.1 Les travaux de Y. Hu et Z. Shi

Une premiere étude asymptotique sur la trajectoire (X, k < n) est donnée par Y. Hu et Z. Shi,
elle concerne la plus grande génération visitée notée X, définie par

¢
X, = Juax | X%
Nous avons rassemblé les résultats de Hu-Shi datant X*
de 2007 ([HSO07b], [HSO7a]) et ceux de Faraud-Hu-Shi IIONANNNNNAN

[FHS12] de 2011 dans le Théoreme qui suit. Cela mérite cependant quelques précisions, les
résultats de 2007 sont obtenus pour des arbres réguliers ils couvrent tous les cas. Les résultats
de 2011 sont obtenus pour des arbres de G-W sous (¢(1) = 0, ¢'(1) > 0) avec des hypotheses
plus faible que I'uniforme ellipticité, en particulier sont précisées les constantes de convergence
pour ces cas :

Théoreme 3.1 (Hu-Shi; Faraud-Hu-Shi). P-presque sirement sur l’ensemble de non extinction
de larbre, on a

Sip(1) <0, limy,—y 400 X;i/logn = ay,

Sip(1) = 0,¢/(1) > 0, limp— 100 X5/ (logn)3 = ag,

Sip(1) = 0,¢/(1) = 0, lim,, 100 X;:/(logn)? = a3,
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Si (1) =0,7¢'(1) <0, limp— 400 log X}t /logn = 1 — 1/ min(k, 2).
ai, as et ag sont explicitement connues.

La grande richesse de comportements a l'intérieur de la seule classe des marches récurrentes
est remarquable. Si on laisse de cOté les deux cas récurrents positifs on se retrouve avec une
marche tres lente et une marche sous-diffusive/diffusive. Ainsi lorsque ¥’(1) < 0 le comporte-
ment rappelle un peu celui de la marche de Kesten-Kozlov-Spitzer [KKS75] cependant ici la
marche est récurrente (remarquons que dans le cas transient sur Iarbre il existe aussi des cas
non ballistiques [A08]). Notons aussi que pour ce cas G. Faraud [Far11] montre que pour des &
grands > 5, un théoreme central limite fonctionnel peut étre obtenu pour X*.

Si ¢/(1) = 0 la marche est trés lente et on a aussi envie de la rapprocher du comportement
asymptotique de la marche de Sinai. Cependant il est a noter qu’ici la variable X} peut avoir un
comportement tres différent de |X,,|. On va voir dans la Section 3.3 que plusieurs indices nous
indiquent que cela devrait étre effectivement le cas, les travaux récents de Hu-Shi [HS14] vont

plus loin dans cette direction, en particulier, ils conjecturent pour | X,,| que | X,|/(logn)? £ x
Je ne vais pas donner de détail de la preuve du Théoreme 3.1 qui requiert de nombreux outils
(décomposition spinale pour V, résultats de petites déviations de Mogulskii, inégalité de Paley-
Zygmund ...) mais simplement donner une idée intuitive qui conduit & cette normalisation en
(logn)3. On retient donc ici 'idée suivante, certes un peu caricaturale et ne justifiant que la
borne inférieure mais qui donne une premiere idée : la marche, en un temps n et partant de la
racine, acceptera de visiter sans difficulté tous sites de hauteur moindre que logn (on verra dans
le paragraphe 3.3 que ces sites sont assez peu nombreux [voire (8)], et donc il est raisonnable
de dire qu'ils seront tous visités avant 'instant n). La question est donc de savoir sur combien
de génération le potentiel accepte d’avoir des fluctuations maximales plus petites que logn,
Fang-Zeitouni [FZ] et Faraud-Hu-Shi [FHS12] répondent (indépendamment) a cette question de
la fagon suivante : P-presque stirement sur I’ensemble de non extinction
w =a, avec V(2) := max V(u).
m—+00 ml/3 u€lp,z]

Si on prend m!/? = logn, on obtient donc cette normalisation en (logn)3. On retiendra aussi
que la variable clé, dépendant uniquement de l’environnement, dans 'étude de X, est ainsi
ming,—p, V(2).

> Un autre aspect qui peut étre intéressant est de comprendre comment 'arbre est visité par
la marche, c’est & dire essayer de décrire le nuage de points visités jusqu’a un instant n.

On va commencer par décrire la plus grande génération qui est entierement visitée avant I'instant
n. J’al travaillé sur ce point avec P. Debs. >

3.2 La plus grande génération entiéerement visitée

Définissons la variable qui va nous intéresser dans cette section :

= i > U = .
R, := max {k, lrzr|1irllc L(z,n) > 1} ou L(z,n) ; Ix,—

Pour établir la convergence de cette variable on a be-
soin de la constante qui apparait dans la loi des grands )
nombres des marches branchantes [Big76].

J(a) = %gg{w(_t) —at},y :=sup{a € R, J(a) > 0}.

Rn
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On a alors le résultat,

Théoreme 3.2 (A.-Debs [8]). P-presque sirement sur [’ensemble de non extinction de l’arbre,
si (1) <0, limy, 400 Ry /logn =1/ x 1/ min(k,2),
sinon limy, 4o Ry /logn = 1/7.

On voit immédiatement que le comportement de R,, est moins riche que celui de X}'. On
peut méme aller plus loin dans la similarité des 4 cas récurrents, il suffit pour cela de regarder
la variable R jusqu’a m retours en la racine : définissons T = inf{k > TP ! X} = x} pour
n>1et T =0, on a pour tous les cas : P-presque stirement sur 1’ensemble de non extinction

li n /1 =1/~.
Jm  Rrp/logn = 1/y (6)
Nous passons maintenant aux idées de preuve, qui donnent aussi ’idée intuitive du résultat.

Idées de preuve :
On commence naturellement par étudier RT$~
La borne inférieure est obtenue simplement avec un raisonnement similaire & celui que l'on a

I’habitude de faire dans le cas uni-dimensionnel : a la génération r_ := lo,gy"(l — €) presque

sirement pour tout n grand maxj,—,_ V(z) < (1 —¢/2)logn. On montre alors que presque
siirement en n retours en la racine la marche visite tous les points de la génération r_.

Pour la borne supérieure, il faut montrer que la marche n’accepte pas de visiter tous les points
d’une génération (1 + €)logn/v. On sait qu’a cette génération au moins un point sera tel que
V sera plus grand que (1 + ¢/2) log n, cependant pour montrer la convergence presque sfire ceci
n’est pas suffisant. Il faut aller un peu plus loin et remarquer que presque sirement on peut
trouver un nombre de sites aussi grand que l'on veut (comme fonction de €), tel que pour ces
sites V est plus grand que (1 + €/2)logn. Ces sites auront de plus leur ancétre commun proche
de la racine a une génération dépendant uniquement de €. Si on veut que ces sites soient visités,
cela va obliger la marche a atteindre des niveaux de potentiels élevés en de nombreux points tres
distants les uns des autres. Tres distants au sens ou leur ancétre commun est proche de la racine.
Cette grande distance entre ces individus va permettre de découper la trajectoire de la marche
en parties indépendantes. Ainsi on obtient a la fois des événements rares et indépendants qui se
répetent, cela permet d’améliorer la convergence de la probabilité qui permet ainsi d’appliquer
Borel-Cantelli.

Retour a R, on jouit ici du fait que la connaissance du comportement logarithmique du temps
local en la racine est suffisant. En utilisant les résultats de Hu-Shi [HS07b] et Faraud-Hu-Shi
[FHS12], on montre que P.p.s sur ’ensemble de non extinction

_ . log L£(¢,n) 1
/ 1 1 ! -
Siyi(1) <0, lim log n min {x, 2}’
1
cinon lim 08L£0n)

n—+oo  logn

Cette dernieére remarque associée a (6) implique le résultat, de plus on voit que la variable
aléatoire clé est ici la variable bien connue max,|—, V(z) [en particulier des résultats de C.
McDiarmid [McD95] sont utilisés pour la preuve| dont le comportement asymptotique ne dépend
pas des hypotheses de récurrence particulieres (d’out le comportement universel pour RTg)- O

> Au dela de la génération R, le nombre de sites visités va rapidement devenir négligeable com-
parativement au nombre de sites sur une génération. Ainsi des la génération (1+€)(logn)/4(0),
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le nombre de sites visités sera tres grand devant le temps imparti a la marche n. D’un point de
vu quantitatif on peut donc se poser la question suivante, prenons une génération (déterministe)
entre R, et X, quel est le nombre de points visités sur cette génération ? >

3.3 Nombre de sites visités a une génération donnée

Je parlerai ici uniquement du cas lent (1) =
Y'(1) = 0, et je supposerai que V est non-arithmétique.
Dans la Section Prolongements je discuterai sommaire- )
ment du cas ¢’(1) < 0 pour comparaison. Les résultats
de cette section ont été obtenus avec P. Debs [9]. 2 ¢
Nous nous intéressons donc aux variables aléatoires sui-
vantes : soit £ > R, un entier,

My =Y Ayt Kni= M.
|z|=¢

Le probleme s’avere plus difficile que 1’étude de R,, nous nous intéressons donc a la moyenne
de K. Un outil trés utile ici [qui est aussi utilisé dans la majorité des articles que j’ai cités sur
ce theme y compris la section précédente], est 'identité de Biggins-Kyprianou souvent appelée
Many to One Lemma (voir [Shill] et [BK97]). Je la rappelle donc ci-dessous dans le cas général :
pour tout n > 1 et toute fonction Borélienne F' : R" x R™ — [0, +00),

E[}jfrV@*WUWFquQJggignﬂ::EQMK&,1g¢grm
|z|=n

ou (S; — Si—1)i>1, sont des variables aléatoires i.i.d sous la mesure @) (obtenue par le théoreme
d’extension de Kolomogorov & partir de P et de la martingale lel:n e~ V(@)=vn) telles que

EQlG(S)] =E| Y e V@ WG(v(a)],
|z|=1

pour toute fonction Borélienne G : R — [0, +-00). z; désigne ici le i®™¢ descendant de ¢ du plus
court chemin de ¢ a .

Etant donné qu'ici (1) = 0, on a lidentité e¥(1-%) = IEQ(exsl). Notons f, la fonction
suivante définie pour tout x suffisamment petit

f@y:1—£%+x%@x

ou A est la série de Cramér relative a S; ([Pet75] Chapitre VIII, section 2). A partir de main-
tenant, on supposera que
0:= (logn)'¢,0 < ¢ < 2,

on obtient le résultat suivant :

Théoreme 3.3 (A.-Debs [9]). Pour tout 0 < ¢ < 2, € > 0 ne dépendant pas de ¢, il existe deux
constantes positives C1 et Co telles que pour tout n suffisamment grand

Gy ellogn)-flllogm) <] o(log n)-f[(log n)~¢]
" CEK.(0) < C ~
(log TL>€ (log n)(1+o/2 (log n)(1+o/2

I

ol { = Toccc1 +Cli<c<a.
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On peut voir que la moyenne de K, (¢), présente une transition de phase en ( = 1. En effet par
définition de f,

(logn)'~¢

sy + (log )~ \((log ) ).

(logn) f[(logn)~¢] = logn —

Ainsi pour tout 0 < ¢ < ' <1,

)

— r_ 1 1+¢’
W B (0] +00, avec ' = (logn)

alors que si 1 < ( < (' <2,

- E[Kn ()]
1 —= =0.
nioo B[, (0)]
Ceci nous incite & dire que les générations de I'ordre de /. := (logn)? sont en moyenne les

générations les plus visitées en terme de sites visités distincts.

On remarque aussi que pour 1/2 < ¢ < 1, la correction dans f venant de la série de Cramér
disparait, et que si 1 < ¢ < 2, 'exponentiel de (logn) - f[(logn)~¢] se réduit & const - n. On
va maintenant donner quelques idées de la preuve qui n’est malheureusement pas tres intuitive,
cependant nous verrons que cela donne des indications sur la voie a suivre pour obtenir une
convergence en probabilité.

Idée de preuve
On calcule successivement la moyenne sous P¢ de K, puis la moyenne de cette moyenne. E¢ (K,,)
peut s’écrire essentiellement comme combinaison linéaire des deux variables aléatoires :

2 Wyciogm O D "P:Lv ) siogn ™)

|z|=¢ |z|=¢

ou p = (L ueppsg € )"

On remarque que la premiere somme compte les sites dont le potentiel est (toujours) plus petit
que logn jusqu’a la génération £. La seconde tient compte des sites z dont le potentiel est plus
haut que logn pondéré par np,. L’absence de p, dans le premier terme fait que sa moyenne
est plus simple a calculer. En utilisant le MOL, ainsi que des résultats de déviation pour des
sommes de variables i.i.d. avec condition de Cramer on obtient

= (to<car logn plognf(logn=¢)
<z|:f1 Z)<logn) - ((logn)urc + (log n)? (1+<)/2]11<C<2 . (8)
Z

On voit alors immédiatement par rapport au résultat du théoreme que la contribution des sites
tels que V reste en dessous de logn est négligeable. Cela montre que les points de potentiels
élevés (plus élevés que logn) sont importants et méme fondamentaux ce qui contraste avec la
MAMA unidimensionnelle. Remarquons ici qu'un travail récent de Hu-Shi [HS14] montre qu’en
fait la marche peut visiter des hauteurs de potentiel de 1'ordre de (logn)? presque stirement !
Pour calculer la moyenne du second terme il faut travailler un peu plus a cause du p, apres le

MOL on obtient qu’il faut calculer F ((El L% 11§£>logn

Se—

) la borne supérieure ne pose

pas de probleme car linverse de la somme est inférieure a e (Sg = maxj<j<¢ S;) et on
applique les mémes techniques que pour la partie negligeable Pour la borne inférieure on doit
a la fois maitriser les fluctuations de la somme Zl 1 €%75 tout en gérant la dépendance avec
I’événement dans I'indicatrice. On partitionne donc suivant les valeurs du temps d’atteinte du
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maximum de S avant 'instant ¢, cela conduit & ce que la somme Zle e%i=5t gécrive comme la
somme de deux morceaux indépendants. On montre ensuite que ces deux sommes ne sont pas
tres grandes (c’est a dire plus petites que 64¢, pour 0 < 6 < 1/2). Le cas le plus délicat est celui
qui correspond a la trajectoire de .S avant 'atteinte du maximum car c’est la ou la dépendance
avec ’événement dans 'indicatrice est réalisée. Remarquons que nous avons déja eu a faire a
des sommes d’exponentielles de différences de potentiels assez similaires dans la Partie 1 (voire
(1) par exemple), et que l'apparition de ces objets ici vient du fait que les probabilités du type
Pg(Tz < Ty) s’écrivent comme dans le cas unidimensionnel, en ne tenant compte que de V' sur
le chemin de ¢ & z, i.e. Pg(Tz < Ty) ~ p-.

Enfin la variable clé ici est donc la seconde variable aléatoire dans (7). U

> Jusqu’ici nous nous sommes intéressés a l’aspect quantitatif, on voit que les résultats ne sont
pas encore tres précis, en particulier on aimerait avoir au moins un résultat en probabilité sur K,
et M,. Je discuterai de petites avancées récentes dans la partie Prolongements. Dans la section
suivante nous donnons une premiere idée de la fagon dont les points visités se répartissent sur
I’arbre. >

3.4 Etalement des points visités

Pour ce paragraphe on se place encore sous ’hypothese ¢(1) = ¢/(1) = 0. On aura besoin &
la fois d’identifier des ensembles de sites contigus compris entre deux mémes générations, ainsi
que d’une notion de distance entre de tels ensembles.

Introduisons donc d’abord ce que nous appellerons cluster. Soit z € T et m > |z|, 'unique
cluster issu de z et de génération m que ’on note C,,(2) est 'ensemble des descendants u de z
tels que |u| = m, soit

Cm(2) :=A{u >z, |u| =m}.

u > z signifiant donc que u est un descendant de z. Par convention on supposera que Cj.|(2)
est vide, sinon remarquons qu'un cluster C,,(z) n’est vide que si z n’a pas de descendant a la
génération m.
Si on se donne deux clusters Cp,(2) et Cp,(2') avec z # 2’ et |z| = |2/], on a besoin de définir le
nombre d’individus entre eux. Pour cela commengons par rappeler la notation de Neveu [Nev86]
introduisant un ordre partiel sur ’arbre. A tout sommet x de génération m € N on associe la
suite x1 ...x,;, ou z; € N, nous écrirons donc z = x1 ... Zy,.
Cette suite donne la généalogie complete de = : si y =
x1...x; avec |y| = i < m, alors y est 'unique ancétre
de z de la génération i et nous notons y < x. Ainsi par
exemple T = T1...Tmo1 et 1 <z, < Ng, et = est
I'unique x,,iéme descendant de T

Pour étendre cet ordre partiel a des individus de la
méme génération |x| = |z|, on écrit x < z 8l existe
i < m tel que xp = 2z, pour k < i et x; < z.

On peut donc numéroter les individus d’une géné-
ration m de la gauche vers la droite, et on associe ainsi Cm (@) Cm )
a chaque individu « un nombre d,, qui est compris dzy ~ dza
entre 1 (pour I'individu le plus & gauche) et card[Cp, (¢)]
(pour I'individu le plus & droite). Maintenant, pour tout
A sous-ensemble de {z € T,|z| = m}, on note infA := inf{d,, z € A} (respectivement
sup A := sup{d,, z € A}) le minimum dans A (respectivement le maximum dans A) asso-
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cié a cette numérotation.

Proposition 3.4. Soient 0 < ( < 2 et € > 0 rappelons que £ = (logn)'*¢

lim P( min max L(y,n) > 1) =1
n—+400 2€C_,1/3(8) y>z,ly|=L

Cette proposition montre simplement que tous les indi-
vidus d’une génération assez proche de la racine ef!/3
ont au moins un descendant visité a la génération ¢ (Fi-
gure 4). Conservons maintenant un individu sur deux
(en allant de gauche & droite) de cette génération e/*/3,
on sait (avec une probabilité proche de 1) qu’a cette
génération il y a au moins 1=V ()32 telg indi- )
vidus (21, 23,--+). De plus (toujours avec une proba- = A o
bilité proche de 1) on a aussi min; pair card|[Cr(2;)] > e
1—€)y(0)£1/3/2

e?(OE1-9/2 4 en déduit qu’au moins el
individus de génération ¢ séparés par e¥(0)(1-)/2 indi- FIGQURE 4 — Sites visités distants
vidus de la méme génération ¢, sont visités. On peut

en conclure qu’il y a une certaine diffusion des sites visités sur 'arbre. La borne inférieure de
min; pair card[Cy(2;)] est obtenue a partie de la queue de distribution a gauche des card[Cy(z;)].
Comme nous n’avions pas besoin d’'une grande précision nous n’avons pas différencié les cas
Schrioder et Bottcher, la queue Schroder étant suffisante.

Nous regardons maintenant si les points visités peuvent étre regroupés :

Proposition 3.5. Soit € > 0, pour n suffisamment grand notons wy, := (1 — €)logn/v, on a

lim IP’( max min L(y,n) > 1) =1
n—-+o0 |z|=0—wn yCo(2)

Ce résultat implique l'existence d’un cluster dont
Porigine est la génération ¢ — w, et la fin la généra-
tion ¢ entierement visitée (Figure 5). Ce cluster entie-
rement visité a un nombre d’individus au moins égal
a e?(M-20)logn/y  vest & dire du méme ordre que le
nombre d’individus de la génération R,. Ce résultat
doit d’ailleurs étre aussi vrai presque siirement car on
le montre en utilisant les résultats de Faraud-Hu-Shi
sur le minV et les idées de la Section 3.2 sur R,. """«4'(3,,}('7;)'%””'6
Cela implique aussi une borne inférieure grossiere pour
M, (¢) car la taille de ce cluster entierement visité est
une borne inférieure pour M, (¢). Nous ne donnons pas
d’idée de preuve de ces deux propositions car cela uti-
lise les mémes arguments que la preuve du Théoreme
suivant dont nous donnerons les idées.

& generations
0

-l — wy,

FIGURE 5 — Grand cluster visité

Le prochain résultat est un peu un mélange des deux propositions précédentes. Il montre
que de petits clusters visités tres distants les uns des autres et n’appartenant pas & un méme
grand cluster entierement visité existent avec une grande probabilité.
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Pour cela nous avons besoin de nouvelles notations, on se donne donc deux générations initiale
et finale et ¢ un ensemble de clusters disjoints définis par ces générations. On note (D;,1 < j <
|€|), la suite ordonnée des clusters de &, c’est a dire tels que pour tout j supD; < infD; .

Définissons la distance® minimale entre clusters de € de la facon suivante
D(%):= min (infD,;o —supD;),
(€) 185%*2( J+2 pDj)

La raison pour laquelle on saute un cluster dans la définition de D vient du fait que ’on cherche
des clusters tres séparés les uns des autres. En évitant un cluster dans la définition on s’assure
ainsi qu’il y a un minimum d’individus séparant deux clusters qui nous intéressent.

Théoreme 3.6 (A.-Debs [9]). Soient (kn, hu, Tn,n > 0) une suite composée d’entiers positifs tels
que knryp + (kp, — 1)hy, = £ pour tout n. Pour tout 1 < i < k,, notons €; un ensemble de clusters
initiés a la génération (i — 1)(ry + hy) et de points terminauz a la génération ir, + (i — 1)h,
(voir Figure 6), définissons [’événement suivant pour tout m >0 et ¢ > 0

i(m,q) = U {card(€;) > q, D(%;) > m} ﬂ {Vz2e€D,L(z,n) > 1}
C; Des;

Tlexiste 0 <k<1A( 0<r<1 avec 0 < k4 r <1 tels que pour k, = (logn)¥, r, = (logn)"

n—-+o0o

kn
lim P <m %(61#(0)’17:/2,elb(o)rn(i—l)/?)) - 1. (9)
=2

generations

[U

Tn

Ce résultat n’est pas tres lisible mais son écriture est dif-
ficilement simplifiable. De plus nous avons fait un abus )
de notation en ce qui concerne ’événement dans la pro-
babilité en (9). En effet les clusters descendent les uns
des autres ce qui n’apparait pas, il faudrait plutot écrire
I’événement sous la forme {---N{---N{...}}}. La Figure
6 aide, je ’espere, a rendre cet abus tolérable. L’idée est
de montrer que I'on peut trouver régulierement dans
I’arbre des clusters entierement visités disjoints descen-

dants les uns des autres. Le résultat dit que pour tout 0 2,::;.”[::)21.
i < kp, aux générations de la forme ir,, + (i — 1)hy,, on
peut trouver e?(©r(i=1)/2 clygters de taille au moins
e?(Orn/2 entidrement visités. De plus la distance entre
deux de ces clusters (au sens défini précédemment) est
d’au moins e?(@"/2 individus. On en déduit alors par la décomposition de £ = kyry, + (kn—1)hy,
que hy, ~ (log n)1+<_k et du fait que k < ¢ que e?(Ohn/2 5 . Ceci implique done qu’entre deux
clusters visités il y a au moins n sites et donc au moins 1 n’est pas visité puisque le temps
imparti & la marche est n. Ces petits clusters visités ne font donc pas partie d’'un méme grand
cluster entierement visité.

Tn+ hn

&)

27y + hy

— path satisfying V|2 = i(r, + hn), V(2) < i(ary + hn)

FIGURE 6 — Clusters visités

Idées de preuve : Elle s’appuie sur un découpage régulier dans I’arbre tel que représenté dans la
Figure 6. Dans ce découpage on alterne des coupes franches entre les générations gi1 = iry, +ihy,
et g2 := (i + 1)1, + ihy, ol I'ensemble des individus sont conservés, et des coupes sélectives

3. D n’est pas une distance au sens usuel.
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entre les générations 92-2 et gi1 +1 Ou un unique individu est conservé. Lors des coupes franches on
laisse le potentiel (recentré) augmenter & son maximum c’est & dire dans le pire des cas Ugr,.
Lors des coupes sélectives, on conserve uniquement les descendants (de génération gz-1+1) des
individus des coupes franches tels que le potentiel (recentré) a le moins fluctué. Par le résultat
de Faraud-Hu-Shi [FHS12| on sait que la plus petite fluctuation que I'on peut obtenir entre les
générations g? et g} 1 est de l'ordre de (g} 1 gf)l/ 3= h}«/ % Ainsi a la génération ¢ qui nous
intéresse la hauteur maximale du potentiel atteinte pour les individus sélectionnés est au plus
de lordre de H,, := k,, xrpo+k;, * hi/ 3 On choisit alors kn, Tn et h, de maniere a ce que H,, soit
plus petit que (1 — €)logn (en fait des contraintes pour obtenir la convergence des probabilités
font qu’au final H,, est plutét de I'ordre de (logn)'~¢). On sait alors que tous ces individus
sont visités avec une grande probabilité, rappelons en effet qu’ils sont peu nombreux de maniére
triviale. On obtient aussi que h, ~ (logn)'T¢7%, ce qui implique le fait que les clusters sont
disjoints. O

3.5 Prolongements

e Cas ¢(1) =0, ¢/(1) = 0
Rappelons que dans ce cas spécifique, on a noté £, = (logn)?, avec X. Chen, nous avons un peu
amélioré les résultats en montrant

Proposition 3.7 (A. -Chen).

logn

lim
n—-+4oo n

E(K,(¢.)) =C € (0,+00),

et pour tout € >0

bg[Kn(fc)]_l)y):lv

lim P (
n—+00 logn

le résultat ci-dessus étant aussi vrai si on remplace Ky (C.) par M, (¢.).

Ceci n’est pas suffisant pour montrer que la génération critique, c’est a dire la plus visitée, est
(logn)?, cependant on peut naturellement penser que I’on a

n

M,(ly) ~ Cr——— 10

n( C) (log n)a+1 ( )

en probabilité, si le temps local en la racine se comporte en 5> 4« n’est pas encore connu!
g n

Pour résoudre ce probleme le calcul de la moyenne de la variance quenched de K, (¢.) (pour
des sites de potentiels hauts) révele deux scénarios possibles. Un de ces scénarios indique que
ce serait au niveau des générations (logn)? quune fluctuation atypique du potentiel (que I'on
sait caractériser) a la plus grande chance d’apparaitre. Cette fluctuation atypique expliquerait
la raison pour laquelle la génération critique pour le nombre de points distincts visités et peut-
étre aussi la localisation de | X,,| se ferait au niveau des générations de 'ordre de (logn)?. Ceci
nous fait bien entendu penser a l'idée intuitive que Sinai donne dans [Sin82b] (& propos de la
fluctuation localisante du potentiel) que nous avons rappelé dans I'introduction pour expliquer
le comportement de la MAMA unidimensionnelle récurrente.

Une fois ce résultat confirmé, il est naturel de se poser la question de la convergence presque
sure pour (M, n), en particulier 'existence (ou pas) de la limite. On note d’ailleurs pour 'instant
que contrairement au cas unidimensionnel (marche de Sinai par exemple), les limites supérieure

4. Ceci semble étre le cas d’apres des travaux a venir de Y. Hu et Z. Shi.
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et inférieure des objets (X, ou R, ...) que nous avons présentées ici ont toujours coincidé (pour
la MAMA uniquement car pour le milieu il y a des différences [HS09]).

Il y a aussi la description du nuage des points visités qui m’intéresse particulierement. Encore
une fois les premiers résultats que nous avons obtenus ne sont pas tres précis, I’idéal serait comme
dans le cas unidimensionnel d’avoir une description quenched des points visités.

Une fois ces questions résolues on pourrait s’attarder sur la génération (suffisamment distante
de la racine) la plus visitée mais en terme de temps local (qui était ma motivation premiére,
comme prolongement des idées de [6]). Ce n’est, a priori, pas évident que cette génération soit
identique aux problemes précédents.

e Cas ¥(1)=0, ¢¥'(1) <0

Le calcul de la moyenne de K, (¢) est ici simplifiée par le fait que via le MOL la variable S}
est maintenant de moyenne [¢/(1)], on a montré avec P. Debs que la génération critique est
L, = %, on obtient que pour tout € > 0

Ve>l,(1+¢), lim EE Ol _ o 5 g,

n—-400 n

Ve </l (1—¢€), lim

n—-+0o n

On peut étre étonné par ces convergences notamment lorsque ¢ > £.(1 + €), on s’attendrait en
effet, puisque la marche est plus rapide, que moins de sites soient visités que dans le cas 1)'(1) = 0.
Cependant il ne faut pas oublier que le temps local en ¢ en un temps n de cette marche est

1
de l'ordre de nmin=2 on s’attend donc plutot au résultat suivant : pour tout £.(1 +¢€) < ¢ <
pl=(/min(2.r5)—€ o probabilité,
1
Mn(g) ~ Cnmin(n,Q) .

Ce qui est bien plus petit que (10).
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4 Applications

Dans cette partie on utilise le modele unidimensionnel de la Partie 1. On reprend donc, sauf
mention contraire, I’essentiel des notations de celle-ci.

4.1 Estimation pour la marche de Sinai

Le travail [7] est une application des résultas obtenus dans le premier article de concentration
([2]). L’idée est d’estimer le potentiel S & partir de la connaissance du temps local. Comme on a
pu le voir une coordonnée importante pour la marche est mjqg,. Ce point peut facilement étre
approché par le point favori de la marche par le résultat suivant : soit n > 1 il existe un sous
ensemble d’environnements &, et un entier ng tel que pour tout n > ng, P[&,] > 1—logyn/logn
et

inf P“ |max |mign — 2| < (logyn)?| > 1 — (logn) 2
weén zelfy,
oulF, :={keZ, L(k,n)=L"(n)}.
En étendant le résultat de concentration [2] on va voir que 1’on peut estimer a ’aide du temps
local les différences de potentiel entre les points suffisamment visités et mjqg . Soit v > 6, notons
L, la zone d’estimation

L) =q1€Z, > lx,— > ((logn)")V (L{ Tis))
j:Tk;;
ou ky = inf{|k|,k € F,} et rappelons que T, = inf{k € N*, X}, = x}. Notons {S}! := (S} —
S, )/ logn, k € Z}, les différences que 1’on cherche a estimer et (Sl" = 1-log L(l,n)/logn,l €

Mlogn
Z) Vestimateur de ces différences de potentiel, on a

Jnf B () {

kel

Sp— sn

< C(log n)*l} > 1 — (logn)~ ™in(/27=6),

ot C' > 0 est une constante. Ci-dessous on montre deux simulations, une (& gauche) ou I'estima-
teur est performant sur un large intervalle du fait que la MAMA a largement le temps de visiter
une majorité de points (y compris ceux déja visités) apres avoir touché le fond de la log n-vallée.
Une seconde (& droite) ot ce n’est plus le cas. En rouge on a tracé S, en bleu 57 — C(logn) =
et en vert 57 + C(logn)~!.

Estimation of the potential using the local tme Estimation of the potential using the local ime
08
T

_ 1 I 1 1 I I
20 0 2 ) 60 80 100 120 140
space x

FIGURE 7 — n = 5.10%,v = 7, L) = [10, 100] FIGURE 8 — n =5.10%,v =7, L) = [-149, —91]
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>> Un ancien article (années 60) abondamment cité par les probabilistes ([Che62]) fait état de la
modélisation de la réplication de ’ADN par ce qu’on appelle aujourd’hui MAMA. La MAMA
introduite dans la partie suivante est également une modélisation plus récente (fin des années
90) de l'ouverture d’une molécule d’ADN, la motivation dans cette approche est le séquengage.
>

4.2 Dégrafage d’ADN

Les physiciens V. Baldazzi, S. Cocco, E. Marinari et R. Monasson ([BCMMO06], [BCMMO07],
[CMO8]), se sont intéressés aux expériences de dégrafage mécanique de molécules d’ADN opérées
par les biophysiciens U. Bockelmann, B. Essevaz-Roulet, et F. Heslot [BERH97]| et [BERHO9S|.
L’expérience consiste a écarter les deux brins complémentaires d’'une molécule d’ADN en ap-
pliquant une force f aux extrémités de la molécule (pour plus de précision voir [BCMMO6] -
voir également le schéma Figure 9). La force f est choisie de maniére a ce que la molécule
puisse étre entierement dégrafée en fin de processus. Cependant f reste raisonnable afin que la
molécule puisse également se reformer partiellement au cours de I’expérience. Ce procédé induit
un mouvement de va et vient (ouverture, fermeture) et le nombre de bases ouvertes a chaque
instant est mesuré par les biologistes. Le signal obtenu est caricaturé par les physiciens par une
chaine de Markov dont les probabilités de transition sont inconnues.

L’un des objectifs de ce procédé est le séquencage
de la molécule, en effet ’énergie de liaison unissant les
deux brins dépend fortement des bases dont ils sont
composés. Ainsi le lien A — T étant plus faible que
le lien C' = G pour des raisons de valence (2 liaisons
hydrogenes contre 3), le dégrafage sera ralenti ou ac-
céléré suivant la concentration de I'une ou l'autre des
paires. Il faut ajouter a cela un effet d’empilement
entre bases adjacentes qui contribue a la multiplicité
des énergies de liaison entre les bases de la molécule.
Autrement dit la force nécessaire pour casser par
exemple un lien C' = G est différente selon si C' est suivi
duna A, d’'un T, d’'un C ou d’un G. Il s’avere qu’a tem-
pérature ambiante cet effet n’est pas négligeable comme
en témoigne le tableau d’énergie de la Figure 10.

FIGURE 9 — Dégrafage d’ADN

Le modeéle

On notera M la longueur de la molécule, c’est a dire go | A T C G

le nombre de bases d’un brin de la molécule, et (b1, bo, A | 1.78 | 1.55 | 2.52 | 2.22
.-+, byr) la suite de bases ordonnées de ce brin. Ainsi T | 1.06 | 1.78 | 2.28 | 2.54
b; est la i*" base & valeurs dans {A4,T,C,G} par com- C |2541]292213.14 | 3.85
plémentarité on peut en déduire la suite des bases de Gl292810125213901| 3.14

la molécule. Nous avons considéré deux modeles tres
similaires 1'un noté (X,,n € N) & temps discret et le FIGURE 10 — Energie de Liaison X
second (Y(t),t € RT) & temps continu. Ces deux pro- kpT, [Zuk00].

cessus correspondent au nombre de paires dégrafées a

un instant donné.

Nous faisons maintenant le lien entre X (et Y) et b. Commengons par définir 1’énergie libre g
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associée a la molécule lorsque les x premieres bases sont ouvertes :

g9(x) ==Y golbi, bit1) — zg1(f).

=1

go(bi, bi+1) est énergie de liaison de la paire a 'emplacement i 4+ 1. Notons que 'effet d’empi-
lement dont nous avons parlé est ici pris en compte car gy dépend de b; et de b; 1. xg1(f) est
I’énergie nécessaire a la force f pour maintenir ouverts les deux brins lorsqu’une nouvelle base
est ouverte.

g1 est connue et fixée alors que (37 go(bs, bit1), 2 <
M) est inconnue et représentera le milieu aléatoire. Une
trajectoire typique de g est donnée par la simulation de
la Figure 11.

Le nombre de bases ouvertes fluctuent aléatoirement
avec une distribution qui va dépendre de la différence
entre les énergies libres des bases successives, plus pré-
cisément on a :

Le cas (temps) discret (X,,n) : pour une suite b :=
(by, 1 < x < M) donnée les probabilités de transition FIGURE 11 - (g(x), z)
sont données par : pour tout 1 <z < M — 1,

Energie libre g, M=100, R=2.4,1/kT=1, {=2.4

1
1+ exp[B(go(bs, bz+1) — g1(f))]

ol [ est une constante proportionnelle a 'inverse de la température. On suppose aussi que la
probabilité d’ouvrir la premiere base vaut 1. Notons que g¢;(f) étant croissante avec f, plus
celle-ci est grande, plus grande est la probabilité d’ouvrir une nouvelle paire.

Nous reconnaissons donc ici les probabilités de transition d’une marche au plus proche voisin
soumis & un potentiel g.
Le cas (temps) continu (Y (s),s) : les physiciens prennent aussi en compte le temps d’attente
entre deux sauts successifs. Le temps d’attente en une coordonnée x > 1 est distribué comme
une loi exponentielle de parametre e £90(bz:be+1) 4 ¢=B91(f) et une loi exponentielle de paramétre
e P9®1b2) on g = 1. Le processus Y est simplement une chaine de Markov & temps continu
caractérisée par le couple (X,T) ou X est la suite de sauts discrets et T la suite de temps
d’attente successifs en chaque site. On considérera ici uniquement le cas ot les observations sont
données par le processus Y arrété a l'instant d’atteinte de la fin de la molécule 737 := inf{k >
0, Xp =M} (Xp, Tk), k < 1ar).
Résultats des physiciens : dans leurs travaux [BCMMO06], [BCMMO07] et [CMO8] étudient
d’abord le cas sans effet d’empilement en supposant que (go(b;), ) est une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi. Ils calculent I’Estimateur du Maximum de Vraisem-
blance b, de b,. Pour plus de précision ils considérent R trajectoires indépendantes (Y, < R).
IIs montrent que pour x < M,

P(X 1 =a+1|X =z, b) = (11)

P(by # bs) < exp(—R/R.(x)),

et estiment R.(z). Pour le cas général (avec effet d’empilement) ils utilisent P’algorithme de
Viterbi [Vit67] pour le calcul de l'estimateur. Ils estiment ensuite P(b, # I;a;) par des méthodes
analytiques et numériques et obtiennent un résultat similaire au cas indépendant.

De discussions avec S. Cocco et R. Monasson sont ressorties les questions suivantes : est-il
possible d’obtenir une méthode générale et rigoureuse qui peut étre appliquée a tous ces cas?
Comment le choix de la force peut-il étre utilisé afin d’améliorer les résultats? Quelles sont
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les différences, du point de vue de l'estimation, entre le modele & temps discret et le modele
continu ? L’article avec R. Diel [12] a eu pour but de répondre a ces interrogations.
Approche probabiliste : La seule hypotheése que nous ferons ici est le fait que gg est injective
en ses premiere et seconde variables : pour tout a € {A,T,C,G}

go(a,.) v — gola,v) et go(.,a):~v — go(vy,a) sont injectives. (12)

Cette hypothese est cohérente avec les valeurs expérimentales d’énergie données en Figure 10.
On considere donc R trajectoires (dégrafages) indépendantes que on note Y := (Y | < R).
Pour construire ’EMV de la séquence b on a besoin du nombre de pas a droite des processus
Y® : pour tout = € [1, M — 1]

1 _
Ty —1 R
+() .— Z +R .:Z +,(0)
L0 b ® e LT L0,
k=0 =1

ou 7'z(\? = inf{k > 0, X,gl) = M}, et les temps d’attente

TJ(\Q) R
l
HY =3 1010, H =) A,
=1 =1

e FEstimation base par base : On commence par une estimation site par site, dans ce cas, I'esti-
mateur du maximum de vraisemblance b, de b, pour tout 2 <z < M — 1 est donné par

o= Y Al (ab=min L@b)}
a€{A,T,C,G}

ou pour tout u € {A,T,C,G}

Lo (u,b) := Bgo(u, byi1) LT + SBe=Boolwbert) 4 goo (b, 1 w) LT 4 SE | e=Po0(ba1)

et b* := (b1,b2, -+ ,by—1,bz41,- -+ ,bar). On obtient que P.p.s pour tout b*, 1395 converge lorsque
R tend vers l'infini vers b,. Le résultat de grande déviation auquel s’intéresse les physiciens

s’écrit donc : )

R.(x)’

Pour Iexpression de R.(z), elle peut étre représentée de deux fagons.
Représentation quenched de R.(z) : P.p.s. Vb

. 1 7 R jx\ _
P}gnoo—ﬁlogﬂb(bx#bx\}/ b ) -

1 . AFi(bmfl) n AF+(bx+1)
RC($) Pr—1 Da

ot AF T (byy1) et AF~(by—1) sont des constantes strictement positives (par 'hypothese d’injec-

tivité) dépendant uniquement des différences entre deux énergies go et p, := E[L;L’(l)|bz].
Pour la molécule d’ADN on a (via la Figure 10), AF~(y) > 5%(0.23)2, de méme pour AFT (7).

On sait de plus que (p,)~' > exp (BM,), ot M, := maXI+1§l§M_1{Z§€:x+l 90(bk, bpa1) —

(l—2)g1(f )} Ainsi la convergence est meilleure si il y a une forte concentration de base forte
entre x et M associée a une force faible. Pratiquement p, n’est pas connu il est donc intéressant
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d’avoir une représentation trajectorielle de la variable R.(z) :
Représentation trajectorielle de Rq(x) : P.p.s. pour tout b et R suffisamment grand

1 R L"
= AF (by_1) 2=+ AFT (b, z +(R),

ol €;(R) ~ (Rloglog R)"/ 2L;;’(R)/ R. Ces résultats confirment ceux des physiciens a savoir que
considérer un petit nombre de dégrafage améliore déja considérablement ’estimation (voir aussi
les Simulations Figure 12 ou R = 1 et Figure 13 avec R = 10).

Estimation de la séquence, M=100, R=1,1/KT=1, f=2.4 || n_e=32 Estimation de la séquence, M=100, R=10,1/kT=1, =2.4 || n_e=5

R * % * * K ORARE KK e Rk Rk * % * * *oRREE K K
12k Rk K Mk Rt Kk kklok ok Bk ok Rk Kok ke X 12 R F SHORE dF Rk E Rk R Rk kR kK #
1 ¥R K E RORE B B R F R R REORE

* oKk kokk Rk Rk MRk ok kkkokk * Kk KKk

FIGURE 12 - R=1, b — b, P(b, = b,|[Y®,b*)  FIGURE 13— R = 10, b— b, P(b, = b,|Y ®,b%)
On peut reproduire ’analyse en considérant la molécule dans son ensemble :
e Estimation globale de la molécule : Pour tout a € {A, T, C,G}M avec oy = by,
e—I(a)
S e @’

Iestimateur du maximum de vraisemblance global est donc 1’élément b de {A,T,C,G}M qui
minimise la fonction I :

P(b=alY" b)) =

M-1
I(a) = —logP(b=a) + Y Bgo(, cgyr) LT + e P0lmes) Gl o e fA T, C,G}M.

r=1

Théoreme 4.1 (A.-Diel [12]). Si (12) est satisfaite alors l'estimateur du mazximum de vrai-

semblance global converge presque surement lorsque R tend vers linfini vers la molécule d’ADN
b.

Dans la suite de ’article nous proposons plusieurs fagons de moduler la force afin d’améliorer
localement la précision du séquencgage tout en conservant un temps de dégrafage raisonnable.

> Dans cette approche on voit que ’on accorde aucune importance a la distribution du milieu,
fort heureusement d’ailleurs car le but est de séquencer n’importe quelle molécule. Si on cherche
maintenant a estimer des parametres intrinseques a la molécule (les énergies de liaison, la fré-
quence d’apparition de ces énergies ...) une approche différente est nécessaire. Afin de conserver
certaines spécificités de la molécule notamment le fait que les énergies de liaison soient fonction
de deux bases successives, on peut conserver le modele précédent et supposer que le milieu est
Markovien. C’est ce qui a motivé le travail qui suit en collaboration avec D. Loukianova et C.
Matias, il s’inscrit dans la continuité de récents travaux sur des probléemes d’estimation de la
loi de 'environnement a travers des MAMA. >
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4.3 Estimation en milieu Markovien - Lien entre MAMA et CMC

Si on fait abstraction des articles [AE04], [7] et [11], une majorité de travaux concernant des
problemes d’estimation relatifs aux MAMA sont apparus tres récemment. Ils sont effectués par
F. Comets, M. Falconnet, A. Gloter, O. Loukianov, D. Loukianova et C. Matias. Ils étudient
la consistance et la normalité de l’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre
0 € © de la distribution de wy (© est un compact de R?, g € N*). Il suppose pour cela que le
milieu aléatoire w = (wy)zez € S (toujours avec les notations de la Partie 1) est composé de
variables i.i.d. Tous les cas sont alors étudiés : le cas transient ballistique ([CFL*14], [FLM14]),
sous-ballistique ([MALJ) et récurrent ([CFLLY]).

C’est I'hypothese d’indépendance que nous allons relaxer ici en supposant que w est une
chaine de Markov réversible apériodique et Harris récurrente positive. On note donc ) le noyau
de transition de w : pour tout a € Set BC S

Qo(a,B) = / qo(a, b)db,
B
et on désigne par uy la densité de la mesure de probabilité invariante par rapport a la mesure de
Lebesgue sur (0,1) si S est continue ou par rapport a la mesure de comptage si S est discrete.
Py est la mesure annealed (Pp(A) := [ dzug(x)Py(Alwy = z)), Eg son espérance relative, enfin
P§ la mesure quenched.
Dans [13] nous traitons le cas ou X est transiente ballistique (a droite). L’hypothese pour

obtenir la transience est la méme que dans le cas i.i.d. c’est & dire (V0 € O) Ey| log JJO) <0,

tandis que pour la ballisticité

Z = (1+ & —I—(:Jocbl—l-...)_l

doit étre de moyenne finie (voir [Ali99]). Comme dans la section précédente nous consideérerons
les trajectoires finies de X : X" = (X)k<r,, (T est toujours le premier temps d’atteinte de la
coordonnée n € N), ou par hypothese 7,, < 400, Pg-p.s. On suppose que la suite d’observation
est générée sous la distribution Py« ou 8* appartient a 'intérieur de ©. Le but est donc d’estimer
0* & partir de la suite d’observations X".

e Processus de branchement avec immigrant

L’estimateur de 6* sera construit & partir du processus des pas a gauche G := (G}, Gl'_,,
.-+ ,G{) du processus X". Notons que c’est une statistique exhaustive pour le parametre 6*
comme précisé dans [CFL114].
Un point déterminant ici est le fait suivant (observé dans [KKS75], repris dans [CFL*14] et qui
reste vrai dans notre cas de milieu Markovien grace a ’hypothese de réversibilité) : sous Py, G
a la méme distribution que les n premieres générations d’un processus de branchement en envi-
ronnement aléatoire avec un immigrant a chaque géneration et loi de reproduction géométrique.
Nous noterons donc ce processus Z := (Zy, Z1,--- ,Zp) tel que Zp = 0 et Yk > 0, Zpiq =
ZiZ:ko €k+1,; ol pour tout k > 0, les variables aléatoires ({;,7) sont indépendantes de distribu-
tion conditionnellement & w donnée par Vm € N,  P§(§,; = m) = (1 — wy)"wy. L’étude de
PEMYV de 0 a partir des observations de X se réduit donc a I’étude de 'EMYV a partir de celles
de Z.

e Lien avec les Chaines de Markov Cachées

Notons que lorsque w est i.i.d. (Zg)k>0 est une chaine de Markov. Ici w étant elle méme une
chaine de Markov (Zj)x>0 est une chaine de Markov cachée généralisée. La généralisation venant
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du fait que conditionnellement a ’environnement w (aussi appelé processus latent), le proces-
sus observé (Zj)r>o est Markovien, alors qu'il serait i.i.d. dans le cas de chaines de Markov
cachées classiques®. Plus précisément le processus bi-varié {(wy, Zk) k>0 est appelé processus
autoregressif avec régime Markovien (voire I'article de Douc-Moulines-Rydén [DMRO04]). 11 est
caractérisé par sa distribution donnée par V(a,b) € S? et V(x,y) € N2,

Pg(wk+1 € db\wk = a) = qg(a, b)db, wo ~ g et

T+
Py(Z+1 = y|Zk = z,wp11 = a) = ( y> a**1(1—a)¥ et Zy = 0.
x
Les observations étant données par (Zy, ..., Z,) il est naturel d’estimer la valeur du parametre

0* par 'estimateur du maximum de vraisemblance 0,, qui maximise la log-vraisemblance des
observations (Zy, ..., Zp) :

A~

0,, € ArgmaxlogPy(Zo, ..., Zy).
0O

L’étude des propriétés asymptotiques du maximum de vraisemblance pour les Chaines de
Markov Cachées remonte au milieu des années 60 [BP66], pour des résultats récents voir par
exemple [DMOvH11]. Pour notre cas de processus auto-régressif avec régime Markovien et
espace d’état S borné, les travaux de [DMRO04] nous ont servi de base de travail. On montre
en particulier que {(wg, Zx)}x>0, admet la mesure de probabilité stationnaire 7y qui est donnée
par

V(a,z) € S x N, mg(a,z) = pg(a)Eg(Z(1 — Z)*|wo = a),

et aussi que sous I’hypothese de ballisticité, (ainsi que sous certaines hypotheses techniques sur
qo et le support de wp) la chaine {(wg, Z)}r>0 est Harris récurrente positive. Nous pouvons
ainsi appliquer les résultats de Douc et al. qui montrent la consistance forte de 0, pour le
processus {(wg, Z) }k>0 sous la mesure stationnaire (construite & partir de mp-). Ceci implique
par couplage, toujours en utilisant les résultats de Douc, la consistance forte de 0,, sous Pg«. La
normalité est également obtenue en adaptant les hypotheses de [DMRO04] & notre cas spécifique,
le résultat s’écrit alors

Théoreme 4.2 (A.-Loukianova-Matias [13]). Sous les hypothéses précitées :

1) L’estimateur du maximum de vraisemblance 0, converge Py« presque sturement vers 6*.

2) Sous réserve d’inversibilité de Uinformation de Fisher I1(0%), n=Y/2(6,, — 6*) converge en loi
vers N'(0,171(6%)).

Le second point du théoréeme nécessite 'inversibilité de I'information de Fisher, un critere
d’inversibilité est encore a ’étude au moment ou j’écris ces lignes. On donne alors plusieurs

exemples typiques que je ne détaillerai pas ici, je reviens par contre sur ’exemple du dégrafage
d’ADN.

e Retour a ’ADN : On reprend le modele a temps discret de la Section 4.2. On tient compte
du fait que I’énergie de liaison go dépend de deux bases successives en supposant que (go(x) :=
90(bz,byy1), 2 > 1) est une chaine de Markov, qui est naturellement apériodique. La réversibilité
pour gg est vérifiée si on suppose que la distribution de la suite de bases b est identique a la
distribution de la suite de bases complémentaires b retournée, ceci associé & une propriété de
go que l'on peut lire sur le tableau Figure 10, & savoir gg(b1,b2) = go(ba,b1) oll b, est la base

5. On connait le lien fort qui existe entre les MAMA et les marches renforcées (voir par exemple [Pem88],
[ES02]), on remarque donc que la communauté statisticienne traite également de MAMA, avec une appellation
et des motivations différentes.
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complémentaire de b.. Ces hypotheses sur gy sont transmises aux probabilités de transitions de
X via (11). Aussi la condition de ballisticité peut étre obtenue naturellement dans la mesure ou

wg = exp(B(go(x) — 91(f)))

et g1 croit avec f qui peut donc étre choisie suffisamment grande de maniere & ce que E,(@;) < 1
pour tout a > 0 ce qui implique la ballisticité (et la transience).

On remarque aussi que gy prend uniquement 10 valeurs (Tableau 10). On est alors dans le cas
simple ol la chaine de Markov dont on souhaite estimer les parametres est a espace discret et on
peut appliquer le Théoreme précédent au vu des hypotheses. On obtient ainsi les probabilités
de passage entre énergies de la molécule. La stationnarité implique aussi que ’on peut estimer
e qui donne les fréquences d’apparition des énergies de liaison. Par I'intermédiaire du Tableau
10, on peut donc aussi retrouver la fréquence d’apparition de certains couples de bases.

4.4 Prolongements

e Dans le cas du milieu Markovien nous sommes, pour le moment, seulement capable d’estimer
une partie des parametres de la distribution de I’environnement, en particulier on ne peut rien
dire sur le support de wy. L’article sur lequel nous nous sommes appuyés ne permet pas d’aller
plus loin, une approche complémentaire sera donc nécessaire. Aussi nous pouvons nous interro-
ger comme dans le cas du milieu i.i.d. sur les cas non-ballistiques.

e Le dégrafage mécanique de ’ADN et sa modélisation par une MAMA montre a quel point ces
objets peuvent s’adapter naturellement a des problemes de modélisation, c’est aussi un retour
aux sources puisque nous gardons en téte le légendaire (pour les probabilistes en tout cas) ar-
ticle de Chernov [Che62]. Pour I'instant uniquement le cas unidimensionnel a été mis en avant.
Il se trouve que 'ARN ne se replie pas linéairement mais forme plutot ce qui ressemblerait
localement & un arbre de Galton-Watson [GBHO1]. Que peut on dire du lien entre le dégrafage

FIGURE 14 — Etirement d’un brin d’ARN — Gerland-Bundschuh-Hwa (2001)

d’un brin I’ARN et des MAMA sur des arbres GW ?

e Dans le cas des diffusions avec pour environnement V un processus de Lévy on pourrait éga-
lement étudier des problemes inverses. Par exemple déterminer la hauteur des sauts de V' ou
encore leur mesure a partir de trajectoires de X.

e Dans [14] je collabore avec des économistes du Laboratoire d’Economie d’Orléans, P. Gazé
et M. Menuet, sur un Toy-Model en économie des réseaux. Nous proposons un modele stochas-
tique (tres simple & base de marches aléatoires usuelles) pour un marché-biface. Nous montrons
que par rapport au modele déterministe les profits engendrés par ce modele de marché sont
significativement accrus.
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RESUME

Dans cette synthése on trouvera quelques variations autour des marches aléatoires et diffu-
sions browniennes évoluant sur des potentiels aléatoires.

En particulier sont explorés la notion de localisation fluctuante, propre a la dimension un,
ainsi que la structure de renouvellement qui apparait lorsque l’environnement est moins favo-
rable a une localisation forte. Le temps local est aussi étudié en détail, il est le témoin d’une
stationnarité, local dans le temps, de ces processus. Il se révelera aussi étre ’outil de base utilisé
dans les applications.

On se tourne ensuite vers les marches sur potentiels branchants, on s’apergoit alors que les
automatismes de la dimension un doivent étre abandonnés pour en comprendre le fonctionne-
ment. On s’attache plus particulierement a décrire la facon dont I'arbre de Galton-Watson est
visité, on découvre alors que la marche peut s’étaler sur ’arbre sans exclure les sites de potentiel
élevé.

Finalement on utilise la richesse des marches aléatoires en milieux aléatoires pour décrire les
fluctuations du dégrafage mécanique d’une molécule d’ADN. La maitrise théorique, probabiliste,
obtenue dans les parties précédentes permet d’aborder des problemes d’estimation, qui a leur
tour induisent des résultats sur le séquencage et d’autres propriétés intrinseques a la molécule.
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