ORSAY
NO d’ordre : 5130

UNIVERSITE DE PARIS-SUD
Centre d’Orsay

3

THESE

présentée pour obtenir

LE TITRE DE DOCTEUR EN SCIENCES
Spécialité Mathématiques

par

Athanassios BATAKIS

SUJET

Théorie du Potentiel : 1. Sur les domaines Poissoniens

2. Sur la mesure harmonique des
ensembles de Cantor

Soutenue le 19 décembre 1997 devant la commission d’examen composée de

M. Jean-Pierre KAHANE Président

M. Terrens LYONS Rapporteur
M. Michel ZINSMEISTER Rapporteur
M. Alano ANCONA Directeur

M. Jean BERTOIN Examinateur
M. Yves GUIVARC'H Examinateur
M. Jacques PEYRIERE Examinateur






A mon frere Tassos

YTov ade@o pov Taoo






REMERCIEMENTS

J’al beaucoup de mal a trouver les mots justes pour remercier A. Ancona, mon di-
recteur de these. Ce travail n’aurait pas été mené a terme sans ses conseils, ses encour-
agements et sa confiance. Il a su me faire progresser sur le plan mathématique ainsi que
dans 'apprentissage de la langue, et ce avec beaucoup de patience. Son dynamisme et sa
disponibilité m’ont été plus que précieux, surtout dans les moments difficiles. C’est pour
tout cela que je ne pourrais jamais lui témoigner suffisamment ma gratitude.

Je tiens a remercier J.-P. Kahane d’avoir accepté de présider le jury de cette soutenance
et de s’étre intéressé a mon travail.

J. Peyriere et M. Zinsmeister ont suivi mon évolution pendant toute la durée de mes
études en France. Je leur en suis tres reconnaissant ainsi que d’avoir accepté de faire
partie de mon jury.

Y. Guivarc’h et J. Bertoin ont également bien voulu étre membres de mon jury ; j’en
suis tres honoré.

Je remercie vivement T. Lyons et M. Zinsmeister pour avoir accepté de rapporter ma
these.

Dans cette page de remerciements, je ne peux pas oublier Y. Heurteaux et P. Massart.
[’ambiance amicale et chaleureuse dont ils m’ont entouré et leurs conseils mathématiques
m’ont beaucoup aidé.

Je pense enfin a tous ceux qui m’ont soutenu pendant ces années : mon frere Tassos,
ma mere Maria, mon pere Lambros ainsi que Kyriaki ont toujours été présents malgré
la distance... Je pouvais aussi compter a tout moment sur mes amis Cécile, Dominique,
Laurence, Ladom, Maja, Stéphane, Catherine, Dimitris, Olivier, Julien, Jean-Christophe,
Renaud, Hervé, Stavros, Pavlos, Michael, Nikos, Anna, Joanna, Stavroula, Panagiotis...
Mille merci a tous.






Abstract

This thesis consists in two disjoint parts. In the first part we are interested in carac-
terising the Poissonian domains.

We say that a point x of the boundary of a domain € satisfy a CDF condition with
respect to € if there is a full revolution cone € issued from x such that the series of

capacities
L

n=1

2 {0 (B2 Ble. 27 ) V04

+eap zn{c' n <B(:1;,2_”) \ B(:z;,Z_”_l)> \QH }

converge (we denote C’ the cone 2x — ('). We show that in dimension d > 2 if the subset
of the boundary of a domain, consisting of the points satisfying a CDF condition with
respect to ), is non-negligible for the (d — 1)-dimensional Hausdorff measure, then € is
not Poissonian. We also provide a partial reciprocal and propose some applications.

In second part we study the harmonique measure of a certain class of Cantor-type
sets. We prove that for every Cantor set of this class (not necessarily self-similar ones)
the harmonique measure is carried by a set of strictly smaller Hausdorff dimension than
the dimension of the Cantor set. We also show that the inequality is valid when these
sets are subjected to small perturbations. We propose an example of Cantor set (which
does not belong to the studied class) for which the two dimensions are equals.

Finally, we are interested in the behaviour of the dimension of the harmonic measure
of a Cantor set of the same classe under perturbation. We associate every Cantor set to a
familly of parameters and we show the dimension of the harmonic measure is a continuous
function of these parameters in the neighborhood of self-similar Cantor sets. We also give
some examples illustrating the difficulties of the proof.
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Chapitre 1

Introduction générale

Cette these est consacrée d’une part a 1’étude des domaines Poissoniens et d’autre part
a I’étude de la mesure harmonique des ensembles de Cantor. Les résultats obtenus sont
présentés dans trois chapitres. Dans la premiere partie (chapitre 3) nous cherchons des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un domaine de ’espace soit Poissonien. La
deuxieme partie (chapitre 4) est consacrée a I’étude de la mesure harmonique du complé-
mentaire d’ensembles de Cantor dans le plan ou 'espace, tandis que dans le chapitre 5
nous nous intéressons a la continuité de la dimension de telles mesures comme fonction
des ensembles de Cantor.

Le deuxieme chapitre est consacré a un rappel de notions et de résultats de la théorie
du potentiel, nécessaires pour la présentation des nos résultats, notamment les notions de
mesure harmonique, de réduite, de fonction de Green, la théorie de Martin et la théorie
du Potentiel dans les domaines lipschitziens. Nous y introduisons également les notations
utilisées. Finalement, dans I’annexe nous rappelons les notions de mesure et de dimension
de Hausdorft ainsi que celles d’ensembles régulier et irrégulier au sens de Besicovitch.

Domaines Poissoniens

Un domaine Q C R? d > 2 est dit domaine Poissonien si toute fonction u harmonique
bornée dans ) s’écrit sous la forme u(z) = [, f(y)w.(dy), olt w, est la mesure harmonique
de 0 évaluée en = et f est une fonction borélienne bornée sur la frontiere de 2.

Nous nous sommes inspirés d’un travail de C. Bishop [Bis91]. Dans cet article, Bishop
propose des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un domaine soit Poissonien. En
particulier, il montre qu’un domaine €2 est Poissonien si et seulement si pour tout couple de
sous-domaines disjoints de ) les mesures harmoniques correspondantes sont mutuellement
singulieres sur 0f).

Nous disons qu'un point x de la frontiere d’'un domaine §2 satisfait a une condition
CDF par rapport a () s’il existe un cone de révolution C' autour d’une demi-droite [ issue
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de x tel que la série de capacités

SRR

n=1

o (pte a1 )]

+ cap

e (e e 1) o)

converge (C' désignant le cone 2z — C).

Bishop a introduit la condition CDF pour les domaines du plan et a montré qu'un
domaine € du plan est Poissonien si et seulement si ’ensemble des points de sa frontiere
qui satisfont a une condition CDF par rapport a () est de mesure de Hausdorff linéaire
nulle.

Nous montrons que pour un domaine § de R?, d > 2. si la mesure de Hausdorff
(d — 1)-dimensionnelle des points satisfaisant a une condition CDF par rapport a ) est
positive, alors €2 n’est pas Poissonien. La démonstration que nous proposons fait appel a la
théorie de Martin ainsi qu’au principe de Harnack a la frontiere d’un domaine lipschitzien
[Anc78] ; cette approche nous a été proposée par A. Ancona. Ses principales articulations
sont les suivantes.

En supposant que la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle des points satis-
faisant a une condition CDF par rapport a {2 est positive, nous montrons d’abord que la
frontiere de ) intersecte un graphe lipschitzien sur un ensemble de mesure de Hausdorff
(d — 1)-dimensionnelle positive. Ensuite nous construisons deux sous-domaines de 2 en
considérant I'intersection de €2 avec les “demi-espaces” définis par le graphe, et nous mon-
trons que les frontieres de ces sous-domaines sont effilés au sens minimal (pour la frontiere
de Martin) en presque tout point de I'intersection de 9 avec le graphe (pour la mesure
de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle). Nous en déduisons que leurs mesures harmoniques
sont équivalentes a la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle sur un sous-ensemble
de 0€). Nous utiliserons ensuite la caractérisation de Bishop mentionné plus haut pour
conclure que 2 n’est pas un domaine de Poisson.

Nous donnons également une réciproque partielle de ce résultat en faisant I’hypothese
supplémentaire que 1’ensemble des points doubles (au sens de la frontiere de Martin) du
domaine est inclus dans un ensemble régulier au sens de Besicovitch.

Signalons également ’article de Mountford et Port [MP91] qui procure d’autres con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’'un domaine soit Poissonien, en termes de sa
frontiere de Martin. Les caractérisations d’un domaine Poissonien ne sont pas liées a la
topologie du domaine : il s’agit en fait d’un probleme de théorie de la mesure, lié aux
propriétés géométriques de la frontiere du domaine.

La question de savoir si la condition CDF est suffisante pour qu’un domaine de 'espace
soit Poissonien est toujours ouverte. Elle est liée a la conjecture suivante . Si les mesure
harmoniques de deux domaines disjoints )y et Qy de R? sont équivalentes el non-nulles
sur un sous-ensemble de 91 N Oy, alors elles sont équivalentes a la mesure de Hausdorff



d — 1-dimensionnelle sur un ensemble régqulier au sens de Besicovitch de mesure positive.
Cette conjecture a été démontré par Bishop, Carleson, Jones et Garnett dans [BCGJ89]
quand d = 2. La preuve fait appel aux applications conformes du plan et aux résultats
de Makarov [Mak85] et n’est donc pas adaptable en dimension supérieure a 2.

Finalement, en utilisant une méthode d’Ancona et Zinsmeister [AZ89] nous montrons
que la mesure harmonique du complémentaire d’ensembles du plan irréguliers au sens
de Besicovitch est singuliere par rapport a la mesure de Hausdorff linéaire sur les points
doubles du domaine considéré.

Ensembles de Cantor

(Oksendal [Oks81] a proposé la conjecture suivante : La mesure harmonique de tout do-
maine du plan est portée par un ensemble de dimension de Hausdorff égale a 1. 1l a
également montré que la mesure harmonique de tout domaine est singuliere par rapport
a la mesure de Lebesgue. Makarov a donné dans [Mak85] des estimations pour la mesure
harmonique de domaines simplement connexes du plan conformes a la conjecture. Celle-ci
a finalement été démontrée par Jones et Wolff dans [JWS8S].

Carleson dans [Car85] a montré que la mesure harmonique du complémentaire d’en-
sembles autosimilaires de type Cantor est portée par des ensembles de dimension inférieure
a 1, en faisant appel aux outils de la théorie ergodique. Makarov et Volberg [MV86] ont
ensuite exploité la méthode et ont montré que la mesure harmonique du complémentaire
de certains ensembles de Cantor “autosimilaires” est portée par des ensembles de dimen-
sion strictement inférieure a la dimension des ensembles de Cantor, résultat que Volberg
[Vol92], [Vol93] a étendu aux repulseurs de Cantor dynamiques.

En dimension supérieure, la situation est différente. Bourgain [Bou87] a montré que la
mesure harmonique de domaines de R? est toujours portée par des ensembles de dimension
de Hausdorff inférieure a d — €(d), ou €(d) > 0 ne dépend que de d. Parallelement Wolff a
donné dans [Wol95] un exemple de domaine dont la mesure harmonique n’est pas portée
par les ensembles de dimension inférieure a 2 + §, ou ¢ est une constante strictement
positive. La meilleure constante e(d) du théoreme de Bourgain reste inconnue.

En nous inspirant des idées de Bourgain nous avons donné une démonstration non-
ergodique des résultats de Makarov et Volberg. Nous considérons des ensembles de Cantor
d’une certaine classe (pas nécessairement autosimilaires) qui vérifient certaines conditions
de symétrie et nous montrons que la mesure harmonique de leurs complémentaires est
portée par des ensembles de dimensions de Hausdorff strictement inférieures aux dimen-
sions des ensembles de Cantor.

Nous construisons également un exemple d’ensemble de Cantor (qui n’appartient pas
a la classe considérée) dont la dimension est égale a la dimension de la mesure harmonique
de son complémentaire (on appele dimension d’une mesure la plus petite dimension des
ensembles qui portent la mesure). A. Ancona a montré que la dimension de la mesure
harmonique du complémentaire d’ensembles de Cantor autosimilaires de type 4-coins tend
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vers 1 quand la dimension des ensembles tend vers 2. Ces résultats font partie de I'article
[Bat96] que nous avons incorporé en section 4.3. A 'aide des résultats du chapitre 5 nous
en déduisons que pour tout d €]0, 1] il existe un ensemble de Cantor de dimension d tel
que la dimension de la mesure harmonique de son complémentaire soit également d.

Nous nous sommes également intéressé a la rigidité du phénomene : nous montrons
que si on perturbe legerement les rapports de construction des ensembles de Cantor de
notre classe la dimension de la mesure harmonique du compémentaire du nouvel ensemble
reste strictement inférieure a la dimension de ’ensemble. La question qui se pose est alors
de savoir si la dimension de la mesure harmonique est fonction continue des ensembles de
Cantor.

Continuité de la dimension des mesures

Dans le dernier chapitre nous répondons partiellement a la question posée ; nous montrons
que la dimension de la mesure harmonique, vue comme fonction de certaines parametres
associés a ces ensembles, est continue au voisinage des ensembles de Cantor autosimilaires.
Pour un ensemble de Cantor ces parametres sont données a ’aide d’une filtration naturelle
sur ’ensemble et sont liés aux diametres des ensembles qui engendrent les tribus de la
filtration.

Nous montrons dans un premier temps que si [ et I sont deux éléments de deux
tribus successives de la filtration, avec I C f, le rapport de la mesure harmonique de ces

deux ensembles varie de facon continue quand on perturbe les ensembles [ et 1. Nous
nous sommes alors demandés si la dimension d’une mesure varie de fagon continue quand
on perturbe sa repartition de masses sur les éléments des tribus de la filtration. Nous
considérons comme espaces de mesure (munis d’une filtration) des ensembles de Cantor
ou l'intervalle [0, 1] muni des sous-intervalles dyadiques.

Si la mesure est de type Bernoulli (ou méme quasi-Bernoulli) sa dimension varie effec-
tivement de facon continue, ce qui n’est pas le cas en général, méme quand la mesure sous
considération est monodimensionnelle et doublante. Ceci est illustré avec deux exemples:
le premier est construit sur [0,1] et nous a été proposé par A. Ancona. Nous montrons
que les rapports des mesures de tout couple d’intervalles dyadiques successifs peuvent

étre arbitrairement proches pour deux mesures sur [0, 1] dont les dimensions different de

%. L’une des deux mesures est méme absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue.

La deuxieme construction est faite sur un ensemble de Cantor de type 4-coins. Nous
construisons une suite de mesures de dimensions inférieures a % qui converge vaguement
vers une mesure fixé de dimension égale a 1.

Cependant la réponse complete a la question posée ci-dessus (notamment de savoir
si la dimension de la mesure harmonique est fonction continue des ensembles de Cantor)
reste ouverte. Les outils de la théorie ergodique et de I’analyse multifractale utilisés pour
la preuve partielle ne sont pas adaptables aux ensembles de Cantor non-autosimilaires.



Chapitre 2

Eléments de la théorie du potentiel

Dans ce chapitre nous exposons rapidement les éléments de la théorie du potentiel qui
sont nécessaires a la présentation de nos résultats. Le chapitre est divisé en deux sections.
Dans la premiere, nous introduisons certaines notions de la théorie du Potentiel classique.
Dans la deuxieme nous présentons la théorie de Martin en nous appuyant sur I’exposé de

A. Ancona [Anc90b].

Nous commencons par exposer la méthode de Perron-Wiener-Brelot (PWB) pour la
résolution du probleme de Dirichlet ainsi que les notions de mesure harmonique, de réduite,
de domaine de Green et de fonction surharmonique (références : [Anc90b], [Bre69],

[Doo84] et [Hel69]).
Le probleme de Dirichlet, qui est a l'origine des notions présentées ici, est le suivant.

Soit © un domaine de R% d > 2; nous notons 99 la frontiere Euclidienne de Q et

0 = QU IQ sa fermeture dans R%. Soit f : 90 — R une fonction continue. On cheche
une fonction u :  — R vérifiant

«) u est harmonique (Au = 0) dans 2

3) li_r>n u(y) = f(x) pour tout = € 9N.
y—T
yen

La méthode PWB présentée ci-dessous, donne la solution du probleme de Dirichlet
quand le domaine ) est suffisamment régulier. De plus, si par exemple ) est borné,
la méthode PWB associe a toute fonction f borélienne bornée de 92 une fonction har-
monique bien déterminée. En général le probleme de Dirichlet, tel que nous I"avons posé,
n’a pas de solution. Cependant nous utilisons le terme “solution du probleme de Dirich-
let” pour la fonction harmonique u associée par la méthode PWB a la fonction frontiere
f méme quand u ne coincide pas avec f sur 0f2.

La solution du probleme de Dirichlet dans une boule est donnée par la formule intégrale
de Poisson.
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Exemple 2.0.1 Soient B = B(0, ) une boule de R? centrée en 0 de rayon r et f : IB — R
une fonction continue. Le probleme de Dirichlet dans la boule pour la fonction frontiere
f admet comme unique solution la fonction harmonique

uly) = IP(B, fo)(y) = / Klefle)o(do)

ou o est la mesure de Lebesgue sur 0B normalisée (o(0B) = 1) et K(x,y) : 0B x B —
[0, +00[ est le noyau de Poisson de B donné par

P2 g2
K(z,y) = pd=2 7
’ ||z —yl|

Toute fonction harmonique positive u de B s’écrit d’'une maniere et d’une seule sous
la forme

) = IP(Bs (o) = [ Klophp(de),

ou i, est une mesure positive (théoreme de Herglotz, cf. [Hor94]).

Si u est bornée, il existe une mesure p,, signée, absolument continue par rapport a la
mesure de surface sur 0B, telle que u(y) = IP(B, p, )(y). o

Les fonctions harmoniques positives sont donc en correspondance biunivoque avec les
mesures boréliennes positives sur dB. Cette correspondance sera géneralisée par la théorie
de Martin que nous présenterons en section 2.2.

2.1 Probleme de Dirichlet, théorie du potentiel clas-
sique

Les notions introduites et les théoremes énoncés dans cette section se trouvent dans
[Bre69], [Doo84] et [Hel69]. Rappelons tout d’abord des résultats fondamentaux concer-
nant les fonctions harmoniques d’un domaine Q de R?, d € N, notamment le principe de
Harnack, le principe du maximum et le théoreme de Fatou pour les fonctions harmoniques
d’une boule ou d’un demi-espace.

Soit © un domaine dans R<

1. (Principe de Harnack) Soit K un sous-ensemble compact de . 1l existe alors une
constante ¢ = ¢( K, Q) telle que pour toute fonction u harmonique positive sur €

1
—u(x) < u(y) < cu(x) , pour tout z,y € K.
c
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2. (Principe du maximum) Soit « une fonction harmonique dans €. Si u atteint son
maximum (ou son minimum) en un point £ € Q alors u est constante, égale a u(§).

Les fonctions harmoniques positives (ou bornées) d’une boule admettent des limites
non-tangentielles sur la frontiere de la boule.

Théoreme 2.1.1 (Théoréme de Fatou) Soit B une boule dans R? et o la mesure de
Lebesgue normalisée (de masse 1) sur OB.

a) St u est une fonction harmonique positive (ou bornée) sur B, alors u admet une
limite non-tangentielle en o-presque tout point de JB.

i u est une fonction harmonique positive sur B et si p, est la mesure associée a u
< ; tion h que positi B et si i, est | S
(exemple 2.0.1), alors u admet une limite non-tangentielle finie en p,-presque tout

point de OB.

De plus, si u est la solution du probleme de Dirichlet dans €2 pour une fonction frontiere
f: 920 — R bornée, mesurable, alors u converge non-tangentiellement vers f en o-presque
tout point de JB.

Reciproquement, si u est une fonction harmonique bornée et si u admet la limite
non-tangentielle f o-presque partout, alors v = IP(B, fo).

2.1.1 La méthode de Perron-Wiener-Brelot

La méthode PWB s’appuie sur 'emploi des fonctions surharmoniques et sousharmoniques
d’un domaine Q. Soit  est un domaine de R?%. Pour une boule B(z,r) centrée en x et de
rayon r, notons par o la mesure de surface de 9B(x, ), normalisée.

«) Une fonction s : @ — R est dite surharmonique si

i) Pour tout x € Q, s(x) > / s(t)o(dt), pour 0 < r < dist(x, 9Q).
OB(z,r)

ii) s est s.c.i., c’est-a-dire liminfs(y) > s(x), pour tout @ € Q.
Yy—x

iii) s > —oo et s n’est pas identiquement égale & +oo.
() Une fonction s : @ — R est dite sousharmonique si —s est surharmonique.
Une fonction surharmonique et sousharmonique dans () est harmonique dans ). Nous

notons S ’ensemble des fonctions surharmoniques dans 2 et S = S U {+cc}. L’ensemble

des fonctions sousharmoniques est noté £ et £ = L U {—oc}.
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Soit f: 9 — R. Posons

Fi} = inf{s € S vérifiant lirri)infs(y) > f(x), pour tout x € JN}
y—T
yen

ﬂ? = sup{s € £ vérifiant limsups(y) < f(x), pour tout = € 9N}
Yy—x
yeQ

Les fonctions F? et ﬂ? sont soit 400 soit —oo soit harmoniques sur €. De plus, F? >

Q
H.
Supposons f : I — R continue. Si la solution u du probleme de Dirichlet pour la

. : —Q
fonction f existe, alors u = H; = ﬂ?

Définition 2.1.2 Soit f: 9Q — R une fonction. Si Fi} €gale ﬂ? et st ﬂ? est fint, alors
la fonction HY = ﬂ? est appelée solution (généralisée) du probléme de Dirichlet dans

pour la fonction frontiere f.

2.1.2 Potentiels, domaines de Green, fonction de Green

Afin de présenter la methode PWB dans sa généralité nous introduisons maintenant les
domaines de Green. Ce sont des domaines avec une famille “riche” de fonctions surhar-
moniques.

Commencons par définir la notion de potentiel. Soit  un domaine dans R%.

Définition 2.1.3 Une fonction surharmonique p dans 0 dont la plus grande minorante
sousharmonique est la fonction nulle est appelée un potentiel dans €.

Si s est une fonction surharmonique sur ) ayant une minorante sousharmonique, alors
u admet une plus grande minorante sousharmonique qui est de plus harmonique dans 2.

Un corollaire de cette propriété est le théoreme suivant appelé théoreme de décompo-
sition de Riesz.

Théoreme 2.1.4 Soit Q) un domaine. Si s est une fonction surharmonique dans Q) ayant
une minorante sousharmonique, alors il existe un potentiel ¢ dans Q0 et une fonction
harmonique h dans Q tels que s = g+ h.

Les domaines admettant au moins un potentiel positif jouent un réle fondamental dans
la théorie du potentiel.

Définition 2.1.5 Un domaine § est dit Greenien s’il existe un potentiel p > 0 dans €.
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Dans R% d > 3, la solution fondamentale du Laplacien est la fonction

_ 1
G . Rdx Rd—> R, G((E,y) = W (21)
=Y

Pour z fixé la fonction G est harmonique dans R?\ {z} et un potentiel sur R%.

La solution fondamentale du Laplacien dans R? est la fonction

G:R*xR* =R, G(z,y) =log —.
||z =yl

Remarquons que dans ce cas, pour x € R? fixé la fonction G est surharmonique sur R? et
harmonique sur R?\ {2}, mais elle n’est pas un potentiel.

Soit Q un domaine de R?, d > 2. Soit ¢ € Q. L’existence d’une minorante soushar-
monique pgmhG(£,.) de G(£,.) pour un ¢ € Q implique I'existence d’une minorante
sousharmonique de G/(x,.) pour tout « € . Nous pouvons maintenant définir la fonction

de Green Gg : Q x Q — [0, 4+00] de Q.

Définition 2.1.6 Supposons que la plus grande minorante sousharmonique pgmhG(£,.)

de G(&,.) existe. La fonction de Green Go(&,.) de Q est définie
GQ(& ) = G(f? ) - pgth(fv )

Remarquons que, pour = € 2 fixé, la fonction de Green Gg(x,.) d’'un domaine § (si
elle existe) est une fonction harmonique sur 2\ {z} et un potentiel dans Q. Il s’ensuit

que R? n’a pas de fonction de Green, tandis que dans I'espace R?, d > 3 la fonction de
Green coincide avec la solution fondamentale du probleme de Dirichlet.

Un domaine ) est Greenien si et seulement si il admet une fonction de Green G. De
plus, tout potentiel p d'un domaine Greenien s’écrit sous la forme p(z) = [, G, y)u(dy),
ou p est une mesure positive sur (). Reciproquement, si pour une mesure p positive,
p(x) = [, G(x,y)p(dy) n'est pas identiquement égale a +oo (par exemple si y est finie)

alors p est un potentiel sur €.

Exemple 2.1.7 Fonction de Green d’une boule : soit B = B(0,r) une boule centrée en
0 et de rayon r > 0. Notons, pour x € B, ' le point situé sur la demi-droite issue de 0
passant par x qui vérifie ||z||.]|z'|| = r*. Pour z,y € B, la fonction de Green de B est
donnée par la formule

[|2" = yll-[|]]
rlle —yll

G(z,y) = log , quand d = 2

et par
d—2
_ r _
Gleag) = lle =l = () Il = ol pour a2 3

Si @ =y, nous posons G(z,y) = +oo. e
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2.1.3 Mesure harmonique

Revenons a la méthode de Peron-Wiener-Brelot. Une propriété fondamentale des do-
maines de Green est la suivante.

Théoréme 2.1.8 Soit Q un domaine de Green de R, d € N. Alors, pour toute fonction
f 00 = R continue la solution généralisée H? du probleme de Dirichlet existe.

Soit @ € . L’opérateur qui associe a toute fonction f continue de 92 la valeur H?(:z;)

est linéaire et borné de norme 1. Par le théoreme de représentation de Riesz il existe une
mesure de probabilité w, telle que pour toute fonction f: 9} — R, continue

Q
o) = [ f(tyntdn 22)
o9
Définition 2.1.9 La mesure w, est appelée la mesure harmonique de 0 €valuée en x.
Nous notons w,(.) = w(x,.,Q), ou méme w(x,.) quand il n’y a pas d’ambiguité sur le
domaine.

I1 est facile de voir que si F' est un sous-ensemble mesurable de 92 alors la fonction
u(z) = w(x, F,Q) est harmonique, 0 < v < 1. Nous en déduisons a 1’aide du principe de
maximum que si F' est un sous-ensemble de 92 mesurable alors ou bien w(z, F,Q) > 0
pour tout « € £, ou bien w(x, F,Q2) = 0 pour tout « € . En d’autre termes la mesure
harmonique d’un domaine £} évaluée en un point © € €) est équivalente a la mesure
harmonique de € évaluée en y, pour tout y € €.

Soit f : d0 — R une fonction intégrable par rapport a w, pour un = € Q (et donc
pour tout x € ). Alors, la solution généralisée H? du probleme de Dirichlet dans 2 pour

f existe et est donnée par
1) = [ J0eta 23)

pour tout x € Q (cf. [Bre69]).

Exemple 2.1.10 Soit  un domaine de Jordan du plan et soit w(z,., ) sa mesure har-
monique évaluée en x € ). Soit ¢ une application conforme qui envoie le domaine €} sur
la boule unité B. La mesure w(z,., Q) est la préimage par ¢ de la mesure harmonique de
la boule évalué en ¢(x). La mesure harmonique de la boule w(z,.,B) est équivalente a la
mesure de Lebesgue pour tout @ € B (voir exemple 2.0.1). e

2.1.4 Réduite et capacité de Green

Une autre notion fondamentale de la théorie du potentiel est celle de la réduite.
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Définition 2.1.11 Soit Q un domaine de R et soit A C Q. Si f: Q — R est une
fonction surharmonique, positive, on appele réduite de la fonction f sur 'ensemble A la
fonction Rj}

RY =inf{s €S; s> fla}. (2.4)
La réduite réqularisée f{j} de la fonction [ sur ’ensemble A est la régularisée semi-continue

inférieurement de Rj}.

Pour toute fonction f surharmonique et tout ensemble A C . la réduite Rj} et la
réduite régularisée f{j} sont des fonctions harmoniques sur Q \ A. De plus, f{f est une

fonction surharmonique sur et R = f{f sur O\ A.

Propriétés 2.1.12 Soit f une fonction surharmonique d’un domaine §Q

a) ST A CQ est un ensemble ouvert alors R4 = f{j}

B) Si A C B sont deux sous-ensembles de ), alors Rj} < R? et f{j} < f{?

La réduite est souvent liée a la solution du probleme de Dirichlet. Le théoreme suivant
en donne un exemple.

Théoreme 2.1.13 (c¢f. [Hel69], théoréme 9.25) Soit E un sous-ensemble relativement

fermé dun domaine Q. Si u est une fonction surharmonique positive de 2, alors RY =
NE .
Huo\ , ot ug est la fonction

u(z), z € B
uo(x)Z{o,xeana(Q\E)

La proposition suivante a été démontrée par Brelot. Elle procure une relation entre les
solutions du probleme de Dirichlet pour deux domaines dont 'un est inclu dans 1’autre.

Proposition 2.1.14 Soit f une fonction bornée sur le bord de 2, et soit H?() la solution

du probleme de Dirichlet pour la fonction f. Alors, si ¥ C Q, la solution du probleme de
Dirichlet dans Q' pour [ se donne par la formule

HY = H} — Hijo. (2.5)

Le corollaire de cette proposition qui suit donne une propriété fondamentale de la
mesure harmonique.
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Corollaire 2.1.15 Soient Qq el Qs deux domaines avee Q1 C Qy et soient wy el wo leurs
mesures harmoniques évaluées en un point x de Q. Alors, pour tout F' C 9y N 08,

wi(F) <wy(F).

Nous terminons cette section par la définition de la capacité Greenienne et par un
critere d’existence de la fonction de Green d’un domaine ) de RZ

Définition 2.1.16 Un ensemble S C R%, d > 2, est appelé polaire s'il existe un ouvert
U DS et une fonction s € S(U) telle que s = 400 sur S.

On a le critere, pour qu’'un domaine du plan soit Greenien, suivant :

Théoréme 2.1.17 (Myrberg) Soit Q un domaine de R?. Les conditions suivantes sont
cquivalentes :

a) Q est Greenien.
B) 09 nest pas polaire.
v) R*\ Q nest pas polaire.

d) Il existe une fonction surharmonique positive dans € non-constante.

Pour les domaines de R?, d > 3, la situation est plus simple : tout domaine de R%, d > 3,
est Greenien.

Soit ) un domaine de Green et soit K un sous-ensemble compact de €. La réduite

f{{" est alors un potentiel ou la fonction nulle. Il existe donc une mesure p positive ou
nulle, portée par K, telle que

Ri(e) = Gu = [ Gle.utdy)

K

Définition 2.1.18 Nous appelons u la mesure d’équilibre de K ; la masse totale de u est
appelée la capacité de Green de K dans ()

capo = [|p]| = p(K).

Dans R? d > 3 un ensemble K compact est polaire si et seulement si cappaK = 0. 1l
existe des définitions équivalentes de la capacité qui sont utiles dans un grand nombre de
problemes. En voici un exemple.
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Théoréme 2.1.19 Soit Q un domaine Greenien de R? et soit G sa fonction de Green.
St K est un sous-ensemble compact de ) alors

capo ' = sup {/ Gu du , p portée par K, Gu < 1}
K

= sup{u(K), u portée par K , Gu <1}
1

inf {/ Gu dp , o portée par K, pu(K) = 1}
X

La notion de capacité ainsi que le théoreme précédent peuvent étre étendus a des ensembles
plus généraux notamment aux ensembles analytiques, cf. [Doo84]. Signalons également
le théoreme suivant di a Cartan.

Théoreme 2.1.20 Soit Q) un domaine Greenien et soit A un sous-ensemble de Q). Si f

est une fonction surharmonique positive, alors R4 = f{j} sur Q\ P, ou P est un ensemble

polaire. De plus, R% = f{j} sur 0\ A.

2.2 Théorie de Martin et applications.

Comme nous "avons vu, deux propriétés fondamentales des fonctions harmoniques (pos-
itives ou bornées) d'une boule B de R? sont données par le théoreme de Fatou et la
représentation intégrale de toute fonction harmonique positive (ou bornée) de B. Mar-
tin, a généralisé la représentation intégrale de Poisson des fonctions harmoniques positives
dans une boule aux domaines Greeniens, c’est-a-dire des domaines admettant une fonction

de Green (cf. 2.1.5).

Dans cette section, nous exposons la théorie de Martin et nous donnons parallelement
quelques applications. Nous proposons, a titre de référence pour ces notions, les livres de

Doob ([Doo84]), Helms ([Hel69]) et 'exposé d’Ancona ([Anc90b]) que nous suivons dans

cette présentation.

2.2.1 Compactifié¢ de Martin

Dorénavant, nous notons R? le compactifié d’Alexandroff de I'espace R?.

Soit Q un domaine Greenien (cf. définition 2.1.5) dans RY d > 1. Notons Hy
I’ensemble des fonctions harmoniques positives sur 2. Soit G la fonction de Green de )
et soit Xg € © un point fixé. Pour ¢ € @\ {Xo} nous définissons le noyau de Martin
K¢ : Q0 — R associé a ( :

G(¢, )

Kelo) = 5 (2.6)
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Remarquons que K est une fonction surharmonique sur €2, harmonique sur Q\ {¢}, pour

tout ¢ € Q\{Xo} et que K¢(Xo) = 1.

Notation 2.2.1 Soit ((,)nen une suite de points de 2. Nous disons que ((,) tend vers
I'infini dans € et nous notons ( — ocog si pour tout compact K de € il existe ng € N tel
que (, ¢ K pour tout n > ng.

Définition 2.2.2 Nous disons qu’une suite ((,)nen de points de Q, tendant vers linfini
dans Q), converge vers un point de Martin de Q st K., converge simplement sur .

Remarquons que la définition ne dépend pas du choix de Xy. De plus,

«) Une telle limite u = lim K, est nécessairement une fonction harmonique positive
n— 0o

sur £, normalisée en Xo, u(Xo) = 1.

() D’apres le principe de Harnack, toute suite tendant vers I'infini dans € admet une
sous-suite convergeant vers un point de Martin.

Il existe alors une compactification 0 =0QuUaN de Q, métrisable, ayant les propriétés
suivantes :

«) La suite (2,),en de points de © converge vers un point de 90 si et seulement si elle
converge vers un point de Martin.

() Deux suites de points de € convergent vers le méme point de 90 si et seulement si
elles définissent la méme fonction harmonique.

La compactification ne dépend pas du choix de point de normalisation X,. La topologie
induite par cette compactification, appelée topologie de Martin, coincide sur £ avec la

topologie Euclidienne. La frontiere 90 du compactifié de Q) est appelé frontiére de Martin
de €.

Notation 2.2.3 Pour un point de normalisation Xy € Q et si ( € 90 nous notons K¢ la
fonction harmonique attachée au point de la frontiere de Martin (.

Le théoreme suivant est ’analogue, dans le cadre de la théorie de Martin, de la
représentation intégrale de Poisson des fonctions harmoniques positives dans une boule.

Théoreme 2.2.4 (Martin) Pour toute fonction harmonique u € Hy | il existe une mesure

v, borélienne, positive sur a0 telle que
u(x) = /A Ke(x)v(dE) (2.7)
o)

La mesure v, pour une fonction harmonique positive donné u, n’est pas nécessairement
unique. On a 'unicité en se restreignant aux mesures portées par la frontiere de Martin
minimale.
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2.2.2 Frontiere de Martin minimale

Nous introduisons les fonctions harmoniques minimales.

Définition 2.2.5 Une fonction h harmonique positive sur € est dite minimale si toute
fonction harmonique positive sur ), majorée par h, est proportionnelle a h.

Les fonctions harmoniques minimales forment un sous-ensemble des fonctions har-

moniques attachées aux points de a0,

Théoreme 2.2.6 (Martin) Soit h une fonction harmonique minimale de §Q, telle que
h(Xo) = 1. I existe une suite (C,)nen de points de Q tendant vers Uinfini dans Q0 qui
converge vers h dans le compactifi¢ de Martin,

h= lim K.

n—0oo

Définition 2.2.7 Nous notons OQM Uensemble des points ¢ € A0 tels que K¢ est une
fonction harmonique minimale, appelé frontiere de Martin minimale.

Martin a montré que 9QM est un sous-ensemble G5 de 90. Une autre propriété
importante de la frontiere de Martin minimale c’est que tout point de 9QM admet un
systeme de voisinages a intersection avec ) connexe.

Pour une fonction harmonique donnée u € H, il existe une unique mesure v, portée
par OOM | associée & u au sens du théoreme 2.2.4. La mesure v, est appelée mesure de
Martin de Q associée a u (relativement au point de normalisation X ).

Pour les fonctions harmoniques bornées de €2 il existe la version suivante du théoreme
2.2.4.

Théoreme 2.2.8 Pour toute fonction u harmonique bornée, il existe une fonction f

borélienne bornée sur 0§} vérifiant

u(z) = | f(E)K(2)r(dE) (2.8)
o)
La mesure v = vy est appellée mesure harmonique de Martin de 0 relativement a X,.

Soient Xy et X deux points de normalisation dans () et soient K¢ et K les fonctions
harmoniques minimales attachées au point ¢ € 9QM, normalisées en Xy et en X/ respec-

tivement. Si v et ¢/ sont les mesures harmoniques de Martin de ) relativement a X, et
X} respectivement alors

v(dC) = K¢(Xo)v/'(dC).
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Pour présenter le théoreme de Fatou pour le compactifié de Martin on a besoin de
la notion d’ensemble effilé au sens minimal. Nous notons par R¥ la réduite d'une fonc-

tion surharmonique positive i sur un ensemble £, et par f{fh? la réduite regularisée (voir
définition 2.1.11).

Définition 2.2.9 Soit ( € IOM . Un ensemble E C Q est dit effilé au sens minimal en (
(ou C-effilé) si R?Q # K.

Brelot a remarqué que pour toute fonction harmonique minimale A et tout sous-ensemble

E de Q, R £ h si et seulement si f{fh? est un potentiel (pour la notion du potentiel voir
définition 2.1.3).

Propriétés 2.2.10 Soit ( un point de ONM.

a) Tout ensemble effilé au sens minimal en ( est contenu dans un ensemble ouvert,
effilé au sens minimal en (.

() La réunion d’un nombre fini d’ensembles effilés au sens minimal en ( est effilée au
sens minimal en (.

Définition 2.2.11 Nous disons que la fonction f : Q — R admet la limite fine | en
¢ € 0OM si f admet la limite [ le long du filtre des sous-ensembles de Q) de complémentaire

C-effilé.

Le théoreme suivant est une généralisation du théoreme de Fatou classique (théoreme

2.1.1).

Théoreme 2.2.12 (Fatou, Doob, Naim) Si u est une fonction surharmonique positive

sur ) et v une fonction harmonique positive sur ), alors — admet une limite fine en
v

vy-presque tout point de la frontiére de Martin minimale QM. Cette limite coincide v, -

V A . . Vi . .
Y ou w est la partie harmonique de u dans sa décomposition de
Uy

presque partoul avec

Riesz.

Remarquons que d’apres ce théoreme, si [,ou f(§) Ke(2)v(dE) est la représentation inté-
grale de Martin d’un fonction harmonique u(x) (ou v la mesure harmonique de Martin
de ) relativement a un point Xo € Q et f € L*(v)) alors v admet une limite fine en
v-presque tout point de JQM et cette limite coincide v-presque partout avec la fonction
f. Notons également que pour un potentiel p de €2, le théoreme de Fatou implique que p

admet la limite fine 0 v-presque partout sur a0.
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Applications

Nous présentons quelques conditions d’effilement au sens minimal d’un ensemble £ C €.
Les résultats suivants sont connus; cependant nous rappelons quelques démonstrations
qui nous permettent d’illustrer les techniques utilisées au cours du chapitre suivant.

Proposition 2.2.13 L’ensemble E C Q est non-effilé au sens minimale en v-presque

tout point de la frontiére de Martin minimale OQM de Q si et seulement si f{f =1.
Démonstration On utilise le lemme clef suivant (cf. [Anc90b]).

Lemme 2.2.14 Soit X un espace compact, métrisable, et p une mesure de probabilite,
borélienne sur X. Soit £ : X — Hy une application continue de X sur lespace des
fonctions harmoniques positives de ). La fonction u : Q) — R définie par

u(z) = /X () (=)l de)

est harmonique positive sur ). De plus, pour tout ensemble E C €,

RE= [ REutds).

D’apres le lemme et la représentation intégrale de Martin, pour X = A0 et pw=vla
mesure harmonique de Martin relativement a un point X, € €,

RY /8 R () - /F RE v(dC) + /N RE v(dc)

oit I est le sous-ensemble des points de dOM en lesquels £ est effilé au sens minimal et
N = 9OM\ I, Les ensembles N et F sont mesurables, et f{fc = K¢ pour ( € N. D’autre

part, pour { € F, ﬁ?‘c < K¢ sur Q\ E. Or,
/ [X7Cy(d§) =1
aQM
et le résultat s’ensuit. o

Dans certains domaines €2 il existe une application continue, prolongeant 'identité de
2, du compactifié de Martin de €2 sur la fermeture euclidienne de €. Pour un domaine €2

nous notons § la fermeture de Q dans R
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Proposition 2.2.15 Soient Q un domaine de Green . Notons v la mesure harmonique
de Martin de Q) relativement a un point Xy € . Supposons qu’il existe une application

70— Q, continue, prolongeant Uidentité de Q. Soit x € Q. Si w, est la mesure de )
cvaluée en x alors pour tout ensemble I C 0) mesurable

we(F) = /—I(F) Ke(2)v(dC) (2.9)

La démonstration de la proposition s’appuie essentiellement sur 'emploi de la méthode
Perron-Wiener-Brelot pour la solution du probleme de Dirichlet dans le compactifié de

Martin (cf. [Nai57]).

Remarque 2.2.16 En fait, pour tout domaine de Green ), il existe une fonction mesu-

rable 7 : 90 — 9Q vérifiant la relation (2.9) (voir par exemple [MP91]). Deux fonctions
de ce type coincident au dehors d’un ensemble de mesure harmonique de Martin nulle.

Corollaire 2.2.17 Soient ' un domaine de Green, ¥ C Q. Notons &' la mesure

harmonique de . Sous les hypotheses de la proposition 2.2.15, pour tout ensemble
F CoQnoY on a léquivalence suivante

WI(F) =0 si et seulement si Q\ Q' est non-effilé en v-presque tout point de 7~ (F).

Démonstration D’apres les formules (2.5), (2.8) et (2.9), si g = 1p
H;Z () = Hy(:p) — / Hf(z)w’(:p,dz)
o9/ NQ
= w(z, F,Q)— / / Ke(2)v(d()w' (z,dz)
onQ J n=1(F)
D’autre part, par le théoreme 2.1.13

/ K(2)w'(x,dz) = R (x)
Glelate! ¢

En appliquant le théoreme de Fubini on obtient

Hg(:p) = w(x,F,Q)—[r_l(F) /aQ/nQ K¢(2)w'(z,dz)v(d()
= w(z, F,Q)— / o RO () (dC)
-/ |y, ()~ R (@) vt

Or, K; > f{%\cgl sur ', pour les points ( de 77(F') en lesquels Q\ ' est effilé au sens

minimal. Le résultat s’ensuit. e
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2.3 Domaines lipschitziens et domaines de Denjoy

Donnons tout d’abord la définition d'un domaine lipschitzien. Dans R? nous appelons
cylindre centré en 0 tout cylindre de révolution autour de 'axe des x4 delimité par deux
hyperplans {(z1, ..., 24) ; za = a} et {(z1,...,24) ; 24 = b}, avec a < 0 < b.

Définition 2.3.1 Un domaine Q de R? est dit lipschitzien si pour tout x € O il ex-
iste une similitude 1 de R? avee (x) = 0, un cylindre U centré en 0 et une fonction
lipschitzienne f : R7™' — R tels que

) NU =UN{(z1,00024) 5 24 > [(21, 000y 2d-1) }

Les domaines lipschitziens ont la particularité de étendre plusieurs propriétés de théorie
du potentiel des demi-espaces. Une de ces propriétés est I'identification de la frontiere de
Martin avec la frontiere Euclidienne. Cette particularité est illustrée avec les théoremes
qui suivent. Pour faciliter la lecture nous proposons la notation suivante :

Notation 2.3.2 Nous écrivons a ~ b s’il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant pas

des quantités a et b, telle que %a < b < ¢b. Pour un domaine Q2 de R? nous notons € la

fermeture de Q dans R%.

Théoreme 2.3.3 ([HW70], théoréme 4.2) Si Q est un domaine lipschitzien borné, alors
il existe une application bicontinue, prolongeant ['identité de €, m : Q— 0. La topologie

de Martin sur Q coincide avec la topologie euclidienne sur Q) et la frontiére de Martin a0
est égale a la frontiére de Martin minimale 9QM .

Remarquons que sous les conditions du théoreme, la proposition 2.2.15 implique que la
mesure harmonique w de () évaluée en un point = € ) est 'image par "application 7 de
la mesure harmonique de Martin v relativement a .

Théoréme 2.3.4 ([Dah77]) La mesure harmonique d un domaine lipschitzien de R? éval-
u€e en un point quelconque du domaine est équivalente a Hy_1 sur la frontiere du domaine,
Hay1 étant la mesure de Hausdorff (d — 1)-dimensionnelle (voir définition A.1.1).

Dans le cadre des domaines lipschitziens on retrouve le théoreme de Fatou classique

(cf. [Anc78] et [HWT0])

Théoreme 2.3.5 Sous les hypothéses du théoreme 2.3.3, si u est une fonction har-
monique positive sur €}, alors u admet une limite non-tangentielle en Hq_1-presque tout

point de 0.
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A
K(O,Az)
A/
K(0,A,L)
Q¢
r 0=
7B7(O,A,7’) -

Figure 2.1: La configuration du principe de Harnack a la frontiere

Nous appelons domaine de Denjoy tout domaine 2 = R?\ F, ot F est un sous-
ensemble fermé d’un graphe lipschitzien. Le théoreme présenté ci-dessous, dii a Alano
Ancona ([Anc84]), énonce un principe de Harnack a la frontiere d’un domaine de Denjoy.
A Taide de ce principe il est possible d’étendre un peu le théoreme 2.3.3.

Soient I' le graphe d’une fonction lipschitzienne f : R¥™' — R de constante de lipschitz
L et I un sous-ensemble fermé de T, avec 0 € F. Soit A = (ay,...,as) € R? avec
a; = ... = ag—1 = 0, ag > 0. Considérons le cylindre de revolution K(0,A,r) d’axe
0A et de rayon r > 0, delimité par les demi-espaces {(z1,...,2q4) € R?; 24 = ay} et
A — a
{(#1,...,2q) € RY; 25 = —ay}. Notons AT = 0} et A- = - Supposons que ~ Soit
r
strictement supérieur a 8L.

CONVENTION :  dans la suite nous dirons qu’une fonction harmonique u dans un
domaine Q0 est nulle sur un ensemble F' C 9 si pour tout * € F u est bornée dans un

voisinage de x et si limu(y) =0 pour tout x € F'\ P, P étant un ensemble polaire.
Yy—x

Théoreme 2.3.6 ([Anc84]) Soient u, v, w trois fonctions harmoniques positives sur

K(0,A,r)\ F nulles sur F0K(0,A,r). Alors pour tout z € 9T(0, A™, g) \ F

a
ou la constante ¢ > 0 ne dépend que de -
r

Le théoreme 2.3.6 contient le principe de Harnack a la frontiere pour un domaine lips-
chitzien, donné par le théoréme 2.3.7.
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Théoreme 2.3.7 ([Anc78]) Sous les mémes hypothéses, considérons le domaine (voir

fig. 2.1)
Qr ={(x1,..c,xq) € K0, A, 1) 5 xq> f(x1,...,2a-1)}

Il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de Y belle que pour tout couple (u,v)
r

de fonctions harmoniques positives sur Qy, nulles sur 9 N <K(O,A,T) \ K(0, A, 2) on

ait

u(x) v(x) E + 7
< z
U(A+)_CU(A+)7 pour tout x € 0K (0O, A ,Q)OQf

Le principe de Harnack a la frontiere permet de controler le rapport de deux fonctions
harmoniques positives de facon uniforme, comme le suggere le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.8 Sous les mémes hypotheses et si les fonctions harmoniques u,v s’an-
nulent sur I\ K (0, AT, %), alors pour tout point P € R\ n’appartenant pas a K(0, AT, %),
on a

u(P) u(AT)
v(P)  w(At)
, ) . _ u(x) . .y . .
Démonstration Soit 7 = sup{—( E r € K(0,A ,2) N Q¢}. D’apres le théoreme
v(x
précédent
u( A1)
< < .
T < CU(A+) <Cr

Or, u(z) < rv(a) sur le bord J(T'U K (0, AT, g)), et par le principe de maximum, partout

A‘l‘
dans R*\ (I' U K(0, A™, g)) Il s’ensuit que Zg; < CZEA"‘;’

mettant u a la place de v, on obtient I'inégalité opposée. o

et symétriquement, en

Le théoreme 2.3.3 se généralise pour des domaines non-bornées de la maniere suivante
(cf. par exemple [Anc78]).

Théoréme 2.3.9 Soit I' le graphe d’une fonction lipschitzienne f : R9™' — R, et soit
Q le domaine

Q= H}— = {(z1, -y 2a) 5 flar, s 2am1) < 2at

1l existe une application 7 : 0-0 bicontinue, prolongeant ['identité de €.

De plus, par la proposition 2.2.15, sous les hypotheses du théoreme pour tout = € Q la
mesure harmonique w de €2 évaluée en = et la mesure harmonique de Martin v relativement
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a z coincident. La preuve du théoreme est similaire a celle du lemme 3.4.3 et utilise le
principe de Harnack au bord d’un domaine lipschitzien (théoreme 2.3.7).

Pour les domaines de type Denjoy, c’est-a-dire les domaines Q = R\ F, olt F est un
sous-ensemble fermé d’un graphe lipschitzien, on a le théoreme suivant, di a A. Ancona

([Anc84]).

Théoreme 2.3.10 ([Anc84]) Soit I' un graphe lipschitzien et F une partie fermée de
I'. Alors, il existe une application m continue, prolongeant lidentité de Q = R4\ F, du

compactifié¢ de Martin de Q sur R De plus, pour tout x € F, il existe au moins un et
au plus deux points de OOM projettés par m sur x; les fonctions harmoniques minimales

attachées a ces points engendrent le cone H, = {u eH;; u=0 sur 8(2\{:1;}} (ouu=0

doit étre interpreté selon la convention).

Remarquons que dans ce cas, 'image par 1’ application 7 de la mesure harmonique de
Martin de €} relativement a un point x € {2 est égale a la mesure harmonique de 2 évaluée
en x.

Pour un domaine Greenien si 7 est une application comme donnée par la remarque
2.2.16 nous disons qu’ un point & € 9% est simple (relativement & 7) pour € il est
I'image par m d’un seul point de 9NM et que z est double (relativement a ) pour § s’il

est I'image par 7 de deux points de 9QM. Un point z € 9 est au moins triple (pour )
s’il est 'image par m d’au moins trois points de la frontiere minimale de Martin de €.

Si m et 7’ sont deux fonctions comme données par la remarque 2.2.16 pour un domaine
2, alors ’ensemble des points simples (doubles, au moins triples) relativement a = pour
Q) differe de I’ensemble des points simples (doubles, au moins triples) relativement a 7’
pour {2 d’un ensemble de mesure harmonique nulle pres. La définition ne dépend donc
pas du choix de 7 qu’a des ensembles de mesure harmonique nulle pres.

Sous les mémes conditions nous dirons qu’un ensemble £ C ) est effilé au sens minimal
relativement a ) pour ) en un point z € 99 s’il est effilé en tout point ¢ € IOV tel que
p p p q

() = <.

Dans le cas des domaines de Denjoy la fonction m sera toujours la fonction bien
déterminée donnée par le théoreme 2.3.10. Cette application est surjective et donc tout
point de J) peut étre caractérisé comme étant simple ou double.

Pour tout domaine Greenien du plan ’ensemble des points au moins triples de 92
(pour une fonction 7 comme donnée par la remarque 2.2.16) est de mesure harmonique
nulle dans €. Si, de plus, la fonction 7 est continue et prolonge l'identité de €2, alors
I’ensemble (bien défini) des points au moins triples est au plus dénombrable, remarques
que nous devons a A. Ancona.

Pour les domaines de Denjoy, Chevallier a montré le théoreme suivant.
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Théoreme 2.3.11 ([Che89]) Si ' est le graphe d’une fonction lipschitzienne f et si F
est un sous-ensemble de I fermé, alors Hy_1-presque tout point de I' est double dans le

domaine R4\ F.

Notons aussi le lemme suivant, di également a Chevallier, qui nous sera utile par la
suite.

Lemme 2.3.12 ([Che89]) Sous les conditions du théoréme précedent, supposons que 0 €
F et soit A= (ay,...,aq) un point de

H}— ={(x1,y7a) 5 f(71,00a-1) < @at

avec a3 = 0,...,a9-1 = 0,a5 = 1. Soit (A,)nen une suite de points du segment 0A
convergeant vers 0 et soit € > 0. Alors la réunion des boules

U{B(An, || Au]]) s n € N} [ JU{B(= Ay, €| A]]) sn € N}
est non-effilée en 0.

Chevallier a en fait montré en peu plus. Pour tout point z € I double dans Q = R4\
la reunion des boules x + U{B(A,, €||A.||) ,n € N} est effilé au sens minimal en 'un des
deux points de IQM projettés sur z et la reunion des boules z+U{ B(—A,, ¢||A,||) ,n € N}
est effilé en "autre. Signalons que le théoreme de Chevallier peut également étre démontré
par la proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.17, établis au chapitre suivant.



26

Chapitre 2. FEléments de la théorie du potentiel




Chapitre 3

Domaines de Poisson

L’objectif de ce chapitre est de donner une condition nécessaire pour qu'un domaine de
R?, d > 3, soit Poissonien. Cette condition (voir définition 3.1.6) que nous noterons CDF
(condition faible de cone double) a été proposée par Bishop dans [Bis91] pour les domaines
du plan et est semblable a la condition d’effilement de Wiener. Nous proposons en outre
quelques exemples de situations ou cette condition est également suffisante.

3.1 Cadre, résultats liés.

Bishop [Bis91] a introduit la condition CDF et il a montré qu'un domaine du plan est
Poissonien si et seulement si ’ensemble des points satisfaisant a une condition CDF est
de mesure de Hausdorff linéaire nulle. D’autres conditions pour qu’un domaine soit Pois-
sonien ont également été énoncées par Mountford et Port [MP91]. Mountford et Port font
appel a la théorie de probabilités, tandis que Bishop s’appuie sur la théorie du Potentiel
classique.

En dimension 2, Bishop utilise une caractérisation de deux domaines disjoints dont les
mesures harmoniques ne sont pas mutuellement singulieres, pour montrer que la condition
CDF est suffisante pour qu'un domaine soit Poissonien. Cette caractérisation est énoncée
par Bishop, Carleson, Garnett et Jones dans [BCGJ89] pour les domaines du plan. La
preuve s’appuie sur un résultat de Makarov [Mak85], amélioré par Pommerenke [Pom86],
qui fournit une comparaison de la mesure harmonique des domaines simplement connexes
du plan et de la mesure de Hausdorff linéaire. La démonstration de Makarov exploitant
les propriétés des fonctions conformes du plan, ne peut pas étre appliquée en dimension
supérieure. En outre, Wolff [Wol95] a montré que les résultats de Makarov ne sont pas
adaptables en dimension supérieure a deux. Ainsi, la question de savoir si la condition
CDF est suffisante pour quun domaine de R?, d > 3, soit Poissonien reste-t-elle ouverte.

La démonstration de la nécessité de la condition CDF que nous proposons pour les
domaines de RY d > 3 utilise la théorie de Martin. La voie suivie nous a été proposée

27
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par A. Ancona.

Les notions de la théorie du potentiel classique utilisées sont données en section 2.1 et
les éléments essentiels de la théorie de Martin ont été rappelés en section 2.2.

3.1.1 Définitions, propriétés des domaines de Poisson

Donnons tout d’abord la définition d’'un domaine de Poisson.

Définition 3.1.1 Un domaine Q C R? est appelé domaine de Poisson, ou domaine Pois-
sonien, st pour toute fonction u harmonique bornée dans ) il existe une fonction mesurable

f 00 = R telle que :
u(x) = H? = f(2)w(x,dz) (3.1)
o9

ou w est la mesure harmonique de §1.

Donnons l'interprétation de la définition en termes de frontiere de Martin ([MP91],
théoreme 9).

Théoréme 3.1.2 ([MP91]) Un domaine de Green Q C R? est Poissonien si et seulement
s’il existe un sous-ensemble A de la frontiére de Martin minimale O™ de Q, un sous-
ensemble E de la frontiere 0Q de Q dans R? et une application m : A — F vérifiant

i) m est bijective et bimesurable.

ii) v(A) =1, ouv est la mesure harmonique de Martin relativement a un point Xo € €).

iii) w(E) =1, ot w est la mesure harmonique de 0 €valuée en X.

iv) Pour tout ensemble mesurable F' C E et pour tout Xo € §, si v est la mesure
harmonique de Martin relativement a Xg et w la mesure harmonique de £ évaluée

en Xo, alors w(F) = v(7~(F)).

Les propriétés suivantes des domaines de Poisson ont également été démontrées dans

[MPO1].

«) Toute composante connexe de l'intersection de deux domaines de Poisson est un
domaine de Poisson.

() Soient € et 5 deux domaines Poissoniens de R? tels que Q = Q7 UQ, soit connexe.
Soit w la mesure harmonique de Q. Si w(9Q; N INy) = 0, alors Q est Poissonien.

Donnons quelques exemples :
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Figure 3.1: L’application ¢ de I'exemple 3.1.4.

Exemple 3.1.3 Par le théoreme de Herglotz-Riesz (cf. exemple 2.0.1) les boules de R?
sont des domaines de Poisson. e

Exemple 3.1.4 Donnons un exemple de domaine non-Poissonien. Soit C le compactifié
du plan complexe avec le point a l'infini. Dans C considérons le complémentaire du

segment [0,1]. Le domaine = C \ [0,1] est simplement connexe et est 'image par I’
application conforme

(1— =)
27— (1% 2)
du disque unité B. D'application ¢ se prolonge de maniere continue sur dB. On peut
également vérifier que les arcs L et M du cercle unité 0B définis par

¢(2) =

M=0BNn{z€C;Imz>0}et L=0BN{zeC;Imz <0}

vérifient ¢(L) = o(M) =)0, 1].

Soit u = Hlaliﬁjl la solution du probleme de Dirichlet dans B pour la fonction indicatrice

1n de M et soit v I'image par 'application conforme ¢ de la fonction u. Montrons que v
est une fonction harmonique bornée qui ne s’écrit pas sous la forme (3.1) ce qui montrera
que ) n’est pas Poissonien.

Six € M ety € L sont deux points de dB avec ( = ¢(x) = ¢(y) et si V est un
voisinage de ( suffisament petit alors ¢~ (V') est la réunion d’un voisinage V; de z et d'un
voisinage V; de y dans B, V; et V5 disjoints (voir fig. 3.1).

Remarquons que u converge vers 1 en tout point de M et vers 0 en tout point de L.
Par symétrie, si v est la solution du probleme de Dirichlet (généralisé) pour une fonction
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frontiere f : [0,1] — R, alors v(z) converge vers la méme valeur quand z tend vers (,
Imz < 0 et quand z tend vers (, Imz > 0. Or, ceci n’est pas le cas.

Une autre fagon de procéder est en utilisant le théoreme 2.3.3. Si z, tend vers ( non-
tangentiellement alors v(z,) converge vers f((), pour Hi-presque tout ¢ in ]0,1[. Or, la
limite inférieure non-tangentielle de v est 0 tandis que sa limite supérieure est 1 en tout
point de ]0,1[. Il est donc clair qu’il n’existe pas de fonction f : [0,1] — R telle que
v = H? .

3.1.2 La condition CDF

Nous introduisons a présent la condition CDF, proposée par Bishop.
Notation 3.1.5 Notons S, la sphere unité de R%. Pour x € R? |, ¢ > 0 et € S, nous
notons C'(x,r,€,0) le cone
Cle,rye,)={y; y=a+10,0 €Sy, ||0 =0 <e, 0<r <r}.
Nous écrivons W(z,r,e,0) = C(x,r,¢,0) \ B(x,r/2) et nous notons 6; = (0,...,0,1) € S,.

Définition 3.1.6 Soit Q un domaine dans R?, d > 2. On dit que le point x € I satisfait
a une condition CDF par rapport a  s’il existe § = 0(x) € Sy et € = e(x) > 0 tels que

Z{Cap{Zn(W(x,Z_n,c,H) \ Q)} n Cap{Qn(W(:Jc,Q—n,c, )\ Q)}} < oo,  (32)

neN

cap signifiant la capacité de Green dans R?, pour d > 3 et la capacité de Green dans la
boule B(x,1) centrée en v et de rayon 1, quand d = 2.

Dans la suite nous supposons d > 3; le cas d = 2 peut étre traité de maniere similaire,
en se ramenant a des ensembles contenus dans une boule.

Remarque 3.1.7 Si Q' C Q sont deux domaines de R? avec 9Q C 9 et si un point
x € 00 N I satisfait a une condition CDF par rapport a ', alors = satisfait a une
condition CDF par rapport a 2.

3.2 Une condition nécessaire pour qu’un domaine de
R?, d > 3, soit Poissonien

C.J. Bishop a proposé la condition CDF et a montré que, dans R?, un domaine ) est
Poissonien si et seulement si I’ensemble des points de 0f2 satisfaisant a une condition CDF
par rapport a ) est de Hj-mesure nulle [Bis91]. Le théoreme suivant étend partiellement
le résultat de Bishop en dimension supérieure.
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Théoréme 3.2.1 Soit Q un domaine dans R? et supposons que la Hy_y -mesure des points

de sa frontiere qui satisfont a une condition CDF par rapport a Q) est strictement positive.
Alors Q) n’est pas Poissonien.

Le reste de la section est consacré a la démonstration de ce théoreme.

3.2.1 Préliminaires

La démonstration du théoreme s’effectue en 4 étapes :

A)

Nous montrons dans un premier temps que si I’ensemble des points de 92 satisfaisant
a une condition CDF est de mesure H,_; positive, alors il existe un sous-ensemble
de la frontiere de (), de mesure H,_; positive, inclus dans une surface lipschitzienne
dont tous les points satisfont a une condition CDF.

Dans un deuxieme temps, nous affirmons que si I' est le graphe d’une fonction
lipschitzienne si @ € ' et si B est une partie d’un céone de sommet x disjoint de T,
alors Deffilement au sens minimal en x relativement & R\ I' de B est équivalent &
une condition de type CDF.

Ensuite nous construisons deux sous-domaines de ) dont les frontieres intersectent
une surface lipschitzienne sur un ensemble K de mesure H,_; positive et qui sont

effilées au sens minimal relativement & R?\ K en H4_;-presque tout point de K.

Finalement, en utilisant I'effilement au sens minimal des frontieres de ces domaines
en H,_i-presque tout point de K, nous montrons que leurs mesures harmoniques
sont équivalentes a Hy_1 sur K. La preuve est completée par la proposition suiv-
ante

Proposition 3.2.2 ([Bis91]) Un domaine Q € R® est Poissonien si el seulement si pour
tous sous-domaines disjoints Q0 et Qg de §, les mesures harmoniques wy et wy correspon-
dantes sont mutuellement singuliéres sur 0f).

3.2.2 Démonstration du théoréme 3.2.1

A) Nous proposons quelques lemmes géométriques pour démontrer la premiere étape de la

preuve du théoreme. Les notions d’ensembles régulier et irrégulier au sens de Besicovitch
sont définies en appendice A.2.2.

Nous considérons un domaine £ C R

Proposition 3.2.3 Soit E C 0Q un ensemble qui vérifie 0 < Hq_1(F) < oo. Supposons
que Hy_1-presque tout point de E satisfait a une condition CDF par rapport a Q. Alors
E est régulier au sens de Besicovitch.
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La démonstration de la proposition que nous proposons est comparable a celle du lemme

4.3 de [Bis91].
Lemme 3.2.4 Sous les hypotheéses de la proposition 3.2.3, il existe eg > 0 et 8y € Sy tels
que l'ensemble I des points qui satisfont une condition CDF par rapport a ) avec € = €

et 8 = 0y soit de Hy_1-mesure positive.

Démonstration Pour n € N, posons

S, ={x € E; z satisfait a une condition CDF avec

< <1}
n-+1 ¢ n-’

Clairement, £ = U:ﬁ'i S, et donc il existe S5, tel que Hy—1(S,) > 0.

Considérons une partition de S; en un nombre fini d’ensembles {S*}7_, de diametre

inférieure a ﬁ. Pour k = 1, ...,n, soit S* 1’ensemble des points de S, satisfaisant a une
m

condition CDF par rapport a Q avec 6 € S*.

Il est clair que U Sk = 5,.. 1l existe donc un ensemble S¥ parmi ceux-ci, avec

1<k<n
Hd_l(Sfr?) > 0. Posons F' = S% et soit §; € S*. Alors, tout = € I satisfait la condition
CDF par rapport & Q avec 6(x) = g et € = 50— car le cone C(z,r, 56—, 00) est inclus

dans le cone C'(x,r,e(x),0(x)). o

Lemme 3.2.5 Soit E un ensemble irrégulier au sens de Besicovitch et supposons que
0 < Ha-1(E) < +oo. Alors il existe un sous-ensemble F' C E avec 0 < Hy_1(F) < 400
et une constante C' > 0 tels que

Hi—1(B(x,r)NE)

a) a1 <O, Veel,0<r<l (3.3)
B) Pourtout e >0 et § €Sy (3.4)
_1(F 0 _1(F —0
lim sup Hq 1( QC(J},T, & )) + lim sup Hq 1( QC(J},T, 6 )) >0
r—0 rd_l r—0 rd_l

pour Hq_yi-presque tout x € I

Démonstration Ce lemme est un corollaire de deux résultats classiques de la théorie
de la mesure géométrique (cf. [Mat95]) :

Théoréme 3.2.6 Soit £ € RY, avec 0 < Hy_1(E) < +oo. Si E est irrégulier au sens de
Besicovitch alors, pour tout € > 0, tout 0 € Sy et pour Hy_1-presque tout x € F

L(ENnC 0
lim sup Haal y 5:1;,7“, %) + lim sup
r—0 e r—0

Hir(ENC(xz,r,e,—8))

>0
rd—1
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D’autre part, par la relation (A.4), pour tout ensemble £ C R? avec 0 < Hy_1(F) <
+00,
Hi—1(EN Bz, r))

Td_l

lim sup < 1 pour Hy_y presque tout = € I

r—0
Il existe alors un sous-ensemble F' de F, de Hy_1-mesure positive, sur lequel la condition
(3.3) soit satisfaite pour une constante C' > 0. L’ensemble F' est également irrégulier au
sens de Besicovitch et donc, par le théoreme précédent, la relation (3.4) est valable sur

F. e

Démonstration de la proposition 3.2.3.  D’apres la proposition A.2.4, nous
pouvons écrire £/ comme F = E; U E; avec F; rectifiable, £y purement non-rectifiable.
Raisonnons par ’absurde et supposons que K5 soit de Hy_; mesure strictement positive,
0 < Ha-1(F2) < +oo. Quitte a diminuer E, nous pouvons donc supposer que F est
irrégulier au sens de Besicovitch et la condition CDF est satisfaite H,_i-presque partout
sur ce nouveau K, Hqa—1(E) > 0.

Nous utilisons les lemmes 3.2.4 et 3.2.5 pour faire une estimation de la capacité des
anneaux coniques W(x,27" ¢,0)\ © qui, a son tour, aboutira a une contradiction du fait
que la condition CDF est satisfaite sur F.

D’apres le lemme 3.2.4, il existe € > 0 et § € Sy tels que I'ensemble F' des points
x € F satisfaisant & une condition CDF avec e(x) = € et 0(x) = 8 soit de mesure Hy_y
strictement positive. L’ensemble F' est irrégulier au sens de Besicovitch donc, quitte a
se restreindre a un sous-ensemble de F', nous pouvons supposer qu’il vérifie les relations

(3.3) et (3.4).

Nous montrons que pour Hy_i-presque tout @ € F, il existe un nombre infini de
tranches W(x,27",¢,0) du cone C(x,r,¢€,8), notées W, telles que

Ha1(2"(F N W (2,27 ¢,0))) > ¢ (3.5)

ol ¢; = ¢q1(x) est une constante positive.

Fixons = € F. Quitte a remplacer eventuellement § par —f nous pouvons supposer
que x vérifie

Hi1 (FNC(x,7,€,0))

1 > ¢o = limsup = > 0.
r—0 r
Hi1 (FNC(x,r,6,0)) <o .
Prenons 0 < r < 1 tel que | > 7 Or, par la relation (3.3), pour
-
r<r
Hir (FNC(x,re,0)\ Cla,7,¢,0)) > CQ—OTd_l — Ot
Posons 7 = <c_0> - L Nous avons
2 4C

Har(FOC(x,r,e,0)\ C(x,7,e,0)) > er®™t,
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pour une constante ¢ = ¢(cg) > 0. Soit Ny = log2 —. Remarquons que Ny > 0 ne dépend

que de ¢g et de €. 1l existe, alors, une tranche

W, =W(x,27",¢,0) C C(a,r,e,0)\ C(x, 7 ¢,0)
telle que Hy_1(2"(W, N F)) > ¢; = Z_No(d_l)jcv—o.
0
L’itération de I’argument montre qu’il existe un nombre infini d’anneaux coniques
W, = W(x,27", ¢,0) vérifiant (3.5). Pour ces anneaux nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.2.7 [l existe une constante ¢; = ¢z(cy, ¢o) telle que
cap(W, N F)>¢y >0 (3.6)
Démonstration La capacité d’un ensemble I/ C R? est donnée par

capF = sup{I~"(p) ; llul| = 1; suppp C F},

ou I(u / / mu(d:p) w(dy), cf. théoreme 2.1.19.
r—y

Pour W, vérifiant (3.5), posons F, = 2" (W, \ F) et soit A =

obtenons :

1
T (7T Hq_1. Nous

1
) = // e A dy)

1 1
= —_——=— 77_[ B d H B d ‘
Ha1(£5)? / / |z — yl[i-2 " 1(de)Ha-1(dy)

En utilisant la relation (3.3), nous montrons que I'intégrale est uniformément majorée

par ¢;' < 400, ¢; > 0 étant une constante indépendante de n :

/~n / WA<dw>A(dy) <

/ ZZ (=DNE, N {y € F,; 2757 < dist(y, z) < 27°})A\(dx)

Fn s=0
1
<
- Hd_l(WnﬂF)

/ 2C0\(dr) < 2¢7'C = ¢;!

et donc Cap(Fn) >y @
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+o0
Ce lemme étant démontré, nous en déduisons que la série des capacités Z Cap(Fn)
n=1
+o0 too N
diverge. Or, anp[Z”(W(x,Z_”, 6,0)\ Q)] > Z cap(F,) = +oo.
n=1 n=1

Il est clair que le méme raisonnement donne, pour Hy_i-presque tout x € F, un
nombre infini d’anneaux coniques W, (x) = W(x,27", ¢,0) vérifiant (3.6), ce qui est en
contradiction avec notre hypothese. e

Soient ) un domaine Greenien de R? et £ I’ensemble des points de la frontiere de
satisfaisant a une condition CDF par rapport a Q. Supposons que Hy_1(FE) soit stricte-
ment positive. Il existe, alors, un sous-ensemble F' de E de mesure positive, finie (voir
théoreme A.1.5). La proposition 3.2.3, montre alors que I'ensemble F' est régulier au
sens de Besicovitch. Par le théoreme A.2.3, il existe un graphe lipschitzien I' tel que

Hd_l(F N F) > 0.

Nous pouvons améliorer la proposition 3.2.3 de la maniere suivante.

Remarque 3.2.8 Il existe un sous-ensemble F' de F inclus dans une surface lipschitzienne
' tel que 0 < Hy—1(F') et pour tout @ € F' le double cone

Cla,1,e(x),0(x))UC(x,1,e(x), —0(x))

n’intersecte pas I'. Pour montrer ceci il suffit de remplacer les conditions 3.3 et 3.4 du
lemme 3.2.5 par la condition de densité suivante : pour Hy_i-presque tout x € F

lim Hi—1(EN Bz, r))

r—0 (27“)51—1 =1L

B) La démonstration de la deuxieme étape s’effectue par une suite de lemmes, con-
cernant les domaines lipschitziens, qui sont bien connus. Pour la notion d’ensemble effilé
au sens minimal en un point de la frontiere d’'un domaine de Denjoy, nous renvoyons a la
section 2.2.

Il existe un autre type d’effilement équivalent, dans certains cas, a ’effilement au sens
minimal.

Définition 3.2.9 Soit x € R%. L’ensemble £ C R? est dit effilé au sens interne en x si

x ¢ B\ {x} ou s’il existe une fonction s, surharmonique dans un voisinage euclidien de
x, vérifiant
liminf s(y) > s(x).

Y=z

yeb\{z}
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Nous utilisons le lemme suivant di a Y. Zhang [Zha87], pour montrer I’équivalence des
deux types d’effilement, dans le cadre d’un domaine lipschitzien, et ensuite nous faisons
appel au critere d’effilement au sens interne de Wiener pour lier Ieffilement minimal a la
condition CDF. Pour ces resultats voir aussi [Aik85].

Soit I' le graphe d’une fonction lipschitzienne f : R4~! — R. Posons
Hjc— = {($1,$2, ...,l'd) € Rd, f(l'l; ---wd—l) > $d}.

Soit C'(x,r,€,0) un cone contenu dans H}'.

Lemme 3.2.10 ([Zha87], théoréme 1) Un ensemble B C C(x,1,¢,0) est effilé au sens

minimal en x dans H}' si et seulement s’il est effilé au sens interne en x.

Le théoreme suivant propose une condition équivalente a ’effilement au sens interne (cf.

[Doo84]).

Théoreme 3.2.11 (Critére de Wiener) Un ensemble B est effilé au sens interne en

x € RY si et seulement si

Z cap{2"(B N B(z,27")\ B(x,27"""))} < +o0.

neN
Résumons la situation :

Lemme 3.2.12 Soient I' et H}' comme ci-dessus et B C H}' un ensemble quelconque.
Soit C(x) un cone de révolution, de sommet x € T', contenu dans H}'. Alors BN C(x)

est effilé au sens minimal en x dans H}' si et seulement si

Z cap{2™{BNC(z) N (B(x,27")\ B(x,27"7"))}} < +o0. (3.7)

neN

C) Cette étape consiste a lier I'effilement au sens minimal et la mesure harmonique.

La proposition suivante en donne un premier résultat. Soit f, I' et H}' comme ci-dessus.

Proposition 3.2.13 Soit Q un domaine inclus dans H}'. Alors, st w est la mesure har-

monique du domaine §, pour tout ensemble E C ' on a w(F) = 0 si et seulement si

H}' \ Q est non-effilé au sens minimal dans H}' en Hq_1-presque tout point de F.

Démonstration Un résultat de Dahlberg (théoreme 2.3.4) affirme que la mesure har-
monique de H}' est équivalente a la mesure de Hausdorft H;_;. D’apres le lemme 2.2.17,

il suffit alors de montrer que la frontiere de Martin s’identifie a la frontiere euclidienne de
H}'. Or, ceci est affirmé par le théoreme 2.3.9 et le résultat s’en déduit. e
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La proposition suivante affine le théoreme 2.3.11 et nous permettra de trouver deux
sous-domaines disjoints de €) inclus dans deux demi-espaces complémentaires dont les
mesures harmoniques ne sont pas mutuellement singulieres. La démonstration nous a été
suggerée par A. Ancona.

Proposition 3.2.14 Soit I' C T fermé et posons Q = R\ F. Alors, I'\ I est effilé au
sens minimal (relativement a R4\ I7) en Hy_-presque tout point de F.

N. Chevallier [Che89] a donné un exemple d’un ensemble F' fermé contenu dans un
graphe lipschitzien I' et d’un point @ € F' de densité (pour la mesure Hy_; restreinte sur
F) qui est un point simple pour R%\ F' et tel que ['\ F soit effilé en z dans R?\ F.
A. Ancona a montré dans [Anc90a] (en répondant par la négative a une question de
Chevallier) que si F' est un sous-ensemble fermé d’un graphe lipschitzien I' et si @ € F est
un point double pour R?\ F, alors I'\ F' n’est pas nécessairement effilé en z dans R%\ F.
De ce point de vue le théoreme 2.3.11 est indépendant de la proposition 3.2.14.

Le lemme suivant est un lemme classique de la théorie de Martin (cf. [Anc84]).

Lemme 3.2.15 Soient Q C R? un domaine de Green, Q son compactifié de Martin et
v sa mesure harmonique de Martin relativement a un point Xo € Q. Si K est un sous-

ensemble compact de 90 avec v(K) =0 alors il existe une fonction s surharmonique dans
Q, positive, vérifiant
lims(z) =400 ,  pourtout ( €K (3.8)

=

r€Q
et telle que s(Xo) = 1.

Démonstration Soit K un compact de 9Q de mesure v nulle. Soit U un voisinage de

K dans €. Montrons tout d’abord que RY = faQM R%CV(dO décroit vers 0 lorsque U

décroit vers K. En écrivant
RY = [ R0+ [ RYuao)
U HQM\U

et en utilisant le théoreme de convergence dominée on obtient qu’il suffit de montrer que
R%C décroit vers 0 pour tout ¢ ¢ K. Soit ( ¢ K et supposons qu’il existe une suite (U, )nen

de voisinages de K décroissant vers K et un point x € Q tels que ¢, () = Rg’;(l') >c > 0.
Pour n assez grand, les ensembles U, sont effilés au sens minimal en « et donc (¢, )nen
est une suite décroissante de potentiels. Pour n € N la fonction ¢, est harmonique dans

Q\U,. Siu= lim g,, alors u est harmonique non-nulle dans Q, ce qui est absurde.
n— 0o
Choisissons une suite (U, ),en de voisinages de K tels que RIIJ" (Xo) < 27" pour tout
+oo
n € N. La fonction s’ = ZR:[{" est surharmonique et 0 < s'(Xy) < 1. D’autre part,

n=1
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/ .
s’ nous trouvons la fonction

glgl_rfés(x) = 400, pour tout ( € K. En posant s = (o)

surharmonique cherchée. e

Démonstration de la proposition 3.2.14 Notons encore 9QM la frontiere de Martin
minimale de Q. Soit ¥ =1"\ F et posons

E={CedQ™; Sesteffiléen (}et N={Ce I ;¥ est non-effilé en (}.

Soit 1 la fonction harmonique constante égale a 1. Si v est la mesure harmonique de
Martin relativement a un point Xy de €2, on a la formule suivante :

RS _ RE _ R P _
Ry = RfaﬂM Kev(d¢) RfN Kev(dC) T RfE Kev(d¢) utp
ou u est la fonction u = ﬁiv Kedo) <letp= f{i Ko(de)” Remarquons que u est une
. . 5% o 5% o -
fonction harmonique dans ) car RfN Kende) = I RKCV(dC) = [ Kcv(dQ) et que p est un

potentiel puisque ﬁ%( est un potentiel dans €} pour tout ¢ € F.

D’apres le théoreme de Fatou pour la compactification de Martin (théoreme 2.2.12),

u admet une limite fine v-presque partout sur 9QM; cette limite est nulle en dehors de N
et vaut 1 sur N (v-presque partout).

Soit L la constante de lipschitz de la fonction f dont le graphe est I' et soit 0 < € <

% —arctan L. Notons N*t I'ensemble des points € N en lesquels C(z, 1, ¢,0;) est non-

effilé et N~ I’ensemble des points @ € N en lesquels C(x, 1, ¢, —0,) est non-effilé. Par les
propriétés 2.2.10 des ensembles effilés au sens minimal et en utilisant le lemme 2.3.12, on
aN=NtUN".

Par le théoreme de Fatou (théoreme 2.2.12) u admet la limite fine 1 v-presque partout

sur N. Donc, pour v-presque tout point ¢ de NT, il existe une suite de points =, € Q qui
tend vers ( dans la topologie de Martin telle que u(x,,) — 1.

Soit ¢ ’application qui envoie le compactifié de Martin Q de Q sur la fermeture QU{cc}
de Q dans R? donnée par le théoreme 2.3.10. Pour v-presque tout point ( € N*, si

£ = &((), nous pouvons choisir la suite x, parmi les points du come C(&,1,¢,6,), celui-ci
n’étant pas effilé au sens minimal en ¢ (lemme 2.3.12).

D’autre part, la fonction u est harmonique dans H}'. Par le théoreme 2.1.13, nous
avons
H

_ DI _
lgu_Ru_u7

I I
la réduite étant considérée dans Q. Or u <1 donc u = H,/, < H,!.

1211 —

En d’autre termes, u est majorée par la mesure harmonique de ¥ dans H}' . Le théoreme

2.3.3 affirme qu’alors u converge non-tangentiellement vers 0, Hy_1-presque partout sur
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'\ ¥ et donc sur ¢(NT). Or, pour v-presque tout ( de N7t il existe une suite (z,,)nen

qui tend vers ¢(¢) non-tangentiellement telle que lim u(z,) = 1. En notant v la mesure
n— 0o

v restreinte a N, nous obtenons que ¢r* est singuliere par rapport a Hq_1 sur ¢(NT).
Montrons maintenant que ceci est impossible si Hy—1(¢(N1)) est positif.

Supposons que Hq_1(d(N7T)) soit positif. Dans ce cas, il existe un sous-ensemble K
de ¢(NT) compact avec 0 < Hy—1(K) < +oo et g™ (K) = 0. Par le lemme 3.2.15, il

existe alors une fonction s surharmonique positive sur € telle que lim s(z) = +oo pour
z—=¢

r€Q
tout ¢ € K et s(Xo) = 1 pour un point X, € H}'.

Or, la fonction s admet une limite non-tangentielle finie H,_;-presque partout sur F',
ce qui est en contradiction avec I’hypothese.

Il s’ensuit que Hyq_1(d(NT)) = 0. De méme, Hy—1(¢p(N7)) = 0 et donc ¥ est effilé au

sens minimal en Hy_;-presque tout point de F. o

D) Si I' est le graphe d’une fonction lipschitzienne f de constante de lipschitz L
notons, pour x € I' et a > 2L, C,(x) le cone de révolution C'(x,10,7 — arctana, ).

Pour z € H}' et pour un ensemble £ C I', nous notons B,(z) = {x € I'; z € Cy(x)} et
TE(z) = B.(2)N E.

Lemme 3.2.16 Soit E un sous-ensemble de I', 0 < Hgy_1(F) < 4o00. Alors pour tout
a,a’ avee 2L < o' < a et tout € > 0 il existe un sous-ensemble F' de F vérifiant

Oz) Hd_l(F) > (1 — G)Hd_l(E)

B) w(z,TE(2)) > ¢ pour tout z € J{Cu(x); x € F} avec dist(z,T') < 4(L + 1),
ou w est la mesure harmonique de H}' et ¢ est une constante strictement positive ne

dépendent pas de z.

Démonstration Fixons un point Xy dans H}' avec dist(Xo,I') > 20. Par le théoreme
de Dahlberg (théoreme 2.3.4) la mesure harmonique de H}' est équivalente a Hy_q sur

I'. Nous pouvons donc, pour tout € > 0, choisir un ensemble compact F' C FE tel que
Hd_l(F) > (1 — G)Hd_l(E) et

w(Xo, B(z,r) N E) > ¢;r™™" | pour tout z € ', 0 < r < 1 (3.9)

w(Xo, B(z,r)) < cer®™™' [ pour tout z € F, 0 < r < 1 (3.10)

ou les constantes strictement positives ¢; et ¢; ne dépendent pas de x et de r.

Soit z = (21,..,24) € |J{Cu(x); x € F'} et notons T(z) = TE(2). Quitte a effectuer
une translation, nous pouvons supposer que z; = ... = z4_1; = 0 et que 0 appartient a I'.



40 Chapitre 3. Domaines de Poisson

Notons K'(z) le cylindre de révolution autour de I’axe des x4 de rayon 3diam7'(z), délimité
par les “demi-espaces” {x = (@1,...,2q) ; ¥4 = 2z4} et {& = (21,...,2q) ; ¥q = —224}.

En appliquant le principe de Harnack au bord (théoreme 2.3.7) nous obtenons I’existen-
ce d’'une constante ¢ > 0 telle que
w(z,T(z)) > cw(z',T(z)) , pour tout 2’ ¢ K(z),
la constante ¢ ne dépendant pas de z et de 2’

Montrons maintenant qu’il existe une constante ¢y telle que pour tout z € H}' on ait

w(z, Ba(2)) > ¢o. Considérons le domaine K(z) \ C’a/(O), ol C’a/(O) ={r =cR¢; —2 ¢
C.(0)}. La solution du probleme de Dirichlet dans ce domaine pour la fonction de
la frontiere 1g ,(0) €st une fonction harmonique positive, inférieure a w(., By/(z)) par le

principe de maximum et minorée par une constante strictement positive au point z (car
la mesure harmonique d’un domaine est invariante par dilatation du domaine).

Par le corollaire 2.3.8 nous avons

w(z', T(2)  w(zT(z)
w(z', Bar(2))  w(z, Bu(z))

, pour tout z' ¢ K(z).

En posant z/ = Xj et en appliquant les formules (3.9) et (3.10) nous obtenons
w(z, Ty (2)) > ¢ > 0 pour tout z € |J{Cu(x); x € F}, avec dist(z,I') < 4. La constante
¢ > 0 est indépendante de z. o

Le théoréeme suivant est di a Naim.

Théoréme 3.2.17 ([Nai57], théoréme 15) Soit @ un domaine de R et F' un fermé de

Q. Si h est une fonction harmonique minimale de ) et si F' est effilé en h alors

1) =h— f{f est une fonction harmonique minimale de Q\ F' et

2) Uensemble A C Q\ F est effilé en h si et seulement s’il est effilé en h'.

Procédons maintenant a la démonstration du théoreme.

Démonstration du théoreme 3.2.1 : Soit K un sous-ensemble de 02, tel que tout
point de K satisfait & une condition CDF et 0 < Hy_1(K) < +oo. Par la proposition
3.2.3, il existe un sous-ensemble E de K et un graphe lipschitzien I' tels que

Ha1(E)>0et £ CT (3.11)

D’apres le lemme 3.2.4 nous pouvons supposer que tout = € K satisfait la condition
CDF avec la méme angle § = 0y € S; et la méme ouverture ¢ = €. De plus, par la
remarque 3.2.8, nous pouvons choisir £ fermé vérifiant :

Il existe ro > 0 tel que (C(x, 70, €0,00) U C(x,70,60,—b))NT =0, Ve e  (3.12)
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Figure 3.2: Le domaine D et le graphe lipschitzien I

Quitte a effectuer une rotation nous pouvons également supposer que 6, = 6,;. Notons
la fonction de Lispchitz dont le graphe est I et posons encore
p grap p

Hf ={z=(21,..,20) €R"; 24> f(z1, ., 2a01)}

H, ={z=(21,...20) ER"; za < f(21,..0, 2a-1) }-

Nous montrons dans un premier temps que si w; est la mesure harmonique de 4 = QOH}'
alors, pour tout € > 0 il existe un ensemble F' C F tel que Hy—1(F) > (1 — €)Hq_1(F)
et wy soit équivalente avec Hy_; sur F. Remarquons que par le théoreme 2.3.4 la mesure
harmonique w de H}' est équivalente a Hy_1 sur I', et donc, par le corollaire 2.1.15, la
mesure w; est absolument continue par rapport a Hy_q sur I'. Il suffit donc de démontrer

que Hg4_1 est absolument continue par rapport a w; sur un sous-ensemble F' de I' de Hy_4
mesure positive.

Lemme 3.2.18 Pour ¢ > 0, soit F' C F [l'ensemble donné par le lemme 3.2.16, pour

T €
a= tan(§ — 50) et cet €. Alors, pour tout S C F

Ha1(S) >0 = wy(S5) > 0.

En d’autre termes, la mesure Hy_1 est absolument continue par rapport a wy sur F.

Démonstration Soit S C F avec Hy—1(S) > 0. Pour le domaine lipschitzien H}' la

mesure harmonique de Martin v s’identifie naturellement a la mesure harmonique w de
H}' qui est équivalente a Hy—; (théoreme 2.3.4). Nous montrons que H}' \ 2 est effilé

au sens minimal en H,y_;-presque tout point de F'. Par la proposition 3.2.13 la mesure
harmonique de S dans €y est alors positive, ce qui donne 1’énoncé du lemme.

Soit D = | {Cu(x),x € F}. D est un domaine lipschitzien, car I’enveloppe inférieure
de fonctions lipschitziennes uniformément minorées est une fonction lipschitzienne, voir

fig. 3.2.

Par la proposition 3.2.14, 9D \ F' est effilé au sens minimal en Hy_;-presque tout
point de I (dans le compactifié de Martin de R\ F'). Une deuxieme application de la
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proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.17 donnent alors que H}' \ D est effilé au sens minimal
dans H}', en Hy_1-presque tout = de F'. Puisque la réunion de deux ensemble effilés au

sens minimal en un point x est effilé au sens minimal en @ (propriétés 2.2.10), il reste a

montrer que D\  est effilé au sens minimal, dans H}', en H,_1-presque tout point de F'.

Posons a’ = tan(} —¢o). Les cones Cy(2) contiennent les cones C,(x), x € . Notons,

pour = € F, K, la fonction de la frontiere de Martin de H}' attachée a x (relativement a

(=)

un point Xy € ; (théoreme 2.3.3) et considérons les fonctions ﬁi‘l’ \Q, la réduite étant

considérée dans H}'. Ces fonctions sont des potentiels par le lemme 3.2.12 et la condition

CDF.
Par les propriétés 2.2.10 nous pouvons, pour chaque x € F, substituer Cy/(x) \ Q par

un ensemble U, ouvert, contenant C,/(z) \ , tel que p, = RY* soit un potentiel. Posons
) ) q P K P
p(z) = [, pe(z)v(dz), v étant la mesure harmonique de Martin relativement & Xq ; il est

facile de vérifier que p(z) est un potentiel comme intégrale de potentiels.

D’autre part, lemme 3.2.16, pour z € D si T(z) ={x € E; z € Cu(x)}, la mesure
w(z,T(z), Hj{) est minorée par une constante ¢ dépendant du graphe lipschitzien I', de ¢
et de e.

Soit z € (H{Cu(2)\ Q, 2 € F} = D\ Q. Remarquons que p, = K, sur U,. En

appliquant le lemme 3.2.16, nous obtenons
p(z) = / RKZ(Z)I/(CM}) > / K.(z)v(de) = w(z,T(z)) > c.
E T(2)NF

D’autre part, p admet la limite fine 0 sur I', Hy_1-presque partout (théoreme 2.2.12)
et donc {z € Hf ; p(z) > ¢} est un ensemble effilé en K, pour H,_;-presque tout = € E.
Or, D\ Q= {Cu(x)ND\Q, 2 € E} C {o € HI ; p(x) > c}. 1l s’ensuit que D\ Q est

effilé au sens minimal en Hy_; presque tout point de F'. o

Les mémes arguments sont valables pour la mesure harmonique wy de 2, = H; N €.

En appliquant le lemme précédent pour € < 1/2, nous obtenons que les mesures w; sont
équivalentes a ‘Hy_1 sur un ensemble F' C F de mesure Hy_; positive. Les mesures w; et
wy sont alors équivalentes sur F' et la proposition 3.2.2 affirme que dans ce cas {) n’est
pas Poissonien. e

3.3 Une réciproque partielle

Dans le cadre bidimensionnel, C.J. Bishop [Bis91] a montré quun domaine  C R?
est Poissonien si et seulement si ’ensemble des points du bord de € satisfaisant a une
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condition CDF par rapport a ) est de mesure H;-nulle. La preuve de ce résultat dépend
de facon essentielle du résultat de Bishop, Carleson, Garnett et Jones [BCGJ89] suivant.

Théoréme 3.3.1 ([BCG.J8Y]) Soient Qy, Qo deur domaines disjoints de R* et soient wy
et wy leurs mesures harmoniques. Si wy est équivalente a wy sur un ensemble £ de mesure
wy positive, alors il existe un ensemble R C F régulier au sens de Besicovitch sur lequel
les mesures wy et wy sont équivalentes a Hy et Hy(R) > 0.

La preuve de ce résultat fait appel aux applications conformes et au théoreme de
Makarov sur le support de la mesure harmonique des domaines simplement connexes
dans R? et n’est donc pas adaptable aux espaces de dimension supérieure a 2.

Nous donnons une réciproque du théoreme 3.2.1 sous I’hypothese supplémentaire sur
le domaine  suivante (on renvoie également a la remarque 3.3.11).

HYPOTHESE : si Q et 0y sont deur sous-domaines disjoints de ) et si les mesures
harmoniques correspondantes wy et wq sont équivalentes sur un sous-ensemble de IS) de
mesure wy strictement positive alors elles sont équivalentes sur un sous-ensemble de Of)
régulier au sens de Besicovitch de mesure wy strictement positive.

Nous énoncons la réciproque dans un cas spécial. Cependant la preuve s’adapte facile-
ment a un cas plus général.

Théoreme 3.3.2 Soit I' le graphe d’une fonction lipschitzienne f et soit F' C I’ fermé.

Si B est une collection de boules fermées disjointes contenues dans R\ I telles que

E = U B U F soit fermé, alors le domaine Q = R\ E est Poissonien si et seulement
BeB

st ['ensemble des points du bord de Q) satisfaisant une condition CDF par rapport a Q) est

de mesure Hy_i-nulle.

Pour la preuve nous aurons besoin du résultat suivant.

Proposition 3.3.3 Soit F C R? avec Hy_1(F) = 0. Alors, le domaine Q = R\ F est
Poissonien.

La démonstration de la proposition utilise un théoreme, essentiellement contenu dans un
article de Friedland et Hayman [FH76], qui donne une majoration du produit des mesures
harmoniques de deux domaines disjoints (pour une preuve complete voir aussi [Bis92]).
En utilisant ce résultat, nous montrons que pour tout couple de sous-domaines disjoints
de O = R%\ F les mesures harmoniques correspondantes sont singulieres sur F'.

Théoréme 3.3.4 ([FH76]) Si Oy, Qy sont deux domaines disjoints de R? et si wy, wy
sont leurs mesures harmoniques, évaluées en deux points firés xv1 € 0y et x9 € Qg re-
spectivement, alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € R? et tout
r >0,

wi (B(x,r))ws (B(x,r)) < O,
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Démonstration de la proposition 3.3.3 Soient 2 et Q; deux sous-domaines disjoints
de Q, et solent w; et wy leurs mesures harmoniques, évaluées en x; € Q; et x5 € )y
respectivement. Par le théoreme 3.3.4 il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
x € 08y N 08, nous ayons

wi (B(x,r))ws (B(x,r)) < C2p2d=1), (3.13)

Soit ¢ > 0 et F un recouvrement de 992 par des boules telles que z:(dliamB)d_1 < e
BeF
Soient

Fi={B=B(z,r) € F;w (B)>Cr'} et
Fo=4{B=B(z,r) € F; w(B)>Cr'}.

D’apres le théoreme 3.3.4, Fy N Fy = (), et
w; <U{B e ]—"\]—}}) <210, j=1,2.

Par conséquent, w; <U{B € .7:1}> > w1 (09) — 291" et wy <U{B € .7:1}> < 21 (.

Puisque € est arbitraire, nous pouvons trouver une suite d’ensembles (F}),en tels
que wi(F,) > wi(0N) — 27" et we(F,) < 27". En utilisant le lemme de Borel-Cantelli,
si Flo = limsup F,,, nous obtenons w;(F.) = wi1(0Q) et wy(F) = 0, donc wy Lw,. Le

n—0oo

résultat étant valable pour tout couple de sous-domaines disjoints de §2, nous en déduisons,
apres application de la proposition 3.2.2, que ) est Poissonien. e

Corollaire 3.3.5 Si €y et Qy sont deux domaines disjoints dont les mesures harmoniques
sont strictement positives et équivalentes sur un ensemble FE de mesure Hqy_1 o-finie, alors
elles sont équivalentes a Hqy_q sur un sous-ensemble de E de Hy_1 mesure strictement
positive.

Démonstration Siles deux mesures étaient singulieres par rapport a Hy_1, il existerait
un ensemble F' de H,_i-mesure nulle qui porterait les deux mesures. Une application du
théoreme 3.3.4 aboutit alors a une contradiction. e

De la méme facon nous pouvons montrer le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.6 Soient )y et Qy deur domaines de R? tels que la mesure Hq_q soil
o-finie sur 02y N 0y . Soient wy, wy leurs mesures harmoniques. Alors nous avons
Ualternative sutvante :

e ou bien wy Lwsy

o ou il existe un ensemble I’ C 0y N Oy sur lequel les mesures wy el wy sont équiv-
alentes a Hy_1 et non-nulles.
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme énoncé.

Démonstration du théoréme 3.3.2 Supposons que ) ne soit pas Poissonien. Il
existe alors deux sous-domaines € et 5 de €, disjoints tels que les mesures harmoniques
correspondantes w; et w, solent équivalentes sur un ensemble K C 0f).

Montrons d’abord que U{B € B} N K = (). Remarquons que le complémentaire d’une
boule fermée est un domaine de Poisson. Pour ceci il suffit d’appliquer une transformation
de Kelvin pour se ramener a l'intérieur d’une boule et appliquer le théoreme de Herglotz-
Riesz de représentation intégrale des fonctions harmoniques bornées dans une boule.

Supposons que les mesures harmoniques w; et wy soient équivalentes et non-nulles sur
le bord de la boule By € B. Selon la proposition 3.2.2, ceci implique que le complémentaire
de la boule n’est pas un domaine Poissonien, ce qui est absurde.

Le reste de la preuve s’applique également a la preuve du théoreme 3.3.7.

Supposons maintenant que les mesures harmoniques des deux domaines soient équiv-
alentes sur K C I'. Par le corollaire 3.3.5, nous pouvons supposer que K est de Hy_
mesure positive et que les mesures harmoniques sont équivalentes a Hy_1 sur K. D’apres
la proposition 3.2.14, I' \ K est effilé au sens minimal en H,_;-presque tout point de KA.

Or, dans le domaine O = R? \ K, Hq_1-presque tout point de K est double (théoreme
2.3.11), c’est-a-dire qu’a presque tout point de K sont associés (au sens du théoreme

2.3.10) deux points de la fronti‘ere de Martin minimale de Q.

La frontiere de Martin considerée est dorénavant celle du domaine €); nous notons v
la mesure harmonique de Martin de ce domaine relativement a un point Xg € Q et «

la projection de la frontiere de Martin de € sur 9Q U {400}, donnée par le théoreme

2.3.10. La mesure v est projetée par 7 sur la mesure harmonique & de 9 évaluée en
Xo qui est équivalente a H,_; sur un sous-ensemble de K de mesure Hy_; strictement
positive (puisque wy est absolument continue par rapport a @). Quitte a diminuer K,
nous pouvons supposer que Hqy_1(K) est positive et que les mesures wy, wq, @ et Hy_y
sont équivalentes sur K.

Soient H}', H; les “demi-espaces” H}' = {(21, 22, ., zq) €ERY; fa1,..xq1) < 24} et
H; = {(z1,22,...,7q) € R*; f(x1,..x4-1) > x4} et A C K 'ensemble des points associés

a deux points de la frontiere de Martin. Par le théoreme 2.3.11, quitte a se restreindre a
un sous-ensemble A’ de A de mesure Hy_; égale & Hy_1(A), nous pouvons supposer qu’a

chaque point ¢ de la fronticre de Martin minimale QM de € avec m(¢) € A, un et un

seul “demi-espace” parmi les H}', H est effilé au sens minimal en (. Soient
Oy ={Cenl(A); H est effilé au sens minimal en (}

Q- ={ce T (A ; H}' est effilé au sens minimal en (}.

Clairement,

QnNQ_ =0, et QL UQ ={CedW; x(() e A (3.14)
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Le corollaire 2.2.17 montre que () \ €1 ne peut pas étre non-effilé au sens minimal en
v-presque tout point de 77*(A’), car A’ est de mesure harmonique positive dans Q. Or,
m(v) = @ est équivalente a la mesure de Hausdorff Hy_y, et donc il existe un ensemble

O C A" avec Hy—1(0) > 0, tel que pour tout @ € O 'ensemble 0 \ ©; soit effilé en au
moins un point de 77 (z).

Par la relation (3.14), quitte & permutter H}' et Hy , nous pouvons supposer qu’il existe
Z C 77HO) tel que

1. H soit effilé au sens minimal en tout point de Z.
2. v(Z) > 0.

3. Q\ Q soit effilé en tout point de Z.

Nous en déduisons, a ’aide du théoreme 3.2.17, que H}' \ 2 est effilé au sens minimale
dans H}' en tout point de 7(7). Or, v(Z) est positive donc, w(7(Z)) > 0. D’autre part,
@ est équivalente a Hy_q sur A’ et donc, par le théoreme 2.3.4, est équivalente a la mesure
harmonique de H}'. Par le corollaire 2.2.17 nous obtenons w(w(7), H}' Ny) > 0.

Remarquons que f) \ 2 D 2y est non-effilé au sens minimal en tout point de Z (dans
Q) Puisque wq(7( 7)) est équivalente & Hq_q sur w(7), 'ensemble 0) \ Qs est effilé au sens
minimal dans H; en Hy_;-presque tout point de 7(Z).

Le lemme 3.2.12 montre qu’alors Hy_1-p.t. = € w(7) satisfait a une CDF, ce qui
acheve la preuve du théoreme. e

Le théoreme 3.3.2 se généralise de la facon suivante :

Théoréme 3.3.7 Soit Q un domaine de R?, d > 2 et soit @ une application comme
donnée par la remarque 2.2.16. Soit C' C 98 U'ensemble des points qui satisfont a une
condition CDF par rapport a Q et D C 0Q Uensemble des points au moins doubles (rela-
tivement a w) de ). Supposons que D est un ensemble régulier au sens de Besicovitch.
Alors Q est Poissonien si et seulement st Hq—1(C') = 0.

La preuve repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.3.8 Soit Q un domaine de R, d > 2 et soient Oy et Qy deux domaines disjoints
inclus dans ). Soient wy et wy les mesures harmoniques de €y et Qg respectivement. Si
S C 09 est Uensemble des points simples pour Q (relativement a une application m comme
donnée par la remarque 2.2.16), alors wy est singuliére par rapport a wy sur S.
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Démonstration Soient w la mesure harmonique de 2 évaluée en un point Xg € Q et v
la mesure harmonique du compactifié de Martin Q de € relativement & X,. Considérons

la fermeture ! dans R*. Remarquons également que la fonction 7 est injective sur S.

Soit @ C S 'ensemble des points x € S tels que \ ©; soit non-effilé au sens minimal
en 7 '(x). Alors,

wi(., ®) = w(., D) _/

o1 NQ

w(z, ®)wi(.,dz) =w(.,P) — /ag o /—1(@) K. (2)v(de)w (., dz)

= w(.,®) — /_1(q>) Ri%lng(z)l/(dx) =w(.,d)— /—1(@) K. (z)v(dx) = 0.

Les ensembles @ et S\ ® sont mesurables et wy(®) = wy(S\ ®) = 0. 1l s’ensuit que
wy est singuliere par rapport a wy sur S. e

Démonstration du théoreme 3.3.7 Supposons que ) ne soit pas Poissonien. Alors
il existe deux domaines disjoints €2y et €, inclus dans €2, dont les mesures harmoniques
sont équivalentes et non-nulles sur un ensemble K C 9f2. Par le lemme précédent nous
obtenons que les mesures w; et wy sont équivalentes et non-nulles sur un sous-ensemble de
D et par conséquent sur un sous-ensemble d’un graphe lipschitzien. Le reste de la preuve
est le méme que pour le théoreme 3.3.2. o

Donnons quelques exemples d’applications des théoremes précédents :

Exemple 3.3.9 Si ' est un graphe lipschitzien dans R? et si £/ C [ est fermé , alors
trivialement Hy_1(£) > 0 si et seulement si R? \ & n’est pas Poissonien. e

Exemple 3.3.10 Reciproquement, si F' est un ensemble de mesure H,_; nulle, alors par

la proposition 3.3.3, R\ I’ est Poissonien. e

Remarque 3.3.11 Pour généraliser le théoreme 3.3.7 il nous suffirait de savoir que les
mesures harmoniques de deux domaines disjoints sont équivalentes sur un ensemble régu-
lier au sens de Besicovitch. Ce résultat (connu dans le cadre bidimensionel, voir théoreme
3.3.1), n’est malheuresement pas connu en dimension > 3.

3.4 Mesure harmonique et ensembles irréguliers de
R2

Nous nous plagons dans R% Dans [Bis92], Bishop propose le probleme suivant : Soit
un domaine de R? et £ est un ensemble irrégulier au sens de Besicovitch, £ C 9. Alors,
si w est la mesure harmonique du domaine €, est-il vrai que w est singuliere a ‘Hy sur £7
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Peter Jones a donné une preuve de la conjecture sous une condition de capacité uni-
forme, et le théoreme de Makarov [Mak85], amélioré par Pommerenke [Pom86], permet
de la démontrer si le domaine € est simplement connexe. En s’inspirant de la méthode
de A. Ancona et M. Zinsmeister de [AZ89] nous montrons que si ) est le complémentaire
d’un ensemble E compact irrégulier au sens de Besicovitch, alors w est singuliere par
rapport a H; sur I'ensemble des points doubles de £. Rappelons (voir section 2.3) que
I’ensemble des points au moins triples d’'un domaine du plan est de mesure harmonique
nulle, remarque que nous devons a A. Ancona.

Le théoreme de Pommerenke mentionné est le suivant.

Théoreme 3.4.1 ([Pom86], corollaire 2) Soit Q un domaine simplement connezxe et soit
w sa mesure harmonique. Il existe une partition de 0F), 00 = Fo U FE; U Ey avec les
propriétés suivantes

]) Hl(Eo) — 0
2) la mesure w est équivalente a Hy sur F;

3) Ey est de mesure Hy o-finie, et 09 a une tangente en tout point de Fy
4) w(kz) =0

Rappelons-nous qu’un ensemble compact irrégulier au sens de Besicovitch n’a pas de
tangentes Hi-presque surement; on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 3.4.2 Soient £ un ensemble compact irrégulier au sens de Besicovitch, £ un
domaine simplement connexe tel que F C 0S) et soit w la mesure harmonique de Q. Alors,
w est singuliere a Hy sur F.

Le lemme suivant est bien connu. Cependant nous présentons la démonstration pour
des raisons de commodité.

Lemme 3.4.3 Si I est un ensemble compact, totalement discontinu, et si Q = R?\ E,
alors il existe une projection continue w, du compactifié¢ de Martin QO sur la fermeture

de Q dans @2, prolongeant 'identité qui projette la mesure harmonique de Martin de §)
sur la mesure harmonique du domaine 2.

Démonstration Soit -2 une fonction harmonique minimale attachée a un point de la

frontiere de Martin 99 de 0. D’apres la théorie de Martin, il existe + € E et une suite
(2n)neny C Q tel que h = lim K, . Soit @’ € F et soit V est une base de voisinages de 2’

Tn—T

dans R? = Q) telle que pour tout V € V la frontiere 9V de V soit une courbe de Jordan

fermée, OV C Q et @ ¢ V. Montrons que f{hv est un potentiel et donc V est effilé en £,
pour tout V € V.
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Soit @' € K, a' # x, et soit ¥ C ) une courbe de Jordan fermée qui sépare z,z’. Soit
V la composante connexe de R?\ 4 qui contient 2’. Soit Xy le point de normalisation de
ﬁ, K., (Xo) =1, ¥n € N. Du principe de Harnack on obtient qu’il existe une constante
C > 0 telle que % < K;, < C sur v, pour tout n € N. D’autre part K, tend vers h

uniformément sur tout compact de €. Il s’ensuit que C ﬁ}(mn > f{hv et donc f{hv est un

poteniel.

Soit 7 @ O — R? I’application qui prolonge l'identité de ) en associant a chaque

fonction h € 90 I'unique point x € 99 tel que pour tout voisinage V' de x dans R?, f{hv
n’est pas un potentiel. L’application est clairement bijective. Montrons maintenant que

7 est continue. En effet, si h; C 0 converge finement vers un point h € aﬁ, alors le

filtre x; C  correspondant tend vers le point x associé a h (s’il existait un deuxieme
point d’accumulation on pourrait trouver comme ci-dessus un voisinage de h effilé en h,

absurde).

Finalement, par la proposition 2.2.15, la mesure harmonique de Martin de € est pro-
jetée sur la mesure harmonique de 2. o

Proposition 3.4.4 Soit F/ un ensemble compact irrégulier au sens de Besicovitch et soit
Q) =R?\ E. Siw est la mesure harmonique du domaine Q0 évaluée a linfini, alors w est
singuliére a Hy sur Uensemble A des points doubles de E (relativement a la fonction w
donnée par le lemme précédent) .

Démonstration Posons L = 77!(A). Raisonnons par I’absurde et supposons que w n’est
pas singuliere a H; sur A. T. Wolff a montré dans [Wol93], que les mesures harmoniques
des domaines du plan sont portées par des ensembles de mesure H; o-finie. Nous pouvons
donc supposer que w est équivalente a H; sur un sous-ensemble A’ de A.

Quitte a diminuer A’, nous pouvons trouver deux compacts Ly et L, dans L disjoints,
tels que m(Ly) = w(Ly) = A’ et v(Ly) > 0, v étant la mesure harmonique de Martin,
relativement a I'infini, projetée par 7 sur w.

Soient Vj et V5 deux voisinages de Ly et Ly respectivement. Rappelons que tout point
de la frontiere de Martin minimale de 2 admet un systeme de voisinages a intersection
avec {) connexe. Nous pouvons alors supposer, en diminuant eventuellement L, que

V1 N Q) est un ensemble ouvert connexe. En posant F' = V; N (), nous en déduisons que
chaque composante de R?\ F est donc simplement connexe. Soit (U,),en la collection
des composantes connexes de H/@\F et soit, pour n € N, w, la mesure harmonique de U,,.
Posons @ =) - 27 wy.

Remarquons que par construction F' est effilé a chaque point de Ly. Soit S C L.
Posons u = [, K,v(dx) et considérons la fonction u — RE. Si v(S) > 0, alors la fonction

u—RI est harmonique non-nulle dans Q\ F' (puisque I est effilé a chaque point de L,). 11



50 Chapitre 3. Domaines de Poisson

s’ensuit que m(S5) est de mesure harmonique positive dans une de composantes connexes

de R*\ F. On conclut que si o est la restriction de v sur Ly, la projection de la mesure
v sur A’ est absolument continue par rapport a w.

Or, d’apres le corollaire 3.4.2, la mesure @ est singuliere par rapport a H; sur A’
D’autre part la mesure v est absolument continue par rapport a w et donc w n’est pas
équivalente a H; sur A’, ce qui est absurde. o



Chapitre 4

Mesure harmonique du
complémentaire d’ensembles de
Cantor

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la dimension de la mesure harmonique de certains
domaines de R?, d > 2. La frontiere des domaines étudiés, est un ensemble compact de
type fractal totalement discontinu.

4.1 Cadre, résultats liés

Donnons d’abord la définition de dimension d’une mesure de probabilité; la notion de
dimension de Hausdor{l d’un ensemble £ dimy £ est donnée en section A.l.

Définition 4.1.1 Soit i une mesure de probabilité dans R (ou dans un espace métrique).
La dimension au sens de Hausdorff de u, ou simplement la dimension de p , dimp est
définit comme suit :

dimp = inf{dimy E; u(E) =1} (4.1)

L’histoire du probleme commence en 1981. Qksendal [Dks81], a proposé la conjecture
suivante : La mesure harmonique de tout domaine de R? est portée par un ensemble de
dimension inférieur ou égale a 1.

Par la definition 4.1.1, nous pouvons donner la conjecture d’ ¥ksendal sous la forme
suivante : “la dimension de la mesure harmonique de domaines de R? est toujours in-
férieure a 17. Le premier résultat lié a la conjecture a été celui de Carleson [Car85]. Il
a montré que pour certains ensembles de Cantor de R? la dimension de la mesure har-
monique de leur complémentaire est strictement inférieure a 1. Sa méthode fait appel
aux outils de la théorie ergodique, et implique une estimation de I’entropie de la mesure
harmonique (pour une définition de I'entropie, voir chapitre 4). En méme temps, N.
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Makarov dans [Mak85] montrait que la conjecture est juste pour la mesure harmonique de
domaines du plan simplement connexes. En effet, il montre bien plus : il trouve une fonc-

tion ¢ croissante telle qu’il existe deux fonctions ¢ (¢) = texp{c;+/log ¢! logloglogt=1}

et ¢o(t) == texp{cyy/logt='logloglogt=1} (ol ¢; et ¢y sont deux constantes positives)
vérifiant :

i) la mesure harmonique de tout domaine simplement connexe est absolument continue
par rapport a la mesure de Hausdorfl généralisée Hy,, et

ii) la mesure de Hausdorff généralisée H,, est absolument continue par rapport a la
mesure harmonique de tout domaine simplement connexe.

Comme corollaire de son théoreme nous obtenons que la dimension de la mesure har-
monique de tout domaine simplement connexe du plan est égale a 1.

P. Jones et T. Wolff [JW88] ont montré que la dimension de la mesure harmonique
de tout domaine de R? est inférieure ou égale a 1. T. Wolff [Wol93] a ensuite montré que
dans le plan la mesure harmonique est toujours portée par un ensemble de mesure H;
o-finie.

En dimension supérieure la situation est différente. J. Bourgain [Bou87] a montré que
la dimension de la mesure harmonique dans les domaines de R, d > 2 est inférieure &
d — €(d), ou €(d) est une constante qui ne dépend que de la dimension de ’espace, d. En
méme temps, T. Wolff [Wol95] a donné I’exemple d'un domaine de R? dont la mesure
harmonique est de dimension strictement supérieur a 2. La meileure constante ¢(d) du
théoreme de Bourgain reste a préciser.

Cependant, les résultats de L. Carleson ont leur propre intérét, surtout a cause de la
technique remarquable utilisée. N. Makarov et A. Volberg dans un preprint joint [MV86]
ont exploité la méthode de Carleson et ont obtenu que la dimension de la mesure har-
monique du complémentaire de certains ensembles de Cantor est strictement inférieure a
la dimension de Hausdorff de I’ensemble de Cantor, dans le cadre bidimensionnel. Ensuite
A. Volberg [Vol92], [Vol93] étendra ces résultats pour la mesure harmonique d’ensembles
“dynamiques”, c’est-a-dire d’ensembles de Julia de fonctions holomorphes.

Inspirés par I'idée de Bourgain [Bou87] nous avons voulu démontrer les résultats de L.
Carleson et de N. Makarov-A. Volberg sans faire appel aux outils de la théorie ergodique.
Nous avons pu affaiblir les hypotheses (les ensembles de Cantor ne sont pas autosimilaires)
et nous montrons que la généralisation est optimale en construisant des ensembles de
Cantor dont la dimension de Hausdorff et la dimension de la mesure harmonique de leurs
complémentaires sont égales.

Nous montrons finalement, que si d est la dimension de la mesure harmonique d’un
ensemble de Cantor, il existe un autre ensemble de Cantor K, tel que la dimension de la
mesure harmonique de R?\ K soit égale & d = dimy K. Un théoreme de A. Ancona montre
que la dimension de la mesure harmonique d’ensembles de Cantor peut étre arbitrairement
proche de 1.
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Cependant, une condition de symétrie nous est toujours indispensable. Par ailleurs,
la preuve s’applique a des ensembles de Cantor en dimension supérieure, ainsi qu’au
“Sierpinski gasket”.

4.2 Préliminaires

Soit 2 un domaine quelconque et w, sa mesure harmonique en z € . Pour tout ensemble
E C 09 et tous deux points z, 2 € Q nous avons w,(F) > 0 si et seulement si w,/(E) > 0,
par le principe de Harnack. Ainsi, la dimension de la mesure harmonique d’un domaine
ne dépend pas du point z € Q auquel la mesure est considerée. Dorenavant, la mesure
d’un domaine contenant oo sera evaluée a I'infini, si nous ne précisons pas autrement.

Nous présentons d’abord un résultat qui sera tres utile dans la suite de ce chapitre
ainsi que dans le chapitre suivant. Il nous permettra de comparer la mesure harmonique
de deux ensembles voisins bien “cachés” dans la frontiere d’'un domaine. Il a été démontré
et utilisé par Carleson dans [Car85], puis amélioré par Makarov et Volberg dans [MV86].
Les travaux de Makarov et Volberg n’existant qu’en prépublication, nous rappelons la
preuve en suivant celle de [MV86].

Théoreme 4.2.1 (Carleson [Car85], Makarov-Volberg [MV86]) Soit Q un domaine con-
tenant oo, et soient Ay C By C Ay C ... C A, C B, C Q des disques conformes tels
que B;\ A; C Q, 1 =1,...,n. Si les modules des anneaux B; \ A; sont minorés par une
constante ¢ > 0 et si oo € Q\ B, alors il existe deux constantes C,q avec ¢ < 1, ne
dépendant que de c, telles que pour toute paire de fonctions harmoniques positives u, v
s’annulant sur O\ Ay et pour tout x € Q\ B, nous ayons :

—1| < Cq" (4.2)

Démonstration Soient By \ Ay, ..., B, \ A, les anneaux introduits dans le théoreme
et soit u,v deux fonctions harmoniques positives s’annulant sur 99 \ A;. Considérons
les applications conformes qui envoient les anneaux B; \ A; sur les anneaux D; = {z €
R?; 1 < |z| <1+ ¢}. Par hypothese, ¢; > ¢ pour tout ¢ = 1,...,n. Soient v} les images
inverses de {z € R?; |z]| = 1+ £} et 77 celles de {z € R?; |z| <1+ 2}, pour i = 1,...,n.
Notons

M= max{™ ety i —min(®E ey
MY
Ql=—- j=12,i=1..n (4.3)
m.

Par les inégalités de Harnack, pour tout 1 < i < netj=1,2, QZ < ¢, ou ¢; est une
constante qui ne dépend que de c.
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Montrons, d’abord, qu’il existe un ¢ > 0 tel que
Qi <Qi(1-4Q; - 1) (44)

Fixons i € {1,...,n} et considérons la composante connexe U/ de 2\ v} contenant co. Soit
i la mesure harmonique de U. Les fonctions u et v vérifient alors,

we) = [wontzde) o) = [ ulontede) |

o0 V)

pour z € U par le principe de maximum pour les fonctions harmoniques. Or, sur +;} par

. m; + M}
(4.3), nous avons mlv(z) < u(x) < Mlv(z). Soient F = {z € v} ; u(x) > %v(:p)}
Lt
et E={rec~';ulx)< %v(:p)} Alors, pour z € 42, nous avons

u(z):/Fu(:z;)/,c(z,d:zi)—l-/Eu(x)/,L(Z,dx) < /FM}v(:z;)/,c(z,dx)—l—/EMv(m)u(z,daj)

< Mg/ o(2)(z, dz) + (% _ M}) /Ev(:zﬁ)/,c(z,dx) (4.5)

v
Or, par le principe de Harnack appliqué au domaine D; , il existe une constante ¢; > 0

1.
telle que — inf < v(z) < sup, pour tout x € 7. De cette remarque et de (4.5) nous

déduisons

u(z) < v(z) (M} + ooz, E)#) (4.6)

De la méme fagon nous obtenons

)2 0(e) (sl e ) (A7)

Par ailleurs u(F) + p(E) = u(y}) et p(y}) est minorée par la mesure harmonique de +}
dans D;, c’est-a-dire minorée par une constante ¢z qui ne dépend que de la constante

¢. Done, ou bien p(z, F) > %3 ou pu(z,E) > %3 Or, encore par le principe de Harnack

appliqué au domaine Q\ 7} , il existe une constante ¢4 telle que pour tout ensemble S C 7}

nous ayons cj ' inf2 (', S) < p(z,S) < ey sup p(2',5). Donc la mesure harmonique d’un
€ 2 €n?

de deux ensembles E et F' est uniformément minorée. Par les relations (4.6) et (4.7) nous
obtenons qu’alors il existe ¢ > 0 tel que : ou bien M? < Mi(1—¢) ou bien m? > m{(1+¢).
Or, clairement M} > M? et m} < m?. La relation (4.4) s’en déduit.
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Montrons maintenant le théoreme. Pour z € Q\ B, nous avons

1 _ule) ul(oo)

Q2 = u(x) w(s0) = O (4.8)

Remarquons que par le principe de maximum, Q] > Q3 > Q3 > ... > QL > Q. En
utilisant ceci et I'equation (4.4) nous obtenons que pour tout ¢ = 1,...,n

Q1< (1-8)(Q —1) < (1=3)(Q*_, —1) < (1=6)*(Q'_, —1) < ... < (1=5)(Q! 1)
(4.9)

1
it

La constante K sera donc Q} < ¢; et ¢ = max{l — ¢, )

Introduisons les ensembles de Cantor étudiés : soit (a;);en une suite de nombres réels

telle qu’il existe deux constantes A, A avec

0<A<aq;<A<-,VjeN (4.10)

[N

A partir de la suite (a;)jen nous construisons un ensemble de Cantor de la maniere suivante

(voir fig. 4.1) :

Soit I = [0,1]?. Dans une premiere étape de la construction nous remplagons I par
quatre carrés de longueur a; situés aux quatre coins de I. Ensuite, dans une deuxieme
étape, nous replacons chacun de ces carrés par quatre carrés de longueur aja, situés au
quatre coins du carré remplacé. Dans une n-ieme étape nous remplacons chaque carré
existant J par quatre carrés de longueur ay...a,, situés au quatre coins de J.

Dorénavant les “étapes” seront appelées “générations” et nous noterons les carrés de

la n-ieme génération par [Nilmin, avec i; € {1,2,3,4}, V5 € {1,...,n}. Les carrés [N“Zn
sont contenus dans le carré [Nil...in_“ pour tout ¢, = 1,2, 3,4, et la numérotation des carrés
se fait de la facon illustrée dans la figure 4.1. Remarquons que tout ensemble de Cantor
défini de cette facon est compact et totalement discontinu. Enoncons toute de suite le

théoreme principal de cette section :

Théoreme 4.2.2 Soit K un ensemble de Cantor construit a partir d’une suite (an)nen

comme ci-dessus, et posons 0 = R*\ K. Alors, la dimension de la mesure harmonique de
Q est strictement inférieure a la dimension de 'ensemble K.

Notation 4.2.3 Pour un carré (), nous notons sa longueur par [(Q)) et la mesure har-
monique du domaine £ évaluée a 'infini sera notée simplement w. Nous écrirons encore

a ~ b ¢’1l existe deux constantes ¢, C' > 0 indépendentes des parametres a et b telles que
ca < b<(Ca.
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Nous allons également utiliser le corollaire d’un théoreme général de Beardon [Bea65]
suivant, qui affirme que pour estimer la dimension Hausdorff d’un ensemble de Cantor, il
suffit de considérer des recouvrements avec les carrés de la construction du Cantor.

Corollaire 4.2.4 Pour les ensembles de Cantor définis ci-dessus (ainsi que pour les en-
sembles de Cantor définis en section 4.4) les familles de carrés (Fy)nen ot

Fo=A1i,.in » (11y.yin) € {1,...,4}"} pour n € N

sont suffisantes pour le calcul des dimensions de Hausdorff de leurs sous-ensembles.

Finalement nous rappelons un résultat di a Carleson [Car85] qui procure une formule
utile pour calculer la dimension de la mesure harmonique du complémentaire d’ensembles
de Cantor autosimilaires.

Théoreme 4.2.5 Soit K un ensemble de Cantor comme ci-dessus, défini a partir d’une
suite constante égale a o €]0, %[ Soit w la mesure harmonique de son complémentaire

cvaluée a 'infini. Alors

1
dimw=1- lim ——— Zgn(c) \
€Cp

n—oo n|log af -

ot g, est la fonction de Green du domaine R*\ \J{ i, .., (i1,..y0,) € {1,...,4}"} et C,
est l'ensemble des points critiques de g,, n € N.

La démonstration utlise une expression de la mesure harmonique en termes de la
dérivée de la fonction de Green ainsi qu’une propriété d’invariance par |'opérateur décalage
de la mesure harmonique du complémentaire d’ensembles de Cantor autosimilaires, voir
aussi section 5.2. Pour la définition d’un ensemble de Cantor autosimilaire nous renvoyons
au chapitre suivant.

La section 4.3 suivante est une reproduction de Uarticle [Bat96]. L’énumeration des
cquations est indépendante de celle des autres sections.
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4.3 Harmonic measure of some Cantor type sets
4.3.1 Introduction.

In [MV86] Makarov and Volberg show that the Hausdorff dimension of the harmonic
measure of the complement of a particular kind of Cantor set is strictly smaller than the
dimension of the set, i.e. that there exists a subset of the Cantor set of full harmonic
measure but of strictly smaller dimension. Furthermore, Volberg in [Vol92], [Vol93] has
extended this result to cover a large class of Cantor sets on the real axis. In [Car85],
Carleson has shown that techniques and tools of the Ergodic theory could be used to study
the harmonic measure of “classical” Cantor sets and [MV86], [Vol92], [Vol93], [Zdu90] are
some of the results that strongly rely on this idea. Carleson prove that the dimension of
the harmonic measure of these Cantor sets in the plane is always strictly smaller than
1. A similar but more general result is proved in [JW86], under the assumption of the
“capacity density condition”.

The purpose of this work is to prove the inequality between the dimension of the
harmonic measure and the dimension of the set for a larger class of Cantor sets in the
plane (or the space) without using Ergodic theory. We have been motivated by an idea
of Bourgain which has appeared in [Bou87], and we are also making use of some lemmas
and results of the works mentionned above. Further information regarding the Hausdorff
dimension and measure of Cantor type sets is provided for example in [Bea65], [Fal90].

This paper is organized in five sections : first we present the main theorem and
introduce some notation. In the second section we prove a number of lemmas and in the
third we prove the theorem. Two examples are given in the fourth section and in the final
section we make some remarks and investigate the possibilities of the method.

Let {a;} be a sequence of real numbers such that there exist two constants A, A,
0< A< A< % with A >a; > A, for all i € N. We construct a Cantor set K in the
following way: we replace the square [0,1]* with four equal squares of side-length a;
situated in the four corners, and each one of them with four new ones of side-length aya,
where ¢; € {1,2,3,4} for 1 < 5 < n, the
4™ squares of the nth generation constructed in this way with the enumeration shown
in the figure and the usual condition that [NanZn is the “father” of the sets [Ninl"'l

and so on, see fig. 4.1. We denote by [Nan

e

2n2n+1 ?
. ) _ diamif"’li ; , .
iy € {1,2,3,4}. It is clear that A > ——" = ¢,y > A 1 = 1,...,4. We will
dlam[ﬁ...in

with K. We will say that a set FF C R?\ K is
of full harmonic measure for the domaine R?\ K if w(F') = 1, where w is the harmonic
measure of R?\ K (see Notation 4.3.2).

denote by I . the intersection of [NanZn

110t
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1 9 1 2
1 2

3 4 3 4

1 2 1 2
3 4

3 4 3 4

Figure 4.1: A Cantor set and its enumeration

Theorem 4.3.1 For a Cantor set K as above there exists a subset F' of K of full harmonic
measure such that dim F' < dim K.

Notation 4.3.2 If there is a constant ¢ independent of the parameters a, 3 such that
%oz < B < ca we will write o ~ 3 (in what follows the symbols ¢ and €' will be used to

denote the constants). Suppose that € is a domain in R? and that ¥ C 992. For z € Q
we denote by w(z, F, Q) the harmonic measure of F' in Q evaluated at . We denote by
w(F, Q) the harmonic measure of F' in ) evaluated at infinity. If @ = R?\ K we will write
w(F) instead of w(F, ). For a square F we note [(F') its side-length and, finally, A, is
the p-dimensional Hausdorff measure.

4.3.2 Preparatory lemmas.

The proof of the theorem will be based on a number of lemmas some of which are already
well known.

We first remark that there exists a constant ¢y > 1 depending only on A,A such that,
lf C()[Ninlm

same center, then coI” , NK = 7

11.0in 11.0in

. denotes the square of side-length cy—times the side-length of [Nfln with the

. For this ¢q (not depending on ¢;...1,,) we have the

following classical lemma:

Lemma 4.3.3 There exists a 6 > 0 not depending neither on n, nor on the choice of

1‘|‘CO[~?7‘

21...in

i1...1, such that for all x €
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w(x, I

21...in7

R2\ K) > 4. (1)

Remark 4.3.4 If §, is the side-length of the square I , the Green’s function G of the

110t

square col® . satisfies

1 16, 1 Cé,
Llog £ < Glayy) € o log
2 C e -y 2r e —y|
1 —|— Co ~
for x,y € 5 I7 ;. where the constant (' depends only on ¢p. Furthermore we have

o Fn mo.
wla, I scolf i, \K) = ©f-a R (@) = Gp(e)

21...in

where R the capacitary potential of the set /' in the domain Q and p is the capacitary

n

measure of 15, in colf s, .|| = capypn | (I5.)

1‘|‘CO[~?7‘

Proof We first show that there exists a constant ¢; > 0 such that for « € 5 L in

w(ax, I

il...in7

col” \K) > ¢. (2)

21...in

If ;¢ is the probability measure on K charging every square of the nth generation with
mass 47", let p,, = 4”/,L| the restriction of the renormalized measure p on the square
o
2] .e0ln

I

11eeuin’

Let us calculate the potential of p,, for y € I

T
Gin(y) < 4 23 47" 10g< 2:1 >

K>n

=1

R

=3-4" 24_“ log(C ﬁ ail) = 3§:4_*‘log(CHa;_ln) < C(A,A) < oo
K=1

>N i=n+1 i=1

The same reasoning provides a constant ¢ > 0 such that

1
— < Guply) < ey, forallyel]

02 2] .e0ln

By the maximum principle we get

w(x, I col”

il...’in7 21...in

\K) ~ Gun(z) , for x€coll’ , (3)

] .eeln”
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We can easily see that

i
2 2] .e0ln

Gn(x) > es , for xea{l—l_coN }

On the other hand the harmonic measure is non-decreasing as a function of the domain;
hence
wla, 17 el

9 1 in 11.euin

\K) < w(a, I R?\ K)

9 t1.in?

and the lemma is proved . e

Lemma 4.3.5 There exists a 6 > 0 not depending on n, such that for the squares of the
nth generation 17" 1, and I |, we have

WY 41) > (14 6)w(I] 14)- (4)

Remark 4.3.6 This lemma has been proved in [MV86] in the case of standard planar
Cantor sets. The proof given below is similar.

We will make repeated use of the following well-known formula (see for instance

[Bre69]): If Q@ C Q are two domains and if ' C 90N 9 then the harmonic measures of
the domains, w and & are associated in the following way

wla, F)=o(z, F) — / O(y)w(x, dy).

anng

Proof To begin with, let us point out that the symmetry of the set implies
W} 1 REN ) = (I 1 RPN ). (5)

For the same reason if x lies on the I77] square’s diagonal separating I7 ,, and I7 ,, we
have

w(a, 7 4 REN ) = w(e, 7 RENITT). (6)

Let H™ be the half-plane limited by the line containing this diagonal, such that the
square [}, is contained in H~. Using (2) , the monotony of the harmonic measure, and
Harnack’s inequalities, one can verify the existence of a constant ¢4 > 0 such that

wle, I 1y BN IT) 2 ea, forall w € 1775 (7)
By the maximum principle and (6) we obtain

wle, I 1, BN ) = w(, D REN ) —w(e, 174 REN LT forall o € T
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Combining with (7)
w(a, If 1R\ —w(e, I RN 2 e, foralle € 775 (8)
and (5),(8) imply that

w([f..na R* \ K) - w([f..ua R* \ K) =

= /K\I"_l <w(y7 [f..147 R2 \ [{1_11) - w(ya If..llv R2 \ [ff))w(dy, R2 \ K)

> cqw(17 75, R\ K). (9)
Finally, using again Harnack’s principle and (7) we obtain a constant ¢5 > 0 not depending
on n, verifying
w(I17y) = es wif 1y)-

Hence, (9) turns into
W} 41) — @I 14) 2 a5 W] 1)

and the lemma is proved. e

Lemma 4.3.7 ([Car85], [MV86]) Let Q be a domain containing oo and let Ay C By C
Ay C By C ... C A, C B, C Q be conformal discs such that the annuli B; \ A; are
contained in , for 1 <1 < n. If the modules of the annuli are uniformly bounded away
from zero and if oo € Q\ B, then, for all pairs of positive harmonic functions u, v

vanishing on dQ\ Ay and for all x € Q\ B,, we have

u(x) u(e0)

1| < K¢ (10)

v(z)  v(oo)

where g < 1 and K are two constants that depend only on the lower bound of the modules
of the annuli.

Lemma 4.3.8 There exists a No = No(§, A, A) large enough such that for all n € N and

all squares I,

n 5 n 0
w([il-.lj.];i?ll...l) > (1 + 5)“(12'1#.];;11...4)7 (11)

where § is the positive constant defined in lemma 4.3.5.

1 N
Proof Let us show first the following estimate for = € —;co I7 i
w(l'a [ﬁf]i\:?n...p Coiﬁ...in [anzn) ~ w(xa [ﬁ—.lj.]iv,?n...h R? \ K)- (12@)
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For N € N we choose z such that

1 -
e I 1 REVK) = sup ooy, 124N 4 ROVK) s y € (=200 3

9 1 i1.in 2 11.0in

Then,
w(l'a [ﬁf]i\;n...p R? \ K) > w(xa [ﬁf]ivnu..JCO[Nn I )

21...in len

> W(l'a [ﬁ—.lf.]ivnn...p R? \ K) - / = W(ya [ﬁt]i\;ll...lv R? \ K) W(l'a dy, Coiﬁ...in \ [anzn)
a{colil...in}

> w(e, 1Y | RP\K) — (1 —w(e, 1

T
9 T .inlll 1 11.nin?

ol o \I7s) )l Y 1y 1 RE\K)

> clw(:p, [ﬁf]i\;n...p R? \ K)
because of (2).
Then (12a) follows on our using again Harnack’s inequalities.

. N,
We have, of course the same estimate for ]ﬁfifnmél:

w(l'a [ﬁf]i\:?n...zp Coiﬁ...in \ [anzn) ~ w(xa [ﬁf]i\:?n...zp R? \ K)- (126)

To simplify the notation in what follows we will write w;(x) <@1(:1;)> and wy(x) <JJ4(:1;)>

instead of
w(:z;, [ﬁ—.lj.]iv,?n...p R? \ K) <W($v [ﬁf]i\:?n...p Coiﬁ...in \ [anzn)>
and
w(:z;, [ﬁ—.lj.]iv,?n..m R? \ K) <W($v [ﬁf]i\:?n...zp Coiﬁ...in [anzn)>
respectively.
By the relation (10) in lemma 4.3.7 for z € 8{1 —;co [NZM}
wi(o0) ~ N wi(2) ~ N wi(y) , forally ¢ KU Coiﬁ...in' (13)

wi(y)  wily)
- w(2) /8{c0[~gmin}‘w4(z) wl(i)

<1 wi(y)

—aJofel; ) enl)

w(z,dy, col . \ 17

21...in 21...’in) —

wi(y)  waly)
wi(z)  wa(2)

-1 w(z,aly,coﬁ1 \[anm) < Cgho. (14)

21...in
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If we take i1 = ... = 1, = 1, lemma 4.3.5 implies wi(=0) > 144. Then (14) shows that
wy(00)
there exists a Ny large enough such that M > 1+ §5. On the other hand, le(z) does
wa(z) 4 W4(2)

wi (o)

wy(00)

)
not depend on the choice of 1, ...,1,. It follows that > 14 3 for all the possible

choices of 71, ....1,. ®

Lemma 4.3.9 There exists a Ny € N independent of n and of 11...1,, such that for all the

squares 17 . there is a square J,, = [Z»nl—l']ivl inan, C iy, of the (n + Ni)th generation
such that
lw(lf i)
w(dpm) < = 4]1\,1

1
(In fact, 1 could be replaced with any constant € > 0.)

Proof Choose a square I ; . According to the preceeding lemma there exists an o <1
independent of the choice of 7y, ...,1, and a J; = [fl"']fo . such that
et Ny
w(li) i)
w(Jp) < QW.
Similarly there exists a J; = [t C J; with

21...2n...2n+2N0

w(Jy) < a iNol) < o? (421N0"

)

and after k£ steps, we obtain a square J; verifying

kw(]n

21...’in)

w(Ji) < a T,

To finish the proof take & = m such that of < 1/4 and let Ny = kNy. o

4.3.3 Proof of Theorem 4.3.1

The theory of large deviations provides a well known technique to prove the inequality
between the dimensions of the two measures by using lemma 4.3.9. However we propose
here a different path which does not involve Probabilistic tools and is inspired by [Bou87].
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We introduce some more notation. For n € N we will denote by &, the collection

of squares {]71 iy = 1,04, = 1,...,n} and for I € &,, E,45(1) will represent those

21...’in7

squares J € &,., that are contained in [.

It can be shown (see for instance lemma 2 of [Bea65]) that if p is the Hausdorff
dimension of K, then

p = sup{s > 0; hgg)lfél Hai = oo} = inf{s > 0; lgr_l)gfél Hai = 0}.

simply because in order to obtain the Hausdorff dimension of the Cantor set K it suffices to
.. However, the p-Hausdorff

consider coverings of K with the squares of construction I} .

measure of the Cantor sets considered here could be infinite.

It easily follows that for ¢ > 0 there exists a strictly increasing sequence of integers
{n;}32, such that

y ny+1

4 I T al* > ams I ot (15)

We will also assume that n;; —n; > 2/NV;.

Lemma 4.3.10 There exists a (3 < 1 such that the following inequality holds for e > 0
and I € &, :

N WDFI)E < e w()E () (16)
Jegnj+1([)

where n; is the sequence corresponding to € given by (15).

Proof Let us start by showing that there is a 3 such that for I € &,

1.1 kN ~ 1. 1.n
RO RUEES (17)
Jegn+N1([)
Take J,, € E,4n,([) to be the square provided by lemma 4.3.9, i.e. a square such that
Lw([)
w(Jm) < 1 We have
IR R | 11 1.» 1
J)2 (=) < = Now(])?E

JEE i n, (1), J#Im
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by the Cauchy-Schwarz inequalities. Summing up we get

SRRE ot () o
7€ n, (1)

n4 Ny

7 <w(l)

W]
V|3

)

- 11 4N 1N 5
and wemayletﬁ:§471—|—<4T>2 < 1.

Choose € > 0 and let {n;} be a corresponding sequence given by (15). Then by (17)

S e F <ath ([[aF) X w(J)%<74n]j_Nl>%.

Jeg"]+1([) =1 Jeg"]+1—N1([)

We repeat the procedure and we apply the Cauchy-Schwarz inequalities. We then get

Jegi([)wu)ézu)pge < 4% G <1} aﬂ <¥ > 3

~ 1
The existence of # is now obvious. For instance, one may take g = 3281 . o

Proof of Theorem 4.3.1 Let £; = {J €&y, |wlJ) > l(J)”‘E} and L'; = &, \ L,

where € > 0 is to be chosen later and let {n;} be a sequence corresponding to € as above.

It is clear that
DUy < ) wl) <1 (19)

Jell; Jell;
But, we can also estimate
1 1 1 pte

Yol =) wl)pe()r < Y w)2I)
J¢L; J¢L; Je€n,

: —€ QN —T4_1 L pte

< e o= Y w(J)2i()>
=1 Jegn]_l

because of (16). By iterating the procedure we get

j

Yow) g [[ar < oA,
J¢L; =1
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Let € > 0 be such that 3 < A°. It is then immediate from the above that

lim Y w()=0. (20)

J¢L;

Clearly, (19) and (20) allow us to construct a subset of K of Hausdorff dimension < p but
of full harmonic measure and the proof is completed. e

4.3.4 A Counterexample.

We state the following simple result:

Proposition 4.3.11 For a Cantor set K as described in the introduction, the harmonic
measure w of its complement is “monodimensional”, i.e. there is a dimension o ( the
dimension of the harmonic measure) such that there exist a subset F' C K of Hausdorff
dimension o with w(F) = 1, and for every set F' C K of dimension smaller than o,

w(F')=0.

The proof given below applies to all self-similar Cantor sets and therefore the propo-
sition remains valid even for “general” Cantor sets.

Proof Suppose that the proposition is false. Then, there is a dimension ¢ and a real
number 0 < a < 1 such that

sup{w(F); FCK, dim(F)<oc}=a
or equivalently, there exist a dimension o and a v > 0 such that

sup{ inf  w(z, F 0,11\ K) ; I compact , FF CK, dim(F) <o} =~

cettoo,1]2
and vy< inf  w(@, K 0,17\ K),
cettoo,1]2
where ¢ 1s the constant defined in section 2.

For every real number 7 , 0 < 7 < 1 there is a compact set F' C K of Hausdorft
dimension ¢ with
: 1
Ty < inf  w(w, Fef0,1]2\ K) < —7.
cettoo,1]2 T
Moreover we can find a covering F = {[;};ecs of F' with squares [; of the same generation
of the construction of K, satisfying

1
7y < inf  w(@,Urer I, c0[0,1]* \ K) < —~.
T

l’Elgi[O,lP
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There exists at least one I; € F with the following property:
“There is a compact set F; C I; N K of Hausdorfl dimension o with

inf  w(x, Fj,colj \K) >ery  inf w(x, K¢l \ K)
v 5L, ve 52

where ¢ is a Harnack constant depending only on K.”
We say then, that F} is a y-subset of [;.

To prove this claim we first remark the existence of at least one [; satisfying

inf  w(z, Fj, 0,1\ K) > 7y inf  w(z, KNI, e0,1\ K)

l’EH-%[Ole xel‘;i[O’lP

and then proceed with standard arguments, using the Brelot formula.

Recall that all squares of the same generation of the construction of K are identical,
and therefore the preceeding property is valid for any square of the generation of I,

i.e. every such square has a v-subset. Let F be the collection of all squares of the same
generation with I; that do not belong to F, and let S be the union of F' with the y-subsets

of the squares in F. Thus S is a subset of K of Hausdorff dimension o. By the above it
is clear that

1
inf  w(x, S, 0, 1]2 \K) >7y4+ery( inf  w(z, K el0, 1]2 \K) — ;’y),

l’EH-%[O,IP l’Elgi[O,lP

which is greater than + if 7 is close enough to one; since v is taken to be the maximal
value of harmonic measure for subsets of K of Hausdorff dimension equal to o we have
reached a contradiction. The proof is now complete. o

We will now construct a Cantor set K' as in the introduction, except that here we
replace a square J of the kth generation, & > 1, by four equal squares, Jy, ..., J; whose
size depends not only on the generation k& but also on the square .J; we still require
A< W)
)
the sizes of the squares the Hausdorfl dimension of K' will be equal to the dimension of
its harmonic measure. The idea of the construction was suggested to us by a remark of

< A with 0 < A < A < 1/2. We will show that for an appropriate choice of

A. Ancona. Let us begin with the standard planar Cantor set K 4 of dimension 1, i.e. a

Cantor set as defined in the introduction with A = A = 1/4. Let D be the dimension of
its harmonic measure; if I is a compact subset of K4 such that w(F') > 1/2, it follows
from Proposition 4.0 that its dimension will be at least D). We may therefore find such a
subset I of K4 of Hausdorff dimension D. We then construct the desired Cantor set in
the following way: In each generation we replace every square J that does not intersect
F by squares of size 4™ times the size of J, where M is a fixed integer with M > 1/D,
and every square J' that intersects F' is replaced by four squares of size 1/4 times the
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size of J'. Let K' be the Cantor set constructed in this way. Observe that K C K, 4

by construction and that dimK' = D because of the choice of M. It is clear (by the
monotonicity of the harmonic measure as a function of the domain) that the dimension
of the harmonic measure of K' is also D, and the construction is complete.

We should remark here that the preceeding process gives us Cantor sets whose Haus-
dorff dimension is equal to their harmonic measure dimension for every possible value of
the dimension of the harmonic measure of a Cantor set as described in the introduction.
Also, a result of [JWS88] implies that we cannot have dimw = 1 for Cantor sets of this
type. It is therefore natural to ask if we can have dimensions arbitrarily close to one. The
following proposition answers the question.

Proposition 4.3.12 For the self-similar Cantor set Ks, 0 < § < i, as defined in the
introduction with % —§=A and A = A, the dimension of the harmonic measure dimw

is greater than 1 — C6, for some constant C' > 0.

This proposition as well as the proof given below is due to professor A. Ancona (com-

pare with [MV86], pages 15-22, 28) .

Proof We will need some more notation. Let K, be the nth approximation of Ks by
squares of the nth generation, let g, be the Green function of the complement of K, and
C, its critical points. We shall rely on the following formula :

limy, o0 % ch gn(c)

dimw =1 — ,
Xu

where v, = log(lfﬁ) and the critical points in the sum are counted with their multiplicity.

This formula is a simple variant of the Carleson formula given in [MV86], page 15 (see
also [Car85]); here we consider the sum over the critical points of g, instead of those of
the Green’s function of the complement of K.

[t remains to prove that the limit in the previous formula is O(4) as ¢ tends to 0.

We extend g, on K,, by the value 0 and consider the critical domains of ¢, i.e. any
region U/ which is a connected component of {g, < 8} for some 3 > 0 and with a critical
point ¢ € JU. Let U be the collection of all critical domains.

Note that if U € U and if 7 = max{g,(z);z € C,NU} , the number of critical domains
U' C U associated to 7 is exactly equal to the number of critical points z € U with
gn(z) = 7 (counted with their multiplicity) plus one.

To each U € U we attach a square I = [y of some stage k of the construction of the
Cantor set , £ < n, with the following property:

(PI) We have INK,, C U and if [ denotes the “father” of I then there exists a square
I' C I of the kth generation such that I’ VK, N U = and I and I’ lie on the same side
of 1.
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[/

Figure 4.2: The construction of proposition 3

The existence of I is easily checked. For instance one may take for I a minimal square

such that I NK, NU* # () and INK,NU # (), and then easily verify the existence an
[ c I with the property (PI).

We now proceed with the following simple algorithm which leeds to the construction
of a subcollection Uy C U, (the “nice” domains) and to the choice of some square ¢y C Iy
of the nth generation (the last generation for K, ), for every U € U,.

Each domain U € U which is maximal is “nice” and we choose the square ¢y arbitrarily
in Iyy. For U € U, if the construction has been achieved for all U’ D U , U # U’ then we
decide that U ¢ U, if there exists ¢y C U for some U’ D U , U # U'. Otherwise we say
that U € Uy and we associate to it some square ¢y C Iy of the nth generation.

At the end of the procedure every critical domain U € U contains exactly one ¢y for

some U', U C U, and for U, U" € Uy we have [y = Iy if and only if U = U’. Hence we

have
1 1
g;gn(c) = g( Z 9y _gmax>

UEZ/{O

where g, is the value of g, on U and ¢,,4, is the maximal critical value of g,.

If U € Uy, let I = Iy be the square attached to it , I its “father”, and I’ as in (PI) (see
fig. 4.2). There are at least s = [L] parallel segments, [y, ...,/, joining points of K, N I

with points of K, N 1’, the distance between any two segments being > 6 [(/). Necessarily,
OU cuts through all these segments and therefore sup{g.(t); t € L} > ¢g,, 1 <1 <s.
For every [;,i = 1...,s let z},z? be the endpoints of I;, z! € K, N1, z? € K, NI

It is clear that the set B(z},8l(I)/2) N K, NI has capacity > Cy > 0 in the domain
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Figure 4.3: Other Cantor type sets verifying dim K > dimw

B(z',61(I)), with Cy independent of § € [, 1). By standard arguments, it follows that
gn(t) < C w(B(2},0l(1)/2),R*\ K,)

on the segment [; with a constant C' indepent of 4.

The above finally yields

1
J— < . 1< 2 - )
159 < E supi{gn(t) ; t €} < C w(l,R?\ K,)

Summing up we find

—Zgn s—ZgUscé > w(LRN\K,) <3,

Uely Iej:n

where F,, is the collection of all squares of some stage k& , k& < n, of the construction of
Ks. The proof of the proposition is complete. e

4.3.5 Conclusion - Further remarks.

It is clear that the method we developped in sections 2,3 does not apply only to the
Cantor sets described above but also to other Cantor sets, for example those indicated by
fig. 4.3. The proof can also be applied to some Cantor sets in higher dimensions.

For a general Cantor set K C R? | a sufficient condition to conclude that dim(w) <
[n—l—l [n—l—l

t1...10 00 fiqs

p = dim(K) is the following: if I . is a square of the nth generation and if

2] .e0ln
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are the squares of the next generation contained in I . then there exist 0 <o < 1,1 <

K3

7 < s, and constants a} > 0 such that

diam([”"’l )’

[n-|—1 < 21...’in7 n ) *
w( 21...2n7) az;:1 dlam(12711+12n])pw( 21...2n)7 ( )

and

diam (1] ) = ajdiam(I ; ), 27T < AL a; < A<, forall je{l,..,s}

11.ing 11.euin

where @7 depends only on j,n but not on the square I7! , and A, A are two constants

not depending on n. Lemmas 4.3.9 and 4.3.10 can both be applied to prove a formula
similar to (16) and the theorem’s proof may be completed in the same way.

In general (%) seems hard to check; however under certains assumptions of symmetry
on the Cantor set K one may verify it by proving some lemmas similars to those presented
above. Even though the method presented here seems rather general, we haven’t been
able to get rid of these assumptions of symmetry, and the proof of lemma 4.3.5 strongly
depends on them.

Added in proof. 1t is perhaps interesting to point out that the result of theorem 4.3.1
can also be proved under some weaker assumptions on the size of the squares:

For a sequence {a, },en as in the introduction we construct a Cantor set in a similar
way. We allow the squares of the nth generation Iy ;. to have sidelengths I;, ;.
necessarily equals but we require that a,(1 —€)l;, ., <l i, < an(l + €l 4, _,, where
e > 0 and [;, _; _, is the sidelength of the “father” of Iy ;. For such a Cantor set the

dimension of the harmonic measure is smaller than the dimension of the set provided ¢ is

not

small enough (the proof is slightly different).

Acknowledgement. The author would like to express his deep gratitude to Professor
A. Ancona for all the help and the encouragement he kindly provided. He is also very
grateful to the referee for requesting the counterexample given in Section 4.3.4. Thanks
are also due to Y. Heurteaux for his helpful criticism.
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4.4 Une généralisation

Nous pouvons affaiblir les hypotheses du théoreme 4.3.1, comme indiqué dans la conclusion
de la section précédente.

Soit (a;);en une suite de nombres réels vérifiant 1’ hypothese suivante :

o Il existe A, A deux constantes, telles que
0<A§aj§A<§,pourtout]€N.

Soit & > 0, fixé. Considérons I’ensemble de Cantor défini comme dans la section précé-
dente, mais dont les carrés de chaque génération ne sont pas égaux : si [, _;, est un carré

construit a la n-eme géneration, les “sous-carrés” de I; Liinis 3 =1,2,3,4 sont de

[N Y)

longueur [ <[N“Zn> = Qi) iningr s AVEC Gy .., cOMprise entre anp1(1 = 8) et appr(1 +9).

Soit Ks({a;,..i, }) 'ensemble de Cantor ainsi construit; nous dirons que K est construit
a partir de {a;, inin,, > 1 <i;<4,5=1,....,n, n € N}. Sia; _;, nedépend que de n, ce
qui était le cas jusqu’a présent, nous notons simplement (a,),en. Par abus de language
nous appellerons suite, toute famille {a;, . i, , 1 <4; < 4,7 =1,...,n,n € N}. Les
résultats suivants ne dépendant que de d et de (a,)nern) nous noterons Ks({a;,..inin, }) =
Ks. Soit ws la mesure harmonique de = R?\ K.

Théoreme 4.4.1 [l existe 6y = &g (Z, A) tel que si 6 < &g alors dimKs > dim ws.

Introduisons des notations : Pour deux carrés I et I’ de la construction des ensembles
K et K' respectivement, construits avec les méme algorithme mais pas nécessairement a

. ~ . ’ . ¥ d 7 . 7 e A~
partir de la méme suite, nous écrirons I ~ [’ si [ et I’ ont le méme codage dans les
ensembles de Cantor K |, K'.

Si I est un carré de la n-ieme génération de la construction d’un ensemble de Cantor
K, nous notons 7 le pere de 1, c’est-a-dire 'unique carré de la (n — 1)-ieme génération
contenant I. Nous notons aussi Px(I) Punique carré de la (n — k)-ieme génération con-
tenant /. D’apres cette notation, Pl([N) =T Finalement, si [ est un carré de construction
de K, notons I = I N K. Clairement, si w est la mesure harmonique de R? \ K, alors

w(l) =w(I).
Le théoreme suivant nous servira dans la suite (voir prochain chapitre) pour étudier
le comportement de la dimension de la mesure harmonique en fonction de perturbations

de la suite, a partir de laquelle I’ensemble est construit. Il est cependant aussi nécessaire
pour la démonstration du théoreme 4.4.1.
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Théoréme 4.4.2 Soient (an)nen €l (Giy..ininy, JneN,i<ij<a deur suiles de nombres reels

comprises entre deur constantes 0 < A, A < % et soit K , K' les ensembles de Cantor

construits a partir des ces suites. Notons w el W' les mesures harmoniques des domaines
R2\ K et R2\ K ¢évaluées a Uinfini. Soit ¢ > 0. Il existe § = §(¢, A, A) > 0 tel que si
|y i — an| < & pour tout (iy...0,) € {1,....,4}" et tout n € N alors, pour tout carré I de
la construction de K nous anons

<e (4.11)

ot I est Uunique carré de la construction de K' tel que 1% T’

Remarque 4.4.3 Sous les hypotheses du théoreme 4.4.2 il existe une constante ¢ > 1
qui ne dépend que de (A, A), telle que pour tout carré I de la construction de K (ou de
K'), wlNK=1 (respectivement ol NK = ).

Nous aurons besoin du lemme suivant qui affirme que nous pouvons remplacer les

mesures harmoniques w et ' par les mesures harmoniques des domaines R?\ <Pk([N) N K)

et R*\ <Pk(]N’)) N K’), pour k assez grand, sans que les rapports de la relation (4.11)

changent beaucoup. La démonstration de ce lemme existe dans les travaux de N. Makarov
et A. Volberg [MV86]. Il s’agit en fait d’un corollaire du théoreme 4.2.1.

Lemme 4.4.4 Soit € > 0. Sous les hypothéses du théoréeme 4.4.2, il existe kg > 0 tel que
pour tout k > kg et tout carré I de la construction de K si Q= COPk([N), alors

e LQVK) )

(e, LQ\K)  w(l)

La constante k ne dépend que de A, A et de €. Le résultat s’applique également & U'ensemble

de Cantor K.

1—|—CO

<6p0urt0ut:1;€a{

} Pi(1). (4.12)

Démonstration D’apres le théoreme 4.2.1, nous avons que si k = k(A, A) est assez

grand (tel que C'¢* < ¢, on C,q sont les constantes données par le théoreme), alors

w(:z:,])'w(y,[)_ C bour & 14 ¢ (]
o) o TP ’y¢{ 5 }P(f) (4.13)

Notons A = i{\) Par la formule (2.5), pour « € J {H'TCO} Pi(1)

w([)
w(x,[,Q\K):w(x,[)—/ w(z, Nw(z,dz,Q \ K)

oQ



74 Chapitre 4. Mesure harmonique du complémentaire d’ensembles de Cantor

Or, par I’équation (4.13),

o~ o~ o~

Aw(a, 1) — eAw(z, I) <w(x, 1) < Aw(x, I) 4+ eAw(z, T)
En utilisant encore la formule (2.5) nous obtenons

wax, [,Q\K) < Aw(:z;,f)—l—cAw(:z;,T)—/8Q<Aw(z,f)—6A@(Z,f)>w(x,dz,Q\K)
= Aw(:z;,f)—/ Aw(z,f)w(x,dz,Q\K)—l—
oQ
e Aw(z, T Aw(z, Dw(x, dz
boc(Antr Dt [ Aste Tt =0\ )

_ Aw(x,f,Q\K)+e<Aw(x,f)+/aQ Aw(z,f)w(x,dz,@\K)) (4.14)

Il s’ensuit que

I K wx,f—l— wz,fwx,dz, K
w(:z;,A,Q\ )§A—|—6A (z,1) faQ (A Je( Q\ K) (4.15)
w(z, 1,Q \ K) wlz, I, Q \ K)
wx,f—l— wz,fwx,dz,@ K
Il suffit maintenant de démontrer que (=, 1) faQ (,\ ) \B) est majoré par
w(z, 1,0\ K)

(2.5), si on choisit xg € a{H'TCO} Pk([N) tel que w(:z:o,f) =
max {w(:z;,f) N {H'TCO} Pk(i)}, nous avons

une constante. Par la formule

o~ o~

w(zo, ,Q\K) = w(:z;o,[)—/aQw(z,[)w(xo,dz,Q\K)

> w(xg, f) — /aQw(SI?o, f)w(xovdzv @\ K)

o~

= w(xg, (1 —w(x0,0Q,Q \ K))

Or, il a été démontré dans la preuve du lemme 4.3.3, qu’il existe une constante ¢ =
c(A) telle que (1 —w(x9,0Q,Q \ K)) > ¢. En utilisant le principe de Harnack, nous en

déduisons qu’il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que de A, A telle que

1+CO}Pk([N)-

1 —w(z,0Q,Q\K) > c, pour toutxea{

w(x, T) + faQ w(z, f)w(:z;, dz,Q \ K)
w(a, I,Q \ K)

o(r. 1.\ K)

w(a, 1,Q\ K)

Il s’ensuit que < 2¢ et donc, par la relation (4.15),

< A(1 + 2ce) (4.16)
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w(oo, I)

Or, A = ———=%; en appliquant (4.13) nous obtenons
w(oo, [
(1)

w(:z;,{\,Q\K) Aty — 1 < 2¢e , pour toutxea{
wla, [L,Q\K) w(I)

L’inégalité opposée s’obtient de la méme facon. e

1—|—CO

}Pk(f).

Nous pouvons maintenant procéder a la démonstration du théoreme 4.4.2.

Démonstration du théoreme 4.4.2 Fixons ¢ > 0. Fixons I un carré de la construction
de I'ensemble de Cantor K et I’ le carré de la construction de K' qui a le méme codage

que I, I = I'. Soit k € N donné par le lemme 4.4.4 tel que la relation (4.12) soit satisfaite
pour [ et I’. La constante ¢y donnée par la remarque 4.4.3 est commune aux ensembles
K et K, puisque elle ne dépend que de A, A. Notons toujours Q = COPk([N). En effectuant
une translation et une dilatation de I'ensemble de Cantor K' nous pouvons supposer que

coPr(I') = Q. Notons K’ I'image de K’ par cette fonction affine.

Or, la mesure harmonique dans R?*\ K’ de tout carré I’ C K, évaluée a 'infini, est

invariante par translations et dilatations de I’ensemble de Cantor K'. II suffit, donc, de
w(oo, ) | &'(c0, I’

comparer ( 7,\) a ( 7/\) , ou & est la mesure harmonique du complémentaire de
w(oo, I)  &'(oo, )

K.
Afin d’alleger, nous abandonons la notation &’ et K en faveur de la notation o’ et K.
G 1.Q\K) | w(r.l.Q\K)
wa, LO\K)  w(x, I''Q\K)
Notons, pour J CKNQ , JJCKNQet0<s<1
Q(J) = {re@Q\Ktel quew(z, ,Q\K) >1-—s}
Q) = {zeQ\K tel que w(z,J,Q\K')>1-s}

D’apres le lemme 4.4.4, il nous suffit de comparer

(4.17)

Nous montrons qu’il existe une fonction n > 0 qui ne dépend que de A, A, telle que
dist(J, 0Qs(J)) > n(s)I(J) et dist(J', 0QL(J")) > n(s)I(J'), (4.18)

pour tout carré J de la construction de K avec J C KNQ et tout carré J’ de la construction
de K' avec J' C K N Q. Ceci résulte du lemme suivant dont la preuve est donnée a la fin
de la démonstration du théoreme.

Lemme 4.4.5 Posons

Us(J) = {:L'Gcoj\Ktelquew(x,J,coj\K)>1—5}

S

Uit = {:1; € coJ' \ K tel que w(:z;,J',coj’\K') > 1 — 5}
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Il existe une fonction n > 0 croissante ne dépendant que de A, A, telle que
dist(J, 0U(J)) > n(s)l(J)

‘ (4.19)
dist(J", dU(J")) > n(s)I(.J")

La mesure harmonique étant fonction croissante du domaine (théoreme 2.1.15), nous

obtenons que Uy(J) C Q,(J) et UL(J") C Q(J'), et (4.18) est vérifie.

Soit s > 0, a préciser ultérieurement. Nous pouvons donc choisir § = d(s,k) > 0
tel que si |a;, . 4, — an| < & pour tout i; = 1,...,4, j = 1,...,n et pour tout n € N, alors
J CU/(J") et J CUs(J) pour tout carré J de la construction de K de la méme génération

cod

que [ avec J C @), J' étant le carré de la construction de K' tel que J' ~ J. De plus,
n(s)
10 x 2k7

pour ¢ assez petit, par exemple § < Nnous avons

dist(.J, aU"(.J")) @z({])
(4.20)
dist(.J", dU,(J)) > @zu')

Q=0Q\ U{US(J) : J carré de la construction de K de la méme génération que [}.

A l'aide du lemme 4.3.3 nous obtenons qu’il existe une constante ¢; > 0 ne dépendant
que de A, A telle que w(x,J,cod) > c et w(x, ', cod’) > ca, pour € a{H'TCO} J. Par le
principe de Harnack il existe une constante ¢z > 0 telle que pour tout carré J (resp. J')
de la construction de K (resp. K') de la méme génération que I, avec J U J' C @), nous
ayons :

1—|—CO

min {w(z, J,Q\ K),w(z,J ,Q\K)} > ¢ , Ve a{ }Pk([N) (4.21)
Or, |w(¢,J,Q\K) —w(¢,J,Q \K)| < s, pour tout ( € dQ). Prennons s > 0 tel que

s .
— < ¢*/10. Nous obtenons que pour tous les carrés .J et .J' de la méme géneration que I,
C3

avec J X J' C Q
w(¢, J,Q\K)
w(C,J,Q\K)
On en déduit que
(G 1Q\K) | w(( 14 Q\K)
w((, LOVK)  w((, I Q\K)

Le lemme 4.4.4 acheve la démonstration du théoreme. e

1—|—CO
2

—1

<3/10, V(e a{ } Pi(1). (4.22)
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Démonstration du lemme 4.4.5 En dilatant le carré J nous pouvons supposer que

cod = [0,1> = Qo (de méme pour J'). Nous allons utiliser affirmation suivante qui
ressemble au principe de Harnack aux anneaux (théoreme 4.2.1) :

Affirmation :  Soit Q1 C Q2 C Q3 C ... C @, des carrés tels que les modules des
anneaux conformes Q;\ Qj—1 soient uniformément minorés par 1/c et majorés par ¢ > 1.
Soit S C a@)y Uintersection d’un ensemble de Cantor comme ci-dessus avec ()1, ou « est
une constante, 0 < a < 1. Alors il existe deux constantes C' > 0 et & > 0 qui ne dépendent

que de ¢ de A et de A et telles que pour tout x € {H'Ta} ()1 nous ayons :
- )
, 9,0, \5)>1-C 1—— 4.24
e 509> 1T (1-7) (4.24)

Admettons 'affirmation pour I'instant. Soit jn C J un carré tel que Pn(jn) = J. Les
carrés Q1 = coPi(J,) C Q2 = coPa(J,) C ... C Qn = coPu(J,) = Qo satisfont aux

conditions de 'affirmation, car les modules des anneaux @); \ ¢;_1 sont uniformément

minorés par 1/c et majorés par ¢, la constante ¢ > 0 ne dépendant que de A, A, pour tout
J = 1,...,n, par construction. Donc, il existe un § = d(¢) > 0 et une constante C telles

& )
que w(x, J,,Qn \ Jy) > 1 — CH (1 — E) Nous en déduisons a ’aide du lemme 2.1.15
k=1

que, pour tout x € %Jn

)

w(w, J,Qo\J) = w(w, Ju,Qo\ Ju) = 1= CT] (1 — E) (4.25)

Le carré J,, a été choisi arbitrairement, donc la derniere équation peut se formuler de
la maniere suivante :

Si dist(z,J) < A"/2 alors w(x,J,Qo \ J) > 1 = CI[;_, (1 — %) I suffit de choisir
n=n(A,Ac) tel que CT[,_, (1 — %) < €.

Montrons maintenant I'affirmation : nous pouvons supposer @; = [0,1]?>. Remar-
quons dans un premier temps qu’il existe une constante ¢, = c4(A, A) telle que pour
1
r e g{ita - nous ayons w(xz, S5, 0.\ S) > ¢qg ————. Pour ce voir, il suflit de
{Q}Q] Y (7 7@]\ )— 410g(d1amQj) )

reprendre la preuve du lemme 4.3.3, avec la fonction de Green du carré @);.

Soient w; les mesure harmoniques des domaines @; \ 5, j = 1,...,n. Fixons z¢ €

0 {cojn} Nous obtenons a 'aide de (2.5),

oimilensS) = wilon )= [ il She(eo.d2)
8@]—1

1

< , - -
< wilwo, §) — e log(diam(@);)

wj—1(w0,0Q;-1)
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Donc, w;_i(20,0Q;_1)(1 — exglog™ (diam@Q;)) > w;(wo, dQ;). 1l suffit de poser § = ¢4 et
C' = max {wl(:p, S); x€ {H'Ta} Ql} pour compléter la preuve. e

Ce théoreme est le clef pour la démonstration du théoreme 4.4.1. Il permet, en effet
de démontrer que la preuve du théoreme 4.3.1 peut s’appliquer aux ensembles de Cantor
introduits, a condition que les rapports de construction dans chaque génération ne vari-
ent pas beaucoup d’un carré a 'autre. Nous donnons ainsi seulement les modifications
cécessaires :

Démonstration du théoréeme 4.4.1 Pour deux suites {a;,..,, t; = 1,2,3,4, 5 =
Ly..,n, n € N} et (a,)nen avec |a, —a;yi,. 4, < 6 pour tout i;,n € N soient K5 'ensemble
de Cantor construit a partir de (a;,4,..:,) et K celui construit a partir de (a,,)nen. Notons

ws et w les mesures harmoniques des domaines R?\ Ks et R?\ K respectivement. Notons
F. la n-ieme génération de carrés de la construction de K et F/ la n-ieme génération de
carrés de la construction de Kj. Soient, finalement, p = dimK et p’ = dim K;.

Il suffit de montrer un lemme analogue au lemme 4.3.10; notamment, nous montrerons
I’existence d’une constante 0 < o < 1 telle que pour tout r > 0 il existe une suite

(ng)ren C N telle que
o Z ws(J")

J'eF,

ptr

I(JH=" <1.

N

I1 est facile de voir qu’il existe une fonction croissante ¥ > 0, telle que |dimKs —

dimK]| < ¢(4d), avec lim(d) = 0.
§—0

Par le lemme 4.3.10 il existe une constante 0 < 3 < 1 telle que pour tout r > 0 il

ptr

existe une suite (ny)reny C N telle que 7" Z wg(])%l(])? < 1.
JEFn,

Or, le théoreme 4.4.2 affirme que pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que pour tous
J e F,,J € F! nousayons ws(J') < (1+¢)"w(J). D’autre part, par construction [(J) <
2 . (1+8)(1+¢) ot

(1+46)™(J). Sinous choisissons § > 0 assez petit pour avoir

1+ 3 A¢(5)
20 : .
posant o = T3 nous aurons (pour une suite (ng)reny = (ng)ren(r) donnée par le lemme
4.3.10):
Do (IR < AT N ()
Jle}-r/zk Jle}-rlzk
< ATOM( 4145 Y ws(J)EI(T) 5
JEFn,
28 \™
< — =a"* 4.26
- (1 T ﬁ) : 420
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Posons A} = {J' € Fl ; ws(J') > W)=} et Al ={J € F. ;5 ws(J) <IJ)'~

ng ?

Il est clair que Z Z(J')pl_r < 1. D’autre part,
Jeal

S ows() < Y wsl)H)

Jeay JieA?

< ATN T () < (A7)

Jen?

7’}‘

Si nous choisissons r assez petit pour que (A "a) < 1 nous aurons que la mesure har-

monique ws de | J{J', J' € A?} converge vers 0, quand k — oco.

Il est facile d’en déduire que la mesure ws est alors portée par un ensemble de dimension

inférieure a p’ — r ce qui termine la preuve. e



80

Chapitre 4. Mesure harmonique du complémentaire d’ensembles de Cantor




Chapitre 5

Comparaisons des dimensions de
deux mesures

La question qui a donné naissance a ce chapitre a été la suivante : FEst-il vrai que la
dimension de la mesure harmonique du complémentaire d’un ensemble de Cantor con-
struit a partir d’une suite variable (a,)nen (introduite dans le chapitre précédent) est une
fonction continue de la suite (a,)nen par rapport a la “distance” dist((a,)nen, (@),)nen)=
SUPen [an — ay| ¥

Nous donnons une réponse partielle a cette question et nous cherchons des conditions
suffisantes pour que les dimensions de deux mesures soient proches.

5.1 Introduction, présentation du cadre

Les notions et les théoremes introduits dans cette section sont classiques et peuvent étre
trouvés, par exemple, dans le livre de Billingsley [Bil65] et la monographie de Zinsmeister
[Zin97]. Nous définissons la notion de I'entropie, les mesures de Bernoulli et 1'opérateur
décalage et nous en donnons quelques exemples caractéristiques. Ensuite nous rappelons
les théoremes de Billingsley et de Shannon-McMillan. Nous illustrons le lien entre ces
notions et la dimension des mesures a 'aide d’exemples.

5.1.1 Entropie, dimension informatique et mesures de Bernoulli
Nous introduisons la notion de ’entropie d’une partition et d’une mesure.

Définition 5.1.1 Soit u une mesure sur un espace X. Soit F une partition finie de X.
On appele entropie de F par rapport a la mesure p la quantité

ha(F) ==Y u(F)log p(F) (5.1)

rer
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avec la convention 0log 0 = 0.

Rappelons qu’une filtration (R;)ier, I C R, dans un espace mesurable (X, B) est un
ensemble de o-algebres contenant des ensembles de B telles que si ¢ > s alors R, C R;.
Considérons une filtration (R, ).eny dans un espace de probabilité X. Supposons que
chaque tribu R, soit engendrée par une partition finie F,, de X. Imposons également la
condition suivante : pour tout I € F,,_; I'ensemble des éléments de F, qui intersectent [
forme une partition de I dont le cardinal est constant égale a N € N. Nous appelons un
alphabet tout ensemble fini du type A = {1,..., N}.

Un codage de (F,)nen est une énumération des ensembles [ € |J{F, , n € N} telle
que :

e chaque [ € F, s’écrit sous la forme [ = [;, ;. avec iq,....1, € {1,..., N}, c’est-a-dire
I correspond a un “mot” de 'alphabet A = {1,..., N} et

esi [ =1; ;, estun élément de F, alors [ C I, . _, (avec [; i | € Fu_1).

Exemple 5.1.2 Un exemple classique est I'intervalle [0, 1[ muni de la grille des intervalles

dyadiques. Pour n € N, F,, = {[ ML E=0,1,...,2" — 1}. Le codage se définit de

2_717 21
la facon naturelle suivant : A4 = {0,1} et nous posons Iy = [0,1/2], [; = [1/2,1]. Si
iy in = [Qin? k;;l[e R, alors nous posons [, ;0 = [2%, §’Zﬂ[ et L in1 = [ﬁ’zﬂ, k;ll[ d

Définition 5.1.3 Soit p une mesure sur Uespace (X,B,(R,)nen). On appele entropie
minimale (ou dimension informatique minimale) de la mesure p par rapport a F, la
quantité :

o) = timinf = 5™ (1) log ()| (5.2)

n—oo N

et entropie maximale (ou dimension informatique maximale) la quantité

h(p) = limsup— > u(I)| log u(1)] (5.3)
n—soco 1
IeFs
Quand h.(p) = h*(p) on dit que h(p) = ho(p) est Uentropie (ou la dimension informa-
tique) de la mesure o par rapport a F,.

Dorénavant nous identifions X avec A", les partitions finies F, pour n € N étant égales
aA*. Pour [ =1, ,;, € F, et J =1, , € Fnous notons [J = [;; ;i ;. Notons
finalement B la tribu engendré par F., = U{F, ; n € N}.

Définition 5.1.4 Soit (X, B, 3) un espace de probabilité avec X = A" pour un alphabet
A, comme convenu.
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1. La mesure (3 est dite mesure de Bernoulli si

pour tout ],JEU{}—n, n €N}, B(1T)=p(1)5(J) (5.4)

1l suffit done pour définir une mesure de Bernoulli de donner la repartition de masses
sur Al

2. La mesure 3 est dite quasi-Bernoulli s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
1
pour tout I.J € J{F, . n € N}, —p(1)3(J) < (1)) < B)BI)  (5.5)

Les mesures de Bernoulli servent d’exemples et de mesures de contréle car leur en-
tropies et leurs dimensions sont faciles a calculer. Un exemple de calcul sera donné dans
la suite. Le théoreme tres général suivant, di a Carathéodory (cf. [Mat95]), théoreme
4.1), nous permet de construire des telles mesures. Il existe bien entendu d’autres fagons
pour le faire.

Théoreme 5.1.5 (Carathéodory) Soient X un espace métrique, F une famille de sous-
ensembles de X et n une fonction positive sur F. Nous supposons que

o Pour tout 6 > 0 il existe Iy, Fy, ... € F tels que X = U2, E; et diamF; < 0,
o Pour tout § > 0 il existe ¥ € F tel que n(E) < § et diamF < §
Pour § >0 et AC X posons

Ys(A) = inf {ZU(Ez) , ACUZLE; , diamF; < §, n(FE) < 5} (5.6)
=1

Définissons 1 = (F,n) de la fagon suivante : p(A) = (lgi\r‘%;/)(g(A). Alors la fonction

est une mesure de Borel et si les éléments de F sont des ensembles boréliens, alors i est
une mesure réguliere.
5.1.2 Opérateur de décalage, théoreme de Shannon-McMillan

Les notions d’invariance et d’ergodicité d’une mesure caractérisent la rélation entre la
mesure d'un espace de probabilité et une application du méme espace.

Définition 5.1.6 Soit (X,B,u) un espace de probabilité. On dit que Uopérateur T :
X — X est ergodique pour i (ou que p est ergodique pour Uopérateur) si

FER et TF)=F = u(F)=0oul (5.7)

Introduisons a présent la notion d’invariance.
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Définition 5.1.7 Soient (X, B, u) un espace de probabilité et une application T : X —»
X. On dit que la mesure p est invariante par Uapplication T si

w(T7H(F)) = p(F) pour tout F' € B (5.8)

Soit A = {1,..., N} un alphabet. L’opérateur décalage (ou shift) est "application
T : AV — AY définie de la fagon suivante : si @ = 1179...0,0,41... € A" alors T(x) =
19...13lp11-... Avec la notation précédente le décalage est mesurable par rapport a B.

Dans toute la suite les éléments « de X = AY seront notés x = Tiyiy.. AVEC 11,19, ... €
A. Par [, ,, nous noterons le cylindre {& = x;,,. € X; j1 = t1,..0,0n = in}. La
filtration (R,,)nen sera comme convenu celle engendrée par les familles de cylindres A" =

{liy.i,,1; €A, 7=1,...,n}.

Avec cette notation

he(p) = lim inflhu(%l”) et h*(p) = limsup lhu(./él”) (5.9)

n—=oo N n—oo 1

La connaissance du comportement de h,(A") est donc suffisante pour le calcul des dimen-
sions informatiques. La formule suivante, due a Khinchine, permet d’évaluer I'entropie
d’une mesure a l'aide des entropies “intermédiaires”.

Proposition 5.1.8 (Khinchine) Pour n,k € N

A = ) = 30 Yt (M) (5.10)

JEA™ [ AK

Cette version du théoreme de Khinchine est tres facile a montrer; il suffit de remarquer

que la double somme est égale a h,(A"*) — h,(A"). Cependant elle est d’une grande
utilité dans plusieurs situations.

Le théoreme que nous présentons maintenant est un résultat classique de la théorie
ergodique.

Théoréeme 5.1.9 (Shannon-McMillan) Soit A un alphabet et soit p une mesure définie
sur (X = AN B). Notons T : X — X lopérateur décalage et I, ; (x) Uélément de A"
contenant x . Si p est invariante et ergodique pour T, alors pour p-presque tout v € X

T log ;1 <I¢1...¢n (:L’)>

n—o0o n

= h(p) (5.11)

Le théoreme de Shannon-McMillan peut étre vu comme une version ergodique de la
loi de grands nombres. Nous l'illustrons par un exemple classique.
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Exemple 5.1.10 Soit X = {0,1}". Nous pouvons regarder X comme étant l'intervalle
[0, 1[, muni de la grille dyadique et du codage naturel proposé lors de 1’ exemple 5.1.2. Soit
[ la mesure de Bernoulli définie sur [0,1] de la facon suivante : 3(ly) = a, G([1) =1 — a,
avec 0 < a < 1et B(L . in_0) = aB(Liyiny)s BLiyin1) = (1 —a) B(Liy.i,_,). 1l est
facile de voir que la mesure (3 est invariante par le shift; il suffit de remarquer que 3 est
invariante sur les intervalles dyadiques. Pour montrer qu’elle est ergodique il faudrait
travailler un peu plus. On peut cependant vérifier le théoreme de Shannon-McMillan par
une voie probabiliste, afin de montrer le lien entre le théoreme 5.1.9 et la loi de grands
nombres.

Considérons la suite de variables aléatoires (Y}),en définies sur X par Y, (z;,..) =
B(L,..i)
ﬁ([i1~~~in—l)

toires indépendantes, équidistriquées et la loi de grands nombres implique que

log . Par la construction de 3 la suite (Y},),en est une suite de variables aléa-

1< 1 L .i
lim — E Y, = lim 08 B (Li..in () =aloga+ (1l —a)log(l —a) [-presque surement.
n— 0o

On a hg(A') = —aloga — (1 — a)log(l — a) et

3% log (%) s =Y <aloga +(1—a)log(l — @)5@]).

JeAl Te AF JeAl

En utilisant la formule (5.10) on a A() = —aloga—(1—a)log(l—a), ce qui démontre
I’affirmation. e

Nous essayons maintenant d’illustrer le lien entre la dimension informatique et la
dimension de Hausdorff dans le cadre d’ensembles autosimilaires et plus généralement
d’ensembles admettant un codage, identifiés a {1,..., N}\\.

5.1.3 Lien entre I’entropie et la dimension de Hausdorff

Un outil important utilisé pour la comparaison des dimension de deux mesures définies
sur un ensemble du type {1,..., N} est le théoreme de Billingsley. Afin de 1’énoncer il
faut introduire la notion de la dimension d’un ensemble par rapport a une mesure.

Définition 5.1.11 Soit u une mesure de probabilité sur un espace métrique X. Soit
E C X mesurable. Nous notons F(9) la famille des recouvrements de E par des ouverts
de diamétre < 0. La dimension dim, F de E par rapport a p est définie comme étant :

dim, £ = inf{d; HZ(E) =0} = sup{d; Hﬁ(E) =400}, ou (5.12)

HI(E) = hminf{Z/,L([)d, £ 6.7:(5)} (5.13)

SN0
> Ieg
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Rappelons que la notation dim (sans indice) est réservée a la mesure de Hausdorff (cf.
définition A.1.1). La dimension (de Hausdorff) d’une mesure p a été définie en section 4.

Remarque 5.1.12 Les faits suivants sont utiles pour le calcul de dimensions de mesures.

1) Pour toute mesure de probabilité p et tout ensemble £ mesurable 0 < dim,(£) < 1.
Si u(E) > 0 alors dim,(F) = 1.

2) Dans R? si la mesure p est la mesure de Lebesgue alors d dim,, est la dimension de

Hausdorff habituelle.
Présentons maintenant le théoreme de Billingsley.

Théoreme 5.1.13 (Billingsley, [Bil65]) Soit X = [0,1] muni de la filtration des inter-
valles dyadiques. Pour x € X notons I,(x) Uintervalle dyadique de longueur 27" contenant
x. Soient p et v deuxr mesures de probabilités et M C X. Alors pour § > 0

Mc {x € X liminf 28#Un(2)

>4 ddim, M < dim, M. 14
oo log v (In(7)) = }:> it = (5.14)

On peut donner une version plus générale du théoreme de Billingsley adaptée aux
ensembles de Cantor, en remplacant les intervalles dyadiques par les carrés de la con-
struction de I’ensemble de Cantor. Cependant le théoreme 5.1.13 suffit pour pour notre
objectif actuel, qui est donner un exemple d’application de ’entropie a l’estimation de
dimensions de mesures.

Corollaire 5.1.14 Soit X = [0, 1] muni de la filtration des intervalles dyadiques. Soient
w et v deur mesures de probabilités et M C X. Alors pour § > 0

o logp (In(a) - _
M C {:1; € X; nlggo log v (In(z)) 6 = o6dim, M =dim, M. (5.15)

Nous allons évoquer souvent la proposition suivante sous le nom “théoreme de Billings-
ley adapté pour les ensembles de Cantor”.

Proposition 5.1.15 Soit X = K un ensemble de Cantor de type 4-coins décrit en cha-
pitre 4 muni de la filtration F, des générations de carrés de construction. Pour x € K
notons I,,(x) € F, Uunique carré de la n-iéme génération de la construction contenant x.
Soient p et v deux mesures de probabilités et M C K. Alors pour § > 0

o logp (Ln(a) - _
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On en déduit la remarque importante suivante

Remarque 5.1.16 Sous les hypotheses de la proposition 5.1.15 (ou du corollaire 5.1.14)
si (M) est positive et si v est la mesure uniforme sur X alors dim, M=1 et donc dim M =

d dim X. De plus, si p(M) =1 alors dimp = § dim X.

Nous proposons maintenant un exemple illustrant la relation entre ’entropie et la
dimension Hausdorff.

Exemple 5.1.17 (Exemple 5.1.10, suite) Soit X = [0,1] et # la mesure de Bernoulli
introduite dans ’exemple 5.1.10. Nous avons montré dans ce méme cadre que

— log[?(]n(x))

lim =h(fB) = —aloga — (1 —a)log(l —«)  [-presque surement

n—00 n

Soit A la mesure de Lebesgue sur [0, 1[. Nous avons A ([,(x)) = 27" pour tout z € X.
Soit
—log <[n(:1;)>

B=<zxeX; lim = —aloga — (1 —a)log(l — «)

n—o0o n

Pour tout x € B nous obtenons que

lim 10g6<[”(x)> _ —aloga— (1 —a)log(l —a)
n=oo log A (I(z)) oz 2

D’apres le théoreme de Billingsley la relation précédente implique

—aloga — (1 —a)log(l — «)

1052 dimg S = dim, S pour tout ensemble mesurable S C B.
0g

Nous en déduisons que pour tout S C B tel que 5(5) > 0

—aloga — (1 —a)log(l — «)

= dim, S
log 2 A,

puisque dimg S = 1. D’autre part, dimy, S = dimy S et donc tout sous-ensemble de B de
—aloga — (1 —a)log(l — «)

mesure 3 positive est de dimension
log 2

Or B(B) =1 et donc dim 8 = —aloga — (1 —a)log(l — oz)'

log 2
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Ces considérations peuvent étre étendues aux mesures de Bernoulli définies sur un
ensemble de Cantor autosimilaire, puisque la structure d’un tel ensemble est identique a
celle de [0, 1] muni de la filtration des intervalles dyadiques. La preuve s’adapte facilement
en utilisant le théoreme de Billingsley adapté aux ensembles de Cantor.

Les outils et les notions vus dans cette section sont tres fréquemment utilisés dans
le formalisme multifractal (cf. [Heu97], [Kah87], [KP76], [Pey77]). Malheureusement les
hypotheses nécessaires pour pouvoir les appliquer sont trop fortes pour le cadre de la
mesure harmonique d’ensembles de Cantor considérés ici.

Une remarque sur le théoréme de Billingsley

Soient € > 0 et y, v deux mesures sur [0, 1[ vérifiant

— 1| < e pour tout € [0,1] et tout n € N (5.17)

A premiere vue on pourrait croire que si cette relation est valable pour ¢ petit, alors les
dimensions des deux mesures sont proches. Comme nous ’avons vu dans la remarque
5.1.16 la relation 5.17 implique en effet la proximité des dimensions des mesures quand
I'une d’entre elles est la mesure de Lebesgue ou quand elles sont toutes les deux des
mesures de Bernoulli. Nous montrerons méme qu’il suffit que I'une d’entre elles soit une
mesure de Bernoulli.

En général c’est faux : comme nous le verrons dans la suite a I’aide de contre-exemples,
il se peut que pour deux mesures ;1 et v la relation 5.17 soit valable avec € tres petit mais
|dimy —dimv| > 1/2.

5.1.4 Ensembles de Cantor autosimilaires

Soit D un ensemble ouvert simplement connexe dans R? et soient py, ..., px k similitudes.
Soient Dy, ..., Dy k sous-ensembles ouverts simplement connexes de D a fermetures dis-
jointes et supposons que p;(D) = D; pour ¢ = 1,...,k. Considerons I’ensemble K défini
par

K= () Upi-pin(D) i1y ein =1, k} (5.18)

neN
Définition 5.1.18 Un tel ensemble K est appelé ensemble de Cantor autosimilaire.

Les resultats de ce chapitre (et notamment le théoreme 5.2.1) sont valables pour tous
les ensembles de Cantor autosimilaires comme nous le verrons a la fin de la section suiv-
ante. Nous nous restreignons aux ensembles de Cantor définis lors du chapitre précédent
pour des raisons de commodité. Un tel ensemble de Cantor est autosimilaire s’il est
construit a partir d’une suite de nombres constante.
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5.2 Continuité de la dimension de la mesure harmo-
nique des ensembles de Cantor

Nous montrons que les ensembles de Cantor a rapport constant sont des “points des
continuité” de la dimension de la mesure harmonique des ensembles de Cantor définis au
cours du chapitre 3 vue comme fonction des rapports des ensembles. Le théoreme que
nous allons démontrer est le suivant :

Théoreme 5.2.1 Soient (an)nen €t {ai. 4, 5 i1y tn = 1,2,3,4 ,n € N} deux suites de
nombres vérifiant

ea,=a,VnéeN et
o |a; ., —a|l<d,d>0.

Soient K, K' les ensembles de Cantor construits a partir des suites (an)nen , (@i, JneN
respectivement (cf. section 4.4) et w , W' les mesures harmoniques de R? \ K et R*\ K.
Alors, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que |a;,. ,, —a] < § = |dimw — dimw'| < e.

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin de résultats de la théorie de la mesure
géométrique. Des extensions de ce théoreme a la fin de la section.

Nous notons comme avant F,, n € N, les générations des carrés de la construction de
K. Ces collections suffisent pour le calcul de la dimension de Hausdorff des sous-ensembles
de K, voir corollaire 4.2.4. Pour # € K nous notons I,(x) I'unique élément de F,, qui
contient x.

5.2.1 Lemmes préliminaires

Le théoreme suivant donne une méthode de calcul de la dimension d’une mesure. La
preuve est facile quand la mesure est invariante par le shift et ergodique, et utilise le
théoreme de Billingsley. Dans le cas que nous examinons ce théoreme n’est pas inconnu
(voir par exemple [Fan94]). Cependant pour plus de clarté nous en présentons une preuve.

RAPPEL :  une mesure j1 est dite monodimensionnelle si tout ensemble mesurable de
dimension strictement inférieure a dimp est de mesure p nulle.

Soit K un ensemble de Cantor comme dans la section 4.4.

Théoreme 5.2.2 Pour toute mesure de probabilité ;1 monodimensionelle portée par K
nous avons :
1 I,
limn inf 284 Un(2))

e T () =dimpyu p — presque partout, (5.19)

ou l(I,(x)) est la longueur des cotés du carré I,,(x).
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Commencons par établir la version plus générale suivante de ce théoreme.

Théoreme 5.2.3 Pour toute mesure de probabilité 1 monodimensionelle, portée par un
ensemble borné de R?, nous avons

r—0 logr

=dimpyu p-presque partout. (5.20)

Démonstration Montrons dans un premier temps que

1 B
lim imfM < dimpy , p-presque surement. (5.21)

Soient

Py = {x € R liminf 22 A B@:7))

r—0 log r

> dim/,c—l—e}

log pu (B(x,7))

Pr’o = {xERd;
log r

>dim/,c—|—6,‘v’r<r0}.

Clairement, Fy C U P.,. Supposons que pu(Fy) > 0. Il existe donc ro > 0 tel que
ro>0
w(Pr,) > 0. Pour tout @ € P, et tout r < ro nous avons

w(B(z,r)) < pdimate, (5.22)

Soit S C R? un ensemble de dimension dim S = dimpy avec u(S) = 1, et posons P =
P., N S. Alors, u(P.y) = p(P) et dim P < dimu. Pour tout ¢ > 0, il existe donc un
recouvrement R de P par des boules de rayon inférieur a ry centrées sur P telles que
Z diamBY™#F < . D’apres I'équation (5.22) ceci implique pu(P) < t et donc (¢ étant
BeR

arbitraire) u(P) = 0, ce qui est en contradiction avec notre hypothese.

Montrons maintenant 1’'inégalité opposée, c’est-a-dire

> dim p p-presque partout.
r—0 log T

Nous utilisons le théoreme de Besicovitch (cf. [Mat95]) suivant.

Théoreme 5.2.4 [l existe un entier N = N(d) avec les propriétés suivantes. Soit A un
ensemble de R? borné et soit F une famille de boules fermées telles que tout point de A
soit le centre d’'une boule B € F. Alors, il existe une collection R au plus denombrable
de boules de F tel que R soit un recouvrement de A et tout point de RY appartienne a au

plus N boules de R.
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Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe un nombre ¢ > 0 et un ensemble
A C R? de mesure y positive tel que pour tout z € A

1 B
limimfM <dimp —e.

Pour tout 0 < r < 1 considérons la famille F des boules fermées B(x,s) centrées en
un point & de A, de rayon s inférieur a r vérifiant

log u(B(z,s))

<dimp — e,
log s

ou de facon équivalente que

p(B(z,s) > shimu=e, (5.23)

D’aprés la définition de ’ensemble A, la famille F est un recouvrement de A et chaque
point de A est le centre d’un nombre infini de boules de F. La relation (5.23) donne

Y w(Blx,s) = Y stme (5.24)

B(z,s)ER B(z,s)ER

Par le théoreme de Besicovitch il existe une sous-collection R de boules de F, denom-
brable, telle que tout point de A appartienne a au plus N boules, N étant un nombre
entier fixe. En utilisant la relation (5.24) nous en déduisons

STl ST u(Ble,s) < N p(RY = N

B(z,s)ER B(z,s)ER

Le nombre r a été choisi arbitrairement, donc dim A < dimpu — e. La mesure p étant
monodimensionnelle, nous avons alors p(A) = 0, ce qui est absurde. o

La preuve du théoreme 5.2.2 est une adaptation facile de la démonstration précédente
en ne considérant que des recouvrements avec des carrés de la construction de K (cf.

corollaire 4.2.4).

Remarque 5.2.5 Si p est une mesure de probabilité quelconque (pas nécessairement
monodimensionnelle) la démonstration du théoreme donne

< dimpyu p-presque partout. (5.25)
r—0 log r

1 B
De plus dim p¢ = supess , lim infM.

r—0 log r
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Pour la preuve du théoreme 5.2.1 nous utilisons également une version plus forte du

théoreme 4.2.1 tirée de [Car85] et de [MV86].

Théoreme 5.2.6 (Carleson, Makarov et Volberg) Soit K un ensemble de Cantor con-
struit a partir d’une suite constante égale a o, 0 < a < 1/2. Soit w la mesure harmonique

de R*\ K évaluée a Uinfini et notons F, la collection des carrés de la n-iéme génération.
Alors pour tout 1 € F,,, Je Fret Le F,,, n.k,m eN

w(lJL) w(JL)
w(lJ)  w(J)

—1l<Cq" (5.26)
ou C.,q sont deux constantes positives, q < 1, qui ne dépendent que de a.

A T’aide de ce théoreme Carleson [Car85] montre la proposition suivante.

Proposition 5.2.7 Sous les hypothéses du théoréeme 5.2.6 il existe une mesure p portée
par K invariante par le shift, ergodique et une constante positive Cy telles que

1

o wlB) < p(E) < Cow(E)

pour tout ensemble ' C K mesurable.

Le théoreme suivant nous aidera a calculer la limite du théoreme 5.2.2 pour des mesures
harmoniques d’ensembles de Cantor non-autosimilaires. Il s’agit d’une version connue du

théoreme de grands nombres (cf. [HH80]).

Théoreme 5.2.8 Soit X,, une suite de vartables aléatoires sur un espace de probabilité
(X,B, P) et soit (F,)nen une suite croissante de tribus telles que X, soit mesurable par
rapport a F, pour tout n € N. Supposons qu’il eviste une variable aléatoire X et une
constante ¢ > 0 telle que P(|X,| > x) < cP(|X| > x) pour tout x > 0 et tout n € N. 51

1 En X E X |.; — () P'p € q € € € t si 2

k=1

En fait nous utilisons une version plus faible du théoreme : les variables aléatoires
considerées sont unifirmément majorées par une constante.

5.2.2 Démonstration du théoreme 5.2.1 et remarques

Rappelons que nous notons K l’ensemble de Cantor autosimilaire et w la mesure har-
monique de R?\ K évaluée a I'infini et que nous reservons la notation K pour les ensem-
bles de Cantor non-autosimilaires et w’ pour leurs mesures harmoniques. Nous notons
F,. la n-ieme génération de carrés de construction du Cantor K. Finalement, notons p la
mesure invariante, équivalente a w, donnée par la proposition 5.2.7.
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Lemme 5.2.9 Soit ¢ > 0. [l existe p € N assez grand tel que pour tout I € U{F, , n € N}

- > % ‘10% (ﬁf{}?)‘ — h(p)| <e (5.28)

P jez,

Démonstration Soit ¢ > 0 et p € N. Nous écrivons p = p; + ps, avec p, p1, p2 a choisir
plus tard. Nous avons

S (S0 < 3 s (0
Sy oy ]J1J2 ((g;{;)) FyY oy [J1J2 (wfjﬁ;))

Jle}-pl J2€-7:p2 Jle}-pl J2€-7:p

Notons

-3 v e () o= 3 8 Gt ().

J1€Fpy J2€Fp, J1€Fpy J2€Fp,

D’apres le lemme 4.3.3 il existe une constante ¢z > 0 telle que w(/,(2)) > ez w(l,—1())
pour tout x € K et pour tout n € N. Il s’ensuit que |B| < —log(c4'). Nous montrons que

1
pour py assez grand ——A est proche de h(y) pour tout [I.
p

Nous obtenons par le théoreme de Shannon-McMillan (théoreme 5.1.9) que pour p;
fixé

o1
im —
n—oo N

wln(x))\| _
log (W)‘ = h(p) pour w-presque tout = € K (5.29)

En utilisant le théoreme de convergence dominée nous en déduisons qu’il existe Ny =
No(p1) € N assez grand tel que pour tout py > Ny et pour tout J; € F,,

1 w(J1J2)> w(Jljz)
— lo —h < €. 5.30
) e (5055 )| 7 30
Par le théoreme 5.2.6 nous avons
u)([Jljz) w(Jljz)
: —1 P1 1. 31
(1) o) < C g™ avec g < (5.31)
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Choisisons p; assez grand pour avoir C'¢” < € et py > Ny(p1) de maniere que la
relation (5.30) soit valable. Nous obtenons

1 [J1J2 w(lJyJy
s -y 3 8 e ()

p P yer, ner,,
B 1 w(l.Jy) w(lJ1.J3) w(lJ1.J3)
= M- };Jgf:pl w([) Jgfzp2 w(lJy) 10g< w(lJy) ) =
B . P2 w(l.Jy) _
< h(ﬂ) + (h(ﬂ) +2 ) v Jlg;pl w([)
= —h(p)+ Z(h(p) +2¢) (5.32)

Il suffit a présent de modifier le choix de p; en prennant, si nécessaire, p; encore plus

grand pour avoir Pr_ P2 | _ ¢ La minoration s'obtient de la méme fagon.
A R
Pour B remarquons que
1
‘—B‘ < —}ilogcz.
p

Par le choix de p; nous avons %1 < e et donc

1
—B| < —¢loge,.
P

Les quantités ¢y et h(p) ne dépendant pas de p; et py nous avons montré que

- . u:f([}])) ‘10% (w(lj)>‘ —h(p)] <« (5.33)

(1

pour p assez grand. e

Nous pouvons a présent procéder a la preuve du théoreme. Nous utilisons les notations
de la section 4.4 pour les carrés de la construction des deux ensembles de Cantor K et K’
(construits a partir de deux suites de rapports).

Démonstration du théoréme 5.2.1 : Soit € > 0. Par le théoreme 4.4.2 il existe § > 0
tel que

<€ (5.34)

T

pour tout I € U Fnet I'C T
neN
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Par le lemme 5.2.9 il existe p € N assez grand tel que I'inégalité (5.28) soit satisfaite
pour tout I € U Fo.

neN

Par (5.34) pour § > 0 assez petit nous avons

<, (5.35)

ot € > 0 est assez petit pour avoir (1 4 € )P < 1 + €',
Nous en déduisons

(T ‘ w(lJ)

w(I) T w(l)

cod cod

~ [ et tout J € F, avec J' ~ J.

10

— 1| <e

pour tout I € U F, avec I’
neN

Par une variation facile du lemme 4.3.3, pour § < a/2 il existe une constante ¢z =
es(a) > 0 telle que pour tout I € F/ et pour tout [ € F,,, n € N

n

w(l)>cy et W(I') > .

Alors, en prennant ¢ < inf{log™" ¢5,27'}, nous avons pour tout I € U Fo, I'S
neN
1 (T (w’([’J’))‘ 1o w(lJ) (T
— log <(l+e¢ )Zilog
P jiez, @) w'(1') o wl) w'(1')
g4y
1 w(lJ) w(lJ) w(lJ)
< —(1+€" 1 log (1 — €'
< g3 2 o () |+ 32 S s =)
JeFy, JeFp
1 I I 1 I I
b S (D)) L s (0
b 2w [\ e )| T & em [
—I—%(l + €'?) ‘log (1 — 610>‘
10
< l w(lJ) log (w([J))‘ + 6—| log ¢s| + l(1 + 610) ‘log(l — 610)‘ . (5.36)
P iz @) w([) p p

De la méme fagon nous obtenons

1 (T . W1
P s w1 : g( w(I1) >‘ >

1 w(lJ) w(1J) (10 | . .

];Jefp (D) log ( o) )‘ - ?|1og03| - ];(1 +e7) ‘log(l —€ )‘ . (5.37)
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En combinant les équations (5.33), (5.36) et (5.37) nous obtenons

1 /[/J/ /[/J/ 10 1_|_ 10 1 1_10
A Y e
(5.38)
et donc
1 (T (T
— | —h Je. 5.39
b2 o | ()| - < 3
Nous montrons maintenant que pour w’-presque tout = € K’
| "(I!
lim inf 28 Unl@) L onl g (5.40)
n—00 n

Avec cette relation et a l'aide du théoreme 5.2.2 nous pourrons achever la preuve.
Considérons la suite variables aléatoires (X, ),en définies sur K de la maniere suivante.

Pour # € K' nous posons

Considérons la suite de tribus (R, ),en ot R, est engendrée par F), . Les hypotheses

du théoreme 5.2.8 sont vérifiées pour la suite de variables aléatoires (X, ),en et la suite

de tribus (R!])nen.
Nous en déduisons

1 n
nh_)rgo - ; {Xn — E, (X,|R!_;)| =0 &'-presque surement (5.41)

Or, sur I' € U F,

neN

B, (Xo|R, ) =

Par la relation (5.39) nous obtenons

B (Xa| Ry, 1) = h(p)] < 3¢,
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pour tout n € N. Donc,

1 n
h(p) —3e < liminf — ZX” < h(p) + 3¢ w'-presque surement.

n—oo 1
k=1
Or,
1 zn:X = Llogw’([' (x)) (5.42)
n "o e ' '
k=1
Donc,

1
lim inf —log w'(I} () + h(u)

n—oo N

< 3¢ w'-presque partout. (5.43)

Nous utilisons cette relation ainsi que le théoreme 5.2.2 pour conclure. La mesure w
est monodimensionnelle par la proposition 4.3.11. Remarquons que pour n € N, pour
tout I € F, la longueur du c6té du carré [ est a”. D’autre part, pour tout I’ € F! la
longueur du c6té du carré I’ est comprise entre (a — §)" et (a + §)".

Par le théoreme 5.2.2

dimw = lim infw

w-presque partout sur K
n—co nlog a

et d’apres la remarque 5.2.5

! [n !
dimw’ = supess_, lim inf n(2))

"t Tog 1(77(e)°

Il s’ensuit que

h(p)

dimw = .
| log al

Or, par la relation (5.43) nous avons

h(p) — 3¢ h(p) + 3¢
|log(a — d)]" [log(a + &)

dimw’ €

Il suffit de choisir ¢ encore plus petit pour avoir

dimw’ € Jdimw — 5e, dimw + 5e].

Le théoreme est a présent démontré. e
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Corollaire 5.2.10 Pour tout d €]0,1[ il existe un ensemble de Cantor de dimension d
tel que la dimension de la mesure harmonique de son complémentaire soit d.

La démonstration découle immédiatement de la proposition 4.3.12 et de la construction
de la section 4.3.4.

Remarque 5.2.11 La méthode ne s’applique pas aux ensembles de Cantor définis en
section 4.2. En effet, pour un ensemble de Cantor non-autosimilaire la somme de la
relation (5.33) n’est pas nécessairement proche d’'une constante, ce qui rend le reste de la
preuve inadaptable. Remarquons finalement que la preuve n’utilise pas d’hypotheses sur
la mesure '.

Dans la démonstration du théoreme nous avons utilisé deux propriétés cruciales de la
mesure harmonique w d’un Cantor autosimilaire : ’existence presque sure d’une limite
de n~tlogw(l,(x)) et les inégalités de Carleson qui nous ont permis d’avoir une estima-
tion uniforme des entropies intermediaires. Ces propriétés sont vérifiées par les mesures
harmoniques des ensembles de Cantor autosimilaires. Nous montrons que la méthode
s’applique aux ensembles de Cantor autosimilaires qui ne sont pas forcément de type
4-coins (voir definition 5.1.18).

Théoreme 5.2.12 Soit K un ensemble de Cantor autosimilaire comme donné par la
définition 5.1.18, associé aux similitudes py,...,py. Soit Ks(pl,....,p}) un ensemble de

Cantor du méme type associé€ aux similitudes pi, ..., p, vérifiant ||p; — pillec < & pour
tout i = 1,...,k. Alors, si w et ws sont les mesures harmoniques de K et Ks(pi,...,p,)
respectivement

|dimw — dimws| < n(d),

ou n est une fonction positive telle que (lgim n(é) =0.
—0

Démonstration Nous donnons les modifications nécessaires par rapport a la preuve du
théoreme 5.2.1. Comme avant, si w est la mesure harmonique de ’ensemble de Cantor
autosimilaire K alors il existe une mesure p invariante par le shift et ergodique équivalente
a w. Les estimations que nous fairons sont uniformes en (pi, ..., p}) et ne dépendent que
de ¢ et de (p1, ..., pi)-

Par la formule de Manning [Man84] la dimension de la mesure harmonique égale a
h(p)/x(p) ou x(u) est 'exposant de Lyapounov de la mesure p. Les variations de h(p)
avec ¢ sont controlées en suivant la méme voie qu’avant. L’exposant de Lyapounov est
x(p) = Ji |log ¢'|dp, ot ¢ = pi ' sur Dy, pour i = 1,.... k. Or, il est facile de voir que pour
I’ensemble de Cantor Ks(p], ..., p}) si s est la mesure invariant et ergodique equivalente a
ws alors ps converge vers u vaguement, quand § tend vers 0, uniformément en (p!, ..., pi.).
Il s’ensuit que x(us) tend vers x(p) quand é tend vers 0. o
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5.3 Exemples de non-continuité de la dimension de
mesures

Nous essayons maintenant de répondre a la question posée en fin de section 5.1.

Soit K un ensemble de type 4-coins construit a partir d’une suite {a;,. i, ; 11,0y ip =
1,2,3,4 ,n € N} et K' un ensemble de Cantor de méme type construit a partir d’une suite
{ai, ;i i1t = 1,2,3,4 ,n € N}. Par le théoreme 4.4.2 si w et w' sont les mesures

harmoniques de R?\ K et R?\ K' respectivement nous avons : pour tout € > 0 il existe
§ > 0 tel que si |a;, ;, — d

1] .8n

| < & alors pour tout carré I de la construction de K

<e (5.44)

Nous allons montrer que cette relation n’est pas suffisante pour conclure que

lim | dimw — dimw'| = 0.
50

Nous donnons un exemple d’une mesure p portée par I’ensemble de Cantor K pour laquelle
il existe une suite de mesures (f,)nen portées par K, vérifiant

1
dim p — dim g, > 1 et

o) )

o~ . -~

p(l) (1)

Pour donner un exemple qui soit le plus pres possible de la situation actuelle, nous im-

=

<n (5.45)

poserons également les conditions suivantes pour la mesure p ainsi que pour les mesures
fn, 1 € N

«) et p, sont monodimensionnelles.

3) et u, sont doublantes.

Nous allons proposer deux exemples. Dans le premier nous montrons que pour tout ¢ il
existe deux mesures p et v portées par le segment [0, 1], avec p est absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue telles que

1
1. dimpu=1 et ngimyg

DN | —

2. Pour tout intervalle dyadique I, < € (5.46)

(nous avons noté 7 le plus petit intervalle dyadique qui contient strictement 7).
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Cet exemple, ayant comme origine une idée de A. Ancona, donne l’existence d’une
mesure avec une construction qualitative.

Dans le deuxieme nous construisons la mesure p et les mesures u, vérifiant les con-
ditions demandées. La mesure p ainsi que les mesures p,, seront portées par l’ensemble
de Cantor construit a partir de la suite constante égale a i. La construction est contro-
lable dans le sens que les mesure ainsi les ensembles qui portent les mesures sont décrits
explicitement. La technique suivie est inspirée par celle du premier exemple.

Remarquons que dans ces exemples les mesures sont portées par le méme ensemble.
Ceci n’est pas génant. Il est, en effet tres facile de modifier les exemples de sorte que les
mesure p et 1, soient portées par des ensembles de Cantor différents consrtruits a partir
de suites arbitrairement proches.

5.3.1 Premier exemple

Considérons 'intervalle [0,1] muni de la mesure de Lebesgue A. Soit 0 < ¢ < 3. Nous
posons

[(/J :]07Q] ” [{ :]Q7 1] et f{ = {[07[1}
Supposons que F! | = {[z(l...in_l s 11y tne1 € {0,111}, n € N soit défini. Si Il =

la,b] € F! | nous posons

I :]ava—l_q(b_a)] ) Il 11 :]a—I'Q(b_a)vb] et f;/z = {[zllzn ’ ilv"'vin € {071}}

il...in_lo 2] .euln

Avec ce systeme d’intervalles nous pouvons définir un nouveau codage des éléments
de [0,1]. Pour x € [0, 1] nous écrivons

_ 7
T =T in...

avec iy,1y,... € {0,1} si 2 € I{ _,; pour tout n € N.

Nous notons = = z;, le codage classique de x avec les intervalles dyadiques (voir

exemple 5.1.10).

Soit F:[0,1] — [0, 1] la fonction définie de la fagon suivante :

€10,1], F(x) = ! (5.47)

Pour x = 2,

Il est facile de vérifier que la fonction F' est bien définie, strictement croissante et bi-

holdérienne, avec F'(0) =0 et F(1) = 1.

Soit 3 une mesure de Bernoulli définie a partir des intervalles dyadiques (cf. exemple

: 1 1] de masse 1 —a, 0 <

5.1.10) qui charge l'intervalle [0, 3] de masse o et I'intervalle [,

1
oz§2.
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Notation 5.3.1 Pour une mesure de probabilité u sur [0,1] et une fonction f :[0,1] —

[0, 1] mesurable nous notons f[u] la mesure image définie par f[u](E) = u(f~'(F)) pour
tout ensemble mesurable £ C [0,1]. Nous notons par card(F£) le cardinal d’un ensemble

K.
Posons ' = F[3]. Par 'exemple 5.1.10 I’ensemble
1
E,={x=w; ,,.  €[0,1]; lim —card{s;, j <neti; =0} =a}
n—oo N

porte la mesure (3. De plus,

—aloga — (1 —a)log(1 —
dim § = dim £, = —010sa = (1L —ajlog(l —a)
log 2

Il est donc clair que F(FE,) porte la mesure 3. Il s’ensuit que dim 3’ < dim F(FE,).
Montrons que, en notant p = dim £, dim F(E,) < g, pour ¢ assez petit.

Soit € > 0 et soit R} la collection des intervalles If

€ Uys,, Fi qui vérifient

1 . .

—card{i;; j<neti; =0} —a| <e¢ (5.48)
n

La collection R? forme un recouvrement de F(E,). Par la définition des familles d’inter-

valles F/ , nous pouvons extraire un recouvrement R,, C RY de F(E,) dont les intervalles
sont deux a deux disjoints.

Remarquons que pour I’ = [I!

!, € Ry, en notant comme convenu [(I') la longueur

de I,
l([/) S q(a—e)k(l _ q)(l—oz—l—e)k‘
1
Donc, si ¢ = q(«) est assez petit, [(I') < (—)". 1l s’ensuit que
4%
+oo 1
S <k o
IER, k=n

et par conséquent, comme € et n étaient arbitraires, dim F/(F,) < g Nous passons a

présent a la construction de deux mesures p et v vérifiant (5.46), avec € arbitrairement

petit, dont les dimensions différent de %

Proposition 5.3.2 Soit ¢ > 0. [l existe deur mesures p et v monodimensionnelles,
portées par [0,1] telles que

%)) -1l <e (5.49)
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avec p absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque (done dimpy = 1) et

dimy < %

Démonstration Nous continuons a faire appel a la notation déja utilisée dans cette
partie. Posons pg = A la mesure de Lebesgue et vy = 3 la mesure de Bernoulli définie au

cours du dernier paragraphe, avec 5 <a< 3 + % Soit K, ’ensemble défini comme

1
E,={x=wa; ,,. €[0,1]; lim —card{s;, 7 <neti;=0}=a}l.

n—oo N

Premieére construction

La condition (5.49) est satisfaite pour y = o et v = 1. Remarquons que po et vy sont

monodimensionnelles, dimpo = 1 et dimvy = ——=(—aloga — (1 — a)log(l — «)). 1l

log 2
s’ensuit que les mesures ugo et 1y sont singulieres, o L 1. Il existe donc un ensemble

compact Ko tel que vo(Kp) =0 et po(Kp) > 1 —e.

Le complémentaire de Ky dans ]0, 1] étant un ensemble ouvert, nous pouvons écrire
10, 1[\ Ky comme une reunion dénombrable d’intervalles disjoints

10, 1[\ Ko = U]af’bf[ avec J C Net 0 <a; <b; <1 pour tout j € J.
jed

Nous definissons une fonction Fy : [0,1] — [0,1], a I'aide de la fonction F' définie par

(5.47).

x , pour x € Ko U{0,1}

Fo(e) =3 F(z) - F(a)) i (5.50)
m(by‘ —a;) +a; , pour x €]a;,b;[C]0, 1]\ Kq

Remarquons que Fy = 7; 0 F sur ]a;, b;[, ot 7; est une fonction affine, j € J. La fonction
Fy est donc continue, strictement croissante et localement holderienne, vérifiant Fo(0) =0

et Fo(l) = 1. De phlS7 Fo([(()) == [(0 et Fo(]o, 1[\[(0) :]0, 1[\[(0.

A Taide des propriétés de la dimension de Hausdorff (propriétés A.1.6) nous en dé-
duisons dim Fo( FyN]a;, b)) < % Donc, dim Fo(FE, \ Ko) < %

Posons p; = Folpo] et 4 = Foio], ou de facon équivalente

o sur Ky vg sur Ky
= { et 1 = { (5.51)
Folpo] sur 10, 1]\ Ko Folvo) sur )0, 1[\ Ko
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Nous déduisons des propriétés de la fonction Fy que les mesures p; et 14 sont bien
définies. Puisque (ko) = 0 nous avons dimwy < dim Fo(F, \ Kp) < % D’autre part, il
est clair que dimp; = 1.

Les mesures 11 et 14 satisfont a la condition (5.49) mais g1 n’est pas monodimension-
nelle.

Deuxieme construction

Par définition, les mesures iy et vy sont singulieres entre elles. Il existe donc un ensemble

compact K vérifiant
1. [(1 N [(0 == @ 2. ,ul([(l) =0 et 3. 1/1([(1) >1— 62

Nous écrivons I’ensemble ouvert |0, 1]\ (A7 UKy) comme réunion d’intervalles disjoints
10, 1[\ (K7 U Ky) = U]af’bj[ avec J C Net 0 <a; <b; <1 pour tout y € J.
jed
Nous définissons la fonction Fj : [0,1] — [0, 1] de la fagon suivante

{FO , pour @ € Ko U K7 U{0,1}

Fi(x) = (5.52)
fio Fgt(x) , pour @ €]a;, b;[C]0, 1[\ Ky
ou f; est une fonction affine telle que f; o F;'(Ja;, b;[) =la;, b;[, pour j € J.
Nous posons s = Fi[u1] et v = Fi[1q]. Notamment,
py sur Ko U K,y vy sur Ko U K,
o = { et 1y = { (5.53)
Fl[/,cl] sur ]0, 1[\([(0 U [(1) Fl[l/l] sur ]0, 1[\([(0 U ](1)

De nouveau, les mesure py et vy sont singulieres entre elles et satisfont a la condition
(5.46), mais v, n’est pas monodimensionnelle. Remarquons que la mesure v, restreinte a
K| est monodimensionelle.

Nous itérons le processus en alternant la premiere et la deuxieme construction. A titre
d’exemple nous donnons la construction d’une étape impaire (par exemple construire i3
et 13). Pour faire ceci nous utilisons la premiere construction.

Supposons que nous ayons défini u,, v, Fo, ..., F,,_1 ainsi que les ensembles compacts
Ko, Ky, ..., K;—1, n € N pair. Supposons (puisque n est supposé pair) que v, ne soit pas
monodimensionnelle et que les mesures p,, et v, soient singulieres entre elles. Finalement
nous supposons que p, est monodimensionnelle et que v, est monodimensionnelle sur

U Koy,

k<2

v U Kopir | = 1/( U [(k) >1—€"
k<n—1

-1 —
E<RS <n
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Puisque p,, et v, sont singulieres il existe un compact K,, vérifiant

1. U K,NK,=0

0<k<n—1

2. vp(K,) =0 et

30 wa(Ky) > (1 — "t p, (]07 1[\Uogk§n—1 Kk)

Le complémentaire de U K}, dans 0, 1] étant ouvert, nous pouvons ’écrire comme
0<k<n
réunion d’intervalles ouverts disjoints

10, 1]\ U Ky = U]aj,bj[avecJC Net0<a; <b; <1 pourje.

0<k<n JE€J

Nous définissons la fonction F, sur |0,1] de la facon suivante

x , pour x € U K, U{0,1}

Fo(z) = osksn (5.54)
fioFoF; o..o 7Y | pour x €]a;,b;[C]0, 1]\ U Ky

1<k<n

ou f; est une fonction affine croissante sur F o F; o ...0 F! (Ja;, b;[) telle que

fioFoF;to..o 7t (Ja;b;]) =la;,b;l.

n—1

La fonction F), est strictement croissante et F,(Ja;, b;]) =]a;, b;[, pour j € J. Posons

Hnt1 = Fn[ﬂn] et Vpy1 = Fn[”ﬂ]

Par la construction de la fonction F,, la mesure v,4; restreinte sur J0, 1\ U K,
0<k<n
est portée par un ensemble de dimension égale a dim F(FE,). D’autre part, f,41 est

monodimensionnelle sur U K et
k<n

L (U [(k) > 1 — "

k<n

ce qui permettra I’étape suivante de la recurrence, avec la deuxieme construction.
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Les suites de mesures (fi,, )nen €t (¥ )nen convergent vaguement vers deux mesures g
et v respectivement. La mesure u (respectivement la mesure v/) coincide avec i, (respec-

tivement 1) sur U Ky, pour n € N. Nous en déduisons que p et v sont monodimen-
k<n—1

sionnelles, dimpu =1 et dimv = dim F(E,) < % De plus, p et v satisfont a la condition

(5.49). 1l est possible de modifier la construction afin de récuperer deux mesures y et v

doublantes, ainsi que pour trouver une suite de mesures p, qui satisfassent a la condi-

tion (5.45). Cependant, puisqu’un tel exemple de mesures est fourni dans la suite, nous

omettons cette modification. e

5.3.2 Deuxieme exemple

La construction est divisée en deux étapes. Dans un premier temps, nous nous donnons
e > 0 et nous construisons deux mesures p et v définis sur un ensemble de Cantor,
vérifiant la condition (5.46) adaptée a I'ensemble de Cantor (cf relation (5.55)). Ensuite
nous procédons a une modification de cette construction pour obtenir une mesure p et une
suite de mesures (p,, )nen vérifiant (5.45). Toutes les mesures sont monodimensionneles.
Remarquons que sous la condition (5.45), la mesure p est la limite vague de la suite

(Mn)neN-

Construction des mesures y et v

Soit K I’ensemble de Cantor construit a partir de la suite constante égale a i. Nous
reprenons la notation antérieure des carrés de construction de K et nous notons encore

F, la collection des carrés de la n-ieme géneration, n € N. Pour I € F, nous notons

I T'unique carré de la (n — 1)-ieme géneration F,,_; contenant /. Nous construisons par
recurrence deux mesures p et v telles que

() . v(I)

SR

(1) v

<

< ¢, pour tout carré [ de la construction de K (5.55)

<

=

Remarquons d’abord que la dimension de Hausdorff de I’ensemble K est égale a 1 (voir
A.1.4). La mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle de K H;(K) est égale a 1. Nous divisons
la construction en trois étapes : dans les deux premieres nous définissons quatre mesures
dont I’alternance donnera les mesures p et v. Ensuite, nous procédons a une recurrence.

A) Soient € > 0 et Ay la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle sur K. La mesure H;
est la mesure uniforme sur K et charge chaque carré I de la n-ieme géneration F,, n € N,

avec la masse (1)"”. Montrons que dim A = 1. On a

log Ao(/n(2))

= —1 pour tout x € K et tout n € N, (5.56)
nlog 4
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ou I,(x) est le carré de F,, qui contient . Or, si pour un ensemble F' C K mesurable
Ao(F') > 0 alors dimy, F' = 1. Par le théoreme de Billingsley et la relation 5.56 dim,, F' =
dimy F' et donc dimy F' = 1. Or, dim Ay < dimK = 1. Par conséquent, dim Ay = 1.

Considérons également la mesure de Bernoulli py définie de la fagon suivante (en
reprenant la notation du chapitre 4).

pol1) = pol ) = 7 — €. pol ) = pol ) = § +c. (5.57)

et posons g = Ag et vy = po.

Les mesures A\g et po vérifient la condition (5.55), sont monodimensionnelles, dou-
blantes et comme ci-dessus on a
h{(po) B (i—c)log(i—6)—|-(i—|-6)10g(i—|-6)

=2 <1
log 4 log 4

dim pg =

Il s’ensuit que Ag et pp sont singulieres entre elles. De plus,

L log pol1,(x))

n—00 n

= —h(po) po-presque partout sur K

comme 'indique 'exemple 5.1.10.

I1 existe ainsi n; € N et une partition {Fp, Fi} de F,,, vérifiant :

1. FoUFlzfnl

1 I
2. Og'070()—|—h(,00) < ¢ pour tout [ € I}
n
log Ao (1
3. Og70()—|—10g4 < € pour tout [ € Fy

4. Zpo([)>1—e

IEFl

5.0 do(I)>1—e

IEFO

B) Nous définissons a présent les mesures de Bernoulli Ay et p; sur 'ensemble de
Cantor K de la facon suivante

p1(11) :f1i[2) =pills) =46 et pi(ly)=1-39 (5.58)

M) = ML) = M) =61 —¢) et M(I)=1-351—-¢
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avec 0 > 0 a fixer plus tard.

Nous procédons a la deuxieme étape de la construction a l'aide des mesure A; et p;.

Posons pour [;, ;, C 1 € Fi
p( Ly in) = po(Liyin )M (L, i)
(5.59)
vi(lyin) = volliyin )pi(Liy, i)

et pour [;, ;. C 1€ Fy
pr( iy i) = polliy ) 5 villiyan) = vo(liy.i,) (5.60)
Sil =1 avec n < ny nous posons (1) = po(l) et v1(1) = ().

Les restrictions des mesures p; et vy dans chaque carré de F,,, = Fy U F sont deux
mesures de Bernoulli de dimensions différentes et par conséquent singulieres entre elles.
I1 existe alors ny € N et une partition { Foo, Fo1, Fio, F11} de F,,, vérifiant

1.-0n

1. I € FjoU Fj1 si et seulement si il existe J € F; tel que [ C J, 5 € {0,1}.

| 1
2. Ogﬂil() +log4| < ¢? pour tout I € Fy.
no
| 1
3. &1() + hip1)| < ¢? pour tout I € F;.
2
4. Z p(J) > (1 — (1) et Z vi(J) > (1 — (D) pour I € Fy
JeFyo JeFy
Jcl JcI
5. Z p(J) > (1= (l) et Z vi(J) > (1 — (1) pour I € F,
JeFyo JEF,
Jcl JcrI

Nous posons pour I € Foo U Fio, J € UpenFa
p2(1J) = pa(H)Ao(J) . 1a(LJ) = 11(1)po(J)
et pour I € Foy U Fiy, J € UpenF
po(10) = (DM (T) o (1) = n(Dpr().
Pour I € F,, avec n < ny nous laissons pz(1) = (1) et va(I) = v (I).

C) Nous procédons par recurrence. Supposons que les mesures i, et v ainsi que la
partition {F}, ., , i1,...,05 € {0,1}} de F,,, soient construites. En accord avec les étapes
précédentes nous supposons que les restrictions des mesures p, et vy sur les carrés de F,,
sont des mesures de Bernoulli; notamment, elles sont soit Ay et py soit A et p;.

Définissons les mesures pipy1 et vy et la partition {Fiy 4., t1,...oik41 € {0,1}}.
D’apres les hypotheses les mesures p; et v sont singulieres entre elles. 1l existe donc
ngg1 > 0y et une partition {F ., 5 1, ... tk41 € {0,1}} de F,, | vérifiant
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1. I € Fj, 40U, 1 st et seulement si il existe J € F; tel que I C J, ou

1.0k

il, ceny 1, € {0, 1}
1 1
2. M + log4| < ekt pour tout [ € I}, ;00
N1
1 1
3. Ogyik() + hip1)| < ekt pour tout [ € I}, ;11
no
Y () > (L= Eu(]) et > ) > (1= (D),
JEF . ip_j00 JEF ip_j01
Jci Jcli
pour tout carré I € F}, ;. 0.
5.0 > m() > (L= () et YT w() > (1= ETu(1),
JEF ip_j10 JEF 11
Jci Jcl

pour tout carré I € F}, ;1.

Soit [ € F, .0, avec iy,...,0; € {0,1}. Pour J € U,enF, nous posons
pa (1) = pu(Iald) et wa (1) = (D)ool ).
Soit [ € Fy, i1, 11, ix € {0,1}. Pour J € U,enF, nous posons

s (17) = g DM(T) et v (1) = v Dpr(J).

La suite de mesures (f, )nen définie ainsi (respectivement (v, )neny ) converge vers une
mesure de probabilité u (respectivement ). Nous montrons que u et v sont deux mesures
doublantes, monodimensionnelles, satisfaisant a la condition (5.55) et telles que dimy = 1

et dimv < %, si § est assez petit.

«) Les mesures p et v sont doublantes.
Soit @ € K. Notons pour n € N, comme convenu, [,(z) I'unique carré de F, contenant

pln(2))
Lo (2))
plln(e) — Milla(2))
plloa(z)) AL (2))

Il existe donc, par la définition des mesures Ay et Ay, une

w1 (x))

constante ¢ > 0 telle que ———— > ¢. L’argument s’applique également a la mesure

L (2))

x. Nous voulons montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que > ¢ (respectivement

> ¢). Pour ceci il suffit de remarquer que soit soit

Ao(n(2))

V.

() La dimension de la mesure u est égale a 1, tandis que la dimension de la mesure v

est inférieure a %

Nous utilisons la version du théoreme de Billingsley, adaptée aux ensembles de Cantor.
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Définissons les ensembles

0o plln(z))  Aollu(z)) 1
E ={z € K; il existe ng = ng(zx) tel que = =—,Vn>n
{ =l L L) T M (o) .
e v(la(x)) _ pr(la(z)
F ={z € K; il existe ng = no(z) tel que = , Vn>n

{ VA S U AT N

Nous montrons dans un premier temps que
w(Ey=1 e v(F)=1 (5.61)

Nous procédons par un calcul direct. Soit I € F;, ;, ou k € Net iy,...,0 € {0,1}.

[ ([ﬂ U{Fi1~~~ikjk+1~~~jn ilexiste k < j<n, 1= 1}) <

n>k

< Y w(INUT T € o)) < (3 (D). (5.62)

in+1:1 nZk

Il s’ensuit que pour p-presque tout x € K il existe ng € N tel que si x appartient a F;
alors ip, 41 = ... = i, = 0; par conséquent p(E) = 1. Pour la méme raison v(F) = 1.

1.00m

Or, pour z € K
fiy log ()

n—00 n

= —log4 (5.63)
D’autre part, par la construction des mesures v,, n € N,

L logu(l(x))

n—00 n

= —h(p1) pour v-presque tout @ € F (5.64)

Par la remarque 5.1.16 et les relations (5.61), (5.63), (5.64) nous obtenons dimy = 1
h(r)
log 4

et dimy = . Or, si § est choisi assez petit nous avons

h(rr) = =36(1 — €)log(d(1 —€)) — (1 = 35(1 —¢))log(1 —34(1 —¢)) <

oo | —

v) Les mesure p et v sont monodimensionnelles.
Nous appliquons encore le théoreme de Billingsley. Soit M C F' compact tel que v(M) >
0. Il existe alors M" C M tel que v(M') = v(M) et pour tout x € M’

o JoB (0 (2)

n—00 n

= —h(p1).
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h(1)

log 4

A Taide de la remarque 5.1.16 nous en déduisons dim M’ = . Pour montrer que la
mesure p est monodimensionnelle la démarche est identique.

) Les mesure u et v vérifient la condition (5.55).
Ceci est immédiat de la définition des mesures Ao, po et Ay, p1.

Construction d’une mesure p et d’une suite de mesures (f,)nen

Nous construisons une mesure y et une suite de mesures (fi,)nen portées par I'ensemble
de Cantor K, vérifiant les conditions suivantes (nous rappelons la condition (5.45)).

1
1. dimp =1 et supdim g, < =
neN 2
I (1
2. Pour tout I € U,enF, et tout n € N| (—/\) fin(]) —1] <n™t.

Nous nous appuyons sur I’exemple précédent. Nous construisons d’abord deux mesures
i et v dont les dimensions different d’au moins % et qui vérifient

(1) v(I)
Iim sup |—<%: —= —1{ =0 5.65
wses tedy | (D) A7) 09)

Soient Ao, A1, po, p1 les mesures construites dans la paragraphe précédente, voir relations

5.58) et (5.57). Nous construisons les mesures 0 1, o, /1 comime avant (étapes A et B
Ho, M1, ” P
1

avec ¢ = 5. Nous modifions seulement la troisieme étape de la construction.

Notons pg, A7 les mesures de Bernoulli

n . | i L
po(h) = py(La) = 7 = 107" et pj(I5) = pj(La) = 7 + 10

ML) = NH(Ly) = Ni(I3) = 6(1 — 107") et A'(Iy) = 1 — 36(1 — 107")

Supposons que les mesures uy et vy ainsi que la partition {F; ., , t1,...,1x € {0,1}}
de F,, soient construites. En accord avec les étapes A et B nous suppososons que les
restriction des mesures py et vy sur les carrés de F,,, sont des mesures de Bernoulli
différentes entre elles. Nous construisons les mesures pp11 et vpyq ainsi que la partition

{Fil...ik+1 b il? 7lk+1 E {07 1}}

Par les hypotheses les mesures p; et vy sont singulieres entre elles. 1l existe donc
ngg1 > g et une partition de F, {Fi i, 5 i1,y tpg1 € 10,1} de F,,, vérifiant

1. I € Fil...iko U F;
il,...,ik - {0,1}

L.ip1 sioet seulement si il existe J € F; ; tel que I C J,ou
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| 1
2. Ogﬂik() + log4| < ekt pour tout [ € I}, ;00
N1
| 1 1
Ognyik() + §log4 < pour tout [ € I}, ;11
Et1
Y () > (L= (D) et > wld) > (1= ()
JEFG| iy 00 JEFi i 01
Jci Jci

pour tout carré I € F}, ;. 0.

5.0 Y m() > (L=l et Y () > (1= ()
JEFG| iy 10 JEFi 11
JcliI JcI

pour tout carré I € F}, ;1.

Soit I € Fi, .0, 00 iy,....05 € {0,1}. Pour J € U,enF, nous posons
pn (L) = (Do) et v (L) = (1)),

Soit [ € Fi, i1, 0u iy,....i5 € {0,1}. Pour J € U,enF, nous posons

i (1) = p(DN(T) et viga (1) = me(D)pu(J).

Les mesures pigp11 et vp1q satisfont aux hypotheses de la recurrence. De plus, les limites

p=limpu, e v=limuy,
n—00 n—>00
existent et sont des mesures de probabilité. Les mémes arguments que précédemment
montrent que les mesures p et v sont doublantes, monodimensionnelles avec dimpy =1 et
dimv < % De plus, par le choix des mesures A} et pg la condition (5.65) est satisfaite.

Construisons a présent une nouvelle suite de mesures (f,)ney vérifiant la condition

(5.45). Soit n € N. Il existe k = k(n) € N tel que

max{

Ao( 1)
p6(1;)

Ni(1)
p1(1;)

Y

— 1‘} <n™t, pour tout j =1,2,3.4 (5.66)

Posons
p(l) sileF,, m<ny

inll) =9 (1) , (5.67)
{I/(Pnk([))/,L(Pnk([)) sil €F,, m>ny

ou nous avons noté P, (1) le carré de F,,, contenant .
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Soit n € N et soit k& = k(n) U'entier donné par (5.66). Si E est un sous-ensemble de
I € F,, alors ji,(E) =0 si et seulement si v(E) = 0. Il s’ensuit que dim i, = dimv < 1.

Pour la méme raison fi,, est monodimensionnelle et doublante.

Or, il est facile de vérifier que par le choix de k, relation (5.66), les mesures p,, vérifient
la condition (5.45).

Remarque 5.3.3 1l nous est toujours inconnu s’il existe un exemple de mesures p et
(ftn)nen qui soient monodimensionnelles, doublantes satisfaisant la condition (5.45) ainsi
que la condition (11) de I’article incorporé en chapitre 4. Les constructions proposées ici
ne semblent pas adaptables, bien que les mesures p,, et v, proposées lors de la deuxieme
construction vérifient cette condition. Ainsi la question de continuité de la dimension des
mesures harmoniques reste ouverte.



Annexe A

Mesure et dimension de Hausdorff,
fractals

Nous rappelons les notions principales de la théorie de la mesure géométrique et nous
en donnons quelques applications. En premier temps nous définissons la mesure et la
dimension de Hausdorff et nous en donnons quelques propriétés capitales. Dans la suite
nous présentons des resultats sur la densité de la mesure Hausdorff et nous introduisons les
ensembles réguliers et irréguliers au sens de Besicovitch. Pour une introduction complete a
la théorie de la mesure géométrique, nous proposons a titre indicatif les livres de Falconer

[Fal90], de Federer [Fed69] et de Mattila [Mat95].

A.1 Mesure et dimension de Hausdorff
Soit ¢ une fonction croissante , ¢ : [0, +00[— [0, +o0o[, continue en 0, avec ¢(0) = 0.

Définition A.1.1 Soit £ un ensemble de R? et soit § > 0. Nous posons

H(E) = inf ; d(diaml))

Uinfimum étant considéré sur tous les recouvrements de FE avec des ouverts de diametre
inférieure a 8. La mesure de Hausdorff Hy associée a ¢ de I est définie

Ho(E) = im HE(E) (A1)

d—0

La mesure H,; est une mesure extérieure pour laquelle les ensembles boréliens sont
mesurables. Si ¢(x) = «, avec o > 0, nous notons Hys = H, et nous I"appelons mesure
de Hausdorff a-dimensionnelle. Avant d’exposer les propriétes principales des mesures de
Hausdorff nous donnons la définition de la dimension de Hausdorff.

113
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Théoréme A.1.2 Soit £ C R? un ensemble borélien. Il existe g > 0 tel que

i) Pour tout a > ag, Ho(E) =0

ii) Pour toul a < ag, Ho(F) = 400
La dimension de Hausdorfl est définie a ['aide de ce théoreme.

Définition A.1.3 Pour un ensemble borélien E C R la dimension de Hausdorff dim F
de F est définie d’étre l'unique o, donné parle théoréme A.1.2, vérifiant H,(E) = 0 pour
tout a > ag et Ho(E) = +00 pour tout o < ag. Nous notons également dim £ = dimy F.

Dans R la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle coincide avec la mesure de Lebesgue.
Remarquer également que dans la définition de la mesure de Hausdorff nous pouvons
considérer des recouvrements de F avec des ensembles fermés, des boules ou des carrés.
Les mesures resultantes seront équivalentes et la dimension de Hausdorff de F sera la
méme pour tout choix de type de recouvrement.

Exemple A.1.4 Pour un ensemble de Cantor comme ceux défini en chapitre 4 construit
a partir d’une suite constante égale a o €]0, %[, nous avons

log o

dimK = —
log 4

De plus, la mesure de Hausdorff dim K-dimensionnelle vérifie
Haimr(K) =1

La démonstration de ces affirmations se trouvent dans [Fal90] ainsi que dans [Mat95] et
utilise le fait que des recouvrements avec les carrés de la construction sont suffisantes pour
le calcul de la dimension et de la mesure de Hausdorff de ’ensemble K. o

Un fait capital pour la mesure de Hausdorff est le suivant (voir également [Rog70]).

Théoréme A.1.5 Soit £ C R? un ensemble borélien. Alors pour tout a > 0

Ho(F) =sup{H.(F), F CE compact, vérifiant H,(F) < +oo}
La mesure de Hausdorff est donc réguliere sur les boréliens.
Propriétés A.1.6 Soit E un ensemble borélien de R

- Si f est une fonction affine injective sur R? alors dim f(F) = dim E.

- Si (En)nen est une suite croissante d’ensembles boréliens de R avec E = U, enF,,
alors dim F = limdim F,,. De plus pour toute suite d’ensebles boréliens (E,)nen
nous avons dimU,enFE, = sup, ydim E,,.
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A.2 Théoréemes de densité, ensembles réguliers au
sens de Besicovitch

Cette section est consacrée a la présentation des ensembles réguliers et irréguliers au
sens de Besicovitch. Il s’agit d’ensembles caractérisés selon l'existence d’une densité de
la mesure de Hausdorff de I’ensemble en les points de I'ensemble. Un autre terme sou-
vent utilisé pour les ensembles réguliers est “ensemble rectifiable” et pour les ensembles
irréguliers “ensemble totalement non-rectifiable” (comparer [Fal90] et [Mat95]).

Soient £ C R? un ensemble borélien et + € E. Nous notons ©**(F,z) la s-densité
supérieure de F en x (pour s > 0)

H,(E N B(x,r))

O (F,x) =1i A2
(B, ) 1r71,r1_>s(}1p ) (A.2)

et O(F,x) la s-densité inférieure de F en x
0% (B, ) = lim inf 2eE 0 Blz:1)) (A.3)

r—0 (27“)5

Remarquer que pour tout E, x et s > 0, O}(FE,z) < ©(F,z). Pour la s-densité
supérieure d’un ensemble s-dimensionnelle nous avons I'encadrement suivant

Théoréeme A.2.1 Soit £ C R? un ensemble borélien avec H,(E) < +oo, s > 0. Alors,

1
2 <O (E,x) <1, en Hs-presque tout point v € F (A4)

A Taide de ce théoreme nous definissons les ensembles réguliers et irréguliers au sens
de Besicovitch.

Définition A.2.2 Un ensemble borélien £ C R? avec 0 < Hy_1(F) < +oo est appelé
régulier au sens de Besicovitch si

@gd_l)(E,:L') — @*(d—l)(E7;1;) =1, en Hs-presque tout point x € F.

Un ensemble borélien vérifiant Hq_1(F) < +00 est appelé irrégulier au sens de Besicovitch
st
@ﬁd_l)(E,:Jc) <1, en Hg-presque tout point v € F.

Il existe une définition équivalente des ensembles réguliers et irréguliers au sens de
Besicovitch en termes de leurs intersections avec des graphes lipschitziens.

Théoreme A.2.3 Soit £ C R? un ensemble borélien avec 0 < Hi—1(F) < +oo.
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i) E est régulier au sens de Besicovitch si et seulement s’il existe une collection dénom-
brable F = (I, )nen de graphes lipschiziens telle que

Ha1 (E\ U I',)=0.

neN

ii) F est irrégulier au sens de Besicovitch si et seulement si pour tout I' graphe lips-
chitzien

Hd_l(E N F) = 0.

Remarquer qu’il existe des ensembles boreliens £ avec 0 < Hy_1(F) < 400 qui ne
sont ni réguliers ni irréguliers au sens de Besicovitch. Il suffit pour cela de considérer la
réunion d’un ensemble regulier et d’un ensemble irrégulier au sens de Besicovitch. Par
contre tout ensemble borelien F avec 0 < Hy_1(F) < 400 peut étre écrit comme réunion
d’un ensemble regulier et d’un ensemble irrégulier au sens de Besicovitch.

Théoreme A.2.4 Soit E C R un ensemble borélien avec 0 < Hi—1(E) < +oo. Il existe
alors une partition {E,, F;} de E, avec E, régulier au sens de Besicovitch et E; irrégulier
au sens de Besicovitch.
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