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Abstract

This thesis consists in two disjoint parts. In the �rst part we are interested in carac-

terising the Poissonian domains.

We say that a point x of the boundary of a domain 
 satisfy a CDF condition with

respect to 
 if there is a full revolution cone C issued from x such that the series of

capacities
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converge (we denote C

0

the cone 2x�C). We show that in dimension d � 2 if the subset

of the boundary of a domain, consisting of the points satisfying a CDF condition with

respect to 
, is non-negligible for the (d � 1)-dimensional Hausdor� measure, then 
 is

not Poissonian. We also provide a partial reciprocal and propose some applications.

In second part we study the harmonique measure of a certain class of Cantor-type

sets. We prove that for every Cantor set of this class (not necessarily self-similar ones)

the harmonique measure is carried by a set of strictly smaller Hausdor� dimension than

the dimension of the Cantor set. We also show that the inequality is valid when these

sets are subjected to small perturbations. We propose an example of Cantor set (which

does not belong to the studied class) for which the two dimensions are equals.

Finally, we are interested in the behaviour of the dimension of the harmonic measure

of a Cantor set of the same classe under perturbation. We associate every Cantor set to a

familly of parameters and we show the dimension of the harmonic measure is a continuous

function of these parameters in the neighborhood of self-similar Cantor sets. We also give

some examples illustrating the di�culties of the proof.
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Chapitre 1

Introduction g�en�erale

Cette th�ese est consacr�ee d'une part �a l'�etude des domaines Poissoniens et d'autre part

�a l'�etude de la mesure harmonique des ensembles de Cantor. Les r�esultats obtenus sont

pr�esent�es dans trois chapitres. Dans la premi�ere partie (chapitre 3) nous cherchons des

conditions n�ecessaires et su�santes pour qu'un domaine de l'espace soit Poissonien. La

deuxi�eme partie (chapitre 4) est consacr�ee �a l'�etude de la mesure harmonique du compl�e-

mentaire d'ensembles de Cantor dans le plan ou l'espace, tandis que dans le chapitre 5

nous nous int�eressons �a la continuit�e de la dimension de telles mesures comme fonction

des ensembles de Cantor.

Le deuxi�eme chapitre est consacr�e �a un rappel de notions et de r�esultats de la th�eorie

du potentiel, n�ecessaires pour la pr�esentation des nos r�esultats, notamment les notions de

mesure harmonique, de r�eduite, de fonction de Green, la th�eorie de Martin et la th�eorie

du Potentiel dans les domaines lipschitziens. Nous y introduisons �egalement les notations

utilis�ees. Finalement, dans l'annexe nous rappelons les notions de mesure et de dimension

de Hausdor� ainsi que celles d'ensembles r�egulier et irr�egulier au sens de Besicovitch.

Domaines Poissoniens

Un domaine 
 � R

d

, d � 2 est dit domaine Poissonien si toute fonction u harmonique

born�ee dans 
 s'�ecrit sous la forme u(x) =

R

@


f(y)!

x

(dy), o�u !

x

est la mesure harmonique

de 
 �evalu�ee en x et f est une fonction bor�elienne born�ee sur la fronti�ere de 
.

Nous nous sommes inspir�es d'un travail de C. Bishop [Bis91]. Dans cet article, Bishop

propose des conditions n�ecessaires et su�santes pour qu'un domaine soit Poissonien. En

particulier, il montre qu'un domaine 
 est Poissonien si et seulement si pour tout couple de

sous-domaines disjoints de 
 les mesures harmoniques correspondantes sont mutuellement

singuli�eres sur @
.

Nous disons qu'un point x de la fronti�ere d'un domaine 
 satisfait �a une condition

CDF par rapport �a 
 s'il existe un cône de r�evolution C autour d'une demi-droite l issue

3



4 Chapitre 1. Introduction g�en�erale

de x tel que la s�erie de capacit�es
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d�esignant le cône 2x� C).

Bishop a introduit la condition CDF pour les domaines du plan et a montr�e qu'un

domaine 
 du plan est Poissonien si et seulement si l'ensemble des points de sa fronti�ere

qui satisfont �a une condition CDF par rapport �a 
 est de mesure de Hausdor� lin�eaire

nulle.

Nous montrons que pour un domaine 
 de R

d

, d � 2, si la mesure de Hausdor�

(d � 1)-dimensionnelle des points satisfaisant �a une condition CDF par rapport �a 
 est

positive, alors 
 n'est pas Poissonien. La d�emonstration que nous proposons fait appel �a la

th�eorie de Martin ainsi qu'au principe de Harnack �a la fronti�ere d'un domaine lipschitzien

[Anc78] ; cette approche nous a �et�e propos�ee par A. Ancona. Ses principales articulations

sont les suivantes.

En supposant que la mesure de Hausdor� (d � 1)-dimensionnelle des points satis-

faisant �a une condition CDF par rapport �a 
 est positive, nous montrons d'abord que la

fronti�ere de 
 intersecte un graphe lipschitzien sur un ensemble de mesure de Hausdor�

(d � 1)-dimensionnelle positive. Ensuite nous construisons deux sous-domaines de 
 en

consid�erant l'intersection de 
 avec les \demi-espaces" d�e�nis par le graphe, et nous mon-

trons que les fronti�eres de ces sous-domaines sont e�l�es au sens minimal (pour la fronti�ere

de Martin) en presque tout point de l'intersection de @
 avec le graphe (pour la mesure

de Hausdor� (d� 1)-dimensionnelle). Nous en d�eduisons que leurs mesures harmoniques

sont �equivalentes �a la mesure de Hausdor� (d � 1)-dimensionnelle sur un sous-ensemble

de @
. Nous utiliserons ensuite la caract�erisation de Bishop mentionn�e plus haut pour

conclure que 
 n'est pas un domaine de Poisson.

Nous donnons �egalement une r�eciproque partielle de ce r�esultat en faisant l'hypoth�ese

suppl�ementaire que l'ensemble des points doubles (au sens de la fronti�ere de Martin) du

domaine est inclus dans un ensemble r�egulier au sens de Besicovitch.

Signalons �egalement l'article de Mountford et Port [MP91] qui procure d'autres con-

ditions n�ecessaires et su�santes pour qu'un domaine soit Poissonien, en termes de sa

fronti�ere de Martin. Les caract�erisations d'un domaine Poissonien ne sont pas li�ees �a la

topologie du domaine : il s'agit en fait d'un probl�eme de th�eorie de la mesure, li�e aux

propri�et�es g�eom�etriques de la fronti�ere du domaine.

La question de savoir si la condition CDF est su�sante pour qu'un domaine de l'espace

soit Poissonien est toujours ouverte. Elle est li�ee �a la conjecture suivante . Si les mesure

harmoniques de deux domaines disjoints 


1

et 


2

de R

d

sont �equivalentes et non-nulles

sur un sous-ensemble de @


1

\@


2

, alors elles sont �equivalentes �a la mesure de Hausdor�
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d� 1-dimensionnelle sur un ensemble r�egulier au sens de Besicovitch de mesure positive.

Cette conjecture a �et�e d�emontr�e par Bishop, Carleson, Jones et Garnett dans [BCGJ89]

quand d = 2. La preuve fait appel aux applications conformes du plan et aux r�esultats

de Makarov [Mak85] et n'est donc pas adaptable en dimension sup�erieure �a 2.

Finalement, en utilisant une m�ethode d'Ancona et Zinsmeister [AZ89] nous montrons

que la mesure harmonique du compl�ementaire d'ensembles du plan irr�eguliers au sens

de Besicovitch est singuli�ere par rapport �a la mesure de Hausdor� lin�eaire sur les points

doubles du domaine consid�er�e.

Ensembles de Cantor

�ksendal [�ks81] a propos�e la conjecture suivante : La mesure harmonique de tout do-

maine du plan est port�ee par un ensemble de dimension de Hausdor� �egale �a 1. Il a

�egalement montr�e que la mesure harmonique de tout domaine est singuli�ere par rapport

�a la mesure de Lebesgue. Makarov a donn�e dans [Mak85] des estimations pour la mesure

harmonique de domaines simplement connexes du plan conformes �a la conjecture. Celle-ci

a �nalement �et�e d�emontr�ee par Jones et Wol� dans [JW88].

Carleson dans [Car85] a montr�e que la mesure harmonique du compl�ementaire d'en-

sembles autosimilaires de type Cantor est port�ee par des ensembles de dimension inf�erieure

�a 1, en faisant appel aux outils de la th�eorie ergodique. Makarov et Volberg [MV86] ont

ensuite exploit�e la m�ethode et ont montr�e que la mesure harmonique du compl�ementaire

de certains ensembles de Cantor \autosimilaires" est port�ee par des ensembles de dimen-

sion strictement inf�erieure �a la dimension des ensembles de Cantor, r�esultat que Volberg

[Vol92], [Vol93] a �etendu aux repulseurs de Cantor dynamiques.

En dimension sup�erieure, la situation est di��erente. Bourgain [Bou87] a montr�e que la

mesure harmonique de domaines deR

d

est toujours port�ee par des ensembles de dimension

de Hausdor� inf�erieure �a d� �(d), o�u �(d) > 0 ne d�epend que de d. Parall�element Wol� a

donn�e dans [Wol95] un exemple de domaine dont la mesure harmonique n'est pas port�ee

par les ensembles de dimension inf�erieure �a 2 + �, o�u � est une constante strictement

positive. La meilleure constante �(d) du th�eor�eme de Bourgain reste inconnue.

En nous inspirant des id�ees de Bourgain nous avons donn�e une d�emonstration non-

ergodique des r�esultats de Makarov et Volberg. Nous consid�erons des ensembles de Cantor

d'une certaine classe (pas n�ecessairement autosimilaires) qui v�eri�ent certaines conditions

de sym�etrie et nous montrons que la mesure harmonique de leurs compl�ementaires est

port�ee par des ensembles de dimensions de Hausdor� strictement inf�erieures aux dimen-

sions des ensembles de Cantor.

Nous construisons �egalement un exemple d'ensemble de Cantor (qui n'appartient pas

�a la classe consid�er�ee) dont la dimension est �egale �a la dimension de la mesure harmonique

de son compl�ementaire (on appele dimension d'une mesure la plus petite dimension des

ensembles qui portent la mesure). A. Ancona a montr�e que la dimension de la mesure

harmonique du compl�ementaire d'ensembles de Cantor autosimilaires de type 4-coins tend
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vers 1 quand la dimension des ensembles tend vers 2. Ces r�esultats font partie de l'article

[Bat96] que nous avons incorpor�e en section 4.3. A l'aide des r�esultats du chapitre 5 nous

en d�eduisons que pour tout d 2]0; 1[ il existe un ensemble de Cantor de dimension d tel

que la dimension de la mesure harmonique de son compl�ementaire soit �egalement d.

Nous nous sommes �egalement int�eress�e �a la rigidit�e du ph�enom�ene : nous montrons

que si on perturbe leg�erement les rapports de construction des ensembles de Cantor de

notre classe la dimension de la mesure harmonique du comp�ementaire du nouvel ensemble

reste strictement inf�erieure �a la dimension de l'ensemble. La question qui se pose est alors

de savoir si la dimension de la mesure harmonique est fonction continue des ensembles de

Cantor.

Continuit�e de la dimension des mesures

Dans le dernier chapitre nous r�epondons partiellement �a la question pos�ee ; nous montrons

que la dimension de la mesure harmonique, vue comme fonction de certaines param�etres

associ�es �a ces ensembles, est continue au voisinage des ensembles de Cantor autosimilaires.

Pour un ensemble de Cantor ces param�etres sont donn�ees �a l'aide d'une �ltration naturelle

sur l'ensemble et sont li�es aux diam�etres des ensembles qui engendrent les tribus de la

�ltration.

Nous montrons dans un premier temps que si I et

b

I sont deux �el�ements de deux

tribus successives de la �ltration, avec I �

b

I, le rapport de la mesure harmonique de ces

deux ensembles varie de fa�con continue quand on perturbe les ensembles I et

b

I. Nous

nous sommes alors demand�es si la dimension d'une mesure varie de fa�con continue quand

on perturbe sa repartition de masses sur les �el�ements des tribus de la �ltration. Nous

consid�erons comme espaces de mesure (munis d'une �ltration) des ensembles de Cantor

ou l'intervalle [0; 1] muni des sous-intervalles dyadiques.

Si la mesure est de type Bernoulli (ou même quasi-Bernoulli) sa dimension varie e�ec-

tivement de fa�con continue, ce qui n'est pas le cas en g�en�eral, même quand la mesure sous

consid�eration est monodimensionnelle et doublante. Ceci est illustr�e avec deux exemples:

le premier est construit sur [0; 1] et nous a �et�e propos�e par A. Ancona. Nous montrons

que les rapports des mesures de tout couple d'intervalles dyadiques successifs peuvent

être arbitrairement proches pour deux mesures sur [0; 1] dont les dimensions di��erent de

1

2

. L'une des deux mesures est même absolument continue par rapport �a la mesure de

Lebesgue.

La deuxi�eme construction est faite sur un ensemble de Cantor de type 4-coins. Nous

construisons une suite de mesures de dimensions inf�erieures �a

1

2

qui converge vaguement

vers une mesure �x�e de dimension �egale �a 1.

Cependant la r�eponse compl�ete �a la question pos�ee ci-dessus (notamment de savoir

si la dimension de la mesure harmonique est fonction continue des ensembles de Cantor)

reste ouverte. Les outils de la th�eorie ergodique et de l'analyse multifractale utilis�es pour

la preuve partielle ne sont pas adaptables aux ensembles de Cantor non-autosimilaires.



Chapitre 2

El�ements de la th�eorie du potentiel

Dans ce chapitre nous exposons rapidement les �el�ements de la th�eorie du potentiel qui

sont n�ecessaires �a la pr�esentation de nos r�esultats. Le chapitre est divis�e en deux sections.

Dans la premi�ere, nous introduisons certaines notions de la th�eorie du Potentiel classique.

Dans la deuxi�eme nous pr�esentons la th�eorie de Martin en nous appuyant sur l'expos�e de

A. Ancona [Anc90b].

Nous commen�cons par exposer la m�ethode de Perron-Wiener-Brelot (PWB) pour la

r�esolution du probl�eme de Dirichlet ainsi que les notions de mesure harmonique, de r�eduite,

de domaine de Green et de fonction surharmonique (r�ef�erences : [Anc90b], [Bre69],

[Doo84] et [Hel69]).

Le probl�eme de Dirichlet, qui est �a l'origine des notions pr�esent�ees ici, est le suivant.

Soit 
 un domaine de R

d

, d � 2; nous notons @
 la fronti�ere Euclidienne de 
 et


 = 
 [ @
 sa fermeture dans R

d

. Soit f : @
 ! R une fonction continue. On cheche

une fonction u : 
! R v�eri�ant

�) u est harmonique (�u = 0) dans 


�) lim

y!x

y2


u(y) = f(x) pour tout x 2 @
.

La m�ethode PWB pr�esent�ee ci-dessous, donne la solution du probl�eme de Dirichlet

quand le domaine 
 est su�samment r�egulier. De plus, si par exemple 
 est born�e,

la m�ethode PWB associe �a toute fonction f bor�elienne born�ee de @
 une fonction har-

monique bien d�etermin�ee. En g�en�eral le probl�eme de Dirichlet, tel que nous l'avons pos�e,

n'a pas de solution. Cependant nous utilisons le terme \solution du probl�eme de Dirich-

let" pour la fonction harmonique u associ�ee par la m�ethode PWB �a la fonction fronti�ere

f même quand u ne co��ncide pas avec f sur @
.

La solution du probl�eme de Dirichlet dans une boule est donn�ee par la formule int�egrale

de Poisson.

7



8 Chapitre 2. El�ements de la th�eorie du potentiel

Exemple 2.0.1 Soient B = B (0; r) une boule de R

d

centr�ee en 0 de rayon r et f : @B ! R

une fonction continue. Le probl�eme de Dirichlet dans la boule pour la fonction fronti�ere

f admet comme unique solution la fonction harmonique

u(y) = IP(B ; f�)(y) =

Z

@B

K(x; y)f(x)�(dx);

o�u � est la mesure de Lebesgue sur @B normalis�ee (�(@B ) = 1) et K(x; y) : @B � B !

[0;+1[ est le noyau de Poisson de B donn�e par

K(x; y) = r

d�2

r

2

� y

2

jjx� yjj

d

Toute fonction harmonique positive u de B s'�ecrit d'une mani�ere et d'une seule sous

la forme

u(y) = IP(B ; �

u

)(y) =

Z

@B

K(x; y)�

u

(dx);

o�u �

u

est une mesure positive (th�eor�eme de Herglotz, cf. [H�or94]).

Si u est born�ee, il existe une mesure �

u

sign�ee, absolument continue par rapport �a la

mesure de surface sur @B , telle que u(y) = IP(B ; �

u

)(y): �

Les fonctions harmoniques positives sont donc en correspondance biunivoque avec les

mesures bor�eliennes positives sur @B . Cette correspondance sera g�eneralis�ee par la th�eorie

de Martin que nous pr�esenterons en section 2.2.

2.1 Probl�eme de Dirichlet, th�eorie du potentiel clas-

sique

Les notions introduites et les th�eor�emes �enonc�es dans cette section se trouvent dans

[Bre69], [Doo84] et [Hel69]. Rappelons tout d'abord des r�esultats fondamentaux concer-

nant les fonctions harmoniques d'un domaine 
 de R

d

, d 2 N, notamment le principe de

Harnack, le principe du maximum et le th�eor�eme de Fatou pour les fonctions harmoniques

d'une boule ou d'un demi-espace.

Soit 
 un domaine dans R

d

.

1. (Principe de Harnack) Soit K un sous-ensemble compact de 
. Il existe alors une

constante c = c(K;
) telle que pour toute fonction u harmonique positive sur 


1

c

u(x) � u(y) � cu(x) , pour tout x; y 2 K:
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2. (Principe du maximum) Soit u une fonction harmonique dans 
. Si u atteint son

maximum (ou son minimum) en un point � 2 
 alors u est constante, �egale �a u(�).

Les fonctions harmoniques positives (ou born�ees) d'une boule admettent des limites

non-tangentielles sur la fronti�ere de la boule.

Th�eor�eme 2.1.1 (Th�eor�eme de Fatou) Soit B une boule dans R

d

et � la mesure de

Lebesgue normalis�ee (de masse 1) sur @B .

�) Si u est une fonction harmonique positive (ou born�ee) sur B , alors u admet une

limite non-tangentielle en �-presque tout point de @B .

�) Si u est une fonction harmonique positive sur B et si �

u

est la mesure associ�ee �a u

(exemple 2.0.1), alors u admet une limite non-tangentielle �nie en �

u

-presque tout

point de @B .

De plus, si u est la solution du probl�eme de Dirichlet dans 
 pour une fonction fronti�ere

f : @
! R born�ee, mesurable, alors u converge non-tangentiellement vers f en �-presque

tout point de @B .

Reciproquement, si u est une fonction harmonique born�ee et si u admet la limite

non-tangentielle f �-presque partout, alors u = IP(B ; f�).

2.1.1 La m�ethode de Perron-Wiener-Brelot

La m�ethode PWB s'appuie sur l'emploi des fonctions surharmoniques et sousharmoniques

d'un domaine 
. Soit 
 est un domaine de R

d

. Pour une boule B (x; r) centr�ee en x et de

rayon r, notons par � la mesure de surface de @B (x; r), normalis�ee.

�) Une fonction s : 
! R est dite surharmonique si

i) Pour tout x 2 
, s(x) �

Z

@B(x;r)

s(t)�(dt), pour 0 < r < dist(x; @
).

ii) s est s.c.i., c'est-�a-dire lim inf

y!x

s(y) � s(x), pour tout x 2 
.

iii) s > �1 et s n'est pas identiquement �egale �a +1.

�) Une fonction s : 
! R est dite sousharmonique si �s est surharmonique.

Une fonction surharmonique et sousharmonique dans 
 est harmonique dans 
. Nous

notons S l'ensemble des fonctions surharmoniques dans 
 et S = S [ f+1g. L'ensemble

des fonctions sousharmoniques est not�e L et L = L [ f�1g.
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Soit f : @
! R. Posons

H




f

= inffs 2 S v�eri�ant lim inf

y!x

y2


s(y) � f(x) ; pour tout x 2 @
g

H




f

= supfs 2 L v�eri�ant lim sup

y!x

y2


s(y) � f(x) ; pour tout x 2 @
g

Les fonctions H




f

et H




f

sont soit +1 soit �1 soit harmoniques sur 
. De plus, H




f

�

H




f

.

Supposons f : @
 ! R continue. Si la solution u du probl�eme de Dirichlet pour la

fonction f existe, alors u = H




f

= H




f

:

D�e�nition 2.1.2 Soit f : @
! R une fonction. Si H




f

�egale H




f

et si H




f

est �ni, alors

la fonction H




f

= H




f

est appel�ee solution (g�en�eralis�ee) du probl�eme de Dirichlet dans 


pour la fonction fronti�ere f .

2.1.2 Potentiels, domaines de Green, fonction de Green

A�n de pr�esenter la methode PWB dans sa g�en�eralit�e nous introduisons maintenant les

domaines de Green. Ce sont des domaines avec une famille \riche" de fonctions surhar-

moniques.

Commen�cons par d�e�nir la notion de potentiel. Soit 
 un domaine dans R

d

.

D�e�nition 2.1.3 Une fonction surharmonique p dans 
 dont la plus grande minorante

sousharmonique est la fonction nulle est appel�ee un potentiel dans 
.

Si s est une fonction surharmonique sur 
 ayant une minorante sousharmonique, alors

u admet une plus grande minorante sousharmonique qui est de plus harmonique dans 
.

Un corollaire de cette propri�et�e est le th�eor�eme suivant appel�e th�eor�eme de d�ecompo-

sition de Riesz.

Th�eor�eme 2.1.4 Soit 
 un domaine. Si s est une fonction surharmonique dans 
 ayant

une minorante sousharmonique, alors il existe un potentiel q dans 
 et une fonction

harmonique h dans 
 tels que s = q + h.

Les domaines admettant au moins un potentiel positif jouent un rôle fondamental dans

la th�eorie du potentiel.

D�e�nition 2.1.5 Un domaine 
 est dit Greenien s'il existe un potentiel p > 0 dans 
.
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Dans R

d

, d � 3, la solution fondamentale du Laplacien est la fonction

G : R

d

�R

d

! R ; G(x; y) =

1

jjx� yjj

d�2

(2.1)

Pour x �x�e la fonction G est harmonique dans R

d

n fxg et un potentiel sur R

d

.

La solution fondamentale du Laplacien dans R

2

est la fonction

G : R

2

�R

2

! R ; G(x; y) = log

1

jjx� yjj

:

Remarquons que dans ce cas, pour x 2 R

2

�x�e la fonction G est surharmonique sur R

2

et

harmonique sur R

2

n fxg, mais elle n'est pas un potentiel.

Soit 
 un domaine de R

d

, d � 2. Soit � 2 
. L'existence d'une minorante soushar-

monique pgmhG(�; :) de G(�; :) pour un � 2 
 implique l'existence d'une minorante

sousharmonique de G(x; :) pour tout x 2 
. Nous pouvons maintenant d�e�nir la fonction

de Green G




: 
� 
! [0;+1] de 
.

D�e�nition 2.1.6 Supposons que la plus grande minorante sousharmonique pgmhG(�; :)

de G(�; :) existe. La fonction de Green G




(�; :) de 
 est d�e�nie

G




(�; :) = G(�; :) � pgmhG(�; :):

Remarquons que, pour x 2 
 �x�e, la fonction de Green G




(x; :) d'un domaine 
 (si

elle existe) est une fonction harmonique sur 
 n fxg et un potentiel dans 
. Il s'ensuit

que R

2

n'a pas de fonction de Green, tandis que dans l'espace R

d

, d � 3 la fonction de

Green co��ncide avec la solution fondamentale du probl�eme de Dirichlet.

Un domaine 
 est Greenien si et seulement si il admet une fonction de Green G. De

plus, tout potentiel p d'un domaine Greenien s'�ecrit sous la forme p(x) =

R




G(x; y)�(dy),

o�u � est une mesure positive sur 
. Reciproquement, si pour une mesure � positive,

p(x) =

R




G(x; y)�(dy) n'est pas identiquement �egale �a +1 (par exemple si � est �nie)

alors p est un potentiel sur 
.

Exemple 2.1.7 Fonction de Green d'une boule : soit B = B (0; r) une boule centr�ee en

0 et de rayon r > 0. Notons, pour x 2 B , x

0

le point situ�e sur la demi-droite issue de 0

passant par x qui v�eri�e jjxjj:jjx

0

jj = r

2

. Pour x; y 2 B , la fonction de Green de B est

donn�ee par la formule

G(x; y) = log

jjx

0

� yjj:jjxjj

rjjx� yjj

, quand d = 2

et par

G(x; y) = jjx� yjj

2�d

�

�

r

jjxjj

�

d�2

jjx

0

� yjj

2�d

, pour d � 3:

Si x = y, nous posons G(x; y) = +1. �
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2.1.3 Mesure harmonique

Revenons �a la m�ethode de Peron-Wiener-Brelot. Une propri�et�e fondamentale des do-

maines de Green est la suivante.

Th�eor�eme 2.1.8 Soit 
 un domaine de Green de R

d

, d 2 N. Alors, pour toute fonction

f : @
! R continue la solution g�en�eralis�ee H




f

du probl�eme de Dirichlet existe.

Soit x 2 
. L'op�erateur qui associe �a toute fonction f continue de @
 la valeur H




f

(x)

est lin�eaire et born�e de norme 1. Par le th�eor�eme de repr�esentation de Riesz il existe une

mesure de probabilit�e !

x

telle que pour toute fonction f : @
! R, continue

H




f

(x) =

Z

@


f(t)!

x

(dt) (2.2)

D�e�nition 2.1.9 La mesure !

x

est appel�ee la mesure harmonique de 
 �evalu�ee en x.

Nous notons !

x

(:) = !(x; :;
), ou même !(x; :) quand il n'y a pas d'ambiguit�e sur le

domaine.

Il est facile de voir que si F est un sous-ensemble mesurable de @
 alors la fonction

u(x) = !(x; F;
) est harmonique, 0 � u � 1. Nous en d�eduisons �a l'aide du principe de

maximum que si F est un sous-ensemble de @
 mesurable alors ou bien !(x; F;
) > 0

pour tout x 2 
, ou bien !(x; F;
) = 0 pour tout x 2 
. En d'autre termes la mesure

harmonique d'un domaine 
 �evalu�ee en un point x 2 
 est �equivalente �a la mesure

harmonique de 
 �evalu�ee en y, pour tout y 2 
.

Soit f : @
 ! R une fonction int�egrable par rapport �a !

x

pour un x 2 
 (et donc

pour tout x 2 
). Alors, la solution g�en�eralis�ee H




f

du probl�eme de Dirichlet dans 
 pour

f existe et est donn�ee par

H




f

(x) =

Z

@


f(t)!

x

(dt) (2.3)

pour tout x 2 
 (cf. [Bre69]).

Exemple 2.1.10 Soit 
 un domaine de Jordan du plan et soit !(x; :;
) sa mesure har-

monique �evalu�ee en x 2 
. Soit � une application conforme qui envoie le domaine 
 sur

la boule unit�e B . La mesure !(x; :;
) est la pr�eimage par � de la mesure harmonique de

la boule �evalu�e en �(x). La mesure harmonique de la boule !(x; :; B ) est �equivalente �a la

mesure de Lebesgue pour tout x 2 B (voir exemple 2.0.1). �

2.1.4 R�eduite et capacit�e de Green

Une autre notion fondamentale de la th�eorie du potentiel est celle de la r�eduite.
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D�e�nition 2.1.11 Soit 
 un domaine de R

d

et soit A � 
. Si f : 
 ! R est une

fonction surharmonique, positive, on appele r�eduite de la fonction f sur l'ensemble A la

fonction R

A

f

R

A

f

= inffs 2 S ; s � f:1

A

g: (2.4)

La r�eduite r�egularis�ee

b

R

A

f

de la fonction f sur l'ensemble A est la r�egularis�ee semi-continue

inf�erieurement de R

A

f

.

Pour toute fonction f surharmonique et tout ensemble A � 
, la r�eduite R

A

f

et la

r�eduite r�egularis�ee

b

R

A

f

sont des fonctions harmoniques sur 
 n A. De plus,

b

R

A

u

est une

fonction surharmonique sur 
 et R

A

u

=

b

R

A

u

sur 
 nA.

Propri�et�es 2.1.12 Soit f une fonction surharmonique d'un domaine 


�) Si A � 
 est un ensemble ouvert alors R

A

f

=

b

R

A

f

.

�) Si A � B sont deux sous-ensembles de 
, alors R

A

f

� R

B

f

et

b

R

A

f

�

b

R

B

f

.

La r�eduite est souvent li�ee �a la solution du probl�eme de Dirichlet. Le th�eor�eme suivant

en donne un exemple.

Th�eor�eme 2.1.13 (cf. [Hel69], th�eor�eme 9.25) Soit E un sous-ensemble relativement

ferm�e d'un domaine 
. Si u est une fonction surharmonique positive de 
, alors R

E

u

=

H


nE

u

0

, o�u u

0

est la fonction

u

0

(x) =

n

u(x) ; x 2 E

0 ; x 2 @
 \ @(
 n E)

La proposition suivante a �et�e d�emontr�ee par Brelot. Elle procure une relation entre les

solutions du probl�eme de Dirichlet pour deux domaines dont l'un est inclu dans l'autre.

Proposition 2.1.14 Soit f une fonction born�ee sur le bord de 
, et soit H




f

(:) la solution

du probl�eme de Dirichlet pour la fonction f . Alors, si 


0

� 
, la solution du probl�eme de

Dirichlet dans 


0

pour f se donne par la formule :

H




0

f

= H




f

�H




0

H




f

: (2.5)

Le corollaire de cette proposition qui suit donne une propri�et�e fondamentale de la

mesure harmonique.
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Corollaire 2.1.15 Soient 


1

et 


2

deux domaines avec 


1

� 


2

et soient !

1

et !

2

leurs

mesures harmoniques �evalu�ees en un point x de 


1

. Alors, pour tout F � @


1

\ @


2

,

!

1

(F ) � !

2

(F ).

Nous terminons cette section par la d�e�nition de la capacit�e Greenienne et par un

crit�ere d'existence de la fonction de Green d'un domaine 
 de R

2

.

D�e�nition 2.1.16 Un ensemble S � R

d

, d � 2, est appel�e polaire s'il existe un ouvert

U � S et une fonction s 2 S(U) telle que s = +1 sur S.

On a le crit�ere, pour qu'un domaine du plan soit Greenien, suivant :

Th�eor�eme 2.1.17 (Myrberg) Soit 
 un domaine de R

2

. Les conditions suivantes sont

�equivalentes :

�) 
 est Greenien.

�) @
 n'est pas polaire.


) R

2

n 
 n'est pas polaire.

�) Il existe une fonction surharmonique positive dans 
 non-constante.

Pour les domaines de R

d

, d � 3, la situation est plus simple : tout domaine de R

d

, d � 3,

est Greenien.

Soit 
 un domaine de Green et soit K un sous-ensemble compact de 
. La r�eduite

b

R

K

1

est alors un potentiel ou la fonction nulle. Il existe donc une mesure � positive ou

nulle, port�ee par K, telle que

b

R

K

1

(x) = G� =

Z

K

G(x; y)�(dy):

D�e�nition 2.1.18 Nous appelons � la mesure d'�equilibre de K; la masse totale de � est

appel�ee la capacit�e de Green de K dans 


cap




K = jj�jj = �(K):

Dans R

d

, d � 3 un ensemble K compact est polaire si et seulement si cap

R

d

K = 0. Il

existe des d�e�nitions �equivalentes de la capacit�e qui sont utiles dans un grand nombre de

probl�emes. En voici un exemple.
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Th�eor�eme 2.1.19 Soit 
 un domaine Greenien de R

d

et soit G sa fonction de Green.

Si K est un sous-ensemble compact de 
 alors

cap




K = sup

�

Z

K

G� d� ; � port�ee par K ; G� � 1

�

= supf�(K) ; � port�ee par K ; G� � 1g

=

1

inf

�

Z

K

G� d� ; � port�ee par K ; �(K) = 1

�

La notion de capacit�e ainsi que le th�eor�eme pr�ec�edent peuvent être �etendus �a des ensembles

plus g�en�eraux notamment aux ensembles analytiques, cf. [Doo84]. Signalons �egalement

le th�eor�eme suivant dû �a Cartan.

Th�eor�eme 2.1.20 Soit 
 un domaine Greenien et soit A un sous-ensemble de 
. Si f

est une fonction surharmonique positive, alors R

A

f

=

b

R

A

f

sur 
nP , o�u P est un ensemble

polaire. De plus, R

A

f

=

b

R

A

f

sur 
 nA.

2.2 Th�eorie de Martin et applications.

Comme nous l'avons vu, deux propri�et�es fondamentales des fonctions harmoniques (pos-

itives ou born�ees) d'une boule B de R

d

sont donn�ees par le th�eor�eme de Fatou et la

repr�esentation int�egrale de toute fonction harmonique positive (ou born�ee) de B . Mar-

tin, a g�en�eralis�e la repr�esentation int�egrale de Poisson des fonctions harmoniques positives

dans une boule aux domaines Greeniens, c'est-�a-dire des domaines admettant une fonction

de Green (cf. 2.1.5).

Dans cette section, nous exposons la th�eorie de Martin et nous donnons parall�element

quelques applications. Nous proposons, �a titre de r�ef�erence pour ces notions, les livres de

Doob ([Doo84]), Helms ([Hel69]) et l'expos�e d'Ancona ([Anc90b]) que nous suivons dans

cette pr�esentation.

2.2.1 Compacti��e de Martin

Dor�enavant, nous notons

b

R

d

le compacti��e d'Alexandro� de l'espace R

d

.

Soit 
 un domaine Greenien (cf. d�e�nition 2.1.5) dans R

d

, d � 1. Notons H

+

l'ensemble des fonctions harmoniques positives sur 
. Soit G la fonction de Green de 


et soit X

0

2 
 un point �x�e. Pour � 2 
 n fX

0

g nous d�e�nissons le noyau de Martin

K

�

: 
! R associ�e �a � :

K

�

(x) =

G(�; x)

G(�;X

0

)

(2.6)
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Remarquons que K

�

est une fonction surharmonique sur 
, harmonique sur 
nf�g, pour

tout � 2 
 n fX

0

g et que K

�

(X

0

) = 1.

Notation 2.2.1 Soit (�

n

)

n2N

une suite de points de 
. Nous disons que (�

n

) tend vers

l'in�ni dans 
 et nous notons � !1




si pour tout compact K de 
 il existe n

0

2 N tel

que �

n

=2 K pour tout n � n

0

.

D�e�nition 2.2.2 Nous disons qu'une suite (�

n

)

n2N

de points de 
, tendant vers l'in�ni

dans 
, converge vers un point de Martin de 
 si K

�

n

converge simplement sur 
.

Remarquons que la d�e�nition ne d�epend pas du choix de X

0

. De plus,

�) Une telle limite u = lim

n!1

K

�

n

est n�ecessairement une fonction harmonique positive

sur 
, normalis�ee en X

0

, u(X

0

) = 1.

�) D'apr�es le principe de Harnack, toute suite tendant vers l'in�ni dans 
 admet une

sous-suite convergeant vers un point de Martin.

Il existe alors une compacti�cation

b


 = 
 [ @

b


 de 
, m�etrisable, ayant les propri�et�es

suivantes :

�) La suite (x

n

)

n2N

de points de 
 converge vers un point de @

b


 si et seulement si elle

converge vers un point de Martin.

�) Deux suites de points de 
 convergent vers le même point de @

b


 si et seulement si

elles d�e�nissent la même fonction harmonique.

La compacti�cation ne d�epend pas du choix de point de normalisation X

0

. La topologie

induite par cette compacti�cation, appel�ee topologie de Martin, co��ncide sur 
 avec la

topologie Euclidienne. La fronti�ere @

b


 du compacti��e de 
 est appel�e fronti�ere de Martin

de 
.

Notation 2.2.3 Pour un point de normalisation X

0

2 
 et si � 2 @

b


 nous notons K

�

la

fonction harmonique attach�ee au point de la fronti�ere de Martin �.

Le th�eor�eme suivant est l'analogue, dans le cadre de la th�eorie de Martin, de la

repr�esentation int�egrale de Poisson des fonctions harmoniques positives dans une boule.

Th�eor�eme 2.2.4 (Martin) Pour toute fonction harmonique u 2 H

+

, il existe une mesure

� , bor�elienne, positive sur @

b


 telle que

u(x) =

Z

@

b




K

�

(x)�(d�) (2.7)

La mesure �, pour une fonction harmonique positive donn�e u, n'est pas n�ecessairement

unique. On a l'unicit�e en se restreignant aux mesures port�ees par la fronti�ere de Martin

minimale.
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2.2.2 Fronti�ere de Martin minimale

Nous introduisons les fonctions harmoniques minimales.

D�e�nition 2.2.5 Une fonction h harmonique positive sur 
 est dite minimale si toute

fonction harmonique positive sur 
, major�ee par h, est proportionnelle �a h.

Les fonctions harmoniques minimales forment un sous-ensemble des fonctions har-

moniques attach�ees aux points de @

b


.

Th�eor�eme 2.2.6 (Martin) Soit h une fonction harmonique minimale de 
, telle que

h(X

0

) = 1. Il existe une suite (�

n

)

n2N

de points de 
 tendant vers l'in�ni dans 
 qui

converge vers h dans le compacti��e de Martin,

h = lim

n!1

K

�

n

:

D�e�nition 2.2.7 Nous notons @


M

l'ensemble des points � 2 @

b


 tels que K

�

est une

fonction harmonique minimale, appel�e fronti�ere de Martin minimale.

Martin a montr�e que @


M

est un sous-ensemble G

�

de @

b


. Une autre propri�et�e

importante de la fronti�ere de Martin minimale c'est que tout point de @


M

admet un

syst�eme de voisinages �a intersection avec 
 connexe.

Pour une fonction harmonique donn�ee u 2 H

+

il existe une unique mesure �

u

port�ee

par @


M

, associ�ee �a u au sens du th�eor�eme 2.2.4. La mesure �

u

est appel�ee mesure de

Martin de 
 associ�ee �a u (relativement au point de normalisation X

0

).

Pour les fonctions harmoniques born�ees de 
 il existe la version suivante du th�eor�eme

2.2.4.

Th�eor�eme 2.2.8 Pour toute fonction u harmonique born�ee, il existe une fonction f

bor�elienne born�ee sur @

b


 v�eri�ant

u(x) =

Z

@

b




f(�)K

�

(x)�

1

(d�) (2.8)

La mesure � = �

1

est appell�ee mesure harmonique de Martin de 
 relativement �a X

0

.

Soient X

0

et X

0

0

deux points de normalisation dans 
 et soient K

�

et K

0

�

les fonctions

harmoniques minimales attach�ees au point � 2 @


M

, normalis�ees en X

0

et en X

0

0

respec-

tivement. Si � et �

0

sont les mesures harmoniques de Martin de 
 relativement �a X

0

et

X

0

0

respectivement alors

�(d�) = K

0

�

(X

0

)�

0

(d�):
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Pour pr�esenter le th�eor�eme de Fatou pour le compacti��e de Martin on a besoin de

la notion d'ensemble e�l�e au sens minimal. Nous notons par R

E

h

la r�eduite d'une fonc-

tion surharmonique positive h sur un ensemble E, et par

b

R

E

h

la r�eduite regularis�ee (voir

d�e�nition 2.1.11).

D�e�nition 2.2.9 Soit � 2 @


M

. Un ensemble E � 
 est dit e�l�e au sens minimal en �

(ou �-e�l�e) si R

E

K

�

6= K

�

.

Brelot a remarqu�e que pour toute fonction harmonique minimale h et tout sous-ensemble

E de 
, R

E

h

6= h si et seulement si

b

R

E

h

est un potentiel (pour la notion du potentiel voir

d�e�nition 2.1.3).

Propri�et�es 2.2.10 Soit � un point de @


M

.

�) Tout ensemble e�l�e au sens minimal en � est contenu dans un ensemble ouvert,

e�l�e au sens minimal en �.

�) La r�eunion d'un nombre �ni d'ensembles e�l�es au sens minimal en � est e�l�ee au

sens minimal en �.

D�e�nition 2.2.11 Nous disons que la fonction f : 
 ! R admet la limite �ne l en

� 2 @


M

si f admet la limite l le long du �ltre des sous-ensembles de 
 de compl�ementaire

�-e�l�e.

Le th�eor�eme suivant est une g�en�eralisation du th�eor�eme de Fatou classique (th�eor�eme

2.1.1).

Th�eor�eme 2.2.12 (Fatou, Doob, Na��m) Si u est une fonction surharmonique positive

sur 
 et v une fonction harmonique positive sur 
, alors

u

v

admet une limite �ne en

�

v

-presque tout point de la fronti�ere de Martin minimale @


M

. Cette limite co��ncide �

v

-

presque partout avec

d�

w

d�

v

, o�u w est la partie harmonique de u dans sa d�ecomposition de

Riesz.

Remarquons que d'apr�es ce th�eor�eme, si

R

@


M

f(�)K

�

(x)�(d�) est la repr�esentation int�e-

grale de Martin d'un fonction harmonique u(x) (o�u � la mesure harmonique de Martin

de 
 relativement �a un point X

0

2 
 et f 2 L

1

(�)) alors u admet une limite �ne en

�-presque tout point de @


M

et cette limite co��ncide �-presque partout avec la fonction

f . Notons �egalement que pour un potentiel p de 
, le th�eor�eme de Fatou implique que p

admet la limite �ne 0 �-presque partout sur @

b


.
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Applications

Nous pr�esentons quelques conditions d'e�lement au sens minimal d'un ensemble E � 
.

Les r�esultats suivants sont connus; cependant nous rappelons quelques d�emonstrations

qui nous permettent d'illustrer les techniques utilis�ees au cours du chapitre suivant.

Proposition 2.2.13 L'ensemble E � 
 est non-e�l�e au sens minimale en �-presque

tout point de la fronti�ere de Martin minimale @


M

de 
 si et seulement si

b

R

E

1

= 1.

D�emonstration On utilise le lemme clef suivant (cf. [Anc90b]).

Lemme 2.2.14 Soit X un espace compact, m�etrisable, et � une mesure de probabilit�e,

bor�elienne sur X. Soit � : X ! H

+

une application continue de X sur l'espace des

fonctions harmoniques positives de 
. La fonction u : 
! R d�e�nie par

u(z) =

Z

X

�(x)(z)�(dx)

est harmonique positive sur 
. De plus, pour tout ensemble E � 
,

b

R

E

u

=

Z

X

b

R

E

�(x)

�(dx):

D'apr�es le lemme et la repr�esentation int�egrale de Martin, pour X = @

b


 et � = � la

mesure harmonique de Martin relativement �a un point X

0

2 
,

b

R

E

1

=

Z

@

b




b

R

E

K

�

�(d�) =

Z

F

b

R

E

K

�

�(d�) +

Z

N

b

R

E

K

�

�(d�)

o�u F est le sous-ensemble des points de @


M

en lesquels E est e�l�e au sens minimal et

N = @


M

nF . Les ensemblesN et F sont mesurables, et

b

R

E

K

�

= K

�

pour � 2 N . D'autre

part, pour � 2 F ,

b

R

E

K

�

< K

�

sur 
 n E. Or,

Z

@


M

K

�

�(d�) = 1

et le r�esultat s'ensuit. �

Dans certains domaines 
 il existe une application continue, prolongeant l'identit�e de


, du compacti��e de Martin de 
 sur la fermeture euclidienne de 
. Pour un domaine 


nous notons 
 la fermeture de 
 dans

b

R

d

.
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Proposition 2.2.15 Soient 
 un domaine de Green . Notons � la mesure harmonique

de Martin de 
 relativement �a un point X

0

2 
. Supposons qu'il existe une application

� :

b


 ! 
, continue, prolongeant l'identit�e de 
. Soit x 2 
. Si !

x

est la mesure de 


�evalu�ee en x alors pour tout ensemble F � @
 mesurable

!

x

(F ) =

Z

��1(F )

K

�

(x)�(d�) (2.9)

La d�emonstration de la proposition s'appuie essentiellement sur l'emploi de la m�ethode

Perron-Wiener-Brelot pour la solution du probl�eme de Dirichlet dans le compacti��e de

Martin (cf. [Na��57]).

Remarque 2.2.16 En fait, pour tout domaine de Green 
, il existe une fonction mesu-

rable � : @

b


! @
 v�eri�ant la relation (2.9) (voir par exemple [MP91]). Deux fonctions

de ce type cô�ncident au dehors d'un ensemble de mesure harmonique de Martin nulle.

Corollaire 2.2.17 Soient 


0

un domaine de Green, 


0

� 
. Notons !

0

la mesure

harmonique de 


0

. Sous les hypoth�eses de la proposition 2.2.15, pour tout ensemble

F � @
 \ @


0

on a l'�equivalence suivante :

!

0

(F ) = 0 si et seulement si 
 n 


0

est non-e�l�e en �-presque tout point de �

�1

(F ):

D�emonstration D'apr�es les formules (2.5), (2.8) et (2.9), si g = 1

F

H




0

g

(x) = H




g

(x)�

Z

@


0

\


H




g

(z)!

0

(x; dz)

= !(x; F;
)�

Z

@


0

\


Z

�

�1

(F )

K

�

(z)�(d�)!

0

(x; dz)

D'autre part, par le th�eor�eme 2.1.13

Z

@


0

\


K

�

(z)!

0

(x; dz) =

b

R


n


0

K

�

(x)

En appliquant le th�eor�eme de Fubini on obtient

H




0

g

(x) = !(x; F;
)�

Z

�

�1

(F )

Z

@


0

\


K

�

(z)!

0

(x; dz)�(d�)

= !(x; F;
)�

Z

�

�1

(F )

b

R


n


0

K

�

(x)�(d�)

=

Z

�

�1

(F )

�

K

�

(x)�

b

R


n


0

K

�

(x)

�

�(d�)

Or, K

�

>

b

R


n


0

K

�

sur 


0

, pour les points � de �

�1

(F ) en lesquels 
 n 


0

est e�l�e au sens

minimal. Le r�esultat s'ensuit. �
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2.3 Domaines lipschitziens et domaines de Denjoy

Donnons tout d'abord la d�e�nition d'un domaine lipschitzien. Dans R

d

nous appelons

cylindre centr�e en 0 tout cylindre de r�evolution autour de l'axe des x

d

delimit�e par deux

hyperplans f(z

1

; :::; z

d

) ; z

d

= ag et f(z

1

; :::; z

d

) ; z

d

= bg, avec a < 0 < b.

D�e�nition 2.3.1 Un domaine 
 de R

d

est dit lipschitzien si pour tout x 2 @
 il ex-

iste une similitude  de R

d

avec  (x) = 0, un cylindre U centr�e en 0 et une fonction

lipschitzienne f : R

d�1

! R tels que

 (
) \ U = U \ f(z

1

; :::; z

d

) ; z

d

> f(z

1

; :::; z

d�1

)g

Les domaines lipschitziens ont la particularit�e de �etendre plusieurs propri�et�es de th�eorie

du potentiel des demi-espaces. Une de ces propri�et�es est l'identi�cation de la fronti�ere de

Martin avec la fronti�ere Euclidienne. Cette particularit�e est illustr�ee avec les th�eor�emes

qui suivent. Pour faciliter la lecture nous proposons la notation suivante :

Notation 2.3.2 Nous �ecrivons a � b s'il existe une constante c > 0 ne d�ependant pas

des quantit�es a et b, telle que

1

c

a � b � cb. Pour un domaine 
 de R

d

nous notons 
 la

fermeture de 
 dans

b

R

d

.

Th�eor�eme 2.3.3 ([HW70], th�eor�eme 4.2) Si 
 est un domaine lipschitzien born�e, alors

il existe une application bicontinue, prolongeant l'identit�e de 
, � :

b


! 
. La topologie

de Martin sur

b


 co��ncide avec la topologie euclidienne sur 
 et la fronti�ere de Martin @

b




est �egale �a la fronti�ere de Martin minimale @


M

.

Remarquons que sous les conditions du th�eor�eme, la proposition 2.2.15 implique que la

mesure harmonique ! de 
 �evalu�ee en un point x 2 
 est l'image par l'application � de

la mesure harmonique de Martin � relativement �a x.

Th�eor�eme 2.3.4 ([Dah77]) La mesure harmonique d'un domaine lipschitzien de R

d

�eval-

u�ee en un point quelconque du domaine est �equivalente �a H

d�1

sur la fronti�ere du domaine,

H

d�1

�etant la mesure de Hausdor� (d� 1)-dimensionnelle (voir d�e�nition A.1.1).

Dans le cadre des domaines lipschitziens on retrouve le th�eor�eme de Fatou classique

(cf. [Anc78] et [HW70]) :

Th�eor�eme 2.3.5 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 2.3.3, si u est une fonction har-

monique positive sur 
, alors u admet une limite non-tangentielle en H

d�1

-presque tout

point de @
.
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�

K(O;A;r)

A

A

0

O

K(O;A;

r

2

)




f

B(O;A;r)

Figure 2.1: La con�guration du principe de Harnack �a la fronti�ere

Nous appelons domaine de Denjoy tout domaine 
 = R

d

n F , o�u F est un sous-

ensemble ferm�e d'un graphe lipschitzien. Le th�eor�eme pr�esent�e ci-dessous, dû �a Alano

Ancona ([Anc84]), �enonce un principe de Harnack �a la fronti�ere d'un domaine de Denjoy.

A l'aide de ce principe il est possible d'�etendre un peu le th�eor�eme 2.3.3.

Soient � le graphe d'une fonction lipschitzienne f : R

d�1

! R de constante de lipschitz

L et F un sous-ensemble ferm�e de �, avec 0 2 F . Soit A = (a

1

; :::; a

d

) 2 R

d

avec

a

1

= ::: = a

d�1

= 0, a

d

> 0. Consid�erons le cylindre de revolution K(0; A; r) d'axe

0A et de rayon r > 0, delimit�e par les demi-espaces f(x

1

; :::; x

d

) 2 R

d

; x

d

= a

d

g et

f(x

1

; :::; x

d

) 2 R

d

; x

d

= �a

d

g. Notons A

+

=

A

2

et A

�

=

�A

2

. Supposons que

a

d

r

soit

strictement sup�erieur �a 8L.

Convention : dans la suite nous dirons qu'une fonction harmonique u dans un

domaine 
 est nulle sur un ensemble F � @
 si pour tout x 2 F u est born�ee dans un

voisinage de x et si lim

y!x

u(y) = 0 pour tout x 2 F n P , P �etant un ensemble polaire.

Th�eor�eme 2.3.6 ([Anc84]) Soient u, v, w trois fonctions harmoniques positives sur

K(0; A; r) n F nulles sur F \K(0; A; r). Alors pour tout z 2 @T (0; A

+

;

r

2

) n F

u(z) � c

�

u(A

+

)

v(A

+

)

v(z) +

u(A

�

)

w(A

�

)

w(z)

�

;

o�u la constante c > 0 ne d�epend que de

a

d

r

.

Le th�eor�eme 2.3.6 contient le principe de Harnack �a la fronti�ere pour un domaine lips-

chitzien, donn�e par le th�eor�eme 2.3.7.
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Th�eor�eme 2.3.7 ([Anc78]) Sous les mêmes hypoth�eses, consid�erons le domaine (voir

�g. 2.1)




f

= f(x

1

; :::; x

d

) 2 K(0; A; r) ; x

d

> f(x

1

; :::; x

d�1

)g:

Il existe une constante C > 0 qui ne d�epend que de

a

d

r

telle que pour tout couple (u; v)

de fonctions harmoniques positives sur 


f

, nulles sur @


f

\

�

K(0; A; r) nK(0; A;

r

4

�

on

ait :

u(x)

u(A

+

)

� C

v(x)

v(A

+

)

; pour tout x 2 @K(O;A

+

;

r

2

) \ 


f

Le principe de Harnack �a la fronti�ere permet de contrôler le rapport de deux fonctions

harmoniques positives de fa�con uniforme, comme le sugg�ere le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.8 Sous les mêmes hypoth�eses et si les fonctions harmoniques u; v s'an-

nulent sur �nK(0; A

+

;

r

4

), alors pour tout point P 2 R

d

n� n'appartenant pas �a K(0; A

+

;

r

2

),

on a

u(P )

v(P )

�

u(A

+

)

v(A

+

)

:

D�emonstration Soit � = supf

u(x)

v(x)

; x 2 K(0; A

+

;

r

2

) \ 


f

g. D'apr�es le th�eor�eme

pr�ec�edent

� � C

u(A

+

)

v(A

+

)

� C�:

Or, u(x) � �v(x) sur le bord @(�[K(0; A

+

;

r

2

)), et par le principe de maximum, partout

dans R

d

n (� [ K(0; A

+

;

r

2

)). Il s'ensuit que

u(x)

v(x)

� C

u(A

+

)

v(A

+

)

, et sym�etriquement, en

mettant u �a la place de v, on obtient l'in�egalit�e oppos�ee. �

Le th�eor�eme 2.3.3 se g�en�eralise pour des domaines non-born�ees de la mani�ere suivante

(cf. par exemple [Anc78]).

Th�eor�eme 2.3.9 Soit � le graphe d'une fonction lipschitzienne f : R

d�1

! R, et soit


 le domaine


 = H

+

f

= f(x

1

; :::; x

d

) ; f(x

1

; :::; x

d�1

) < x

d

g:

Il existe une application � :

b


! 
 bicontinue, prolongeant l'identit�e de 
.

De plus, par la proposition 2.2.15, sous les hypoth�eses du th�eor�eme pour tout x 2 
 la

mesure harmonique ! de 
 �evalu�ee en x et la mesure harmonique de Martin � relativement
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�a x co��ncident. La preuve du th�eor�eme est similaire �a celle du lemme 3.4.3 et utilise le

principe de Harnack au bord d'un domaine lipschitzien (th�eor�eme 2.3.7).

Pour les domaines de type Denjoy, c'est-�a-dire les domaines 
 = R

d

n F , o�u F est un

sous-ensemble ferm�e d'un graphe lipschitzien, on a le th�eor�eme suivant, dû �a A. Ancona

([Anc84]).

Th�eor�eme 2.3.10 ([Anc84]) Soit � un graphe lipschitzien et F une partie ferm�ee de

�. Alors, il existe une application � continue, prolongeant l'identit�e de 
 = R

d

n F , du

compacti��e de Martin de 
 sur

b

R

d

. De plus, pour tout x 2 F , il existe au moins un et

au plus deux points de @


M

projett�es par � sur x; les fonctions harmoniques minimales

attach�ees �a ces points engendrent le cône H

x

=

n

u 2 H

+

; u = 0 sur @
nfxg

o

(o�u u = 0

doit être interpret�e selon la convention).

Remarquons que dans ce cas, l'image par l' application � de la mesure harmonique de

Martin de 
 relativement �a un point x 2 
 est �egale �a la mesure harmonique de 
 �evalu�ee

en x.

Pour un domaine Greenien si � est une application comme donn�ee par la remarque

2.2.16 nous disons qu' un point x 2 @
 est simple (relativement �a �) pour 
 s'il est

l'image par � d'un seul point de @


M

et que x est double (relativement �a �) pour 
 s'il

est l'image par � de deux points de @


M

. Un point x 2 @
 est au moins triple (pour �)

s'il est l'image par � d'au moins trois points de la fronti�ere minimale de Martin de 
.

Si � et �

0

sont deux fonctions comme donn�ees par la remarque 2.2.16 pour un domaine


, alors l'ensemble des points simples (doubles, au moins triples) relativement �a � pour


 di��ere de l'ensemble des points simples (doubles, au moins triples) relativement �a �

0

pour 
 d'un ensemble de mesure harmonique nulle pr�es. La d�e�nition ne d�epend donc

pas du choix de � qu'�a des ensembles de mesure harmonique nulle pr�es.

Sous les mêmes conditions nous dirons qu'un ensembleE � 
 est e�l�e au sens minimal

(relativement �a �) pour 
 en un point x 2 @
 s'il est e�l�e en tout point � 2 @


M

tel que

�(�) = x.

Dans le cas des domaines de Denjoy la fonction � sera toujours la fonction bien

d�etermin�ee donn�ee par le th�eor�eme 2.3.10. Cette application est surjective et donc tout

point de @
 peut être caract�eris�e comme �etant simple ou double.

Pour tout domaine Greenien du plan l'ensemble des points au moins triples de @


(pour une fonction � comme donn�ee par la remarque 2.2.16) est de mesure harmonique

nulle dans 
. Si, de plus, la fonction � est continue et prolonge l'identit�e de 
, alors

l'ensemble (bien d�e�ni) des points au moins triples est au plus d�enombrable, remarques

que nous devons �a A. Ancona.

Pour les domaines de Denjoy, Chevallier a montr�e le th�eor�eme suivant.
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Th�eor�eme 2.3.11 ([Che89]) Si � est le graphe d'une fonction lipschitzienne f et si F

est un sous-ensemble de � ferm�e, alors H

d�1

-presque tout point de F est double dans le

domaine R

d

n F .

Notons aussi le lemme suivant, dû �egalement �a Chevallier, qui nous sera utile par la

suite.

Lemme 2.3.12 ([Che89]) Sous les conditions du th�eor�eme pr�ecedent, supposons que 0 2

F et soit A = (a

1

; :::; a

d

) un point de

H

+

f

= f(x

1

; :::; x

d

) ; f(x

1

; :::; x

d�1

) < x

d

g

avec a

1

= 0; :::; a

d�1

= 0; a

d

= 1. Soit (A

n

)

n2N

une suite de points du segment 0A

convergeant vers 0 et soit � > 0. Alors la r�eunion des boules

[fB(A

n

; �jjA

n

jj) ; n 2 Ng

[

[fB(�A

n

; �jjA

n

jj) ; n 2 Ng

est non-e�l�ee en 0.

Chevallier a en fait montr�e en peu plus. Pour tout point x 2 F double dans 
 = R

d

nF

la reunion des boules x+ [fB(A

n

; �jjA

n

jj) ; n 2 Ng est e�l�e au sens minimal en l'un des

deux points de @


M

projett�es sur x et la reunion des boules x+[fB(�A

n

; �jjA

n

jj) ; n 2 Ng

est e�l�e en l'autre. Signalons que le th�eor�eme de Chevallier peut �egalement être d�emontr�e

par la proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.17, �etablis au chapitre suivant.
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Chapitre 3

Domaines de Poisson

L'objectif de ce chapitre est de donner une condition n�ecessaire pour qu'un domaine de

R

d

, d � 3, soit Poissonien. Cette condition (voir d�e�nition 3.1.6) que nous noterons CDF

(condition faible de cône double) a �et�e propos�ee par Bishop dans [Bis91] pour les domaines

du plan et est semblable �a la condition d'e�lement de Wiener. Nous proposons en outre

quelques exemples de situations o�u cette condition est �egalement su�sante.

3.1 Cadre, r�esultats li�es.

Bishop [Bis91] a introduit la condition CDF et il a montr�e qu'un domaine du plan est

Poissonien si et seulement si l'ensemble des points satisfaisant �a une condition CDF est

de mesure de Hausdor� lin�eaire nulle. D'autres conditions pour qu'un domaine soit Pois-

sonien ont �egalement �et�e �enonc�ees par Mountford et Port [MP91]. Mountford et Port font

appel �a la th�eorie de probabilit�es, tandis que Bishop s'appuie sur la th�eorie du Potentiel

classique.

En dimension 2, Bishop utilise une caract�erisation de deux domaines disjoints dont les

mesures harmoniques ne sont pas mutuellement singuli�eres, pour montrer que la condition

CDF est su�sante pour qu'un domaine soit Poissonien. Cette caract�erisation est �enonc�ee

par Bishop, Carleson, Garnett et Jones dans [BCGJ89] pour les domaines du plan. La

preuve s'appuie sur un r�esultat de Makarov [Mak85], am�elior�e par Pommerenke [Pom86],

qui fournit une comparaison de la mesure harmonique des domaines simplement connexes

du plan et de la mesure de Hausdor� lin�eaire. La d�emonstration de Makarov exploitant

les propri�et�es des fonctions conformes du plan, ne peut pas être appliqu�ee en dimension

sup�erieure. En outre, Wol� [Wol95] a montr�e que les r�esultats de Makarov ne sont pas

adaptables en dimension sup�erieure �a deux. Ainsi, la question de savoir si la condition

CDF est su�sante pour qu'un domaine de R

d

, d � 3, soit Poissonien reste-t-elle ouverte.

La d�emonstration de la n�ecessit�e de la condition CDF que nous proposons pour les

domaines de R

d

, d � 3 utilise la th�eorie de Martin. La voie suivie nous a �et�e propos�ee

27
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par A. Ancona.

Les notions de la th�eorie du potentiel classique utilis�ees sont donn�ees en section 2.1 et

les �el�ements essentiels de la th�eorie de Martin ont �et�e rappel�es en section 2.2.

3.1.1 D�e�nitions, propri�et�es des domaines de Poisson

Donnons tout d'abord la d�e�nition d'un domaine de Poisson.

D�e�nition 3.1.1 Un domaine 
 � R

d

est appel�e domaine de Poisson, ou domaine Pois-

sonien, si pour toute fonction u harmonique born�ee dans 
 il existe une fonction mesurable

f : @
! R telle que :

u(x) = H




f

=

Z

@


f(z)!(x; dz) (3.1)

o�u ! est la mesure harmonique de 
.

Donnons l'interpr�etation de la d�e�nition en termes de fronti�ere de Martin ([MP91],

th�eor�eme 9).

Th�eor�eme 3.1.2 ([MP91]) Un domaine de Green 
 � R

d

est Poissonien si et seulement

s'il existe un sous-ensemble � de la fronti�ere de Martin minimale @


M

de 
, un sous-

ensemble E de la fronti�ere @
 de 
 dans

b

R

d

et une application � : �! E v�eri�ant :

i) � est bijective et bimesurable.

ii) �(�) = 1, o�u � est la mesure harmonique de Martin relativement �a un point X

0

2 
.

iii) !(E) = 1, o�u ! est la mesure harmonique de 
 �evalu�ee en X

0

.

iv) Pour tout ensemble mesurable F � E et pour tout X

0

2 
, si � est la mesure

harmonique de Martin relativement �a X

0

et ! la mesure harmonique de 
 �evalu�ee

en X

0

, alors !(F ) = �(�

�1

(F )).

Les propri�et�es suivantes des domaines de Poisson ont �egalement �et�e d�emontr�ees dans

[MP91].

�) Toute composante connexe de l'intersection de deux domaines de Poisson est un

domaine de Poisson.

�) Soient 


1

et 


2

deux domaines Poissoniens de R

d

tels que 
 = 


1

[


2

soit connexe.

Soit ! la mesure harmonique de 
. Si !(@


1

\ @


2

) = 0, alors 
 est Poissonien.

Donnons quelques exemples :
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B

: 0

0

b

C n [0; 1]

1

j

�

j

x

j

y

V

�

V

1

V

2

M

L

u = 1

u = 0

�(V

1

)

�(V

2

)

Figure 3.1: L'application � de l'exemple 3.1.4.

Exemple 3.1.3 Par le th�eor�eme de Herglotz-Riesz (cf. exemple 2.0.1) les boules de R

d

sont des domaines de Poisson. �

Exemple 3.1.4 Donnons un exemple de domaine non-Poissonien. Soit

b

C le compacti��e

du plan complexe avec le point �a l'in�ni. Dans

b

C consid�erons le compl�ementaire du

segment [0; 1]. Le domaine 
 =

b

C n [0; 1] est simplement connexe et est l'image par l'

application conforme

�(z) =

(1 � z)

2

(1 � z)

2

� (1 + z)

2

du disque unit�e B . l'application � se prolonge de mani�ere continue sur @B . On peut

�egalement v�eri�er que les arcs L et M du cercle unit�e @B d�e�nis par

M = @B \ fz 2

b

C ; Imz > 0g et L = @B \ fz 2

b

C ; Imz < 0g

v�eri�ent �(L) = �(M) =]0; 1[.

Soit u = H

@B

1

M

la solution du probl�eme de Dirichlet dans B pour la fonction indicatrice

1

M

de M et soit v l'image par l'application conforme � de la fonction u. Montrons que v

est une fonction harmonique born�ee qui ne s'�ecrit pas sous la forme (3.1) ce qui montrera

que 
 n'est pas Poissonien.

Si x 2 M et y 2 L sont deux points de @B avec � = �(x) = �(y) et si V est un

voisinage de � su�sament petit alors �

�1

(V ) est la r�eunion d'un voisinage V

1

de x et d'un

voisinage V

2

de y dans B , V

1

et V

2

disjoints (voir �g. 3.1).

Remarquons que u converge vers 1 en tout point de M et vers 0 en tout point de L.

Par sym�etrie, si v est la solution du probl�eme de Dirichlet (g�en�eralis�e) pour une fonction
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fronti�ere f : [0; 1] ! R, alors v(z) converge vers la même valeur quand z tend vers �,

Imz < 0 et quand z tend vers �, Imz > 0. Or, ceci n'est pas le cas.

Une autre fa�con de proc�eder est en utilisant le th�eor�eme 2.3.3. Si z

n

tend vers � non-

tangentiellement alors v(z

n

) converge vers f(�), pour H

1

-presque tout � in ]0; 1[. Or, la

limite inf�erieure non-tangentielle de v est 0 tandis que sa limite sup�erieure est 1 en tout

point de ]0; 1[. Il est donc clair qu'il n'existe pas de fonction f : [0; 1] ! R telle que

v = H




f

. �

3.1.2 La condition CDF

Nous introduisons �a pr�esent la condition CDF, propos�ee par Bishop.

Notation 3.1.5 Notons S

d

la sph�ere unit�e de R

d

. Pour x 2 R

d

, � > 0 et � 2 S

d

nous

notons C(x; r; �; �) le cône

C(x; r; �; �) = fy ; y = x+ r

0

�

0

; �

0

2 S

d

; jj� � �

0

jj < � ; 0 < r

0

< rg:

Nous �ecrivons W (x; r; �; �) = C(x; r; �; �) n B (x; r=2) et nous notons �

d

= (0; :::; 0; 1) 2 S

d

.

D�e�nition 3.1.6 Soit 
 un domaine dans R

d

, d � 2. On dit que le point x 2 @
 satisfait

�a une condition CDF par rapport �a 
 s'il existe � = �(x) 2 S

d

et � = �(x) > 0 tels que

X

n2N

�

cap

n

2

n

(W (x; 2

�n

; �; �) n 
)

o

+ cap

n

2

n

(W (x; 2

�n

; �;��) n 
)

o

�

< +1; (3.2)

cap signi�ant la capacit�e de Green dans R

d

, pour d � 3 et la capacit�e de Green dans la

boule B (x; 1) centr�ee en x et de rayon 1, quand d = 2.

Dans la suite nous supposons d � 3; le cas d = 2 peut être trait�e de mani�ere similaire,

en se ramenant �a des ensembles contenus dans une boule.

Remarque 3.1.7 Si 


0

� 
 sont deux domaines de R

d

, avec @
 � @


0

et si un point

x 2 @
 \ @


0

satisfait �a une condition CDF par rapport �a 


0

, alors x satisfait �a une

condition CDF par rapport �a 
.

3.2 Une condition n�ecessaire pour qu'un domaine de

R

d

, d � 3, soit Poissonien

C.J. Bishop a propos�e la condition CDF et a montr�e que, dans R

2

, un domaine 
 est

Poissonien si et seulement si l'ensemble des points de @
 satisfaisant �a une condition CDF

par rapport �a 
 est de H

1

-mesure nulle [Bis91]. Le th�eor�eme suivant �etend partiellement

le r�esultat de Bishop en dimension sup�erieure.
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Th�eor�eme 3.2.1 Soit 
 un domaine dans R

d

et supposons que la H

d�1

-mesure des points

de sa fronti�ere qui satisfont �a une condition CDF par rapport �a 
 est strictement positive.

Alors 
 n'est pas Poissonien.

Le reste de la section est consacr�e �a la d�emonstration de ce th�eor�eme.

3.2.1 Pr�eliminaires

La d�emonstration du th�eor�eme s'e�ectue en 4 �etapes :

A) Nous montrons dans un premier temps que si l'ensemble des points de @
 satisfaisant

�a une condition CDF est de mesure H

d�1

positive, alors il existe un sous-ensemble

de la fronti�ere de 
, de mesure H

d�1

positive, inclus dans une surface lipschitzienne

dont tous les points satisfont �a une condition CDF.

B) Dans un deuxi�eme temps, nous a�rmons que si � est le graphe d'une fonction

lipschitzienne si x 2 � et si B est une partie d'un cône de sommet x disjoint de �,

alors l'e�lement au sens minimal en x relativement �a R

d

n � de B est �equivalent �a

une condition de type CDF.

C) Ensuite nous construisons deux sous-domaines de 
 dont les fronti�eres intersectent

une surface lipschitzienne sur un ensemble K de mesure H

d�1

positive et qui sont

e�l�ees au sens minimal relativement �a R

d

nK en H

d�1

-presque tout point de K.

D) Finalement, en utilisant l'e�lement au sens minimal des fronti�eres de ces domaines

en H

d�1

-presque tout point de K, nous montrons que leurs mesures harmoniques

sont �equivalentes �a H

d�1

sur K. La preuve est complet�ee par la proposition suiv-

ante :

Proposition 3.2.2 ([Bis91]) Un domaine 
 2 R

d

est Poissonien si et seulement si pour

tous sous-domaines disjoints 


1

et 


2

de 
, les mesures harmoniques !

1

et !

2

correspon-

dantes sont mutuellement singuli�eres sur @
.

3.2.2 D�emonstration du th�eor�eme 3.2.1

A) Nous proposons quelques lemmes g�eom�etriques pour d�emontrer la premi�ere �etape de la

preuve du th�eor�eme. Les notions d'ensembles r�egulier et irr�egulier au sens de Besicovitch

sont d�e�nies en appendice A.2.2.

Nous consid�erons un domaine 
 � R

d

.

Proposition 3.2.3 Soit E � @
 un ensemble qui v�eri�e 0 < H

d�1

(E) <1. Supposons

que H

d�1

-presque tout point de E satisfait �a une condition CDF par rapport �a 
. Alors

E est r�egulier au sens de Besicovitch.
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La d�emonstration de la proposition que nous proposons est comparable �a celle du lemme

4.3 de [Bis91].

Lemme 3.2.4 Sous les hypoth�eses de la proposition 3.2.3, il existe �

0

> 0 et �

0

2 S

d

tels

que l'ensemble F des points qui satisfont une condition CDF par rapport �a 
 avec � = �

0

et � = �

0

soit de H

d�1

-mesure positive.

D�emonstration Pour n 2 N, posons

S

n

= fx 2 E ; x satisfait �a une condition CDF avec

1

n + 1

� � <

1

n

g:

Clairement, E = [

+1

n=1

S

n

et donc il existe S

m

tel que H

d�1

(S

m

) > 0.

Consid�erons une partition de S

d

en un nombre �ni d'ensembles fS

k

g

n

k=1

de diam�etre

inf�erieure �a

1

100m

. Pour k = 1; :::; n, soit S

k

m

l'ensemble des points de S

m

satisfaisant �a une

condition CDF par rapport �a 
 avec � 2 S

k

.

Il est clair que

[

1�k�n

S

k

m

= S

m

. Il existe donc un ensemble S

k

0

m

parmi ceux-ci, avec

H

d�1

(S

k

0

m

) > 0. Posons F = S

k

0

m

et soit �

0

2 S

k

0

. Alors, tout x 2 F satisfait la condition

CDF par rapport �a 
 avec �(x) = �

0

et � =

1

100m

car le cône C(x; r;

1

100m

; �

0

) est inclus

dans le cône C(x; r; �(x); �(x)). �

Lemme 3.2.5 Soit E un ensemble irr�egulier au sens de Besicovitch et supposons que

0 < H

d�1

(E) < +1. Alors il existe un sous-ensemble F � E avec 0 < H

d�1

(F ) < +1

et une constante C > 0 tels que

�)

H

d�1

(B(x; r) \ E)

r

d�1

� C; 8x 2 F ; 0 < r < 1 (3.3)

�) Pour tout � > 0 et � 2 S

d

(3.4)

lim sup

r!0

H

d�1

(F \ C(x; r; �; �))

r

d�1

+ lim sup

r!0

H

d�1

(F \ C(x; r; �;��))

r

d�1

> 0

pour H

d�1

-presque tout x 2 F .

D�emonstration Ce lemme est un corollaire de deux r�esultats classiques de la th�eorie

de la mesure g�eom�etrique (cf. [Mat95]) :

Th�eor�eme 3.2.6 Soit E 2 R

d

, avec 0 < H

d�1

(E) < +1. Si E est irr�egulier au sens de

Besicovitch alors, pour tout � > 0, tout � 2 S

d

et pour H

d�1

-presque tout x 2 E

lim sup

r!0

H

d�1

(E \ C(x; r; �; �))

r

d�1

+ lim sup

r!0

H

d�1

(E \ C(x; r; �;��))

r

d�1

> 0
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D'autre part, par la relation (A.4), pour tout ensemble E � R

d

avec 0 < H

d�1

(E) <

+1,

lim sup

r!0

H

d�1

(E \B(x; r))

r

d�1

� 1 pour H

d�1

presque tout x 2 E

Il existe alors un sous-ensemble F de E, de H

d�1

-mesure positive, sur lequel la condition

(3.3) soit satisfaite pour une constante C > 0. L'ensemble F est �egalement irr�egulier au

sens de Besicovitch et donc, par le th�eor�eme pr�ec�edent, la relation (3.4) est valable sur

F . �

D�emonstration de la proposition 3.2.3. D'apr�es la proposition A.2.4, nous

pouvons �ecrire E comme E = E

1

[ E

2

avec E

1

recti�able, E

2

purement non-recti�able.

Raisonnons par l'absurde et supposons que E

2

soit de H

d�1

mesure strictement positive,

0 < H

d�1

(E

2

) < +1. Quitte �a diminuer E, nous pouvons donc supposer que E est

irr�egulier au sens de Besicovitch et la condition CDF est satisfaite H

d�1

-presque partout

sur ce nouveau E, H

d�1

(E) > 0.

Nous utilisons les lemmes 3.2.4 et 3.2.5 pour faire une estimation de la capacit�e des

anneaux coniques W (x; 2

�n

; �; �) n
 qui, �a son tour, aboutira �a une contradiction du fait

que la condition CDF est satisfaite sur E.

D'apr�es le lemme 3.2.4, il existe � > 0 et � 2 S

d

tels que l'ensemble F des points

x 2 E satisfaisant �a une condition CDF avec �(x) = � et �(x) = � soit de mesure H

d�1

strictement positive. L'ensemble F est irr�egulier au sens de Besicovitch donc, quitte �a

se restreindre �a un sous-ensemble de F , nous pouvons supposer qu'il v�eri�e les relations

(3.3) et (3.4).

Nous montrons que pour H

d�1

-presque tout x 2 F , il existe un nombre in�ni de

tranches W (x; 2

�n

; �; �) du cône C(x; r; �; �), not�ees W

n

, telles que

H

d�1

(2

n

(F \W (x; 2

�n

; �; �))) � c

1

(3.5)

o�u c

1

= c

1

(x) est une constante positive.

Fixons x 2 F . Quitte �a remplacer eventuellement � par �� nous pouvons supposer

que x v�eri�e

1 � c

0

= lim sup

r!0

H

d�1

(F \ C(x; r; �; �))

r

d�1

> 0:

Prenons 0 < r < 1 tel que

H

d�1

(F \ C(x; r; �; �))

r

d�1

>

c

0

2

. Or, par la relation (3.3), pour

~r < r

H

d�1

(F \ C(x; r; �; �) n C(x; ~r; �; �)) �

c

0

2

r

d�1

� C~r

d�1

:

Posons ~r =

�

c

0

2

�

1

d�1

r

4C

. Nous avons

H

d�1

(F \ C(x; r; �; �) n C(x; ~r; �; �)) � cr

d�1

;
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pour une constante c = c(c

0

) > 0. Soit N

0

= log

2

r

~r

. Remarquons que N

0

> 0 ne d�epend

que de c

0

et de C. Il existe, alors, une tranche

W

n

= W (x; 2

�n

; �; �) � C(x; r; �; �) n C(x; ~r; �; �)

telle que H

d�1

(2

n

(W

n

\ F )) > c

1

= 2

�N

0

(d�1)

c

0

N

0

.

L'it�eration de l'argument montre qu'il existe un nombre in�ni d'anneaux coniques

W

n

= W (x; 2

�n

; �; �) v�eri�ant (3.5). Pour ces anneaux nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.2.7 Il existe une constante c

2

= c

2

(c

1

; c

0

) telle que

cap(W

n

\ F ) � c

2

> 0 (3.6)

D�emonstration La capacit�e d'un ensemble F � R

d

est donn�ee par

capF = supfI

�1

(�) ; jj�jj = 1 ; supp� � Fg;

o�u I(�) =

Z

F

Z

F

1

jx� yj

d�2

�(dx)�(dy), cf. th�eor�eme 2.1.19.

Pour W

n

v�eri�ant (3.5), posons

~

F

n

= 2

n

(W

n

n F ) et soit � =

1

H

d�1

(2

n

F

n

)

H

d�1

. Nous

obtenons :

I(�) =

Z

~

F

n

Z

~

F

n

1

jjx� yjj

d�2

�(dx)�(dy)

=

1

H

d�1

(

~

F

n

)

2

Z

~

F

n

Z

~

F

n

1

jjx� yjj

d�2

H

d�1

(dx)H

d�1

(dy):

En utilisant la relation (3.3), nous montrons que l'int�egrale est uniform�ement major�ee

par c

�1

2

< +1, c

2

> 0 �etant une constante ind�ependante de n :

Z

~

F

n

Z

~

F

n

1

jjx� yjj

d�2

�(dx)�(dy) �

�

Z

~

F

n

+1

X

s=0

2

�s(d�2)

�(

~

F

n

\ fy 2

~

F

n

; 2

�s�1

� dist(y; x) � 2

�s

g)�(dx)

�

1

H

d�1

(W

n

\ F )

Z

~

F

n

2C�(dx) � 2c

�1

1

C = c

�1

2

et donc cap(

~

F

n

) � c

2

. �
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Ce lemme �etant d�emontr�e, nous en d�eduisons que la s�erie des capacit�es

+1

X

n=1

cap(

~

F

n

)

diverge. Or,

+1

X

n=1

cap[2

n

(W (x; 2

�n

; �; �) n 
)] �

+1

X

n=1

cap(

~

F

n

) = +1.

Il est clair que le même raisonnement donne, pour H

d�1

-presque tout x 2 F , un

nombre in�ni d'anneaux coniques W

n

(x) = W (x; 2

�n

; �; �) v�eri�ant (3.6), ce qui est en

contradiction avec notre hypoth�ese. �

Soient 
 un domaine Greenien de R

d

et E l'ensemble des points de la fronti�ere de 


satisfaisant �a une condition CDF par rapport �a 
. Supposons que H

d�1

(E) soit stricte-

ment positive. Il existe, alors, un sous-ensemble F de E de mesure positive, �nie (voir

th�eor�eme A.1.5). La proposition 3.2.3, montre alors que l'ensemble F est r�egulier au

sens de Besicovitch. Par le th�eor�eme A.2.3, il existe un graphe lipschitzien � tel que

H

d�1

(F \ �) > 0.

Nous pouvons am�eliorer la proposition 3.2.3 de la mani�ere suivante.

Remarque 3.2.8 Il existe un sous-ensemble F de E inclus dans une surface lipschitzienne

� tel que 0 < H

d�1

(F ) et pour tout x 2 F le double cône

C(x; 1; �(x); �(x))[ C(x; 1; �(x);��(x))

n'intersecte pas �. Pour montrer ceci il su�t de remplacer les conditions 3.3 et 3.4 du

lemme 3.2.5 par la condition de densit�e suivante : pour H

d�1

-presque tout x 2 F

lim

r!0

H

d�1

(E \B(x; r))

(2r)

d�1

= 1:

B) La d�emonstration de la deuxi�eme �etape s'e�ectue par une suite de lemmes, con-

cernant les domaines lipschitziens, qui sont bien connus. Pour la notion d'ensemble e�l�e

au sens minimal en un point de la fronti�ere d'un domaine de Denjoy, nous renvoyons �a la

section 2.2.

Il existe un autre type d'e�lement �equivalent, dans certains cas, �a l'e�lement au sens

minimal.

D�e�nition 3.2.9 Soit x 2 R

d

. L'ensemble E � R

d

est dit e�l�e au sens interne en x si

x =2 E n fxg ou s'il existe une fonction s, surharmonique dans un voisinage euclidien de

x, v�eri�ant

lim inf

y!x

y2Enfxg

s(y) > s(x):
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Nous utilisons le lemme suivant dû �a Y. Zhang [Zha87], pour montrer l'�equivalence des

deux types d'e�lement, dans le cadre d'un domaine lipschitzien, et ensuite nous faisons

appel au crit�ere d'e�lement au sens interne de Wiener pour lier l'e�lement minimal �a la

condition CDF. Pour ces resultats voir aussi [Aik85].

Soit � le graphe d'une fonction lipschitzienne f : R

d�1

! R. Posons

H

+

f

= f(x

1

; x

2

; :::; x

d

) 2 R

d

; f(x

1

; :::x

d�1

) > x

d

g:

Soit C(x; r; �; �) un cône contenu dans H

+

f

.

Lemme 3.2.10 ([Zha87], th�eor�eme 1) Un ensemble B � C(x; 1; �; �) est e�l�e au sens

minimal en x dans H

+

f

si et seulement s'il est e�l�e au sens interne en x.

Le th�eor�eme suivant propose une condition �equivalente �a l'e�lement au sens interne (cf.

[Doo84]).

Th�eor�eme 3.2.11 (Crit�ere de Wiener) Un ensemble B est e�l�e au sens interne en

x 2 R

d

si et seulement si

X

n2N

capf2

n

(B \ B(x; 2

�n

) nB(x; 2

�n�1

))g < +1:

R�esumons la situation :

Lemme 3.2.12 Soient � et H

+

f

comme ci-dessus et B � H

+

f

un ensemble quelconque.

Soit C(x) un cône de r�evolution, de sommet x 2 �, contenu dans H

+

f

. Alors B \ C(x)

est e�l�e au sens minimal en x dans H

+

f

si et seulement si

X

n2N

capf2

n

fB \ C(x) \ (B(x; 2

�n

) nB(x; 2

�n�1

))gg < +1: (3.7)

C) Cette �etape consiste �a lier l'e�lement au sens minimal et la mesure harmonique.

La proposition suivante en donne un premier r�esultat. Soit f , � et H

+

f

comme ci-dessus.

Proposition 3.2.13 Soit 
 un domaine inclus dans H

+

f

. Alors, si ! est la mesure har-

monique du domaine 
, pour tout ensemble E � � on a !(E) = 0 si et seulement si

H

+

f

n 
 est non-e�l�e au sens minimal dans H

+

f

en H

d�1

-presque tout point de E.

D�emonstration Un r�esultat de Dahlberg (th�eor�eme 2.3.4) a�rme que la mesure har-

monique de H

+

f

est �equivalente �a la mesure de Hausdor� H

d�1

. D'apr�es le lemme 2.2.17,

il su�t alors de montrer que la fronti�ere de Martin s'identi�e �a la fronti�ere euclidienne de

H

+

f

. Or, ceci est a�rm�e par le th�eor�eme 2.3.9 et le r�esultat s'en d�eduit. �
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La proposition suivante a�ne le th�eor�eme 2.3.11 et nous permettra de trouver deux

sous-domaines disjoints de 
 inclus dans deux demi-espaces compl�ementaires dont les

mesures harmoniques ne sont pas mutuellement singuli�eres. La d�emonstration nous a �et�e

sugger�ee par A. Ancona.

Proposition 3.2.14 Soit F � � ferm�e et posons 
 = R

d

n F . Alors, � n F est e�l�e au

sens minimal (relativement �a R

d

n F ) en H

d�1

-presque tout point de F .

N. Chevallier [Che89] a donn�e un exemple d'un ensemble F ferm�e contenu dans un

graphe lipschitzien � et d'un point x 2 F de densit�e (pour la mesure H

d�1

restreinte sur

F ) qui est un point simple pour R

d

n F et tel que � n F soit e�l�e en x dans R

2

n F .

A. Ancona a montr�e dans [Anc90a] (en r�epondant par la n�egative �a une question de

Chevallier) que si F est un sous-ensemble ferm�e d'un graphe lipschitzien � et si x 2 F est

un point double pour R

d

nF , alors � nF n'est pas n�ecessairement e�l�e en x dans R

d

nF .

De ce point de vue le th�eor�eme 2.3.11 est ind�ependant de la proposition 3.2.14.

Le lemme suivant est un lemme classique de la th�eorie de Martin (cf. [Anc84]).

Lemme 3.2.15 Soient 
 � R

d

un domaine de Green,

b


 son compacti��e de Martin et

� sa mesure harmonique de Martin relativement �a un point X

0

2 
. Si K est un sous-

ensemble compact de @

b


 avec �(K) = 0 alors il existe une fonction s surharmonique dans


, positive, v�eri�ant

lim

x!�

x2


s(x) = +1 ; pour tout � 2 K (3.8)

et telle que s(X

0

) = 1.

D�emonstration Soit K un compact de @

b


 de mesure � nulle. Soit U un voisinage de

K dans

b


. Montrons tout d'abord que R

U

1

=

R

@


M

R

U

K

�

�(d�) d�ecrô�t vers 0 lorsque U

d�ecrô�t vers K. En �ecrivant

R

U

1

=

Z

U

R

U

K

�

�(d�) +

Z

@


M

nU

R

U

K

�

�(d�)

et en utilisant le th�eor�eme de convergence domin�ee on obtient qu'il su�t de montrer que

R

U

K

�

d�ecrô�t vers 0 pour tout � =2 K. Soit � =2 K et supposons qu'il existe une suite (U

n

)

n2N

de voisinages de K d�ecroissant vers K et un point x 2 
 tels que q

n

(x) = R

U

n

K

�

(x) > c > 0.

Pour n assez grand, les ensembles U

n

sont e�l�es au sens minimal en x et donc (q

n

)

n2N

est une suite d�ecroissante de potentiels. Pour n 2 N la fonction q

n

est harmonique dans


 n U

n

. Si u = lim

n!1

q

n

, alors u est harmonique non-nulle dans 
, ce qui est absurde.

Choisissons une suite (U

n

)

n2N

de voisinages de K tels que R

U

n

1

(X

0

) � 2

�n

pour tout

n 2 N. La fonction s

0

=

+1

X

n=1

R

U

n

1

est surharmonique et 0 < s

0

(X

0

) � 1. D'autre part,
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lim

x!�

s(x) = +1, pour tout � 2 K. En posant s =

1

s

0

(X

0

)

s

0

nous trouvons la fonction

surharmonique cherch�ee. �

D�emonstration de la proposition 3.2.14 Notons encore @


M

la fronti�ere de Martin

minimale de 
. Soit � = � n F et posons

E = f� 2 @


M

; � est e�l�e en �g et N = f� 2 @


M

; � est non-e�l�e en �g:

Soit 1 la fonction harmonique constante �egale �a 1. Si � est la mesure harmonique de

Martin relativement �a un point X

0

de 
, on a la formule suivante :

b

R

�

1

=

b

R

�

R

@


M

K

�

�(d�)

=

b

R

�

R

N

K

�

�(d�)

+

b

R

�

R

E

K

�

�(d�)

= u+ p;

o�u u est la fonction u =

b

R

�

R

N

K

�

�(d�)

� 1 et p =

b

R

�

R

E

K

�

�(d�)

. Remarquons que u est une

fonction harmonique dans 
 car

b

R

�

R

N

K

�

�(d�)

=

R

N

b

R

�

K

�

�(d�) =

R

N

K

�

�(d�) et que p est un

potentiel puisque

b

R

�

K

�

est un potentiel dans 
 pour tout � 2 E.

D'apr�es le th�eor�eme de Fatou pour la compacti�cation de Martin (th�eor�eme 2.2.12),

u admet une limite �ne �-presque partout sur @


M

; cette limite est nulle en dehors de N

et vaut 1 sur N (�-presque partout).

Soit L la constante de lipschitz de la fonction f dont le graphe est � et soit 0 < � <

�

2

� arctanL. Notons N

+

l'ensemble des points x 2 N en lesquels C(x; 1; �; �

d

) est non-

e�l�e et N

�

l'ensemble des points x 2 N en lesquels C(x; 1; �;��

d

) est non-e�l�e. Par les

propri�et�es 2.2.10 des ensembles e�l�es au sens minimal et en utilisant le lemme 2.3.12, on

a N = N

+

[N

�

.

Par le th�eor�eme de Fatou (th�eor�eme 2.2.12) u admet la limite �ne 1 �-presque partout

sur N . Donc, pour �-presque tout point � de N

+

, il existe une suite de points x

n

2 
 qui

tend vers � dans la topologie de Martin telle que u(x

n

)! 1.

Soit � l'application qui envoie le compacti��e de Martin

b


 de 
 sur la fermeture 
[f1g

de 
 dans

b

R

d

donn�ee par le th�eor�eme 2.3.10. Pour �-presque tout point � 2 N

+

, si

� = �(�), nous pouvons choisir la suite x

n

parmi les points du cône C(�; 1; �; �

d

), celui-ci

n'�etant pas e�l�e au sens minimal en � (lemme 2.3.12).

D'autre part, la fonction u est harmonique dans H

+

f

. Par le th�eor�eme 2.1.13, nous

avons

H

H

+

f

1

�

u

=

b

R

�

u

= u;

la r�eduite �etant consid�er�ee dans 
. Or u � 1 donc u = H

H

+

f

1

�

u

� H

H

+

f

1

�

:

En d'autre termes, u est major�ee par la mesure harmonique de � dans H

+

f

. Le th�eor�eme

2.3.3 a�rme qu'alors u converge non-tangentiellement vers 0, H

d�1

-presque partout sur
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� n � et donc sur �(N

+

). Or, pour �-presque tout � de N

+

il existe une suite (x

n

)

n2N

qui tend vers �(�) non-tangentiellement telle que lim

n!1

u(x

n

) = 1. En notant �

+

la mesure

� restreinte �a N

+

, nous obtenons que ��

+

est singuli�ere par rapport �a H

d�1

sur �(N

+

).

Montrons maintenant que ceci est impossible si H

d�1

(�(N

+

)) est positif.

Supposons que H

d�1

(�(N

+

)) soit positif. Dans ce cas, il existe un sous-ensemble K

de �(N

+

) compact avec 0 < H

d�1

(K) < +1 et ��

+

(K) = 0. Par le lemme 3.2.15, il

existe alors une fonction s surharmonique positive sur 
 telle que lim

x!�

x2


s(x) = +1 pour

tout � 2 K et s(X

0

) = 1 pour un point X

0

2 H

+

f

.

Or, la fonction s admet une limite non-tangentielle �nie H

d�1

-presque partout sur F ,

ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese.

Il s'ensuit que H

d�1

(�(N

+

)) = 0. De même, H

d�1

(�(N

�

)) = 0 et donc � est e�l�e au

sens minimal en H

d�1

-presque tout point de F . �

D) Si � est le graphe d'une fonction lipschitzienne f de constante de lipschitz L

notons, pour x 2 � et a > 2L, C

a

(x) le cône de r�evolution C(x; 10;

�

2

� arctan a; �

d

).

Pour z 2 H

+

f

et pour un ensemble E � �, nous notons B

a

(z) = fx 2 � ; z 2 C

a

(x)g et

T

E

a

(z) = B

a

(z) \ E.

Lemme 3.2.16 Soit E un sous-ensemble de �, 0 < H

d�1

(E) < +1. Alors pour tout

a; a

0

avec 2L < a

0

< a et tout � > 0 il existe un sous-ensemble F de E v�eri�ant

�) H

d�1

(F ) > (1� �)H

d�1

(E)

�) !(z; T

E

a

0

(z)) � c pour tout z 2

S

fC

a

(x) ; x 2 Fg avec dist(z;�) < 4(L+ 1),

o�u ! est la mesure harmonique de H

+

f

et c est une constante strictement positive ne

d�ependent pas de z.

D�emonstration Fixons un point X

0

dans H

+

f

avec dist(X

0

;�) > 20. Par le th�eor�eme

de Dahlberg (th�eor�eme 2.3.4) la mesure harmonique de H

+

f

est �equivalente �a H

d�1

sur

�. Nous pouvons donc, pour tout � > 0, choisir un ensemble compact F � E tel que

H

d�1

(F ) > (1� �)H

d�1

(E) et

!(X

0

; B(x; r) \ E) � c

1

r

d�1

, pour tout x 2 F ; 0 < r < 1 (3.9)

!(X

0

; B(x; r)) � c

2

r

d�1

, pour tout x 2 F ; 0 < r < 1 (3.10)

o�u les constantes strictement positives c

1

et c

2

ne d�ependent pas de x et de r.

Soit z = (z

1

; ::; z

d

) 2

S

fC

a

(x) ; x 2 Fg et notons T (z) = T

E

a

0

(z). Quitte �a e�ectuer

une translation, nous pouvons supposer que z

1

= ::: = z

d�1

= 0 et que 0 appartient �a �.
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Notons K(z) le cylindre de r�evolution autour de l'axe des x

d

de rayon 3diamT (z), d�elimit�e

par les \demi-espaces" fx = (x

1

; :::; x

d

) ; x

d

= 2z

d

g et fx = (x

1

; :::; x

d

) ; x

d

= �2z

d

g.

En appliquant le principe de Harnack au bord (th�eor�eme 2.3.7) nous obtenons l'existen-

ce d'une constante c > 0 telle que

!(z; T (z)) � c !(z

0

; T (z)) , pour tout z

0

=2 K(z);

la constante c ne d�ependant pas de z et de z

0

.

Montrons maintenant qu'il existe une constante c

0

telle que pour tout z 2 H

+

f

on ait

!(z;B

a

0

(z)) � c

0

. Consid�erons le domaine K(z) n

~

C

a

0

(0), o�u

~

C

a

0

(0) = fx =2 R

d

; �x 2

C

a

0

(0)g. La solution du probl�eme de Dirichlet dans ce domaine pour la fonction de

la fronti�ere 1

~

C

a

0

(0)

est une fonction harmonique positive, inf�erieure �a !(:; B

a

0

(z)) par le

principe de maximum et minor�ee par une constante strictement positive au point z (car

la mesure harmonique d'un domaine est invariante par dilatation du domaine).

Par le corollaire 2.3.8 nous avons

!(z

0

; T (z))

!(z

0

; B

a

0

(z))

�

!(z; T (z))

!(z;B

a

0

(z))

, pour tout z

0

=2 K(z):

En posant z

0

= X

0

et en appliquant les formules (3.9) et (3.10) nous obtenons

!(z; T

a

0

(z)) � c > 0 pour tout z 2

S

fC

a

(x) ; x 2 Fg, avec dist(z;�) < 4. La constante

c > 0 est ind�ependante de z. �

Le th�eor�eme suivant est dû �a Na��m.

Th�eor�eme 3.2.17 ([Na��57], th�eor�eme 15) Soit 
 un domaine de R

d

et F un ferm�e de


. Si h est une fonction harmonique minimale de 
 et si F est e�l�e en h alors

1) h

0

= h�

b

R

F

h

est une fonction harmonique minimale de 
 n F et

2) l'ensemble A � 
 n F est e�l�e en h si et seulement s'il est e�l�e en h

0

.

Proc�edons maintenant �a la d�emonstration du th�eor�eme.

D�emonstration du th�eor�eme 3.2.1 : Soit K un sous-ensemble de @
, tel que tout

point de K satisfait �a une condition CDF et 0 < H

d�1

(K) < +1. Par la proposition

3.2.3, il existe un sous-ensemble E de K et un graphe lipschitzien � tels que

H

d�1

(E) > 0 et E � � (3.11)

D'apr�es le lemme 3.2.4 nous pouvons supposer que tout x 2 E satisfait la condition

CDF avec la même angle � = �

0

2 S

d

et la même ouverture � = �

0

. De plus, par la

remarque 3.2.8, nous pouvons choisir E ferm�e v�eri�ant :

Il existe r

0

> 0 tel que (C(x; r

0

; �

0

; �

0

) [ C(x; r

0

; �

0

;��

0

)) \ � = ; ; 8x 2 E (3.12)
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�

D

C(x; 2

�n

; �; �)

�

�

Figure 3.2: Le domaine D et le graphe lipschitzien �

Quitte �a e�ectuer une rotation nous pouvons �egalement supposer que �

0

= �

d

. Notons

f la fonction de Lispchitz dont le graphe est � et posons encore

H

+

f

= fz = (z

1

; :::; z

d

) 2 R

d

; z

d

> f(z

1

; :::; z

d�1

)g

H

�

f

= fz = (z

1

; :::; z

d

) 2 R

d

; z

d

< f(z

1

; :::; z

d�1

)g:

Nous montrons dans un premier temps que si !

1

est la mesure harmonique de 


1

= 
\H

+

f

alors, pour tout � > 0 il existe un ensemble F � E tel que H

d�1

(F ) > (1 � �)H

d�1

(E)

et !

1

soit �equivalente avec H

d�1

sur F . Remarquons que par le th�eor�eme 2.3.4 la mesure

harmonique ! de H

+

f

est �equivalente �a H

d�1

sur �, et donc, par le corollaire 2.1.15, la

mesure !

1

est absolument continue par rapport �a H

d�1

sur �. Il su�t donc de d�emontrer

que H

d�1

est absolument continue par rapport �a !

1

sur un sous-ensemble F de � de H

d�1

mesure positive.

Lemme 3.2.18 Pour � > 0, soit F � E l'ensemble donn�e par le lemme 3.2.16, pour

a = tan(

�

2

�

�

0

2

) et cet �. Alors, pour tout S � F

H

d�1

(S) > 0 =) !

1

(S) > 0:

En d'autre termes, la mesure H

d�1

est absolument continue par rapport �a !

1

sur F .

D�emonstration Soit S � F avec H

d�1

(S) > 0. Pour le domaine lipschitzien H

+

f

la

mesure harmonique de Martin � s'identi�e naturellement �a la mesure harmonique ! de

H

+

f

qui est �equivalente �a H

d�1

(th�eor�eme 2.3.4). Nous montrons que H

+

f

n 
 est e�l�e

au sens minimal en H

d�1

-presque tout point de F . Par la proposition 3.2.13 la mesure

harmonique de S dans 


1

est alors positive, ce qui donne l'�enonc�e du lemme.

Soit D =

S

fC

a

(x); x 2 Fg. D est un domaine lipschitzien, car l'enveloppe inf�erieure

de fonctions lipschitziennes uniform�ement minor�ees est une fonction lipschitzienne, voir

�g. 3.2.

Par la proposition 3.2.14, @D n F est e�l�e au sens minimal en H

d�1

-presque tout

point de F (dans le compacti��e de Martin de R

d

n F ). Une deuxi�eme application de la
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proposition 3.2.14 et le lemme 3.2.17 donnent alors que H

+

f

nD est e�l�e au sens minimal

dans H

+

f

, en H

d�1

-presque tout x de F . Puisque la r�eunion de deux ensemble e�l�es au

sens minimal en un point x est e�l�e au sens minimal en x (propri�et�es 2.2.10), il reste �a

montrer que D n
 est e�l�e au sens minimal, dans H

+

f

, en H

d�1

-presque tout point de F .

Posons a

0

= tan(

�

2

��

0

). Les cônes C

a

0
(x) contiennent les cônes C

a

(x), x 2 E. Notons,

pour x 2 E, K

x

la fonction de la fronti�ere de Martin de H

+

f

attach�ee �a x (relativement �a

un point X

0

2 


1

(th�eor�eme 2.3.3) et consid�erons les fonctions

b

R

C

a

0

(x)n


K

x

, la r�eduite �etant

consid�er�ee dans H

+

f

. Ces fonctions sont des potentiels par le lemme 3.2.12 et la condition

CDF.

Par les propri�et�es 2.2.10 nous pouvons, pour chaque x 2 E, substituer C

a

0

(x) n 
 par

un ensemble U

x

ouvert, contenant C

a

0

(x) n
, tel que p

x

= R

U

x

K

x

soit un potentiel. Posons

p(z) =

R

E

p

x

(z)�(dx), � �etant la mesure harmonique de Martin relativement �a X

0

; il est

facile de v�eri�er que p(z) est un potentiel comme int�egrale de potentiels.

D'autre part, lemme 3.2.16, pour z 2 D si T (z) = fx 2 E ; z 2 C

a

0

(x)g, la mesure

!(z; T (z);H

+

f

) est minor�ee par une constante c d�ependant du graphe lipschitzien �, de �

0

et de �.

Soit z 2

S

fC

a

(x) n 
 ; x 2 Fg = D n 
. Remarquons que p

x

= K

x

sur U

x

. En

appliquant le lemme 3.2.16, nous obtenons

p(z) =

Z

E

R

U

x

K

x

(z)�(dx) �

Z

T (z)\F

K

x

(z)�(dx) = !(z; T (z)) > c:

D'autre part, p admet la limite �ne 0 sur �, H

d�1

-presque partout (th�eor�eme 2.2.12)

et donc fz 2 H

+

f

; p(z) > cg est un ensemble e�l�e en K

x

, pour H

d�1

-presque tout x 2 E.

Or, D n 
 =

S

fC

a

(x) \ D n 
 ; x 2 Eg � fx 2 H

+

f

; p(x) > cg. Il s'ensuit que D n 
 est

e�l�e au sens minimal en H

d�1

presque tout point de F . �

Les mêmes arguments sont valables pour la mesure harmonique !

2

de 


2

= H

�

f

\ 
.

En appliquant le lemme pr�ec�edent pour � < 1=2, nous obtenons que les mesures !

j

sont

�equivalentes �a H

d�1

sur un ensemble F � E de mesure H

d�1

positive. Les mesures !

1

et

!

2

sont alors �equivalentes sur F et la proposition 3.2.2 a�rme que dans ce cas 
 n'est

pas Poissonien. �

3.3 Une r�eciproque partielle

Dans le cadre bidimensionnel, C.J. Bishop [Bis91] a montr�e qu'un domaine 
 � R

2

est Poissonien si et seulement si l'ensemble des points du bord de 
 satisfaisant �a une
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condition CDF par rapport �a 
 est de mesure H

1

-nulle. La preuve de ce r�esultat d�epend

de fa�con essentielle du r�esultat de Bishop, Carleson, Garnett et Jones [BCGJ89] suivant.

Th�eor�eme 3.3.1 ([BCGJ89]) Soient 


1

, 


2

deux domaines disjoints de R

2

et soient !

1

et !

2

leurs mesures harmoniques. Si !

1

est �equivalente �a !

2

sur un ensemble E de mesure

!

1

positive, alors il existe un ensemble R � E r�egulier au sens de Besicovitch sur lequel

les mesures !

1

et !

2

sont �equivalentes �a H

1

et H

1

(R) > 0.

La preuve de ce r�esultat fait appel aux applications conformes et au th�eor�eme de

Makarov sur le support de la mesure harmonique des domaines simplement connexes

dans R

2

et n'est donc pas adaptable aux espaces de dimension sup�erieure �a 2.

Nous donnons une r�eciproque du th�eor�eme 3.2.1 sous l'hypoth�ese suppl�ementaire sur

le domaine 
 suivante (on renvoie �egalement �a la remarque 3.3.11).

Hypoth

�

ese : si 


1

et 


2

sont deux sous-domaines disjoints de 
 et si les mesures

harmoniques correspondantes !

1

et !

2

sont �equivalentes sur un sous-ensemble de @
 de

mesure !

1

strictement positive alors elles sont �equivalentes sur un sous-ensemble de @


r�egulier au sens de Besicovitch de mesure !

1

strictement positive.

Nous �enon�cons la r�eciproque dans un cas sp�ecial. Cependant la preuve s'adapte facile-

ment �a un cas plus g�en�eral.

Th�eor�eme 3.3.2 Soit � le graphe d'une fonction lipschitzienne f et soit F � � ferm�e.

Si B est une collection de boules ferm�ees disjointes contenues dans R

d

n F telles que

E =

[

B2B

B [ F soit ferm�e, alors le domaine 
 = R

d

n E est Poissonien si et seulement

si l'ensemble des points du bord de 
 satisfaisant une condition CDF par rapport �a 
 est

de mesure H

d�1

-nulle.

Pour la preuve nous aurons besoin du r�esultat suivant.

Proposition 3.3.3 Soit F � R

d

avec H

d�1

(F ) = 0. Alors, le domaine 
 = R

d

n F est

Poissonien.

La d�emonstration de la proposition utilise un th�eor�eme, essentiellement contenu dans un

article de Friedland et Hayman [FH76], qui donne une majoration du produit des mesures

harmoniques de deux domaines disjoints (pour une preuve compl�ete voir aussi [Bis92]).

En utilisant ce r�esultat, nous montrons que pour tout couple de sous-domaines disjoints

de 
 = R

d

n F les mesures harmoniques correspondantes sont singuli�eres sur F .

Th�eor�eme 3.3.4 ([FH76]) Si 


1

, 


2

sont deux domaines disjoints de R

d

et si !

1

, !

2

sont leurs mesures harmoniques, �evalu�ees en deux points �x�es x

1

2 


1

et x

2

2 


2

re-

spectivement, alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout x 2 R

d

et tout

r > 0,

!

1

(B(x; r))!

2

(B(x; r)) � C

2

r

2(d�1)

:
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D�emonstration de la proposition 3.3.3 Soient 


1

et 


1

deux sous-domaines disjoints

de 
, et soient !

1

et !

2

leurs mesures harmoniques, �evalu�ees en x

1

2 


1

et x

2

2 


2

respectivement. Par le th�eor�eme 3.3.4 il existe une constante C > 0 telle que pour tout

x 2 @


1

\ @


2

nous ayons

!

1

(B(x; r))!

2

(B(x; r)) � C

2

r

2(d�1)

: (3.13)

Soit � > 0 et F un recouvrement de @
 par des boules telles que

X

B2F

(diamB)

d�1

< �.

Soient

F

1

=

�

B = B(x; r) 2 F ; !

1

(B) > Cr

d�1

	

et

F

2

=

�

B = B(x; r) 2 F ; !

2

(B) > Cr

d�1

	

:

D'apr�es le th�eor�eme 3.3.4, F

1

\ F

2

= ;, et

!

j

�

[

fB 2 F n F

j

g

�

< 2

d�1

C� ; j = 1; 2:

Par cons�equent, !

1

�

[

fB 2 F

1

g

�

> !

1

(@
)� 2

d�1

C� et !

2

�

[

fB 2 F

1

g

�

< 2

d�1

C�.

Puisque � est arbitraire, nous pouvons trouver une suite d'ensembles (F

n

)

n2N

tels

que !

1

(F

n

) > !

1

(@
) � 2

�n

et !

2

(F

n

) < 2

�n

. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli,

si F

1

= lim sup

n!1

F

n

, nous obtenons !

1

(F

1

) = !

1

(@
) et !

2

(F

1

) = 0, donc !

1

?!

2

. Le

r�esultat �etant valable pour tout couple de sous-domaines disjoints de 
, nous en d�eduisons,

apr�es application de la proposition 3.2.2, que 
 est Poissonien. �

Corollaire 3.3.5 Si 


1

et 


2

sont deux domaines disjoints dont les mesures harmoniques

sont strictement positives et �equivalentes sur un ensemble E de mesure H

d�1

�-�nie, alors

elles sont �equivalentes �a H

d�1

sur un sous-ensemble de E de H

d�1

mesure strictement

positive.

D�emonstration Si les deux mesures �etaient singuli�eres par rapport �a H

d�1

, il existerait

un ensemble F de H

d�1

-mesure nulle qui porterait les deux mesures. Une application du

th�eor�eme 3.3.4 aboutit alors �a une contradiction. �

De la même fa�con nous pouvons montrer le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.6 Soient 


1

et 


2

deux domaines de R

d

tels que la mesure H

d�1

soit

�-�nie sur @


1

\ @


2

. Soient !

1

, !

2

leurs mesures harmoniques. Alors nous avons

l'alternative suivante :

� ou bien !

1

?!

2

� ou il existe un ensemble F � @


1

\ @


2

sur lequel les mesures !

1

et !

2

sont �equiv-

alentes �a H

d�1

et non-nulles.
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Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme �enonc�e.

D�emonstration du th�eor�eme 3.3.2 Supposons que 
 ne soit pas Poissonien. Il

existe alors deux sous-domaines 


1

et 


2

de 
, disjoints tels que les mesures harmoniques

correspondantes !

1

et !

2

soient �equivalentes sur un ensemble K � @
.

Montrons d'abord que [fB 2 Bg\K = ;. Remarquons que le compl�ementaire d'une

boule ferm�ee est un domaine de Poisson. Pour ceci il su�t d'appliquer une transformation

de Kelvin pour se ramener �a l'int�erieur d'une boule et appliquer le th�eor�eme de Herglotz-

Riesz de repr�esentation int�egrale des fonctions harmoniques born�ees dans une boule.

Supposons que les mesures harmoniques !

1

et !

2

soient �equivalentes et non-nulles sur

le bord de la boule B

0

2 B. Selon la proposition 3.2.2, ceci implique que le compl�ementaire

de la boule n'est pas un domaine Poissonien, ce qui est absurde.

Le reste de la preuve s'applique �egalement �a la preuve du th�eor�eme 3.3.7.

Supposons maintenant que les mesures harmoniques des deux domaines soient �equiv-

alentes sur K � �. Par le corollaire 3.3.5, nous pouvons supposer que K est de H

d�1

mesure positive et que les mesures harmoniques sont �equivalentes �a H

d�1

sur K. D'apr�es

la proposition 3.2.14, � nK est e�l�e au sens minimal en H

d�1

-presque tout point de K.

Or, dans le domaine

~


 = R

d

n K, H

d�1

-presque tout point de K est double (th�eor�eme

2.3.11), c'est-�a-dire qu'�a presque tout point de K sont associ�es (au sens du th�eor�eme

2.3.10) deux points de la fronti`ere de Martin minimale de

~


 .

La fronti�ere de Martin consider�ee est dor�enavant celle du domaine

~


; nous notons �

la mesure harmonique de Martin de ce domaine relativement �a un point X

0

2 
 et �

la projection de la fronti�ere de Martin de

~


 sur @

~


 [ f+1g, donn�ee par le th�eor�eme

2.3.10. La mesure � est projet�ee par � sur la mesure harmonique ~! de @

~


 �evalu�ee en

X

0

qui est �equivalente �a H

d�1

sur un sous-ensemble de K de mesure H

d�1

strictement

positive (puisque !

1

est absolument continue par rapport �a ~!). Quitte �a diminuer K,

nous pouvons supposer que H

d�1

(K) est positive et que les mesures !

1

, !

2

, ~! et H

d�1

sont �equivalentes sur K.

Soient H

+

f

, H

�

f

les \demi-espaces" H

+

f

= f(x

1

; x

2

; :::; x

d

) 2 R

d

; f(x

1

; :::x

d�1

) < x

d

g et

H

�

f

= f(x

1

; x

2

; :::; x

d

) 2 R

d

; f(x

1

; :::x

d�1

) > x

d

g et A � K l'ensemble des points associ�es

�a deux points de la fronti�ere de Martin. Par le th�eor�eme 2.3.11, quitte �a se restreindre �a

un sous-ensemble A

0

de A de mesure H

d�1

�egale �a H

d�1

(A), nous pouvons supposer qu'�a

chaque point � de la fronti�ere de Martin minimale @

~




M

de

~


 avec �(�) 2 A

0

, un et un

seul \demi-espace" parmi les H

+

f

, H

�

f

est e�l�e au sens minimal en �. Soient

~




+

= f� 2 �

�1

(A

0

) ; H

�

f

est e�l�e au sens minimal en �g

~




�

= f� 2 �

�1

(A

0

) ; H

+

f

est e�l�e au sens minimal en �g:

Clairement,

~




+

\

~




�

= ; ; et

~




+

[

~




�

= f� 2 @

~




M

; �(�) 2 A

0

g: (3.14)
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Le corollaire 2.2.17 montre que

~


 n 


1

ne peut pas être non-e�l�e au sens minimal en

�-presque tout point de �

�1

(A

0

), car A

0

est de mesure harmonique positive dans 


1

. Or,

�(�) = ~! est �equivalente �a la mesure de Hausdor� H

d�1

, et donc il existe un ensemble

O � A

0

avec H

d�1

(O) > 0, tel que pour tout x 2 O l'ensemble

~


 n 


1

soit e�l�e en au

moins un point de �

�1

(x).

Par la relation (3.14), quitte �a permutter H

+

f

et H

�

f

, nous pouvons supposer qu'il existe

Z � �

�1

(O) tel que

1. H

�

f

soit e�l�e au sens minimal en tout point de Z.

2. �(Z) > 0.

3.

~


 n 


1

soit e�l�e en tout point de Z.

Nous en d�eduisons, �a l'aide du th�eor�eme 3.2.17, que H

+

f

n


1

est e�l�e au sens minimale

dans H

+

f

en tout point de �(Z). Or, �(Z) est positive donc, ~!(�(Z)) > 0. D'autre part,

~! est �equivalente �a H

d�1

sur A

0

et donc, par le th�eor�eme 2.3.4, est �equivalente �a la mesure

harmonique de H

+

f

. Par le corollaire 2.2.17 nous obtenons !(�(Z);H

+

f

\ 


1

) > 0.

Remarquons que

~


 n


2

� 


1

est non-e�l�e au sens minimal en tout point de Z (dans

~


). Puisque !

2

(�(Z)) est �equivalente �a H

d�1

sur �(Z), l'ensemble

~


n


2

est e�l�e au sens

minimal dans H

�

f

en H

d�1

-presque tout point de �(Z).

Le lemme 3.2.12 montre qu'alors H

d�1

-p.t. x 2 �(Z) satisfait �a une CDF, ce qui

ach�eve la preuve du th�eor�eme. �

Le th�eor�eme 3.3.2 se g�en�eralise de la fa�con suivante :

Th�eor�eme 3.3.7 Soit 
 un domaine de R

d

, d � 2 et soit � une application comme

donn�ee par la remarque 2.2.16. Soit C � @
 l'ensemble des points qui satisfont �a une

condition CDF par rapport �a 
 et D � @
 l'ensemble des points au moins doubles (rela-

tivement �a �) de @
. Supposons que D est un ensemble r�egulier au sens de Besicovitch.

Alors 
 est Poissonien si et seulement si H

d�1

(C) = 0.

La preuve repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.3.8 Soit 
 un domaine de R

d

, d � 2 et soient 


1

et 


2

deux domaines disjoints

inclus dans 
. Soient !

1

et !

2

les mesures harmoniques de 


1

et 


2

respectivement. Si

S � @
 est l'ensemble des points simples pour 
 (relativement �a une application � comme

donn�ee par la remarque 2.2.16), alors !

1

est singuli�ere par rapport �a !

2

sur S.
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D�emonstration Soient ! la mesure harmonique de 
 �evalu�ee en un point X

0

2 
 et �

la mesure harmonique du compacti��e de Martin

b


 de 
 relativement �a X

0

. Consid�erons

la fermeture 
 dans

b

R

d

. Remarquons �egalement que la fonction � est injective sur S.

Soit � � S l'ensemble des points x 2 S tels que 
 n


1

soit non-e�l�e au sens minimal

en �

�1

(x). Alors,

!

1

(:;�) = !(:;�)�

Z

@


1

\


!(z;�)!

1

(:; dz) = !(:;�)�

Z

@


1

\


Z

�

�1

(�)

K

x

(z)�(dx)!

1

(:; dz)

= !(:;�)�

Z

�

�1

(�)

R

@


1

\


K

x

(z)�(dx) = !(:;�)�

Z

�

�1

(�)

K

x

(z)�(dx) = 0:

Les ensembles � et S n � sont mesurables et !

1

(�) = !

2

(S n �) = 0. Il s'ensuit que

!

1

est singuli�ere par rapport �a !

2

sur S. �

D�emonstration du th�eor�eme 3.3.7 Supposons que 
 ne soit pas Poissonien. Alors

il existe deux domaines disjoints 


1

et 


2

inclus dans 
, dont les mesures harmoniques

sont �equivalentes et non-nulles sur un ensemble K � @
. Par le lemme pr�ec�edent nous

obtenons que les mesures !

1

et !

2

sont �equivalentes et non-nulles sur un sous-ensemble de

D et par cons�equent sur un sous-ensemble d'un graphe lipschitzien. Le reste de la preuve

est le même que pour le th�eor�eme 3.3.2. �

Donnons quelques exemples d'applications des th�eor�emes pr�ec�edents :

Exemple 3.3.9 Si � est un graphe lipschitzien dans R

d

et si E � � est ferm�e , alors

trivialement H

d�1

(E) > 0 si et seulement si R

d

n E n'est pas Poissonien. �

Exemple 3.3.10 Reciproquement, si F est un ensemble de mesure H

d�1

nulle, alors par

la proposition 3.3.3, R

d

n F est Poissonien. �

Remarque 3.3.11 Pour g�en�eraliser le th�eor�eme 3.3.7 il nous su�rait de savoir que les

mesures harmoniques de deux domaines disjoints sont �equivalentes sur un ensemble r�egu-

lier au sens de Besicovitch. Ce r�esultat (connu dans le cadre bidimensionel, voir th�eor�eme

3.3.1), n'est malheuresement pas connu en dimension � 3.

3.4 Mesure harmonique et ensembles irr�eguliers de

R

2

Nous nous pla�cons dans R

2

. Dans [Bis92], Bishop propose le probl�eme suivant : Soit 


un domaine de R

2

et E est un ensemble irr�egulier au sens de Besicovitch, E � @
. Alors,

si ! est la mesure harmonique du domaine 
, est-il vrai que ! est singuli�ere �a H

1

sur E?
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Peter Jones a donn�e une preuve de la conjecture sous une condition de capacit�e uni-

forme, et le th�eor�eme de Makarov [Mak85], am�elior�e par Pommerenke [Pom86], permet

de la d�emontrer si le domaine 
 est simplement connexe. En s'inspirant de la m�ethode

de A. Ancona et M. Zinsmeister de [AZ89] nous montrons que si 
 est le compl�ementaire

d'un ensemble E compact irr�egulier au sens de Besicovitch, alors ! est singuli�ere par

rapport �a H

1

sur l'ensemble des points doubles de E. Rappelons (voir section 2.3) que

l'ensemble des points au moins triples d'un domaine du plan est de mesure harmonique

nulle, remarque que nous devons �a A. Ancona.

Le th�eor�eme de Pommerenke mentionn�e est le suivant.

Th�eor�eme 3.4.1 ([Pom86], corollaire 2) Soit 
 un domaine simplement connexe et soit

! sa mesure harmonique. Il existe une partition de @
, @
 = E

0

[ E

1

[ E

2

avec les

propri�et�es suivantes :

1) H

1

(E

0

) = 0

2) la mesure ! est �equivalente �a H

1

sur E

1

3) E

1

est de mesure H

1

�-�nie, et @
 a une tangente en tout point de E

1

4) !(E

2

) = 0

Rappelons-nous qu'un ensemble compact irr�egulier au sens de Besicovitch n'a pas de

tangentes H

1

-presque surement; on en d�eduit le r�esultat suivant.

Corollaire 3.4.2 Soient E un ensemble compact irr�egulier au sens de Besicovitch, 
 un

domaine simplement connexe tel que E � @
 et soit ! la mesure harmonique de 
. Alors,

! est singuli�ere �a H

1

sur E.

Le lemme suivant est bien connu. Cependant nous pr�esentons la d�emonstration pour

des raisons de commodit�e.

Lemme 3.4.3 Si E est un ensemble compact, totalement discontinu, et si 
 = R

2

n E,

alors il existe une projection continue �, du compacti��e de Martin

b


 sur la fermeture 


de 
 dans

b

R

2

, prolongeant l'identit�e qui projette la mesure harmonique de Martin de 


sur la mesure harmonique du domaine 
.

D�emonstration Soit h une fonction harmonique minimale attach�ee �a un point de la

fronti�ere de Martin @

b


 de 
. D'apr�es la th�eorie de Martin, il existe x 2 E et une suite

(x

n

)

n2N

� 
 tel que h = lim

x

n

!x

K

x

n

. Soit x

0

2 E et soit V est une base de voisinages de x

0

dans R

2

= 
 telle que pour tout V 2 V la fronti�ere @V de V soit une courbe de Jordan

ferm�ee, @V � 
 et x =2 V . Montrons que

b

R

V

h

est un potentiel et donc V est e�l�e en h,

pour tout V 2 V.
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Soit x

0

2 E, x

0

6= x, et soit 
 � 
 une courbe de Jordan ferm�ee qui s�epare x; x

0

. Soit

V la composante connexe de R

2

n 
 qui contient x

0

. Soit X

0

le point de normalisation de

b


, K

x

n

(X

0

) = 1 ; 8n 2 N. Du principe de Harnack on obtient qu'il existe une constante

C > 0 telle que

1

C

� K

x

n

� C sur 
, pour tout n 2 N. D'autre part K

x

n

tend vers h

uniform�ement sur tout compact de 
. Il s'ensuit que C

b

R

V

K

x

n

�

b

R

V

h

et donc

b

R

V

h

est un

poteniel.

Soit � :

b


 !

c

R

2

l'application qui prolonge l'identit�e de 
 en associant �a chaque

fonction h 2 @

b


 l'unique point x 2 @
 tel que pour tout voisinage V de x dans R

2

,

b

R

V

h

n'est pas un potentiel. L'application est clairement bijective. Montrons maintenant que

� est continue. En e�et, si h

i

�

b


 converge �nement vers un point h 2 @

b


, alors le

�ltre x

i

� 
 correspondant tend vers le point x associ�e �a h (s'il existait un deuxi�eme

point d'accumulation on pourrait trouver comme ci-dessus un voisinage de h e�l�e en h,

absurde).

Finalement, par la proposition 2.2.15, la mesure harmonique de Martin de 
 est pro-

jet�ee sur la mesure harmonique de 
. �

Proposition 3.4.4 Soit E un ensemble compact irr�egulier au sens de Besicovitch et soit


 = R

2

n E. Si ! est la mesure harmonique du domaine 
 �evalu�ee �a l'in�ni, alors ! est

singuli�ere �a H

1

sur l'ensemble � des points doubles de E (relativement �a la fonction �

donn�ee par le lemme pr�ec�edent) .

D�emonstration Posons L = �

�1

(�). Raisonnons par l'absurde et supposons que ! n'est

pas singuli�ere �a H

1

sur �. T. Wol� a montr�e dans [Wol93], que les mesures harmoniques

des domaines du plan sont port�ees par des ensembles de mesureH

1

�-�nie. Nous pouvons

donc supposer que ! est �equivalente �a H

1

sur un sous-ensemble �

0

de �.

Quitte �a diminuer �

0

, nous pouvons trouver deux compacts L

1

et L

2

dans L disjoints,

tels que �(L

1

) = �(L

2

) = �

0

et �(L

2

) > 0, � �etant la mesure harmonique de Martin,

relativement �a l'in�ni, projet�ee par � sur !.

Soient V

1

et V

2

deux voisinages de L

1

et L

2

respectivement. Rappelons que tout point

de la fronti�ere de Martin minimale de 
 admet un syst�eme de voisinages �a intersection

avec 
 connexe. Nous pouvons alors supposer, en diminuant eventuellement L

1

, que

V

1

\ 
 est un ensemble ouvert connexe. En posant F = V

1

\ 
, nous en d�eduisons que

chaque composante de

c

R

2

n F est donc simplement connexe. Soit (U

n

)

n2N

la collection

des composantes connexes de

c

R

2

nF et soit, pour n 2 N, !

n

la mesure harmonique de U

n

.

Posons ~! =

P

n2N

2

�n

!

n

.

Remarquons que par construction F est e�l�e �a chaque point de L

2

. Soit S � L

2

.

Posons u =

R

S

K

x

�(dx) et consid�erons la fonction u�R

F

u

. Si �(S) > 0, alors la fonction

u�R

F

u

est harmonique non-nulle dans 
nF (puisque F est e�l�e �a chaque point de L

2

). Il



50 Chapitre 3. Domaines de Poisson

s'ensuit que �(S) est de mesure harmonique positive dans une de composantes connexes

de R

2

n F . On conclut que si ~� est la restriction de � sur L

2

, la projection de la mesure

~� sur �

0

est absolument continue par rapport �a ~!.

Or, d'apr�es le corollaire 3.4.2, la mesure ~! est singuli�ere par rapport �a H

1

sur �

0

.

D'autre part la mesure ~� est absolument continue par rapport �a ! et donc ! n'est pas

�equivalente �a H

1

sur �

0

, ce qui est absurde. �



Chapitre 4

Mesure harmonique du

compl�ementaire d'ensembles de

Cantor

Dans ce chapitre nous nous int�eressons �a la dimension de la mesure harmonique de certains

domaines de R

d

, d � 2. La fronti�ere des domaines �etudi�es, est un ensemble compact de

type fractal totalement discontinu.

4.1 Cadre, r�esultats li�es

Donnons d'abord la d�e�nition de dimension d'une mesure de probabilit�e; la notion de

dimension de Hausdor� d'un ensemble E dim

H

E est donn�ee en section A.1.

D�e�nition 4.1.1 Soit � une mesure de probabilit�e dans R

d

(ou dans un espace m�etrique).

La dimension au sens de Hausdor� de �, ou simplement la dimension de � , dim� est

d�e�nit comme suit :

dim� = inffdim

H

E ; �(E) = 1g (4.1)

L'histoire du probl�eme commence en 1981. �ksendal [�ks81], a propos�e la conjecture

suivante : La mesure harmonique de tout domaine de R

2

est port�ee par un ensemble de

dimension inf�erieur ou �egale �a 1.

Par la de�nition 4.1.1, nous pouvons donner la conjecture d' �ksendal sous la forme

suivante : \la dimension de la mesure harmonique de domaines de R

2

est toujours in-

f�erieure �a 1". Le premier r�esultat li�e �a la conjecture a �et�e celui de Carleson [Car85]. Il

a montr�e que pour certains ensembles de Cantor de R

2

la dimension de la mesure har-

monique de leur compl�ementaire est strictement inf�erieure �a 1. Sa m�ethode fait appel

aux outils de la th�eorie ergodique, et implique une estimation de l'entropie de la mesure

harmonique (pour une d�e�nition de l'entropie, voir chapitre 4). En même temps, N.

51
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Makarov dans [Mak85] montrait que la conjecture est juste pour la mesure harmonique de

domaines du plan simplement connexes. En e�et, il montre bien plus : il trouve une fonc-

tion � croissante telle qu'il existe deux fonctions �

1

(t) = t expfc

1

p

log t

�1

log log log t

�1

g

et �

2

(t) == t expfc

2

p

log t

�1

log log log t

�1

g (o�u c

1

et c

2

sont deux constantes positives)

v�eri�ant :

i) la mesure harmonique de tout domaine simplement connexe est absolument continue

par rapport �a la mesure de Hausdor� g�en�eralis�ee H

�

1

, et

ii) la mesure de Hausdor� g�en�eralis�ee H

�

2

est absolument continue par rapport �a la

mesure harmonique de tout domaine simplement connexe.

Comme corollaire de son th�eor�eme nous obtenons que la dimension de la mesure har-

monique de tout domaine simplement connexe du plan est �egale �a 1.

P. Jones et T. Wol� [JW88] ont montr�e que la dimension de la mesure harmonique

de tout domaine de R

2

est inf�erieure ou �egale �a 1. T. Wol� [Wol93] a ensuite montr�e que

dans le plan la mesure harmonique est toujours port�ee par un ensemble de mesure H

1

�-�nie.

En dimension sup�erieure la situation est di��erente. J. Bourgain [Bou87] a montr�e que

la dimension de la mesure harmonique dans les domaines de R

d

, d > 2 est inf�erieure �a

d� �(d), o�u �(d) est une constante qui ne d�epend que de la dimension de l'espace, d. En

même temps, T. Wol� [Wol95] a donn�e l'exemple d'un domaine de R

d

dont la mesure

harmonique est de dimension strictement sup�erieur �a 2. La meileure constante �(d) du

th�eor�eme de Bourgain reste �a pr�eciser.

Cependant, les r�esultats de L. Carleson ont leur propre int�erêt, surtout �a cause de la

technique remarquable utilis�ee. N. Makarov et A. Volberg dans un preprint joint [MV86]

ont exploit�e la m�ethode de Carleson et ont obtenu que la dimension de la mesure har-

monique du compl�ementaire de certains ensembles de Cantor est strictement inf�erieure �a

la dimension de Hausdor� de l'ensemble de Cantor, dans le cadre bidimensionnel. Ensuite

A. Volberg [Vol92], [Vol93] �etendra ces r�esultats pour la mesure harmonique d'ensembles

\dynamiques", c'est-�a-dire d'ensembles de Julia de fonctions holomorphes.

Inspir�es par l'id�ee de Bourgain [Bou87] nous avons voulu d�emontrer les r�esultats de L.

Carleson et de N. Makarov-A. Volberg sans faire appel aux outils de la th�eorie ergodique.

Nous avons pu a�aiblir les hypoth�eses (les ensembles de Cantor ne sont pas autosimilaires)

et nous montrons que la g�en�eralisation est optimale en construisant des ensembles de

Cantor dont la dimension de Hausdor� et la dimension de la mesure harmonique de leurs

compl�ementaires sont �egales.

Nous montrons �nalement, que si d est la dimension de la mesure harmonique d'un

ensemble de Cantor, il existe un autre ensemble de Cantor K, tel que la dimension de la

mesure harmonique de R

2

nK soit �egale �a d = dim

H

K. Un th�eor�eme de A. Ancona montre

que la dimension de la mesure harmonique d'ensembles de Cantor peut être arbitrairement

proche de 1.
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Cependant, une condition de sym�etrie nous est toujours indispensable. Par ailleurs,

la preuve s'applique �a des ensembles de Cantor en dimension sup�erieure, ainsi qu'au

\Sierpinski gasket".

4.2 Pr�eliminaires

Soit 
 un domaine quelconque et !

z

sa mesure harmonique en z 2 
. Pour tout ensemble

E � @
 et tous deux points z; z

0

2 
 nous avons !

z

(E) > 0 si et seulement si !

z

0

(E) > 0,

par le principe de Harnack. Ainsi, la dimension de la mesure harmonique d'un domaine

ne d�epend pas du point z 2 
 auquel la mesure est consider�ee. Dorenavant, la mesure

d'un domaine contenant 1 sera evalu�ee a l'in�ni, si nous ne pr�ecisons pas autrement.

Nous pr�esentons d'abord un r�esultat qui sera tr�es utile dans la suite de ce chapitre

ainsi que dans le chapitre suivant. Il nous permettra de comparer la mesure harmonique

de deux ensembles voisins bien \cach�es" dans la fronti�ere d'un domaine. Il a �et�e d�emontr�e

et utilis�e par Carleson dans [Car85], puis am�elior�e par Makarov et Volberg dans [MV86].

Les travaux de Makarov et Volberg n'existant qu'en pr�epublication, nous rappelons la

preuve en suivant celle de [MV86].

Th�eor�eme 4.2.1 (Carleson [Car85], Makarov-Volberg [MV86]) Soit 
 un domaine con-

tenant 1, et soient A

1

� B

1

� A

2

� ::: � A

n

� B

n

� 
 des disques conformes tels

que B

i

n A

i

� 
, i = 1; :::; n. Si les modules des anneaux B

i

n A

i

sont minor�es par une

constante c > 0 et si 1 2 
 n B

n

, alors il existe deux constantes C; q avec q < 1, ne

d�ependant que de c, telles que pour toute paire de fonctions harmoniques positives u; v

s'annulant sur @
 nA

1

et pour tout x 2 
 nB

n

nous ayons :

�

�

�

�

u(x)

v(x)

:

u(1)

v(1)

� 1

�

�

�

�

< Cq

n

(4.2)

D�emonstration Soient B

1

n A

1

; :::; B

n

n A

n

les anneaux introduits dans le th�eor�eme

et soit u; v deux fonctions harmoniques positives s'annulant sur @
 n A

1

. Consid�erons

les applications conformes qui envoient les anneaux B

i

n A

i

sur les anneaux D

i

= fz 2

R

2

; 1 < jzj < 1 + c

i

g. Par hypoth�ese, c

i

� c pour tout i = 1; :::; n. Soient 


1

i

les images

inverses de fz 2 R

2

; jzj = 1+

c

3

g et 


2

i

celles de fz 2 R

2

; jzj < 1 +

2c

3

g, pour i = 1; :::; n.

Notons

M

j

i

= maxf

u(z)

v(z)

; z 2 


j

i

g , m

j

i

= minf

u(z)

v(z)

; z 2 


j

i

g et

Q

j

i

=

M

j

i

m

j

i

j = 1; 2 ; i = 1; :::; n (4.3)

Par les in�egalit�es de Harnack, pour tout 1 � i � n et j = 1; 2, Q

j

i

� c

1

, o�u c

1

est une

constante qui ne d�epend que de c.
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Montrons, d'abord, qu'il existe un � > 0 tel que

Q

2

i

� Q

1

i

�

1� �(Q

1

i

� 1)

�

(4.4)

Fixons i 2 f1; :::; ng et consid�erons la composante connexe U de 
n


1

i

contenant1. Soit

� la mesure harmonique de U . Les fonctions u et v v�eri�ent alors,

u(z) =

Z




1

i

u(x)�(z; dx) v(z) =

Z




1

i

u(x)�(z; dx) ;

pour z 2 U par le principe de maximum pour les fonctions harmoniques. Or, sur 


1

i

par

(4.3), nous avons m

1

i

v(x) � u(x) �M

1

i

v(x). Soient F = fx 2 


1

i

; u(x) �

m

1

i

+M

1

i

2

v(x)g

et E = fx 2 


1

i

; u(x) <

m

1

i

+M

1

i

2

v(x)g. Alors, pour z 2 


2

i

, nous avons

u(z) =

Z

F

u(x)�(z; dx)+

Z

E

u(x)�(z; dx) �

Z

F

M

1

i

v(x)�(z; dx)+

Z

E

m

1

i

+M

1

i

2

v(x)�(z; dx)

�M

1

i

Z




1

i

v(x)�(z; dx) +

�

m

1

i

+M

1

i

2

�M

1

i

�

Z

E

v(x)�(z; dx) (4.5)

Or, par le principe de Harnack appliqu�e au domaine D

i

, il existe une constante c

2

> 0

telle que

1

c

2

inf

�2


1

i

� v(x) � sup

�2


1

i

, pour tout x 2 


1

i

. De cette remarque et de (4.5) nous

d�eduisons

u(z) � v(z)

�

M

1

i

+ c

2

�(z;E)

m

1

i

�M

1

i

2

�

(4.6)

De la même fa�con nous obtenons

u(z) � v(z)

�

m

1

i

+ c

2

M

1

i

�m

1

i

2

�(z; F )

�

(4.7)

Par ailleurs �(F ) + �(E) = �(


1

i

) et �(


1

i

) est minor�ee par la mesure harmonique de 


1

i

dans D

i

, c'est-�a-dire minor�ee par une constante c

3

qui ne d�epend que de la constante

c. Donc, ou bien �(z; F ) �

c

3

2

ou �(z;E) �

c

3

2

. Or, encore par le principe de Harnack

appliqu�e au domaine 
n


1

i

, il existe une constante c

4

telle que pour tout ensemble S � 


1

i

nous ayons c

�1

4

inf

z

0

2


2

i

�(z

0

; S) � �(z; S) � c

4

sup

z

0

2


2

i

�(z

0

; S). Donc la mesure harmonique d'un

de deux ensembles E et F est uniform�ement minor�ee. Par les relations (4.6) et (4.7) nous

obtenons qu'alors il existe � > 0 tel que : ou bienM

2

i

< M

i

1

(1��) ou bien m

2

i

> m

i

1

(1+�).

Or, clairementM

1

i

�M

2

i

et m

1

i

� m

2

i

. La relation (4.4) s'en d�eduit.
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Montrons maintenant le th�eor�eme. Pour z 2 
 nB

n

nous avons

1

Q

2

n

�

u(x)

v(x)

:

u(1)

v(1)

� Q

2

n

(4.8)

Remarquons que par le principe de maximum, Q

1

1

� Q

2

1

� Q

1

2

� ::: � Q

1

n

� Q

2

n

. En

utilisant ceci et l'equation (4.4) nous obtenons que pour tout i = 1; :::; n

Q

2

n

�1 � (1��)(Q

1

n

�1) � (1��)(Q

2

n�1

�1) � (1��)

2

(Q

1

n�1

�1) � ::: � (1��)

n

(Q

1

1

�1)

(4.9)

La constante K sera donc Q

1

1

� c

1

et q = maxf1� �;

1

1� �

g. �

Introduisons les ensembles de Cantor �etudi�es : soit (a

j

)

j2N

une suite de nombres r�eels

telle qu'il existe deux constantes A;A avec

0 < A � a

j

� A <

1

2

; 8j 2 N (4.10)

A partir de la suite (a

j

)

j2N

nous construisons un ensemble de Cantor de la mani�ere suivante

(voir �g. 4.1) :

Soit I = [0; 1]

2

. Dans une premi�ere �etape de la construction nous rempla�cons I par

quatre carr�es de longueur a

1

situ�es aux quatre coins de I. Ensuite, dans une deuxi�eme

�etape, nous repla�cons chacun de ces carr�es par quatre carr�es de longueur a

1

a

2

situ�es au

quatre coins du carr�e remplac�e. Dans une n-i�eme �etape nous rempla�cons chaque carr�e

existant J par quatre carr�es de longueur a

1

:::a

n

situ�es au quatre coins de J .

Dor�enavant les \�etapes" seront appel�ees \g�en�erations" et nous noterons les carr�es de

la n-i�eme g�en�eration par

~

I

i

1

:::i

n

, avec i

j

2 f1; 2; 3; 4g, 8j 2 f1; :::; ng. Les carr�es

~

I

i

1

:::i

n

sont contenus dans le carr�e

~

I

i

1

:::i

n�1

, pour tout i

n

= 1; 2; 3; 4, et la num�erotation des carr�es

se fait de la fa�con illustr�ee dans la �gure 4.1. Remarquons que tout ensemble de Cantor

d�e�ni de cette fa�con est compact et totalement discontinu. Enon�cons toute de suite le

th�eor�eme principal de cette section :

Th�eor�eme 4.2.2 Soit K un ensemble de Cantor construit �a partir d'une suite (a

n

)

n2N

comme ci-dessus, et posons 
 = R

2

nK. Alors, la dimension de la mesure harmonique de


 est strictement inf�erieure �a la dimension de l'ensemble K.

Notation 4.2.3 Pour un carr�e Q, nous notons sa longueur par l(Q) et la mesure har-

monique du domaine 
 �evalu�ee �a l'in�ni sera not�ee simplement !. Nous �ecrirons encore

a � b s'il existe deux constantes c; C > 0 ind�ependentes des param�etres a et b telles que

ca � b � Ca.
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Nous allons �egalement utiliser le corollaire d'un th�eor�eme g�en�eral de Beardon [Bea65]

suivant, qui a�rme que pour estimer la dimension Hausdor� d'un ensemble de Cantor, il

su�t de consid�erer des recouvrements avec les carr�es de la construction du Cantor.

Corollaire 4.2.4 Pour les ensembles de Cantor d�e�nis ci-dessus (ainsi que pour les en-

sembles de Cantor d�e�nis en section 4.4) les familles de carr�es (F

n

)

n2N

o�u

F

n

= fI

i

1

:::i

n

; (i

1

; :::; i

n

) 2 f1; :::; 4g

n

g pour n 2 N

sont su�santes pour le calcul des dimensions de Hausdor� de leurs sous-ensembles.

Finalement nous rappelons un r�esultat dû �a Carleson [Car85] qui procure une formule

utile pour calculer la dimension de la mesure harmonique du compl�ementaire d'ensembles

de Cantor autosimilaires.

Th�eor�eme 4.2.5 Soit K un ensemble de Cantor comme ci-dessus, d�e�ni �a partir d'une

suite constante �egale �a � 2]0;

1

2

[. Soit ! la mesure harmonique de son compl�ementaire

�evalu�ee �a l'in�ni. Alors

dim! = 1� lim

n!1

1

nj log �j

X

c2C

n

g

n

(c) ;

o�u g

n

est la fonction de Green du domaine R

2

n

S

fI

i

1

;:::;i

n

; (i

1

; :::; i

n

) 2 f1; :::; 4g

n

g et C

n

est l'ensemble des points critiques de g

n

, n 2 N.

La d�emonstration utlise une expression de la mesure harmonique en termes de la

d�eriv�ee de la fonction de Green ainsi qu'une propri�et�e d'invariance par l'op�erateur d�ecalage

de la mesure harmonique du compl�ementaire d'ensembles de Cantor autosimilaires, voir

aussi section 5.2. Pour la d�e�nition d'un ensemble de Cantor autosimilaire nous renvoyons

au chapitre suivant.

La section 4.3 suivante est une reproduction de l'article [Bat96]. L'�enumeration des

�equations est ind�ependante de celle des autres sections.
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4.3 Harmonic measure of some Cantor type sets

4.3.1 Introduction.

In [MV86] Makarov and Volberg show that the Hausdor� dimension of the harmonic

measure of the complement of a particular kind of Cantor set is strictly smaller than the

dimension of the set, i.e. that there exists a subset of the Cantor set of full harmonic

measure but of strictly smaller dimension. Furthermore, Volberg in [Vol92], [Vol93] has

extended this result to cover a large class of Cantor sets on the real axis. In [Car85],

Carleson has shown that techniques and tools of the Ergodic theory could be used to study

the harmonic measure of \classical" Cantor sets and [MV86], [Vol92], [Vol93], [Zdu90] are

some of the results that strongly rely on this idea. Carleson prove that the dimension of

the harmonic measure of these Cantor sets in the plane is always strictly smaller than

1. A similar but more general result is proved in [JW86], under the assumption of the

\capacity density condition".

The purpose of this work is to prove the inequality between the dimension of the

harmonic measure and the dimension of the set for a larger class of Cantor sets in the

plane (or the space) without using Ergodic theory. We have been motivated by an idea

of Bourgain which has appeared in [Bou87], and we are also making use of some lemmas

and results of the works mentionned above. Further information regarding the Hausdor�

dimension and measure of Cantor type sets is provided for example in [Bea65], [Fal90].

This paper is organized in �ve sections : �rst we present the main theorem and

introduce some notation. In the second section we prove a number of lemmas and in the

third we prove the theorem. Two examples are given in the fourth section and in the �nal

section we make some remarks and investigate the possibilities of the method.

Let fa

j

g be a sequence of real numbers such that there exist two constants A;A,

0 < A � A <

1

2

with A � a

i

� A; for all i 2 N. We construct a Cantor set K in the

following way: we replace the square [0; 1]

2

with four equal squares of side-length a

1

situated in the four corners, and each one of them with four new ones of side-length a

1

a

2

and so on, see �g. 4.1. We denote by

~

I

n

i

1

:::i

n

, where i

j

2 f1; 2; 3; 4g for 1 � j � n, the

4

n

squares of the nth generation constructed in this way with the enumeration shown

in the �gure and the usual condition that

~

I

n

i

1

:::i

n

is the \father" of the sets

~

I

n+1

i

1

:::i

n

i

n+1

,

i

n+1

2 f1; 2; 3; 4g. It is clear that A �

diam

~

I

n+1

i

1

:::i

n

i

diam

~

I

n

i

1

:::i

n

= a

n+1

� A; i = 1; :::; 4. We will

denote by I

n

i

1

:::i

n

the intersection of

~

I

n

i

1

:::i

n

with K. We will say that a set F � R

2

n K is

of full harmonic measure for the domaine R

2

n K if !(F ) = 1, where ! is the harmonic

measure of R

2

n K (see Notation 4.3.2).
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Figure 4.1: A Cantor set and its enumeration

Theorem 4.3.1 For a Cantor set K as above there exists a subset F of K of full harmonic

measure such that dimF < dimK.

Notation 4.3.2 If there is a constant c independent of the parameters �; � such that

1

c

� � � � c� we will write � � � (in what follows the symbols c and C will be used to

denote the constants). Suppose that 
 is a domain in R

2

and that F � @
. For x 2 


we denote by !(x; F;
) the harmonic measure of F in 
 evaluated at x. We denote by

!(F;
) the harmonic measure of F in 
 evaluated at in�nity. If 
 = R

2

nK we will write

!(F ) instead of !(F;
). For a square F we note l(F ) its side-length and, �nally, h

�

is

the �-dimensional Hausdor� measure.

4.3.2 Preparatory lemmas.

The proof of the theorem will be based on a number of lemmas some of which are already

well known.

We �rst remark that there exists a constant c

0

> 1 depending only on A,A such that,

if c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

denotes the square of side-length c

0

�times the side-length of

~

I

n

i

1

:::i

n

with the

same center, then c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

\K = I

n

i

1

:::i

n

. For this c

0

(not depending on i

1

:::i

n

) we have the

following classical lemma:

Lemma 4.3.3 There exists a � > 0 not depending neither on n, nor on the choice of

i

1

:::i

n

such that for all x 2

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n
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!(x; I

n

i

1

:::i

n

;R

2

n K) > �: (1)

Remark 4.3.4 If �

n

is the side-length of the square I

n

i

1

:::i

n

the Green's function G of the

square c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

satis�es

1

2�

log

C

�1

�

n

j x� y j

� G(x; y) �

1

2�

log

C�

n

j x� y j

for x; y 2

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

where the constant C depends only on c

0

. Furthermore we have

!(x; I

n

i

1

:::i

n

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n K) =

c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

R

I

n

i

1

:::i

n

1

(x) = G�(x)

where




R

F

1

the capacitary potential of the set F in the domain 
 and � is the capacitary

measure of I

n

i

1

:::i

n

in c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

, jj � jj= cap

c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

(I

n

i

1

:::i

n

).

Proof We �rst show that there exists a constant c

1

> 0 such that for x 2

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

!(x; I

n

i

1

:::i

n

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n K) > c

1

: (2)

If � is the probability measure on K charging every square of the nth generation with

mass 4

�n

, let �

n

= 4

n

�

j

I

n

i

1

:::i

n

the restriction of the renormalized measure � on the square

I

n

i

1

:::i

n

.

Let us calculate the potential of �

n

for y 2 I

n

i

1

:::i

n

G�

n

(y) � 4

n

X

�>n

3 � 4

��

log

�

C

n

Y

i=1

a

i

�

Y

i=1

a

i

�

= 3 � 4

n

X

�>n

4

��

log(C

�

Y

i=n+1

a

�1

i

) = 3

1

X

�=1

4

��

log(C

�

Y

i=1

a

�1

i+n

) �

~

C(A;A) <1:

The same reasoning provides a constant c

2

> 0 such that

1

c

2

� G�

n

(y) � c

2

; for all y 2 I

n

i

1

:::i

n

:

By the maximum principle we get

!(x; I

n

i

1

:::i

n

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n K) � G�

n

(x) ; for x 2 c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

: (3)
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We can easily see that

G�

n

(x) � c

3

; for x 2 @

n

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

o

:

On the other hand the harmonic measure is non-decreasing as a function of the domain;

hence

!(x; I

n

i

1

:::i

n

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n K) � !(x; I

n

i

1

:::i

n

;R

2

n K)

and the lemma is proved . �

Lemma 4.3.5 There exists a � > 0 not depending on n, such that for the squares of the

nth generation I

n

1:::11

and I

n

1:::14

we have

!(I

n

1:::11

) > (1 + �)!(I

n

1:::14

): (4)

Remark 4.3.6 This lemma has been proved in [MV86] in the case of standard planar

Cantor sets. The proof given below is similar.

We will make repeated use of the following well-known formula (see for instance

[Bre69]): If 
 �

~


 are two domains and if F � @
 \ @

~


 then the harmonic measures of

the domains, ! and ~! are associated in the following way

!(x; F ) = ~!(x; F )�

Z

@
\

~




~!(y)!(x; dy):

Proof To begin with, let us point out that the symmetry of the set implies

!(I

n

1:::11

;R

2

n I

n�1

1:::1

) = !(I

n

1:::14

;R

2

n I

n�1

1:::1

): (5)

For the same reason if x lies on the I

n�1

1:::1

square's diagonal separating I

n

1:::11

and I

n

1:::14

we

have

!(x; I

n

1:::11

;R

2

n I

n�1

1:::1

) = !(x; I

n

1:::14

;R

2

n I

n�1

1:::1

): (6)

Let H

�

be the half-plane limited by the line containing this diagonal, such that the

square I

n

1:::14

is contained in H

�

. Using (2) , the monotony of the harmonic measure, and

Harnack's inequalities, one can verify the existence of a constant c

4

> 0 such that

!(x; I

n

1:::14

;H

�

n I

n�1

1:::1

) � c

4

; for all x 2 I

n�1

1:::4

: (7)

By the maximum principle and (6) we obtain

!(x; I

n

1:::14

;H

�

n I

n�1

1:::1

) = !(x; I

n

1:::14

;R

2

n I

n�1

1:::1

)� !(x; I

n

1:::11

;R

2

n I

n�1

1:::1

) ; for all x 2 H

�

:
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Combining with (7)

!(x; I

n

1:::14

;R

2

n I

n�1

1:::1

)� !(x; I

n

1:::11

;R

2

n I

n�1

1:::1

) � c

4

; for all x 2 I

n�1

1:::4

(8)

and (5),(8) imply that

!(I

n

1:::11

;R

2

n K) � !(I

n

1:::14

;R

2

n K) =

=

Z

KnI

n�1

1:::1

�

!(y; I

n

1:::14

;R

2

n I

n�1

1:::1

)� !(y; I

n

1:::11

;R

2

n I

n�1

1:::1

)

�

!(dy;R

2

n K)

� c

4

!(I

n�1

1:::4

;R

2

n K): (9)

Finally, using again Harnack's principle and (7) we obtain a constant c

5

> 0 not depending

on n, verifying

!(I

n�1

1:::4

) � c

5

!(I

n

1:::14

):

Hence, (9) turns into

!(I

n

1:::11

)� !(I

n

1:::14

) � c

4

c

5

!(I

n

1:::14

)

and the lemma is proved. �

Lemma 4.3.7 ([Car85], [MV86]) Let 
 be a domain containing 1 and let A

1

� B

1

�

A

2

� B

2

� ::: � A

n

� B

n

� 
 be conformal discs such that the annuli B

i

n A

i

are

contained in 
, for 1 � i � n. If the modules of the annuli are uniformly bounded away

from zero and if 1 2 
 n B

n

then, for all pairs of positive harmonic functions u, v

vanishing on @
 nA

1

and for all x 2 
 nB

n

we have

�

�

�

�

u(x)

v(x)

:

u(1)

v(1)

� 1

�

�

�

�

� Kq

n

(10)

where q < 1 and K are two constants that depend only on the lower bound of the modules

of the annuli.

Lemma 4.3.8 There exists a N

0

= N

0

(�;A;A) large enough such that for all n 2 N and

all squares I

n

i

1

:::i

n

,

!(I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::1

) > (1 +

�

2

)!(I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

); (11)

where � is the positive constant de�ned in lemma 4.3.5.

Proof Let us show �rst the following estimate for x 2

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

:

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::1

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

) � !(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K): (12a)
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For N 2 N we choose x such that

!(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) = sup

n

!(y; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) ; y 2 @f

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

g

o

:

Then,

!(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) � !(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

)

� !(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) �

Z

@fc

0

~

I

n

i

1

:::i

n

g

!(y; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) !(x; dy; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

)

� !(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K) �

�

1� !(x; I

n

i

1

:::i

n

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

)

�

!(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K)

� c

1

!(x; I

n+N

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K)

because of (2).

Then (12a) follows on our using again Harnack's inequalities.

We have, of course the same estimate for I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

:

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

) � !(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

;R

2

n K): (12b)

To simplify the notation in what follows we will write !

1

(x)

�

~!

1

(x)

�

and !

4

(x)

�

~!

4

(x)

�

instead of

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::1

;R

2

n K)

�

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::1

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

)

�

and

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

;R

2

n K)

�

!(x; I

n+N

0

i

1

:::i

n

11:::4

; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

)

�

respectively.

By the relation (10) in lemma 4.3.7 for z 2 @f

1 + c

0

2

~

I

n

i

1

:::i

n

g

!

1

(1)

!

4

(1)

�

q

N

0

!

1

(z)

!

4

(z)

�

q

N

0

!

1

(y)

!

4

(y)

; for all y =2 K [ c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

: (13)

From (13) it follows that

�

�

�

�

~!

1

(z)

~!

4

(z)

:

!

1

(1)

!

4

(1)

� 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

~!

1

(z)

~!

4

(z)

:

!

1

(z)

!

4

(z)

� 1

�

�

�

�

=

!

4

(z)

~!

4

(z)

�

�

�

�

~!

1

(z)

!

1

(z)

�

~!

4

(z)

!

4

(z)

�

�

�

�

=

!

4

(z)

~!

4

(z)

Z

@fc

0

~

I

n

i

1

:::i

n

g

�

�

�

!

4

(y)

!

4

(z)

�

!

1

(y)

!

1

(z)

�

�

�

!(z; dy; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

) �

�

1

c

1

Z

@fc

0

~

I

n

i

1

:::i

n

g

!

4

(y)

!

4

(z)

�

�

�

�

!

1

(y)

!

1

(z)

:

!

4

(y)

!

4

(z)

� 1

�

�

�

�

!(z; dy; c

0

~

I

n

i

1

:::i

n

n I

n

i

1

:::i

n

) � Cq

N

0

: (14)



4.3. Harmonic measure of some Cantor type sets 63

If we take i

1

= ::: = i

n

= 1, lemma 4.3.5 implies

!

1

(1)

!

4

(1)

> 1+�. Then (14) shows that

there exists a N

0

large enough such that

~!

1

(z)

~!

4

(z)

> 1 +

3

4

�. On the other hand,

~!

1

(z)

~!

4

(z)

does

not depend on the choice of i

1

; :::; i

n

. It follows that

!

1

(1)

!

4

(1)

> 1 +

�

2

for all the possible

choices of i

1

; :::; i

n

. �

Lemma 4.3.9 There exists a N

1

2 N independent of n and of i

1

:::i

n

such that for all the

squares I

n

i

1

:::i

n

there is a square J

m

= I

n+N

1

i

1

:::i

n

:::i

n+N

1

� I

n

i

1

:::i

n

of the (n + N

1

)th generation

such that

!(J

m

) <

1

4

!(I

n

i

1

:::i

n

)

4

N

1

:

(In fact,

1

4

could be replaced with any constant � > 0.)

Proof Choose a square I

n

i

1

:::i

n

. According to the preceeding lemma there exists an � < 1

independent of the choice of i

1

; :::; i

n

and a J

1

= I

n+N

0

i

1

:::i

n

:::i

n+N

0

such that

!(J

1

) < �

!(I

n

i

1

:::i

n

)

4

N

0

:

Similarly there exists a J

2

= I

n+2N

0

i

1

:::i

n

:::i

n+2N

0

� J

1

with

!(J

2

) < �

!(J

1

)

4

N

0

< �

2

!(I

n

i

1

:::i

n

)

4

2N

0

and after k steps, we obtain a square J

k

verifying

!(J

k

) < �

k

!(I

n

i

1

:::i

n

)

4

kN

0

:

To �nish the proof take k = m such that �

k

< 1=4 and let N

1

= kN

0

. �

4.3.3 Proof of Theorem 4.3.1

The theory of large deviations provides a well known technique to prove the inequality

between the dimensions of the two measures by using lemma 4.3.9. However we propose

here a di�erent path which does not involve Probabilistic tools and is inspired by [Bou87].
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We introduce some more notation. For n 2 N we will denote by E

n

the collection

of squares

n

I

n

i

1

:::i

n

; i

j

= 1; :::; 4; j = 1; :::; n

o

and for I 2 E

n

, E

n+s

(I) will represent those

squares J 2 E

n+s

that are contained in I.

It can be shown (see for instance lemma 2 of [Bea65]) that if � is the Hausdor�

dimension of K, then

� = supfs > 0; lim inf

n!1

4

n

n

Y

i=1

a

s

i

=1g = inffs > 0; lim inf

n!1

4

n

n

Y

i=1

a

s

i

= 0g:

simply because in order to obtain the Hausdor� dimension of the Cantor set K it su�ces to

consider coverings of K with the squares of construction I

n

i

1

:::i

n

. However, the �-Hausdor�

measure of the Cantor sets considered here could be in�nite.

It easily follows that for � > 0 there exists a strictly increasing sequence of integers

fn

j

g

1

j=1

such that

4

n

j

n

j

Y

i=1

a

�+�

i

> 4

n

j+1

n

j+1

Y

i=1

a

�+�

i

: (15)

We will also assume that n

j+1

� n

j

> 2N

1

.

Lemma 4.3.10 There exists a � < 1 such that the following inequality holds for � > 0

and I 2 E

n

j

:

X

J2E

n

j+1

(I)

!(J)

1

2

l(J)

�+�

2

� �

n

j+1

�n

j

!(I)

1

2

l(I)

�+�

2

: (16)

where n

j

is the sequence corresponding to � given by (15).

Proof Let us start by showing that there is a

~

� such that for I 2 E

n

X

J2E

n+N

1

(I)

!(J)

1

2

(

1

4

)

n+N

1

2

�

~

�!(I)

1

2

(

1

4

)

n

2

: (17)

Take J

m

2 E

n+N

1

(I) to be the square provided by lemma 4.3.9, i.e. a square such that

!(J

m

) <

1

4

!(I)

4

N

1

. We have

!(J

m

)

1

2

(

1

4

)

n+N

1

2

�

1

2

1

4

N

1

(

1

4

)

n

2

!(I)

1

2

X

J2E

n+N

1

(I);J 6=J

m

!(J)

1

2

(

1

4

)

n+N

1

2

� !(I)

1

2

(4

N

1

� 1)

1

2

(

1

4

)

n+N

1

2
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by the Cauchy-Schwarz inequalities. Summing up we get

X

J2E

n+N

1

(I)

!(J)

1

2

(

1

4

)

n+N

1

2

� !(I)

1

2

(

1

4

)

n

2

�

1

2

1

4

N

1

+

�

4

N

1

� 1

4

N

1

�

1

2

�

(18)

and we may let

~

� =

1

2

1

4

N

1

+

�

4

N

1

� 1

4

N

1

�

1

2

< 1.

Choose � > 0 and let fn

j

g be a corresponding sequence given by (15). Then by (17)

X

J2E

n

j+1

(I)

!(J)

1

2

l(J)

�+�

2

� 4

n

j

2

~

�

�

n

j

Y

i=1

a

�+�

2

i

�

X

J2E

n

j+1

�N

1

(I)

!(J)

1

2

�

1

4

n

j+1

�N

1

�

1

2

:

We repeat the procedure and we apply the Cauchy-Schwarz inequalities. We then get

X

J2E

n

j+1

(I)

!(J)

1

2

l(J)

�+�

2

� 4

n

j

2

~

�

n

j+1

�n

j

2N

1

�

n

j

Y

i=1

a

�+�

2

i

��

!(I)

4

n

j

�

1

2

:

The existence of � is now obvious. For instance, one may take � =

~

�

1

2N

1

. �

Proof of Theorem 4.3.1 Let L

j

=

n

J 2 E

n

j

j !(J) > l(J)

���

o

and L

0

j

= E

n

j

n L

j

,

where � > 0 is to be chosen later and let fn

j

g be a sequence corresponding to � as above.

It is clear that

X

J2L

j

l(J)

���

<

X

J2L

j

!(J) � 1: (19)

But, we can also estimate

X

J =2L

j

!(J) =

X

J =2L

j

!(J)

1

2

!(J)

1

2

�

X

J2E

n

j

!(J)

1

2

l(J)

�+�

2

��

�

n

j

Y

i=1

a

��

i

�

n

j

�n

j�1

X

J2E

n

j�1

!(J)

1

2

l(J)

�+�

2

because of (16). By iterating the procedure we get

X

J =2L

j

!(J) � �

n

j

n

j

Y

i=1

a

��

i

� �

n

j

A

��n

j

:
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Let � > 0 be such that � < A

�

. It is then immediate from the above that

lim

j!1

X

J =2L

j

!(J) = 0: (20)

Clearly, (19) and (20) allow us to construct a subset of K of Hausdor� dimension < � but

of full harmonic measure and the proof is completed. �

4.3.4 A Counterexample.

We state the following simple result:

Proposition 4.3.11 For a Cantor set K as described in the introduction, the harmonic

measure ! of its complement is \monodimensional", i.e. there is a dimension � ( the

dimension of the harmonic measure) such that there exist a subset F � K of Hausdor�

dimension � with !(F ) = 1, and for every set F

0

� K of dimension smaller than �,

!(F

0

) = 0.

The proof given below applies to all self-similar Cantor sets and therefore the propo-

sition remains valid even for \general" Cantor sets.

Proof Suppose that the proposition is false. Then, there is a dimension � and a real

number 0 < � < 1 such that

supf!(F ) ; F � K ; dim(F ) � �g = �

or equivalently, there exist a dimension � and a 
 > 0 such that

sup f inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x; F; c

0

[0; 1]

2

n K) ; F compact ; F � K ; dim(F ) � �g = 


and 
 < inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x;K; c

0

[0; 1]

2

n K);

where c

0

is the constant de�ned in section 2.

For every real number � , 0 < � < 1 there is a compact set F � K of Hausdor�

dimension � with

�
 < inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x; F; c

0

[0; 1]

2

n K) <

1

�


:

Moreover we can �nd a covering F = fI

j

g

j2J

of F with squares I

j

of the same generation

of the construction of K, satisfying

�
 < inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x;[

I2F

I; c

0

[0; 1]

2

n K) <

1

�


:
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There exists at least one I

j

2 F with the following property:

\There is a compact set F

j

� I

j

\ K of Hausdor� dimension � with

inf

x2

1+c

0

2

I

j

!(x; F

j

; c

0

I

j

n K) > c�
 inf

x2

1+c

0

2

I

j

!(x;K; c

0

I

j

n K)

where c is a Harnack constant depending only on K."

We say then, that F

j

is a 
-subset of I

j

.

To prove this claim we �rst remark the existence of at least one I

j

satisfying

inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x; F

j

; c

0

[0; 1]

2

n K) > �
 inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x;K \ I

j

; c

0

[0; 1]

2

n K)

and then proceed with standard arguments, using the Brelot formula.

Recall that all squares of the same generation of the construction of K are identical,

and therefore the preceeding property is valid for any square of the generation of I

j

,

i.e. every such square has a 
-subset. Let

~

F be the collection of all squares of the same

generation with I

j

that do not belong to F , and let S be the union of F with the 
-subsets

of the squares in

~

F. Thus S is a subset of K of Hausdor� dimension �. By the above it

is clear that

inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x; S; c

0

[0; 1]

2

n K) > �
 + c�
( inf

x2

1+c

0

2

[0;1]

2

!(x;K; c

0

[0; 1]

2

n K) �

1

�


);

which is greater than 
 if � is close enough to one; since 
 is taken to be the maximal

value of harmonic measure for subsets of K of Hausdor� dimension equal to � we have

reached a contradiction. The proof is now complete. �

We will now construct a Cantor set K

0

as in the introduction, except that here we

replace a square J of the kth generation, k � 1, by four equal squares, J

1

; :::; J

4

whose

size depends not only on the generation k but also on the square J ; we still require

A �

l(J

i

)

l(J)

� A with 0 < A � A < 1=2. We will show that for an appropriate choice of

the sizes of the squares the Hausdor� dimension of K

0

will be equal to the dimension of

its harmonic measure. The idea of the construction was suggested to us by a remark of

A. Ancona. Let us begin with the standard planar Cantor set K

1=4

of dimension 1, i.e. a

Cantor set as de�ned in the introduction with A = A = 1=4. Let D be the dimension of

its harmonic measure; if F is a compact subset of K

1=4

such that !(F ) > 1=2, it follows

from Proposition 4.0 that its dimension will be at least D. We may therefore �nd such a

subset F of K

1=4

of Hausdor� dimension D. We then construct the desired Cantor set in

the following way: In each generation we replace every square J that does not intersect

F by squares of size 4

�M

times the size of J , where M is a �xed integer with M > 1=D,

and every square J

0

that intersects F is replaced by four squares of size 1=4 times the
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size of J

0

. Let K

0

be the Cantor set constructed in this way. Observe that K

0

� K

1=4

by construction and that dimK

0

= D because of the choice of M . It is clear (by the

monotonicity of the harmonic measure as a function of the domain) that the dimension

of the harmonic measure of K

0

is also D, and the construction is complete.

We should remark here that the preceeding process gives us Cantor sets whose Haus-

dor� dimension is equal to their harmonic measure dimension for every possible value of

the dimension of the harmonic measure of a Cantor set as described in the introduction.

Also, a result of [JW88] implies that we cannot have dim! = 1 for Cantor sets of this

type. It is therefore natural to ask if we can have dimensions arbitrarily close to one. The

following proposition answers the question.

Proposition 4.3.12 For the self-similar Cantor set K

�

, 0 < � �

1

4

, as de�ned in the

introduction with

1

2

� � = A and A = A, the dimension of the harmonic measure dim!

is greater than 1� C�, for some constant C > 0.

This proposition as well as the proof given below is due to professor A. Ancona (com-

pare with [MV86], pages 15-22, 28) .

Proof We will need some more notation. Let K

n

be the nth approximation of K

�

by

squares of the nth generation, let g

n

be the Green function of the complement of K

n

and

C

n

its critical points. We shall rely on the following formula :

dim! = 1 �

lim

n!1

1

n

P

C

n

g

n

(c)

�

�

;

where �

�

= log(

2

1�2�

) and the critical points in the sum are counted with their multiplicity.

This formula is a simple variant of the Carleson formula given in [MV86], page 15 (see

also [Car85]); here we consider the sum over the critical points of g

n

instead of those of

the Green's function of the complement of K

�

.

It remains to prove that the limit in the previous formula is O(�) as � tends to 0.

We extend g

n

on K

n

by the value 0 and consider the critical domains of g

n

, i.e. any

region U which is a connected component of fg

n

< �g for some � > 0 and with a critical

point c 2 @U . Let U be the collection of all critical domains.

Note that if U 2 U and if � = maxfg

n

(z); z 2 C

n

\Ug , the number of critical domains

U

0

� U associated to � is exactly equal to the number of critical points z 2 U with

g

n

(z) = � (counted with their multiplicity) plus one.

To each U 2 U we attach a square I = I

U

of some stage k of the construction of the

Cantor set , k � n, with the following property:

(PI) We have I\K

n

� U and if

~

I denotes the \father" of I then there exists a square

I

0

�

~

I of the kth generation such that I

0

\ K

n

\ U = ; and I and I

0

lie on the same side

of

~

I.
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I

I

0

U

Figure 4.2: The construction of proposition 3

The existence of I

U

is easily checked. For instance one may take for

~

I a minimal square

such that

~

I \ K

n

\ U

c

6= ; and

~

I \ K

n

\ U 6= ;, and then easily verify the existence an

I �

~

I with the property (PI).

We now proceed with the following simple algorithm which leeds to the construction

of a subcollection U

0

� U , (the \nice" domains) and to the choice of some square c

U

� I

U

of the nth generation (the last generation for K

n

), for every U 2 U

0

.

Each domain U 2 U which is maximal is \nice" and we choose the square c

U

arbitrarily

in I

U

. For U 2 U , if the construction has been achieved for all U

0

� U , U 6= U

0

then we

decide that U =2 U

0

if there exists c

U

0

� U for some U

0

� U ; U 6= U

0

. Otherwise we say

that U 2 U

0

and we associate to it some square c

U

� I

U

of the nth generation.

At the end of the procedure every critical domain U 2 U contains exactly one c

U

0

for

some U

0

; U � U

0

, and for U;U

0

2 U

0

we have I

U

= I

U

0

if and only if U = U

0

. Hence we

have

1

n

X

C

n

g

n

(c) =

1

n

�

X

U2U

0

g

U

� g

max

�

where g

U

is the value of g

n

on @U and g

max

is the maximal critical value of g

n

.

If U 2 U

0

, let I = I

U

be the square attached to it ,

~

I its \father", and I

0

as in (PI) (see

�g. 4.2). There are at least s = [

1

4�

] parallel segments, l

1

; :::; l

s

joining points of K

n

\ I

with points of K

n

\I

0

, the distance between any two segments being � � l(I). Necessarily,

@U cuts through all these segments and therefore supfg

n

(t) ; t 2 l

i

g � g

U

, 1 � i � s.

For every l

i

; i = 1:::; s let z

1

i

; z

2

i

be the endpoints of l

i

, z

1

i

2 K

n

\ I, z

2

i

2 K

n

\ I

0

.

It is clear that the set B(z

1

i

; �l(I)=2) \ K

n

\ I has capacity � C

0

> 0 in the domain
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Figure 4.3: Other Cantor type sets verifying dimK > dim!

B(z

1

; �l(I)), with C

0

independent of � 2 [

1

4

;

1

2

). By standard arguments, it follows that

g

n

(t) � C !(B(z

1

i

; �l(I)=2);R

2

nK

n

)

on the segment l

i

with a constant C indepent of �.

The above �nally yields

1

4�

g

U

�

X

i

supfg

n

(t) ; t 2 l

i

g � C !(I;R

2

nK

n

):

Summing up we �nd

1

n

X

C

n

g

n

(c) �

1

n

X

U2U

0

g

U

� C�

1

n

X

I2F

n

!(I;R

2

n K

n

) � C� ;

where F

n

is the collection of all squares of some stage k , k � n, of the construction of

K

�

. The proof of the proposition is complete. �

4.3.5 Conclusion - Further remarks.

It is clear that the method we developped in sections 2,3 does not apply only to the

Cantor sets described above but also to other Cantor sets, for example those indicated by

�g. 4.3. The proof can also be applied to some Cantor sets in higher dimensions.

For a general Cantor set K � R

d

, a su�cient condition to conclude that dim(!) <

� = dim(K) is the following: if I

n

i

1

:::i

n

is a square of the nth generation and if I

n+1

i

1

:::1

; :::; I

n+1

i

1

:::s
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are the squares of the next generation contained in I

n

i

1

:::i

n

then there exist 0 < � < 1; 1 �

� � s, and constants a

n

j

> 0 such that

!(I

n+1

i

1

:::i

n

�

) < �

diam(I

n+1

i

1

:::i

n

�

)

�

P

s

j=1

diam(I

n+1

i

1

:::i

n

j

)

�

!(I

n

i

1

:::i

n

); (�)

and

diam(I

n+1

i

1

:::i

n

j

) = a

n

j

diam(I

n

i

1

:::i

n

); 2

�d

< A � a

n

j

� A < 1; for all j 2 f1; :::; sg

where a

n

j

depends only on j; n but not on the square I

n

i

1

:::i

n

and A;A are two constants

not depending on n. Lemmas 4.3.9 and 4.3.10 can both be applied to prove a formula

similar to (16) and the theorem's proof may be completed in the same way.

In general (�) seems hard to check; however under certains assumptions of symmetry

on the Cantor set K one may verify it by proving some lemmas similars to those presented

above. Even though the method presented here seems rather general, we haven't been

able to get rid of these assumptions of symmetry, and the proof of lemma 4.3.5 strongly

depends on them.

Added in proof. It is perhaps interesting to point out that the result of theorem 4.3.1

can also be proved under some weaker assumptions on the size of the squares:

For a sequence fa

n

g

n2N

as in the introduction we construct a Cantor set in a similar

way. We allow the squares of the nth generation I

n

i

1

:::i

n

to have sidelengths l

i

1

:::i

n

not

necessarily equals but we require that a

n

(1� �)l

i

1

:::i

n�1

� l

i

1

:::i

n

� a

n

(1 + �)l

i

1

:::i

n�1

, where

� > 0 and l

i

1

:::i

n�1

is the sidelength of the \father" of I

n

i

1

:::i

n

. For such a Cantor set the

dimension of the harmonic measure is smaller than the dimension of the set provided � is

small enough (the proof is slightly di�erent).
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4.4 Une g�en�eralisation

Nous pouvons a�aiblir les hypoth�eses du th�eor�eme 4.3.1, comme indiqu�e dans la conclusion

de la section pr�ec�edente.

Soit (a

j

)

j2N

une suite de nombres r�eels v�eri�ant l' hypoth�ese suivante :

� Il existe A, A deux constantes, telles que

0 < A � a

j

� A <

1

2

, pour tout j 2 N:

Soit � > 0, �x�e. Consid�erons l'ensemble de Cantor d�e�ni comme dans la section pr�ec�e-

dente, mais dont les carr�es de chaque g�en�eration ne sont pas �egaux : si

~

I

i

1

:::i

n

est un carr�e

construit �a la n-�eme g�eneration, les \sous-carr�es" de

~

I

i

1

:::i

n

,

~

I

i

1

:::i

n

j

, j = 1; 2; 3; 4 sont de

longueur l

�

~

I

i

1

:::i

n

�

= a

i

1

:::i

n

i

n+1

, avec a

i

1

:::i

n

i

n+1

comprise entre a

n+1

(1� �) et a

n+1

(1 + �).

Soit K

�

(fa

i

1

:::i

n

g) l'ensemble de Cantor ainsi construit; nous dirons que K est construit

�a partir de fa

i

1

:::i

n

i

n+1

; 1 � i

j

� 4 ; j = 1; :::; n ; n 2 Ng. Si a

i

1

:::i

n

ne d�epend que de n, ce

qui �etait le cas jusqu'a pr�esent, nous notons simplement (a

n

)

n2N

. Par abus de language

nous appellerons suite, toute famille fa

i

1

:::i

n

i

n+1

; 1 � i

j

� 4 ; j = 1; :::; n ; n 2 Ng. Les

r�esultats suivants ne d�ependant que de � et de (a

n

)

n2N

) nous noterons K

�

(fa

i

1

:::i

n

i

n+1

g) =

K

�

. Soit !

�

la mesure harmonique de 
 = R

2

n K

�

.

Th�eor�eme 4.4.1 Il existe �

0

= �

0

�

A;A

�

tel que si � < �

0

alors dimK

�

> dim!

�

.

Introduisons des notations : Pour deux carr�es

~

I et

~

I

0

de la construction des ensembles

K et K

0

respectivement, construits avec les même algorithme mais pas n�ecessairement �a

partir de la même suite, nous �ecrirons

~

I

cod

�

~

I

0

si

~

I et

~

I

0

ont le même codage dans les

ensembles de Cantor K , K

0

.

Si

~

I est un carr�e de la n-i�eme g�en�eration de la construction d'un ensemble de Cantor

K, nous notons

b

I le p�ere de

~

I , c'est-�a-dire l'unique carr�e de la (n � 1)-i�eme g�en�eration

contenant

~

I. Nous notons aussi P

k

(

~

I) l'unique carr�e de la (n � k)-i�eme g�en�eration con-

tenant

~

I. D'apr�es cette notation, P

1

(

~

I) =

b

I. Finalement, si

~

I est un carr�e de construction

de K, notons I =

~

I \ K. Clairement, si ! est la mesure harmonique de R

2

n K, alors

!(I) = !(

~

I).

Le th�eor�eme suivant nous servira dans la suite (voir prochain chapitre) pour �etudier

le comportement de la dimension de la mesure harmonique en fonction de perturbations

de la suite, �a partir de laquelle l'ensemble est construit. Il est cependant aussi n�ecessaire

pour la d�emonstration du th�eor�eme 4.4.1.
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Th�eor�eme 4.4.2 Soient (a

n

)

n2N

et (a

i

1

:::i

n

i

n+1

)

n2N;1�i

j

�4

deux suites de nombres r�eels

comprises entre deux constantes 0 < A;A <

1

2

et soit K , K

0

les ensembles de Cantor

construits �a partir des ces suites. Notons ! et !

0

les mesures harmoniques des domaines

R

2

n K et R

2

n K

0

�evalu�ees �a l'in�ni. Soit � > 0. Il existe � = �(�;A;A) > 0 tel que si

ja

i

1

:::i

n

� a

n

j < � pour tout (i

1

:::i

n

) 2 f1; :::; 4g

n

et tout n 2 N alors, pour tout carr�e I de

la construction de K nous anons

�

�

�

�

�

!(I)

!(

b

I)

:

!

0

(I

0

)

!

0

(

b

I

0

)

� 1

�

�

�

�

�

< � (4.11)

o�u I

0

est l'unique carr�e de la construction de K

0

tel que I

cod

� I

0

Remarque 4.4.3 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 4.4.2 il existe une constante c

0

> 1

qui ne d�epend que de (A;A), telle que pour tout carr�e

~

I de la construction de K (ou de

K

0

), c

0

~

I \ K = I (respectivement c

0

~

I

0

\ K

0

= I

0

).

Nous aurons besoin du lemme suivant qui a�rme que nous pouvons remplacer les

mesures harmoniques ! et !

0

par les mesures harmoniques des domaines R

2

n

�

P

k

(

~

I) \ K

�

et R

2

n

�

P

k

(

~

I

0

)) \ K

0

�

, pour k assez grand, sans que les rapports de la relation (4.11)

changent beaucoup. La d�emonstration de ce lemme existe dans les travaux de N. Makarov

et A. Volberg [MV86]. Il s'agit en fait d'un corollaire du th�eor�eme 4.2.1.

Lemme 4.4.4 Soit � > 0. Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 4.4.2, il existe k

0

> 0 tel que

pour tout k � k

0

et tout carr�e

~

I de la construction de K si Q = c

0

P

k

(

~

I), alors

�

�

�

�

�

!(x; I;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

:

!(I)

!(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< � pour tout x 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I): (4.12)

La constante k ne d�epend que de A;A et de �. Le r�esultat s'applique �egalement �a l'ensemble

de Cantor K

0

.

D�emonstration D'apr�es le th�eor�eme 4.2.1, nous avons que si k = k(A;A) est assez

grand (tel que Cq

k

< �, o�u C,q sont les constantes donn�ees par le th�eor�eme), alors

�

�

�

�

�

!(x; I)

!(x;

b

I)

:

!(y; I)

!(y;

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< � , pour x; y =2

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I) (4.13)

Notons A =

!(I)

!(

b

I)

. Par la formule (2.5), pour x 2 @

�

1+c

0

2

	

P

k

(

~

I)

!(x; I;Q n K) = !(x; I)�

Z

@Q

!(z; I)!(x; dz;Q n K)
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Or, par l'�equation (4.13),

A!(x;

b

I)� �A!(x;

b

I) � !(x; I) � A!(x;

b

I) + �A!(x;

b

I):

En utilisant encore la formule (2.5) nous obtenons

!(x; I;Q n K) � A!(x;

b

I) + �A!(x;

b

I)�

Z

@Q

�

A!(z;

b

I)� �A!(z;

b

I)

�

!(x; dz;Q n K)

= A!(x;

b

I)�

Z

@Q

A!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K) +

+ �

�

A!(x;

b

I) +

Z

@Q

A!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K)

�

= A!(x;

b

I;Q n K) + �

�

A!(x;

b

I) +

Z

@Q

A!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K)

�

(4.14)

Il s'ensuit que

!(x; I;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

� A+ �A

!(x;

b

I) +

R

@Q

!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

(4.15)

Il su�t maintenant de d�emontrer que

!(x;

b

I) +

R

@Q

!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

est major�e par

une constante. Par la formule (2.5), si on choisit x

0

2 @

�

1+c

0

2

	

P

k

(

~

I) tel que !(x

0

;

b

I) =

max

n

!(x;

b

I) ; x =2

�

1+c

0

2

	

P

k

(

~

I)

o

, nous avons

!(x

0

;

b

I;Q n K) = !(x

0

;

b

I)�

Z

@Q

!(z;

b

I)!(x

0

; dz;Q n K)

� !(x

0

;

b

I)�

Z

@Q

!(x

0

;

b

I)!(x

0

; dz;Q n K)

= !(x

0

;

b

I)(1 � !(x

0

; @Q;Q n K))

Or, il a �et�e d�emontr�e dans la preuve du lemme 4.3.3, qu'il existe une constante c =

c(A) telle que (1� !(x

0

; @Q;Q n K)) � c: En utilisant le principe de Harnack, nous en

d�eduisons qu'il existe une constante c > 0 ne d�ependant que de A;A telle que

1 � !(x; @Q;Q n K) � c , pour tout x 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I):

Il s'ensuit que

!(x;

b

I) +

R

@Q

!(z;

b

I)!(x; dz;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

� 2c et donc, par la relation (4.15),

!(x; I;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

� A(1 + 2c�) (4.16)
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Or, A =

!(1; I)

!(1;

b

I)

; en appliquant (4.13) nous obtenons

!(x; I;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

:

!(I)

!(

b

I)

� 1 < 2c� , pour tout x 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I):

L'in�egalit�e oppos�ee s'obtient de la même fa�con. �

Nous pouvons maintenant proc�eder �a la d�emonstration du th�eor�eme 4.4.2.

D�emonstration du th�eor�eme 4.4.2 Fixons � > 0. Fixons

~

I un carr�e de la construction

de l'ensemble de Cantor K et

~

I

0

le carr�e de la construction de K

0

qui a le même codage

que

~

I,

~

I

cod

�

~

I

0

. Soit k 2 N donn�e par le lemme 4.4.4 tel que la relation (4.12) soit satisfaite

pour I et I

0

. La constante c

0

donn�ee par la remarque 4.4.3 est commune aux ensembles

K et K

0

, puisque elle ne d�epend que de A;A. Notons toujours Q = c

0

P

k

(

~

I). En e�ectuant

une translation et une dilatation de l'ensemble de Cantor K

0

nous pouvons supposer que

c

0

P

k

(

~

I

0

) = Q. Notons

e

K

0

l'image de K

0

par cette fonction a�ne.

Or, la mesure harmonique dans R

2

n K

0

de tout carr�e I

0

� K

0

, �evalu�ee �a l'in�ni, est

invariante par translations et dilatations de l'ensemble de Cantor K

0

. Il su�t, donc, de

comparer

!(1; I)

!(1;

b

I)

�a

~!

0

(1; I

0

)

~!

0

(1;

b

I

0

)

, o�u ~!

0

est la mesure harmonique du compl�ementaire de

e

K

0

.

A�n d'alleger, nous abandonons la notation ~!

0

et

e

K

0

en faveur de la notation !

0

et K

0

.

D'apr�es le lemme 4.4.4, il nous su�t de comparer

!(x; I;Q n K)

!(x;

b

I;Q n K)

et

!(x; I

0

; Q n K

0

)

!(x;

b

I

0

; Q n K

0

)

.

Notons, pour J � K \Q , J

0

� K

0

\Q et 0 < s < 1




s

(J) = fx 2 Q n K tel que !(x; J;Q n K) > 1� sg

(4.17)




0

s

(J

0

) = fx 2 Q n K

0

tel que !(x; J

0

; Q n K

0

) > 1 � sg

Nous montrons qu'il existe une fonction � > 0 qui ne d�epend que de A;A, telle que

dist(J; @


s

(J)) > �(s)l(J) et dist(J

0

; @


0

s

(J

0

)) > �(s)l(J

0

); (4.18)

pour tout carr�e J de la construction de K avec J � K\Q et tout carr�e J

0

de la construction

de K

0

avec J

0

� K

0

\Q. Ceci r�esulte du lemme suivant dont la preuve est donn�ee �a la �n

de la d�emonstration du th�eor�eme.

Lemme 4.4.5 Posons

U

s

(J) =

n

x 2 c

0

~

J n K tel que !(x; J; c

0

~

J n K) > 1 � s

o

U

0

s

(J

0

) =

n

x 2 c

0

~

J

0

n K

0

tel que !(x; J

0

; c

0

~

J

0

n K

0

) > 1 � s

o
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Il existe une fonction � > 0 croissante ne d�ependant que de A;A, telle que

dist(J; @U

s

(J)) > �(s)l(J)

(4.19)

dist(J

0

; @U

0

s

(J

0

)) > �(s)l(J

0

)

La mesure harmonique �etant fonction croissante du domaine (th�eor�eme 2.1.15), nous

obtenons que U

s

(J) � 


s

(J) et U

0

s

(J

0

) � 


0

s

(J

0

), et (4.18) est v�eri��ee.

Soit s > 0, �a pr�eciser ult�erieurement. Nous pouvons donc choisir � = �(s; k) > 0

tel que si ja

i

1

:::i

n

� a

n

j < � pour tout i

j

= 1; :::; 4, j = 1; :::; n et pour tout n 2 N, alors

J � U

0

s

(J

0

) et J

0

� U

s

(J) pour tout carr�e J de la construction de K de la même g�en�eration

que I avec J � Q, J

0

�etant le carr�e de la construction de K

0

tel que J

0

cod

� J . De plus,

pour � assez petit, par exemple � <

�(s)

10 � 2

k

, nous avons

dist(J; @U

0

s

(J

0

)) >

�(s)

5

l(J)

(4.20)

dist(J

0

; @U

s

(J)) >

�(s)

5

l(J

0

)

Posons

~

Q = Q n

[

n

U

s

(J) ; J carr�e de la construction de K de la même g�en�eration que I

o

:

A l'aide du lemme 4.3.3 nous obtenons qu'il existe une constante c

2

> 0 ne d�ependant

que de A;A telle que !(x; J; c

0

J) � c et !(x; J

0

; c

0

J

0

) � c

2

; pour x 2 @

�

1+c

0

2

	

J: Par le

principe de Harnack il existe une constante c

3

> 0 telle que pour tout carr�e J (resp. J

0

)

de la construction de K (resp. K

0

) de la même g�en�eration que I, avec J [ J

0

� Q, nous

ayons :

minf!(x; J;Q n K); !(x; J

0

; Q n K

0

)g > c

3

; 8x 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I): (4.21)

Or, j!(�; J;Q n K) � !(�; J

0

; Q n K

0

)j < s, pour tout � 2 @

~

Q. Prennons s > 0 tel que

s

c

3

< �

2

=10. Nous obtenons que pour tous les carr�es J et J

0

de la même g�eneration que I,

avec J

cod

� J

0

� Q

�

�

�

�

!(�; J;Q n K)

!(�; J

0

; Q n K

0

)

� 1

�

�

�

�

< �

2

=10 ; 8� 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I): (4.22)

On en d�eduit que

�

�

�

�

�

!(�; I;Q n K)

!(�;

b

I;Q n K)

:

!(�; I

0

; Q n K

0

)

!(�;

b

I

0

; Q n K

0

)

� 1

�

�

�

�

�

< � ; 8� 2 @

�

1 + c

0

2

�

P

k

(

~

I) (4.23)

Le lemme 4.4.4 ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme. �
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D�emonstration du lemme 4.4.5 En dilatant le carr�e

~

J nous pouvons supposer que

c

0

~

J = [0; 1]

2

= Q

0

(de même pour

~

J

0

). Nous allons utiliser l'a�rmation suivante qui

ressemble au principe de Harnack aux anneaux (th�eor�eme 4.2.1) :

A�rmation : Soit Q

1

� Q

2

� Q

3

� ::: � Q

n

des carr�es tels que les modules des

anneaux conformes Q

j

nQ

j�1

soient uniform�ement minor�es par 1=c et major�es par c > 1.

Soit S � �Q

1

l'intersection d'un ensemble de Cantor comme ci-dessus avec Q

1

, o�u � est

une constante, 0 < � < 1. Alors il existe deux constantes C > 0 et � > 0 qui ne d�ependent

que de c de A et de A et telles que pour tout x 2

�

1+�

2

	

Q

1

nous ayons :

!(x; S;Q

n

n S) > 1� C

n

Y

k=1

�

1 �

�

k

�

(4.24)

Admettons l'a�rmation pour l'instant. Soit

~

J

n

�

~

J un carr�e tel que P

n

(

~

J

n

) =

~

J. Les

carr�es Q

1

= c

0

P

1

(J

n

) � Q

2

= c

0

P

2

(J

n

) � ::: � Q

n

= c

0

P

n

(J

n

) = Q

0

satisfont aux

conditions de l'a�rmation, car les modules des anneaux Q

j

n Q

j�1

sont uniform�ement

minor�es par 1=c et major�es par c, la constante c > 0 ne d�ependant que de A;A, pour tout

j = 1; :::; n, par construction. Donc, il existe un � = �(c) > 0 et une constante C telles

que !(x; J

n

; Q

n

n J

n

) > 1 � C

n

Y

k=1

�

1�

�

k

�

. Nous en d�eduisons �a l'aide du lemme 2.1.15

que, pour tout x 2

c

0

+1

2

J

n

!(x; J;Q

0

n J) � !(x; J

n

; Q

0

n J

n

) � 1� C

n

Y

k=1

�

1 �

�

k

�

(4.25)

Le carr�e J

n

a �et�e choisi arbitrairement, donc la derni�ere �equation peut se formuler de

la mani�ere suivante :

Si dist(x; J) < A

n

=2 alors !(x; J;Q

0

n J) � 1 � C

Q

n

k=1

�

1�

�

k

�

. Il su�t de choisir

n = n(A;A; �) tel que C

Q

n

k=1

�

1�

�

k

�

< �.

Montrons maintenant l'a�rmation : nous pouvons supposer Q

1

= [0; 1]

2

. Remar-

quons dans un premier temps qu'il existe une constante c

4

= c

4

(A;A) telle que pour

x 2 @

�

1+a

2

	

Q

j

nous ayons !(x; S;Q

j

n S) � c

4

1

log(diamQ

j

)

. Pour ce voir, il su�t de

reprendre la preuve du lemme 4.3.3, avec la fonction de Green du carr�e Q

j

.

Soient !

j

les mesure harmoniques des domaines Q

j

n S, j = 1; :::; n. Fixons x

0

2

@

n

c

0

~

J

n

o

Nous obtenons �a l'aide de (2.5),

!

j�1

(x

0

; S) = !

j

(x

0

; S)�

Z

@Q

j�1

!

j

(z; S)!

j

(x

0

; dz)

� !

j

(x

0

; S)� c

4

1

log(diamQ

j

)

!

j�1

(x

0

; @Q

j�1

)
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Donc, !

j�1

(x

0

; @Q

j�1

)(1 � c

4

log

�1

(diamQ

j

)) � !

j

(x

0

; @Q

j

). Il su�t de poser � = c

4

et

C = max

�

!

1

(x; S) ; x 2

�

1+�

2

	

Q

1

	

pour compl�eter la preuve. �

Ce th�eor�eme est le clef pour la d�emonstration du th�eor�eme 4.4.1. Il permet, en e�et

de d�emontrer que la preuve du th�eor�eme 4.3.1 peut s'appliquer aux ensembles de Cantor

introduits, �a condition que les rapports de construction dans chaque g�en�eration ne vari-

ent pas beaucoup d'un carr�e �a l'autre. Nous donnons ainsi seulement les modi�cations

c�ecessaires :

D�emonstration du th�eor�eme 4.4.1 Pour deux suites fa

i

1

i

2

:::i

n

; i

j

= 1; 2; 3; 4 ; j =

1; :::; n ; n 2 Ng et (a

n

)

n2N

avec ja

n

�a

i

1

i

2

:::i

n

j < � pour tout i

j

; n 2 N soient K

�

l'ensemble

de Cantor construit �a partir de (a

i

1

i

2

:::i

n

) et K celui construit �a partir de (a

n

)

n2N

. Notons

!

�

et ! les mesures harmoniques des domaines R

2

n K

�

et R

2

nK respectivement. Notons

F

n

la n-i�eme g�en�eration de carr�es de la construction de K et F

0

n

la n-i�eme g�en�eration de

carr�es de la construction de K

�

. Soient, �nalement, � = dimK et �

0

= dimK

�

.

Il su�t de montrer un lemme analogue au lemme 4.3.10; notamment, nous montrerons

l'existence d'une constante 0 < � < 1 telle que pour tout r > 0 il existe une suite

(n

k

)

k2N

� N telle que

�

�n

k

X

J

0

2F

0

n

k

!

�

(J

0

)

1

2

l(J

0

)

�

0

+r

2

< 1:

Il est facile de voir qu'il existe une fonction croissante  > 0, telle que jdimK

�

�

dimKj <  (�), avec lim

�!0

 (�) = 0.

Par le lemme 4.3.10 il existe une constante 0 < � < 1 telle que pour tout r > 0 il

existe une suite (n

k

)

k2N

� N telle que �

�n

X

J2F

n

k

!

�

(J)

1

2

l(J)

�+r

2

< 1.

Or, le th�eor�eme 4.4.2 a�rme que pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que pour tous

J 2 F

n

, J

0

2 F

0

n

nous ayons !

�

(J

0

) < (1+�)

n

!(J). D'autre part, par construction l(J

0

) <

(1+ �)

n

l(J). Si nous choisissons � > 0 assez petit pour avoir

2

1 + �

>

(1 + �)(1 + �)

A

 (�)

et en

posant � =

2�

1 + �

nous aurons (pour une suite (n

k

)

k2N

= (n

k

)

k2N

(r) donn�ee par le lemme

4.3.10):

X

J

0

2F

0

n

k

!

�

(J

0

)

1

2

l(J

0

)

�

0

+r

2

� A

� (�)n

k

X

J

0

2F

0

n

k

!

�

(J

0

)

1

2

l(J

0

)

�+r

2

� A

� (�)n

k

(1 + �)

n

k

(1 + �)

n

k

X

J2F

n

k

!

�

(J)

1

2

l(J)

�+r

2

�

�

2�

1 + �

�

n

k

= �

n

k

(4.26)
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Posons �

1

k

=

�

J

0

2 F

0

n

k

; !

�

(J

0

) > l(J

0

)

�

0

�r

	

et �

2

k

=

�

J

0

2 F

0

n

k

; !

�

(J

0

) � l(J

0

)

�

0

�r

	

.

Il est clair que

X

J

0

2�

1

k

l(J

0

)

�

0

�r

� 1. D'autre part,

X

J

0

2�

2

k

!

�

(J

0

) �

X

J

0

2�

2

k

!

�

(J

0

)

1

2

l(J)

�

0

�r

2

� A

�rn

k

X

J

0

2�

2

k

!

�

(J

0

)

1

2

l(J)

�+r

2

� (A

�r

�)

n

k

Si nous choisissons r assez petit pour que (A

�r

�) < 1 nous aurons que la mesure har-

monique !

�

de

S

fJ

0

; J

0

2 �

2

k

g converge vers 0, quand k �!1.

Il est facile d'en d�eduire que la mesure !

�

est alors port�ee par un ensemble de dimension

inf�erieure �a �

0

� r ce qui termine la preuve. �
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Chapitre 5

Comparaisons des dimensions de

deux mesures

La question qui a donn�e naissance �a ce chapitre a �et�e la suivante : Est-il vrai que la

dimension de la mesure harmonique du compl�ementaire d'un ensemble de Cantor con-

struit �a partir d'une suite variable (a

n

)

n2N

(introduite dans le chapitre pr�ec�edent) est une

fonction continue de la suite (a

n

)

n2N

par rapport �a la \distance" dist((a

n

)

n2N

; (a

0

n

)

n2N

)=

sup

n2N

ja

n

� a

0

n

j ?

Nous donnons une r�eponse partielle �a cette question et nous cherchons des conditions

su�santes pour que les dimensions de deux mesures soient proches.

5.1 Introduction, pr�esentation du cadre

Les notions et les th�eor�emes introduits dans cette section sont classiques et peuvent être

trouv�es, par exemple, dans le livre de Billingsley [Bil65] et la monographie de Zinsmeister

[Zin97]. Nous d�e�nissons la notion de l'entropie, les mesures de Bernoulli et l'op�erateur

d�ecalage et nous en donnons quelques exemples caract�eristiques. Ensuite nous rappelons

les th�eor�emes de Billingsley et de Shannon-McMillan. Nous illustrons le lien entre ces

notions et la dimension des mesures �a l'aide d'exemples.

5.1.1 Entropie, dimension informatique et mesures de Bernoulli

Nous introduisons la notion de l'entropie d'une partition et d'une mesure.

D�e�nition 5.1.1 Soit � une mesure sur un espace X. Soit F une partition �nie de X.

On appele entropie de F par rapport �a la mesure � la quantit�e

h

�

(F) = �

X

F2F

�(F ) log �(F ) (5.1)
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avec la convention 0 log 0 = 0.

Rappelons qu'une �ltration (R

i

)

i2I

, I� R, dans un espace mesurable (X;B) est un

ensemble de �-alg�ebres contenant des ensembles de B telles que si i > s alors R

s

� R

i

.

Consid�erons une �ltration (R

n

)

n2N

dans un espace de probabilit�e X. Supposons que

chaque tribu R

m

soit engendr�ee par une partition �nie F

n

de X. Imposons �egalement la

condition suivante : pour tout I 2 F

n�1

l'ensemble des �el�ements de F

n

qui intersectent I

forme une partition de I dont le cardinal est constant �egale �a N 2 N. Nous appelons un

alphabet tout ensemble �ni du type A = f1; :::; Ng.

Un codage de (F

n

)

n2N

est une �enum�eration des ensembles I 2

S

fF

n

; n 2 Ng telle

que :

� chaque I 2 F

n

s'�ecrit sous la forme I = I

i

1

:::i

n

avec i

1

; :::; i

n

2 f1; :::; Ng, c'est-�a-dire

I correspond �a un \mot" de l'alphabet A = f1; :::; Ng et

� si I = I

i

1

:::i

n

est un �el�ement de F

n

alors I � I

i

1

:::i

n�1

(avec I

i

1

:::i

n�1

2 F

n�1

).

Exemple 5.1.2 Un exemple classique est l'intervalle [0; 1[ muni de la grille des intervalles

dyadiques. Pour n 2 N, F

n

=

�

[

k

2

n

;

k+1

2

n

[ ; k = 0; 1; :::; 2

n

� 1

	

. Le codage se d�e�nit de

la fa�con naturelle suivant : A = f0; 1g et nous posons I

0

= [0; 1=2[, I

1

= [1=2; 1[. Si

I

i

1

:::i

n

= [

k

2

n

;

k+1

2

n

[2 R

n

alors nous posons I

i

1

:::i

n

0

= [

k

2

n

;

2k+1

2

n+1

[ et I

i

1

:::i

n

1

= [

2k+1

2

n+1

;

k+1

2

n

[: �

D�e�nition 5.1.3 Soit � une mesure sur l'espace (X;B; (R

n

)

n2N

). On appele entropie

minimale (ou dimension informatique minimale) de la mesure � par rapport �a F

n

la

quantit�e :

h

�

(�) = lim inf

n!1

1

n

X

I2F

n

�(I)j log �(I)j (5.2)

et entropie maximale (ou dimension informatique maximale) la quantit�e

h

�

(�) = lim sup

n!1

1

n

X

I2F

n

�(I)j log �(I)j (5.3)

Quand h

�

(�) = h

�

(�) on dit que h(�) = h

�

(�) est l'entropie (ou la dimension informa-

tique) de la mesure � par rapport �a F

n

.

Dor�enavant nous identi�onsXavecA

N

, les partitions �nies F

n

pour n 2 N �etant �egales

�a A

n

. Pour I = I

i

1

:::i

n

2 F

n

et J = I

j

1

:::j

k

2 F

k

nous notons IJ = I

i

1

:::i

n

j

1

:::j

k

. Notons

�nalement B la tribu engendr�e par F

1

= [fF

n

; n 2 Ng.

D�e�nition 5.1.4 Soit (X;B; �) un espace de probabilit�e avec X= A

N

pour un alphabet

A, comme convenu.
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1. La mesure � est dite mesure de Bernoulli si

pour tout I; J 2

[

fF

n

; n 2 Ng , �(IJ) = �(I)�(J) (5.4)

Il su�t donc pour d�e�nir une mesure de Bernoulli de donner la repartition de masses

sur A

1

.

2. La mesure � est dite quasi-Bernoulli s'il existe une constante c > 0 telle que

pour tout I; J 2

[

fF

n

; n 2 Ng ,

1

c

�(I)�(J) � �(IJ) � c�(I)�(J) (5.5)

Les mesures de Bernoulli servent d'exemples et de mesures de contrôle car leur en-

tropies et leurs dimensions sont faciles �a calculer. Un exemple de calcul sera donn�e dans

la suite. Le th�eor�eme tr�es g�en�eral suivant, dû �a Carath�eodory (cf. [Mat95]), th�eor�eme

4.1), nous permet de construire des telles mesures. Il existe bien entendu d'autres fa�cons

pour le faire.

Th�eor�eme 5.1.5 (Carath�eodory) Soient X un espace m�etrique, F une famille de sous-

ensembles de X et � une fonction positive sur F . Nous supposons que

� Pour tout � > 0 il existe E

1

; E

2

; ::: 2 F tels que X= [

1

i=1

E

i

et diamE

i

< �,

� Pour tout � > 0 il existe E 2 F tel que �(E) < � et diamE < �

Pour � > 0 et A � X posons

 

�

(A) = inf

(

1

X

i=1

�(E

i

) ; A � [

1

i=1

E

i

; diamE

i

< � ; �(E) < �

)

(5.6)

D�e�nissons  =  (F ; �) de la fa�con suivante :  (A) = lim

�&0

 

�

(A). Alors la fonction  

est une mesure de Borel et si les �el�ements de F sont des ensembles bor�eliens, alors  est

une mesure r�eguli�ere.

5.1.2 Op�erateur de d�ecalage, th�eor�eme de Shannon-McMillan

Les notions d'invariance et d'ergodicit�e d'une mesure caract�erisent la r�elation entre la

mesure d'un espace de probabilit�e et une application du même espace.

D�e�nition 5.1.6 Soit (X;B; �) un espace de probabilit�e. On dit que l'op�erateur T :

X�!X est ergodique pour � (ou que � est ergodique pour l'op�erateur) si

F 2 R et T

�1

(F ) = F =) �(F ) = 0 ou 1 (5.7)

Introduisons �a pr�esent la notion d'invariance.
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D�e�nition 5.1.7 Soient (X;B; �) un espace de probabilit�e et une application T : X�!

X. On dit que la mesure � est invariante par l'application T si

�

�

T

�1

(F )

�

= �(F ) pour tout F 2 B (5.8)

Soit A = f1; :::; Ng un alphabet. L'op�erateur d�ecalage (ou shift) est l'application

T : A

N

�! A

N

d�e�nie de la fa�con suivante : si x = i

1

i

2

:::i

n

i

n+1

::: 2 A

N

alors T (x) =

i

2

:::i

n

i

n+1

:::. Avec la notation pr�ec�edente le d�ecalage est mesurable par rapport �a B.

Dans toute la suite les �el�ements x de X= A

N

seront not�es x = x

i

1

i

2

:::

avec i

1

; i

2

; ::: 2

A. Par I

i

1

:::i

n

nous noterons le cylindre fx = x

j

1

j

2

:::

2 X; j

1

= i

1

; :::; j

n

= i

n

g. La

�ltration (R

n

)

n2N

sera comme convenu celle engendr�ee par les familles de cylindres A

n

=

fI

i

1

:::i

n

; i

j

2 A ; j = 1; :::; ng.

Avec cette notation

h

�

(�) = lim inf

n!1

1

n

h

�

(A

n

) et h

�

(�) = lim sup

n!1

1

n

h

�

(A

n

) (5.9)

La connaissance du comportement de h

�

(A

n

) est donc su�sante pour le calcul des dimen-

sions informatiques. La formule suivante, due �a Khinchine, permet d'�evaluer l'entropie

d'une mesure �a l'aide des entropies \interm�ediaires".

Proposition 5.1.8 (Khinchine) Pour n; k 2 N

h

�

(A

n+k

) = h

�

(A

n

)�

X

J2A

n

X

I2A

k

log

�

�(JI)

�(J)

�

�(JI) (5.10)

Cette version du th�eor�eme de Khinchine est tr�es facile �a montrer; il su�t de remarquer

que la double somme est �egale �a h

�

(A

n+k

) � h

�

(A

n

). Cependant elle est d'une grande

utilit�e dans plusieurs situations.

Le th�eor�eme que nous pr�esentons maintenant est un r�esultat classique de la th�eorie

ergodique.

Th�eor�eme 5.1.9 (Shannon-McMillan) Soit A un alphabet et soit � une mesure d�e�nie

sur (X= A

N

;B). Notons T : X�! X l'op�erateur d�ecalage et I

i

1

:::i

n

(x) l'�el�ement de A

n

contenant x . Si � est invariante et ergodique pour T , alors pour �-presque tout x 2 X

lim

n!1

� log �

�

I

i

1

:::i

n

(x)

�

n

= h(�) (5.11)

Le th�eor�eme de Shannon-McMillan peut être vu comme une version ergodique de la

loi de grands nombres. Nous l'illustrons par un exemple classique.
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Exemple 5.1.10 Soit X= f0; 1g

N

. Nous pouvons regarder X comme �etant l'intervalle

[0; 1[, muni de la grille dyadique et du codage naturel propos�e lors de l' exemple 5.1.2. Soit

� la mesure de Bernoulli d�e�nie sur [0,1] de la fa�con suivante : �(I

0

) = �, �(I

1

) = 1��,

avec 0 < � < 1 et �(I

i

1

:::i

n�1

0

) = � �(I

i

1

:::i

n�1

), �(I

i

1

:::i

n�1

1

) = (1 � �)�(I

i

1

:::i

n�1

). Il est

facile de voir que la mesure � est invariante par le shift; il su�t de remarquer que � est

invariante sur les intervalles dyadiques. Pour montrer qu'elle est ergodique il faudrait

travailler un peu plus. On peut cependant v�eri�er le th�eor�eme de Shannon-McMillan par

une voie probabiliste, a�n de montrer le lien entre le th�eor�eme 5.1.9 et la loi de grands

nombres.

Consid�erons la suite de variables al�eatoires (Y

n

)

n2N

d�e�nies sur X par Y

n

(x

i

1

i

2

:::

) =

log

�(I

i

1

:::i

n

)

�(I

i

1

:::i

n�1

)

. Par la construction de � la suite (Y

n

)

n2N

est une suite de variables al�ea-

toires ind�ependantes, �equidistriqu�ees et la loi de grands nombres implique que

lim

n!1

1

n

n

X

k=1

Y

k

= lim

n!1

log �(I

i

1

:::i

n

(x))

n

= � log�+(1��) log(1��) �-presque surement:

On a h

�

(A

1

) = �� log�� (1 � �) log(1� �) et

X

J2A

1

X

I2A

k

log

�

�(JI)

�(J)

�

�(JI) =

X

J2A

1

�

� log�+ (1 � �) log(1 � �)

�

�(J):

En utilisant la formule (5.10) on a h(�) = �� log��(1��) log(1��), ce qui d�emontre

l'a�rmation. �

Nous essayons maintenant d'illustrer le lien entre la dimension informatique et la

dimension de Hausdor� dans le cadre d'ensembles autosimilaires et plus g�en�eralement

d'ensembles admettant un codage, identi��es �a f1; :::; Ng

N

.

5.1.3 Lien entre l'entropie et la dimension de Hausdor�

Un outil important utilis�e pour la comparaison des dimension de deux mesures d�e�nies

sur un ensemble du type f1; :::; Ng

N

est le th�eor�eme de Billingsley. A�n de l'�enoncer il

faut introduire la notion de la dimension d'un ensemble par rapport �a une mesure.

D�e�nition 5.1.11 Soit � une mesure de probabilit�e sur un espace m�etrique X. Soit

E � Xmesurable. Nous notons F(�) la famille des recouvrements de E par des ouverts

de diam�etre < �. La dimension dim

�

E de E par rapport �a � est d�e�nie comme �etant :

dim

�

E = inffd ; H

d

�

(E) = 0g = supfd ; H

d

�

(E) = +1g; o�u (5.12)

H

d

�

(E) = lim

�&0

inf

(

X

I2E

�(I)

d

; E 2 F(�)

)

(5.13)
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Rappelons que la notation dim (sans indice) est r�eserv�ee �a la mesure de Hausdor� (cf.

d�e�nition A.1.1). La dimension (de Hausdor�) d'une mesure � a �et�e d�e�nie en section 4.

Remarque 5.1.12 Les faits suivants sont utiles pour le calcul de dimensions de mesures.

1) Pour toute mesure de probabilit�e � et tout ensemble E mesurable 0 � dim

�

(E) � 1.

Si �(E) > 0 alors dim

�

(E) = 1.

2) Dans R

d

si la mesure � est la mesure de Lebesgue alors ddim

�

est la dimension de

Hausdor� habituelle.

Pr�esentons maintenant le th�eor�eme de Billingsley.

Th�eor�eme 5.1.13 (Billingsley, [Bil65]) Soit X= [0; 1[ muni de la �ltration des inter-

valles dyadiques. Pour x 2 Xnotons I

n

(x) l'intervalle dyadique de longueur 2

�n

contenant

x. Soient � et � deux mesures de probabilit�es et M �X. Alors pour � > 0

M �

�

x 2 X; lim inf

n!1

log � (I

n

(x))

log � (I

n

(x))

� �

�

=) � dim

�

M � dim

�

M: (5.14)

On peut donner une version plus g�en�erale du th�eor�eme de Billingsley adapt�ee aux

ensembles de Cantor, en rempla�cant les intervalles dyadiques par les carr�es de la con-

struction de l'ensemble de Cantor. Cependant le th�eor�eme 5.1.13 su�t pour pour notre

objectif actuel, qui est donner un exemple d'application de l'entropie �a l'estimation de

dimensions de mesures.

Corollaire 5.1.14 Soit X= [0; 1[ muni de la �ltration des intervalles dyadiques. Soient

� et � deux mesures de probabilit�es et M � X. Alors pour � > 0

M �

�

x 2 X; lim

n!1

log � (I

n

(x))

log � (I

n

(x))

= �

�

=) � dim

�

M = dim

�

M: (5.15)

Nous allons �evoquer souvent la proposition suivante sous le nom \th�eor�eme de Billings-

ley adapt�e pour les ensembles de Cantor".

Proposition 5.1.15 Soit X= K un ensemble de Cantor de type 4-coins d�ecrit en cha-

pitre 4 muni de la �ltration F

n

des g�en�erations de carr�es de construction. Pour x 2 K

notons I

n

(x) 2 F

n

l'unique carr�e de la n-i�eme g�en�eration de la construction contenant x.

Soient � et � deux mesures de probabilit�es et M � K. Alors pour � > 0

M �

�

x 2 X; lim

n!1

log � (I

n

(x))

log � (I

n

(x))

= �

�

=) � dim

�

M = dim

�

M: (5.16)
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On en d�eduit la remarque importante suivante

Remarque 5.1.16 Sous les hypoth�eses de la proposition 5.1.15 (ou du corollaire 5.1.14)

si �(M) est positive et si � est la mesure uniforme surXalors dim

�

M=1 et donc dimM =

� dimX. De plus, si �(M) = 1 alors dim� = � dimX.

Nous proposons maintenant un exemple illustrant la relation entre l'entropie et la

dimension Hausdor�.

Exemple 5.1.17 (Exemple 5.1.10, suite) Soit X = [0; 1[ et � la mesure de Bernoulli

introduite dans l'exemple 5.1.10. Nous avons montr�e dans ce même cadre que

lim

n!1

� log �

�

I

n

(x)

�

n

= h(�) = �� log �� (1� �) log(1� �) �-presque surement

Soit � la mesure de Lebesgue sur [0; 1[. Nous avons � (I

n

(x)) = 2

�n

pour tout x 2 X.

Soit

B =

8

<

:

x 2 X; lim

n!1

� log �

�

I

n

(x)

�

n

= �� log� � (1� �) log(1 � �)

9

=

;

:

Pour tout x 2 B nous obtenons que

lim

n!1

log �

�

I

n

(x)

�

log � (I

n

(x))

=

�� log �� (1� �) log(1� �)

log 2

D'apr�es le th�eor�eme de Billingsley la relation pr�ec�edente implique

�� log� � (1� �) log(1� �)

log 2

dim

�

S = dim

�

S pour tout ensemble mesurable S � B:

Nous en d�eduisons que pour tout S � B tel que �(S) > 0

�� log� � (1 � �) log(1 � �)

log 2

= dim

�

S;

puisque dim

�

S = 1. D'autre part, dim

�

S = dim

H

S et donc tout sous-ensemble de B de

mesure � positive est de dimension

�� log �� (1� �) log(1� �)

log 2

.

Or �(B) = 1 et donc dim� =

�� log� � (1� �) log(1� �)

log 2

. �



88 Chapitre 5. Comparaisons des dimensions de deux mesures

Ces consid�erations peuvent être �etendues aux mesures de Bernoulli d�e�nies sur un

ensemble de Cantor autosimilaire, puisque la structure d'un tel ensemble est identique �a

celle de [0; 1] muni de la �ltration des intervalles dyadiques. La preuve s'adapte facilement

en utilisant le th�eor�eme de Billingsley adapt�e aux ensembles de Cantor.

Les outils et les notions vus dans cette section sont tr�es fr�equemment utilis�es dans

le formalisme multifractal (cf. [Heu97], [Kah87], [KP76], [Pey77]). Malheureusement les

hypoth�eses n�ecessaires pour pouvoir les appliquer sont trop fortes pour le cadre de la

mesure harmonique d'ensembles de Cantor consid�er�es ici.

Une remarque sur le th�eor�eme de Billingsley

Soient � > 0 et �, � deux mesures sur [0; 1[ v�eri�ant

�

�

�

�

� (I

n

(x))

� (I

n

(x))

:

� (I

n�1

(x))

� (I

n�1

(x))

� 1

�

�

�

�

� � pour tout x 2 [0; 1[ et tout n 2 N (5.17)

A premi�ere vue on pourrait croire que si cette relation est valable pour � petit, alors les

dimensions des deux mesures sont proches. Comme nous l'avons vu dans la remarque

5.1.16 la relation 5.17 implique en e�et la proximit�e des dimensions des mesures quand

l'une d'entre elles est la mesure de Lebesgue ou quand elles sont toutes les deux des

mesures de Bernoulli. Nous montrerons même qu'il su�t que l'une d'entre elles soit une

mesure de Bernoulli.

En g�en�eral c'est faux : comme nous le verrons dans la suite �a l'aide de contre-exemples,

il se peut que pour deux mesures � et � la relation 5.17 soit valable avec � tr�es petit mais

jdim� � dim�j > 1=2.

5.1.4 Ensembles de Cantor autosimilaires

Soit D un ensemble ouvert simplement connexe dans R

d

et soient p

1

; :::; p

k

k similitudes.

Soient D

1

; :::;D

k

k sous-ensembles ouverts simplement connexes de D �a fermetures dis-

jointes et supposons que p

i

(D) = D

i

pour i = 1; :::; k. Considerons l'ensemble K d�e�ni

par

K =

\

n2N

[

fp

i

1

:::p

i

n

(D) ; i

1

; :::; i

n

= 1; :::; kg (5.18)

D�e�nition 5.1.18 Un tel ensemble K est appel�e ensemble de Cantor autosimilaire.

Les resultats de ce chapitre (et notamment le th�eor�eme 5.2.1) sont valables pour tous

les ensembles de Cantor autosimilaires comme nous le verrons �a la �n de la section suiv-

ante. Nous nous restreignons aux ensembles de Cantor d�e�nis lors du chapitre pr�ec�edent

pour des raisons de commodit�e. Un tel ensemble de Cantor est autosimilaire s'il est

construit �a partir d'une suite de nombres constante.
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5.2 Continuit�e de la dimension de la mesure harmo-

nique des ensembles de Cantor

Nous montrons que les ensembles de Cantor �a rapport constant sont des \points des

continuit�e" de la dimension de la mesure harmonique des ensembles de Cantor d�e�nis au

cours du chapitre 3 vue comme fonction des rapports des ensembles. Le th�eor�eme que

nous allons d�emontrer est le suivant :

Th�eor�eme 5.2.1 Soient (a

n

)

n2N

et fa

i

1

:::i

n

; i

1

; :::; i

n

= 1; 2; 3; 4 ; n 2 Ng deux suites de

nombres v�eri�ant

� a

n

= a , 8n 2 N et

� ja

i

1

:::i

n

� aj < � , � > 0.

Soient K, K

0

les ensembles de Cantor construits �a partir des suites (a

n

)

n2N

, (a

i

1

:::i

n

)

n2N

respectivement (cf. section 4.4) et ! , !

0

les mesures harmoniques de R

2

n K et R

2

n K

0

.

Alors, pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que ja

i

1

:::i

n

� aj < � =) jdim! � dim!

0

j < �.

Pour d�emontrer ce th�eor�eme, nous aurons besoin de r�esultats de la th�eorie de la mesure

g�eom�etrique. Des extensions de ce th�eor�eme �a la �n de la section.

Nous notons comme avant F

n

, n 2 N, les g�en�erations des carr�es de la construction de

K. Ces collections su�sent pour le calcul de la dimension de Hausdor� des sous-ensembles

de K, voir corollaire 4.2.4. Pour x 2 K nous notons I

n

(x) l'unique �el�ement de F

n

qui

contient x.

5.2.1 Lemmes pr�eliminaires

Le th�eor�eme suivant donne une m�ethode de calcul de la dimension d'une mesure. La

preuve est facile quand la mesure est invariante par le shift et ergodique, et utilise le

th�eor�eme de Billingsley. Dans le cas que nous examinons ce th�eor�eme n'est pas inconnu

(voir par exemple [Fan94]). Cependant pour plus de clart�e nous en pr�esentons une preuve.

Rappel : une mesure � est dite monodimensionnelle si tout ensemble mesurable de

dimension strictement inf�erieure �a dim� est de mesure � nulle.

Soit K un ensemble de Cantor comme dans la section 4.4.

Th�eor�eme 5.2.2 Pour toute mesure de probabilit�e � monodimensionelle port�ee par K

nous avons :

lim inf

n!1

log � (I

n

(x))

log l (I

n

(x))

= dim� �� presque partout, (5.19)

o�u l(I

n

(x)) est la longueur des côt�es du carr�e I

n

(x).
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Commen�cons par �etablir la version plus g�en�erale suivante de ce th�eor�eme.

Th�eor�eme 5.2.3 Pour toute mesure de probabilit�e � monodimensionelle, port�ee par un

ensemble born�e de R

d

, nous avons

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

= dim� �-presque partout. (5.20)

D�emonstration Montrons dans un premier temps que

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

� dim� , �-presque surement: (5.21)

Soient

P

0

=

�

x 2 R

d

; lim inf

r!0

log � (B(x; r))

log r

> dim�+ �

�

P

r

0

=

�

x 2 R

d

;

log � (B(x; r))

log r

> dim�+ � ; 8r < r

0

�

:

Clairement, P

0

�

[

r

0

>0

P

r

0

. Supposons que �(P

0

) > 0. Il existe donc r

0

> 0 tel que

�(P

r

0

) > 0. Pour tout x 2 P

r

0

et tout r < r

0

nous avons

�(B(x; r)) < r

dim�+�

: (5.22)

Soit S � R

d

un ensemble de dimension dimS = dim� avec �(S) = 1, et posons P =

P

r

0

\ S. Alors, �(P

r

0

) = �(P ) et dimP � dim�. Pour tout t > 0, il existe donc un

recouvrement R de P par des boules de rayon inf�erieur �a r

0

centr�ees sur P telles que

X

B2R

diamB

dim�+�

< t. D'apr�es l'�equation (5.22) ceci implique �(P ) < t et donc (t �etant

arbitraire) �(P ) = 0, ce qui est en contradiction avec notre hypoth�ese.

Montrons maintenant l'in�egalit�e oppos�ee, c'est-�a-dire

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

� dim� �-presque partout:

Nous utilisons le th�eor�eme de Besicovitch (cf. [Mat95]) suivant.

Th�eor�eme 5.2.4 Il existe un entier N = N(d) avec les propri�et�es suivantes. Soit A un

ensemble de R

d

born�e et soit F une famille de boules ferm�ees telles que tout point de A

soit le centre d'une boule B 2 F . Alors, il existe une collection R au plus denombrable

de boules de F tel que R soit un recouvrement de A et tout point de R

d

appartienne �a au

plus N boules de R.
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Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe un nombre � > 0 et un ensemble

A � R

d

de mesure � positive tel que pour tout x 2 A

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

� dim�� �:

Pour tout 0 < r < 1 consid�erons la famille F des boules ferm�ees B(x; s) centr�ees en

un point x de A, de rayon s inf�erieur �a r v�eri�ant

log �(B(x; s))

log s

� dim�� �;

ou de fa�con �equivalente que

�(B(x; s) � s

dim���

: (5.23)

D'apr�es la d�e�nition de l'ensembleA, la famille F est un recouvrement de A et chaque

point de A est le centre d'un nombre in�ni de boules de F . La relation (5.23) donne

X

B(x;s)2R

�(B(x; s)) �

X

B(x;s)2R

s

dim���

(5.24)

Par le th�eor�eme de Besicovitch il existe une sous-collection R de boules de F , denom-

brable, telle que tout point de A appartienne �a au plus N boules, N �etant un nombre

entier �xe. En utilisant la relation (5.24) nous en d�eduisons

X

B(x;s)2R

s

dim���

�

X

B(x;s)2R

�(B(x; s)) � N �(R

d

) = N

Le nombre r a �et�e choisi arbitrairement, donc dimA � dim� � �. La mesure � �etant

monodimensionnelle, nous avons alors �(A) = 0, ce qui est absurde. �

La preuve du th�eor�eme 5.2.2 est une adaptation facile de la d�emonstration pr�ec�edente

en ne consid�erant que des recouvrements avec des carr�es de la construction de K (cf.

corollaire 4.2.4).

Remarque 5.2.5 Si � est une mesure de probabilit�e quelconque (pas n�ecessairement

monodimensionnelle) la d�emonstration du th�eor�eme donne

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

� dim� �-presque partout: (5.25)

De plus dim� = supess

�

lim inf

r!0

log �(B(x; r))

log r

.
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Pour la preuve du th�eor�eme 5.2.1 nous utilisons �egalement une version plus forte du

th�eor�eme 4.2.1 tir�ee de [Car85] et de [MV86].

Th�eor�eme 5.2.6 (Carleson, Makarov et Volberg) Soit K un ensemble de Cantor con-

struit �a partir d'une suite constante �egale �a �, 0 < � < 1=2. Soit ! la mesure harmonique

de R

2

n K �evalu�ee �a l'in�ni et notons F

n

la collection des carr�es de la n-i�eme g�en�eration.

Alors pour tout I 2 F

n

, J 2 F

k

et L 2 F

m

, n; k;m 2 N

�

�

�

�

!(IJL)

!(IJ)

:

!(JL)

!(J)

� 1

�

�

�

�

< C q

k

(5.26)

o�u C; q sont deux constantes positives, q < 1, qui ne d�ependent que de �.

A l'aide de ce th�eor�eme Carleson [Car85] montre la proposition suivante.

Proposition 5.2.7 Sous les hypoth�eses du th�eor�eme 5.2.6 il existe une mesure � port�ee

par K invariante par le shift, ergodique et une constante positive C

0

telles que

1

C

0

!(E) � �(E) � C

0

!(E)

pour tout ensemble E � K mesurable.

Le th�eor�eme suivant nous aidera �a calculer la limite du th�eor�eme 5.2.2 pour des mesures

harmoniques d'ensembles de Cantor non-autosimilaires. Il s'agit d'une version connue du

th�eor�eme de grands nombres (cf. [HH80]).

Th�eor�eme 5.2.8 Soit X

n

une suite de variables al�eatoires sur un espace de probabilit�e

(X;B; P ) et soit (F

n

)

n2N

une suite croissante de tribus telles que X

n

soit mesurable par

rapport �a F

n

pour tout n 2 N. Supposons qu'il existe une variable al�eatoire X et une

constante c > 0 telle que P (jX

n

j > x) � cP (jXj > x) pour tout x � 0 et tout n 2 N. Si

E(jXj log

+

jXj) < +1, alors

lim

n!1

1

n

n

X

k=1

(X

n

� E(X

n

jF

n�1

)) = 0 P -presque surement (5.27)

En fait nous utilisons une version plus faible du th�eor�eme : les variables al�eatoires

consider�ees sont uni�rm�ement major�ees par une constante.

5.2.2 D�emonstration du th�eor�eme 5.2.1 et remarques

Rappelons que nous notons K l'ensemble de Cantor autosimilaire et ! la mesure har-

monique de R

2

nK �evalu�ee �a l'in�ni et que nous reservons la notation K

0

pour les ensem-

bles de Cantor non-autosimilaires et !

0

pour leurs mesures harmoniques. Nous notons

F

n

la n-i�eme g�en�eration de carr�es de construction du Cantor K. Finalement, notons � la

mesure invariante, �equivalente �a !, donn�ee par la proposition 5.2.7.
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Lemme 5.2.9 Soit � > 0. Il existe p 2 N assez grand tel que pour tout I 2 [fF

n

; n 2 Ng

�

�

�

�

�

�

1

p

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

� h(�)

�

�

�

�

�

�

< � (5.28)

D�emonstration Soit � > 0 et p 2 N. Nous �ecrivons p = p

1

+ p

2

, avec p; p

1

; p

2

�a choisir

plus tard. Nous avons

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

log

�

!(IJ)

!(I)

�

=

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

�

=

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

�

+

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

)

!(I)

�

:

Notons

A =

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

�

et B =

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

)

!(I)

�

:

D'apr�es le lemme 4.3.3 il existe une constante c

2

> 0 telle que !(I

n

(x)) � c

2

!(I

n�1

(x))

pour tout x 2 K et pour tout n 2 N. Il s'ensuit que jBj � � log(c

p

1

2

). Nous montrons que

pour p

2

assez grand �

1

p

A est proche de h(�) pour tout I.

Nous obtenons par le th�eor�eme de Shannon-McMillan (th�eor�eme 5.1.9) que pour p

1

�x�e

lim

n!1

1

n

�

�

�

�

log

�

!(I

n

(x))

!(I

p

1

(x)

�

�

�

�

�

= h(�) pour !-presque tout x 2 K: (5.29)

En utilisant le th�eor�eme de convergence domin�ee nous en d�eduisons qu'il existe N

0

=

N

0

(p

1

) 2 N assez grand tel que pour tout p

2

� N

0

et pour tout J

1

2 F

p

1

�

�

�

�

�

�

1

p

2

X

J

2

2F

p

2

�

�

�

�

log

�

!(J

1

J

2

)

!(J

1

)

�

�

�

�

�

!(J

1

J

2

)

!(J

1

)

� h(�)

�

�

�

�

�

�

< �: (5.30)

Par le th�eor�eme 5.2.6 nous avons

�

�

�

�

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

:

!(J

1

J

2

)

!(J

1

)

� 1

�

�

�

�

< C q

p

1

avec q < 1: (5.31)
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Choisisons p

1

assez grand pour avoir C q

p

1

< � et p

2

� N

0

(p

1

) de mani�ere que la

relation (5.30) soit valable. Nous obtenons

�h(�)�

1

p

A = �h(�)�

1

p

X

J

1

2F

p

1

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(I)

log

�

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

�

=

= �h(�)�

1

p

X

J

1

2F

p

1

!(IJ

1

)

!(I)

X

J

2

2F

p

2

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

log

�

!(IJ

1

J

2

)

!(IJ

1

)

�

�

� �h(�) + (h(�) + 2�)

p

2

p

X

J

1

2F

p

1

!(IJ

1

)

!(I)

=

= �h(�) +

p

2

p

(h(�) + 2�) (5.32)

Il su�t �a pr�esent de modi�er le choix de p

2

en prennant, si n�ecessaire, p

2

encore plus

grand pour avoir

p

2

p

=

p

2

p

1

+ p

2

> 1 � �. La minoration s'obtient de la même fa�con.

Pour B remarquons que

�

�

�

�

1

p

B

�

�

�

�

� �

p

1

p

log c

2

:

Par le choix de p

2

nous avons

p

1

p

< � et donc

�

�

�

�

1

p

B

�

�

�

�

� �� log c

2

:

Les quantit�es c

2

et h(�) ne d�ependant pas de p

1

et p

2

nous avons montr�e que

�

�

�

�

�

�

1

p

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

� h(�)

�

�

�

�

�

�

< �; (5.33)

pour p assez grand. �

Nous pouvons �a pr�esent proc�eder �a la preuve du th�eor�eme. Nous utilisons les notations

de la section 4.4 pour les carr�es de la construction des deux ensembles de Cantor K et K

0

(construits �a partir de deux suites de rapports).

D�emonstration du th�eor�eme 5.2.1 : Soit � > 0. Par le th�eor�eme 4.4.2 il existe � > 0

tel que

ja

i

1

:::i

n

� aj < � =)

�

�

�

�

�

!(I)

!(

b

I)

:

!

0

(I

0

)

!

0

(

b

I

0

)

� 1

�

�

�

�

�

< � (5.34)

pour tout I 2

[

n2N

F

n

et I

0

cod

� I.



5.2. Continuit�e de la dimension de la mesure harmonique des ensembles de Cantor 95

Par le lemme 5.2.9 il existe p 2 N assez grand tel que l'in�egalit�e (5.28) soit satisfaite

pour tout I 2

[

n2N

F

n

.

Par (5.34) pour � > 0 assez petit nous avons

�

�

�

�

�

!(I)

!(

b

I)

:

!

0

(I

0

)

!

0

(

b

I

0

)

� 1

�

�

�

�

�

< �

0

; (5.35)

o�u �

0

> 0 est assez petit pour avoir (1 + �

0

)

p

< 1 + �

10

.

Nous en d�eduisons

�

�

�

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

:

!(IJ)

!(I)

� 1

�

�

�

�

< �

10

pour tout I 2

[

n2N

F

n

avec I

0

cod

� I et tout J 2 F

p

avec J

0

cod

� J .

Par une variation facile du lemme 4.3.3, pour � < a=2 il existe une constante c

3

=

c

3

(a) > 0 telle que pour tout I

0

2 F

0

n

et pour tout I 2 F

n

, n 2 N

!(I) � c

n

3

et !

0

(I

0

) � c

n

3

:

Alors, en prennant � < infflog

�1

c

3

; 2

�1

g, nous avons pour tout I 2

[

n2N

F

n

, I

0

cod

� I

1

p

X

J

0

2F

0

p

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

� (1 + �

10

)

X

J2F

p

J

cod

� J

0

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

�

1

p

(1 + �

10

)

�

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

+

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

log

�

1� �

10

�

�

�

�

�

1

p

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

+

1

p

�

10

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

+

+

1

p

(1 + �

10

)

�

�

log

�

1� �

10

�

�

�

�

1

p

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

+

�

10

p

j log c

3

j+

1

p

(1 + �

10

)

�

�

log(1� �

10

)

�

�

: (5.36)

De la même fa�con nous obtenons

1

p

X

J

0

2F

0

p

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

�

�

1

p

X

J2F

p

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

log

�

!(IJ)

!(I)

�

�

�

�

�

�

�

10

p

j log c

3

j �

1

p

(1 + �

10

)

�

�

log(1 � �

10

)

�

�

: (5.37)
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En combinant les �equations (5.33), (5.36) et (5.37) nous obtenons

�

�

�

�

�

�

1

p

X

J

0

2F

0

p

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

� h(�)

�

�

�

�

�

�

< �+

�

10

p

j log c

3

j+

(1 + �

10

) jlog(1 � �

10

)j

p

(5.38)

et donc

�

�

�

�

�

�

1

p

X

J

0

2F

0

p

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

� h(�)

�

�

�

�

�

�

< 3�: (5.39)

Nous montrons maintenant que pour !

0

-presque tout x 2 K

0

�

�

�

�

lim inf

n!1

log!

0

(I

0

n

(x))

n

+ h(�)

�

�

�

�

< 3� (5.40)

Avec cette relation et �a l'aide du th�eor�eme 5.2.2 nous pourrons achever la preuve.

Consid�erons la suite variables al�eatoires (X

n

)

n2N

d�e�nies sur K

0

de la mani�ere suivante.

Pour x 2 K

0

nous posons

X

n

(x) = �

1

p

log

 

!

0

(I

0

np

(x))

!

0

(I

0

(n�1)p

(x))

!

:

Consid�erons la suite de tribus (R

0

n

)

n2N

o�u R

0

n

est engendr�ee par F

0

np

. Les hypoth�eses

du th�eor�eme 5.2.8 sont v�eri��ees pour la suite de variables al�eatoires (X

n

)

n2N

et la suite

de tribus (R

0

n

)

n2N

.

Nous en d�eduisons

lim

n!1

1

n

n

X

k=1

h

X

n

� E

!

0

(X

n

jR

0

n�1

)

i

= 0 !

0

-presque surement (5.41)

Or, sur I

0

2

[

n2N

F

0

n

E

!

0

(X

n

jR

0

n�1

) =

1

p

X

J

0

2F

0

p

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

log

�

!

0

(I

0

J

0

)

!

0

(I

0

)

�

�

�

�

�

Par la relation (5.39) nous obtenons

jE

!

0

(X

n

jR

0

n�1

)� h(�)j < 3�;
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pour tout n 2 N. Donc,

h(�) � 3� < lim inf

n!1

1

n

n

X

k=1

X

n

< h(�) + 3� !

0

-presque surement.

Or,

1

n

n

X

k=1

X

n

=

1

np

log !

0

(I

0

np

(x)): (5.42)

Donc,

�

�

�

�

lim inf

n!1

1

n

log !

0

(I

0

n

(x)) + h(�)

�

�

�

�

< 3� !

0

-presque partout. (5.43)

Nous utilisons cette relation ainsi que le th�eor�eme 5.2.2 pour conclure. La mesure !

est monodimensionnelle par la proposition 4.3.11. Remarquons que pour n 2 N, pour

tout I 2 F

n

la longueur du côt�e du carr�e I est a

n

. D'autre part, pour tout I

0

2 F

0

n

la

longueur du côt�e du carr�e I

0

est comprise entre (a� �)

n

et (a+ �)

n

.

Par le th�eor�eme 5.2.2

dim! = lim inf

n!1

log!(I

n

(x))

n log a

!-presque partout sur K

et d'apr�es la remarque 5.2.5

dim!

0

= supess

!

0

lim inf

n!1

!

0

(I

n

(x)

0

)

log l(I

0

n

(x)

:

Il s'ensuit que

dim! =

h(�)

j log aj

:

Or, par la relation (5.43) nous avons

dim!

0

2

�

h(�) � 3�

j log(a� �)j

;

h(�) + 3�

j log(a+ �)j

�

Il su�t de choisir � encore plus petit pour avoir

dim!

0

2 ]dim! � 5�;dim! + 5�[ :

Le th�eor�eme est �a pr�esent d�emontr�e. �
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Corollaire 5.2.10 Pour tout d 2]0; 1[ il existe un ensemble de Cantor de dimension d

tel que la dimension de la mesure harmonique de son compl�ementaire soit d.

La d�emonstration d�ecoule imm�ediatement de la proposition 4.3.12 et de la construction

de la section 4.3.4.

Remarque 5.2.11 La m�ethode ne s'applique pas aux ensembles de Cantor d�e�nis en

section 4.2. En e�et, pour un ensemble de Cantor non-autosimilaire la somme de la

relation (5.33) n'est pas n�ecessairement proche d'une constante, ce qui rend le reste de la

preuve inadaptable. Remarquons �nalement que la preuve n'utilise pas d'hypoth�eses sur

la mesure !

0

.

Dans la d�emonstration du th�eor�eme nous avons utilis�e deux propri�et�es cruciales de la

mesure harmonique ! d'un Cantor autosimilaire : l'existence presque sure d'une limite

de n

�1

log !(I

n

(x)) et les in�egalit�es de Carleson qui nous ont permis d'avoir une estima-

tion uniforme des entropies intermediaires. Ces propri�et�es sont v�eri��ees par les mesures

harmoniques des ensembles de Cantor autosimilaires. Nous montrons que la m�ethode

s'applique aux ensembles de Cantor autosimilaires qui ne sont pas forc�ement de type

4-coins (voir de�nition 5.1.18).

Th�eor�eme 5.2.12 Soit K un ensemble de Cantor autosimilaire comme donn�e par la

d�e�nition 5.1.18, associ�e aux similitudes p

1

; :::; p

k

. Soit K

�

(p

0

1

; :::; p

0

k

) un ensemble de

Cantor du même type associ�e aux similitudes p

0

1

; :::; p

0

k

v�eri�ant jjp

i

� p

0

i

jj

1

< � pour

tout i = 1; :::; k. Alors, si ! et !

�

sont les mesures harmoniques de K et K

�

(p

0

1

; :::; p

0

k

)

respectivement

jdim! � dim!

�

j < �(�) ;

o�u � est une fonction positive telle que lim

�!0

�(�) = 0.

D�emonstration Nous donnons les modi�cations n�ecessaires par rapport �a la preuve du

th�eor�eme 5.2.1. Comme avant, si ! est la mesure harmonique de l'ensemble de Cantor

autosimilaireK, alors il existe une mesure � invariante par le shift et ergodique �equivalente

�a !. Les estimations que nous fairons sont uniformes en (p

0

1

; :::; p

0

k

) et ne d�ependent que

de � et de (p

1

; :::; p

k

).

Par la formule de Manning [Man84] la dimension de la mesure harmonique �egale �a

h(�)=�(�) o�u �(�) est l'exposant de Lyapounov de la mesure �. Les variations de h(�)

avec � sont control�ees en suivant la même voie qu'avant. L'exposant de Lyapounov est

�(�) =

R

K

j log �

0

jd�, o�u � = p

�1

i

sur D

i

, pour i = 1; :::; k. Or, il est facile de voir que pour

l'ensemble de Cantor K

�

(p

0

1

; :::; p

0

k

) si �

�

est la mesure invariant et ergodique equivalente �a

!

�

alors �

�

converge vers � vaguement, quand � tend vers 0, uniform�ement en (p

0

1

; :::; p

0

k

).

Il s'ensuit que �(�

�

) tend vers �(�) quand � tend vers 0. �
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5.3 Exemples de non-continuit�e de la dimension de

mesures

Nous essayons maintenant de r�epondre �a la question pos�ee en �n de section 5.1.

Soit K un ensemble de type 4-coins construit �a partir d'une suite fa

i

1

:::i

n

; i

1

; :::; i

n

=

1; 2; 3; 4 ; n 2 Ng et K

0

un ensemble de Cantor de même type construit �a partir d'une suite

fa

0

i

1

:::i

n

; i

1

; :::; i

n

= 1; 2; 3; 4 ; n 2 Ng. Par le th�eor�eme 4.4.2 si ! et !

0

sont les mesures

harmoniques de R

2

n K et R

2

n K

0

respectivement nous avons : pour tout � > 0 il existe

� > 0 tel que si ja

i

1

:::i

n

� a

0

i

1

:::i

n

j < � alors pour tout carr�e I de la construction de K

�

�

�

�

�

!(I)

!(

b

I)

:

!

0

(I

0

)

!

0

(

b

I

0

)

� 1

�

�

�

�

�

< � (5.44)

Nous allons montrer que cette relation n'est pas su�sante pour conclure que

lim

�!0

jdim! � dim!

0

j = 0:

Nous donnons un exemple d'une mesure � port�ee par l'ensemble de Cantor K pour laquelle

il existe une suite de mesures (�

n

)

n2N

port�ees par K, v�eri�ant

dim�� dim�

n

>

1

4

et

�

�

�

�

�

�(I)

�(

b

I)

:

�

n

(I)

�

0

n

(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< n

�1

: (5.45)

Pour donner un exemple qui soit le plus pr�es possible de la situation actuelle, nous im-

poserons �egalement les conditions suivantes pour la mesure � ainsi que pour les mesures

�

n

, n 2 N :

�) � et �

n

sont monodimensionnelles.

�) � et �

n

sont doublantes.

Nous allons proposer deux exemples. Dans le premier nous montrons que pour tout � il

existe deux mesures � et � port�ees par le segment [0; 1], avec � est absolument continue

par rapport �a la mesure de Lebesgue telles que

1. dim� = 1 et

1

4

� dim� �

1

2

:

2. Pour tout intervalle dyadique I ;

�

�

�

�

�

�(I)

�(

b

I)

:

�(I)

�(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< � (5.46)

(nous avons not�e

b

I le plus petit intervalle dyadique qui contient strictement I).
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Cet exemple, ayant comme origine une id�ee de A. Ancona, donne l'existence d'une

mesure avec une construction qualitative.

Dans le deuxi�eme nous construisons la mesure � et les mesures �

n

v�eri�ant les con-

ditions demand�ees. La mesure � ainsi que les mesures �

n

seront port�ees par l'ensemble

de Cantor construit �a partir de la suite constante �egale �a

1

4

. La construction est contro-

lable dans le sens que les mesure ainsi les ensembles qui portent les mesures sont d�ecrits

explicitement. La technique suivie est inspir�ee par celle du premier exemple.

Remarquons que dans ces exemples les mesures sont port�ees par le même ensemble.

Ceci n'est pas gênant. Il est, en e�et tr�es facile de modi�er les exemples de sorte que les

mesure � et �

n

soient port�ees par des ensembles de Cantor di��erents consrtruits �a partir

de suites arbitrairement proches.

5.3.1 Premier exemple

Consid�erons l'intervalle [0; 1] muni de la mesure de Lebesgue �. Soit 0 < q <

1

2

. Nous

posons

I

0

0

=]0; q] , I

0

1

=]q; 1] et F

0

1

= fI

0

; I

1

g

Supposons que F

0

n�1

= fI

0

i

1

:::i

n�1

; i

1

; :::; i

n�1

2 f0; 1gg , n 2 N soit d�e�ni. Si I

0

i

1

:::i

n�1

=

]a; b] 2 F

0

n�1

nous posons

I

0

i

1

:::i

n�1

0

=]a; a+ q(b� a)] ; I

0

i

1

:::i

n�1

1

=]a+ q(b� a); b] et F

0

n

= fI

0

i

1

:::i

n

; i

1

; :::; i

n

2 f0; 1gg

Avec ce syst�eme d'intervalles nous pouvons d�e�nir un nouveau codage des �el�ements

de [0; 1]. Pour x 2 [0; 1] nous �ecrivons

x = x

0

i

1

:::i

n

:::

avec i

1

; i

2

; ::: 2 f0; 1g si x 2 I

0

i

1

:::i

n

pour tout n 2 N:

Nous notons x = x

i

1

:::i

n

:::

le codage classique de x avec les intervalles dyadiques (voir

exemple 5.1.10).

Soit F : [0; 1]! [0; 1] la fonction d�e�nie de la fa�con suivante :

Pour x = x

i

1

:::i

n

:::

2 [0; 1] ; F (x) = x

0

i

1

:::i

n

:::

(5.47)

Il est facile de v�eri�er que la fonction F est bien d�e�nie, strictement croissante et bi-

h�old�erienne, avec F (0) = 0 et F (1) = 1.

Soit � une mesure de Bernoulli d�e�nie �a partir des intervalles dyadiques (cf. exemple

5.1.10) qui charge l'intervalle [0;

1

2

] de masse � et l'intervalle [

1

2

; 1] de masse 1 � �, 0 <

� �

1

2

.



5.3. Exemples de non-continuit�e de la dimension de mesures 101

Notation 5.3.1 Pour une mesure de probabilit�e � sur [0; 1] et une fonction f : [0; 1]!

[0; 1] mesurable nous notons f [�] la mesure image d�e�nie par f [�](E) = �(f

�1

(E)) pour

tout ensemble mesurable E � [0; 1]. Nous notons par card(E) le cardinal d'un ensemble

E.

Posons �

0

= F [�]. Par l'exemple 5.1.10 l'ensemble

E

�

= fx = x

i

1

:::i

n

:::

2 [0; 1] ; lim

n!1

1

n

cardfi

j

; j � n et i

j

= 0g = �g

porte la mesure �. De plus,

dim� = dimE

�

=

�� log�� (1 � �) log(1� �)

log 2

:

Il est donc clair que F (E

�

) porte la mesure �

0

. Il s'ensuit que dim�

0

� dimF (E

�

).

Montrons que, en notant � = dimE

�

, dimF (E

�

) �

�

2

, pour q assez petit.

Soit � > 0 et soit R

0

n

la collection des intervalles I

0

i

1

:::i

k

2

S

k�n

F

0

k

qui v�eri�ent

�

�

�

�

1

n

cardfi

j

; j � n et i

j

= 0g � �

�

�

�

�

< � (5.48)

La collection R

0

n

forme un recouvrement de F (E

�

). Par la d�e�nition des familles d'inter-

valles F

0

n

, nous pouvons extraire un recouvrementR

n

� R

0

n

de F (E

�

) dont les intervalles

sont deux �a deux disjoints.

Remarquons que pour I

0

= I

0

i

1

:::i

k

2 R

n

, en notant comme convenu l(I

0

) la longueur

de I

0

,

l(I

0

) � q

(���)k

(1� q)

(1��+�)k

:

Donc, si q = q(�) est assez petit, l(I

0

) < (

1

4

2

�

)

k

. Il s'ensuit que

X

I2R

n

l(I

0

)

�

2

�

+1

X

k=n

2

k

1

4

k

< 1

et par cons�equent, comme � et n �etaient arbitraires, dimF (E

�

) �

�

2

. Nous passons �a

pr�esent �a la construction de deux mesures � et � v�eri�ant (5.46), avec � arbitrairement

petit, dont les dimensions di��erent de

1

2

.

Proposition 5.3.2 Soit � > 0. Il existe deux mesures � et � monodimensionnelles,

port�ees par [0; 1] telles que

�

�

�

�

�(B(x;

r

2

))

�(B(x; r))

:

�(B(x;

r

2

)

�(B(x; r))

� 1

�

�

�

�

< � (5.49)
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avec � absolument continue par rapport �a la mesure de Lebesgue (donc dim� = 1) et

dim� <

1

2

.

D�emonstration Nous continuons �a faire appel �a la notation d�ej�a utilis�ee dans cette

partie. Posons �

0

= � la mesure de Lebesgue et �

0

= � la mesure de Bernoulli d�e�nie au

cours du dernier paragraphe, avec

1

2

< � <

1

2

+

�

2

. Soit E

�

l'ensemble d�e�ni comme

E

�

= fx = x

i

1

:::i

n

:::

2 [0; 1] ; lim

n!1

1

n

cardfi

j

; j � n et i

j

= 0g = �g:

Premi�ere construction

La condition (5.49) est satisfaite pour � = �

0

et � = �

0

. Remarquons que �

0

et �

0

sont

monodimensionnelles, dim�

0

= 1 et dim�

0

=

1

log 2

(�� log� � (1 � �) log(1 � �)). Il

s'ensuit que les mesures �

0

et �

0

sont singuli�eres, �

0

? �

0

. Il existe donc un ensemble

compact K

0

tel que �

0

(K

0

) = 0 et �

0

(K

0

) > 1 � �.

Le compl�ementaire de K

0

dans ]0; 1[ �etant un ensemble ouvert, nous pouvons �ecrire

]0; 1[ nK

0

comme une reunion d�enombrable d'intervalles disjoints

]0; 1[ nK

0

=

[

j2J

]a

j

; b

j

[ avec J � N et 0 � a

j

< b

j

� 1 pour tout j 2 J:

Nous de�nissons une fonction F

0

: [0; 1] ! [0; 1], �a l'aide de la fonction F d�e�nie par

(5.47).

F

0

(x) =

�

x , pour x 2 K

0

[ f0; 1g

F (x)� F (a

j

)

F (b

j

)� F (a

j

)

(b

j

� a

j

) + a

j

, pour x 2]a

j

; b

j

[�]0; 1[ nK

0

(5.50)

Remarquons que F

0

= �

j

� F sur ]a

j

; b

j

[, o�u �

j

est une fonction a�ne, j 2 J . La fonction

F

0

est donc continue, strictement croissante et localement h�olderienne, v�eri�ant F

0

(0) = 0

et F

0

(1) = 1. De plus, F

0

(K

0

) = K

0

et F

0

(]0; 1[ nK

0

) =]0; 1[ nK

0

.

A l'aide des propri�et�es de la dimension de Hausdor� (propri�et�es A.1.6) nous en d�e-

duisons dimF

0

(E

�

\]a

j

; b

j

[) �

1

2

. Donc, dimF

0

(E

�

nK

0

) �

1

2

.

Posons �

1

= F

0

[�

0

] et �

1

= F

0

[�

0

], ou de fa�con �equivalente

�

1

=

�

�

0

sur K

0

F

0

[�

0

] sur ]0; 1[ nK

0

et �

1

=

�

�

0

sur K

0

F

0

[�

0

] sur ]0; 1[ nK

0

(5.51)
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Nous d�eduisons des propri�et�es de la fonction F

0

que les mesures �

1

et �

1

sont bien

d�e�nies. Puisque �

0

(K

0

) = 0 nous avons dim�

1

� dimF

0

(E

�

nK

0

) �

1

2

. D'autre part, il

est clair que dim�

1

= 1.

Les mesures �

1

et �

1

satisfont �a la condition (5.49) mais �

1

n'est pas monodimension-

nelle.

Deuxi�eme construction

Par d�e�nition, les mesures �

1

et �

1

sont singuli�eres entre elles. Il existe donc un ensemble

compact K

1

v�eri�ant

1. K

1

\K

0

= ; 2. �

1

(K

1

) = 0 et 3. �

1

(K

1

) > 1 � �

2

Nous �ecrivons l'ensemble ouvert ]0; 1[ n(K

1

[K

0

) comme r�eunion d'intervalles disjoints

]0; 1[ n(K

1

[K

0

) =

[

j2J

]a

j

; b

j

[ avec J � N et 0 � a

j

< b

j

� 1 pour tout j 2 J:

Nous d�e�nissons la fonction F

1

: [0; 1]! [0; 1] de la fa�con suivante

F

1

(x) =

�

F

0

, pour x 2 K

0

[K

1

[ f0; 1g

f

j

� F

�1

0

(x) , pour x 2]a

j

; b

j

[�]0; 1[ nK

0

(5.52)

o�u f

j

est une fonction a�ne telle que f

j

� F

�1

0

(]a

j

; b

j

[) =]a

j

; b

j

[, pour j 2 J .

Nous posons �

2

= F

1

[�

1

] et �

2

= F

1

[�

1

]. Notamment,

�

2

=

�

�

1

sur K

0

[K

1

F

1

[�

1

] sur ]0; 1[ n(K

0

[K

1

)

et �

2

=

�

�

1

sur K

0

[K

1

F

1

[�

1

] sur ]0; 1[ n(K

0

[K

1

)

(5.53)

De nouveau, les mesure �

2

et �

2

sont singuli�eres entre elles et satisfont �a la condition

(5.46), mais �

2

n'est pas monodimensionnelle. Remarquons que la mesure �

2

restreinte �a

K

1

est monodimensionelle.

Nous it�erons le processus en alternant la premi�ere et la deuxi�eme construction. A titre

d'exemple nous donnons la construction d'une �etape impaire (par exemple construire �

3

et �

3

). Pour faire ceci nous utilisons la premi�ere construction.

Supposons que nous ayons d�e�ni �

n

, �

n

, F

0

; :::; F

n�1

ainsi que les ensembles compacts

K

0

;K

1

; :::;K

n�1

, n 2 N pair. Supposons (puisque n est suppos�e pair) que �

n

ne soit pas

monodimensionnelle et que les mesures �

n

et �

n

soient singuli�eres entre elles. Finalement

nous supposons que �

n

est monodimensionnelle et que �

n

est monodimensionnelle sur

[

k�

n

2

K

2k+1

,

�

0

@

[

k�

n�1

2

K

2k+1

1

A

= �

 

[

k�n�1

K

k

!

> 1� �

n
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Puisque �

n

et �

n

sont singuli�eres il existe un compact K

n

v�eri�ant

1.

[

0�k�n�1

K

k

\K

n

= ;

2. �

n

(K

n

) = 0 et

3. �

n

(K

n

) > (1� �

n+1

) �

n

�

]0; 1[ n

S

0�k�n�1

K

k

�

Le compl�ementaire de

[

0�k�n

K

k

dans ]0; 1[ �etant ouvert, nous pouvons l'�ecrire comme

r�eunion d'intervalles ouverts disjoints

]0; 1[ n

[

0�k�n

K

k

=

[

j2J

]a

j

; b

j

[ avec J � N et 0 � a

j

< b

j

� 1 pour j 2 J:

Nous d�e�nissons la fonction F

n

sur ]0,1[ de la fa�con suivante

F

n

(x) =

�

x , pour x 2

[

0�k�n

K

k

[ f0; 1g

f

j

� F � F

�1

0

� ::: � F

�1

n�1

, pour x 2]a

j

; b

j

[�]0; 1[ n

[

1�k�n

K

k

(5.54)

o�u f

j

est une fonction a�ne croissante sur F � F

�1

0

� ::: � F

�1

n�1

(]a

j

; b

j

[) telle que

f

j

� F � F

�1

0

� ::: � F

�1

n�1

(]a

j

; b

j

[) =]a

j

; b

j

[:

La fonction F

n

est strictement croissante et F

n

(]a

j

; b

j

[) =]a

j

; b

j

[, pour j 2 J . Posons

�

n+1

= F

n

[�

n

] et �

n+1

= F

n

[�

n

]

Par la construction de la fonction F

n

, la mesure �

n+1

restreinte sur ]0; 1[ n

[

0�k�n

K

k

est port�ee par un ensemble de dimension �egale �a dimF (E

�

). D'autre part, �

n+1

est

monodimensionnelle sur

[

k�n

K

k

et

�

 

[

k�n

K

k

!

> 1� �

n+1

;

ce qui permettra l'�etape suivante de la recurrence, avec la deuxi�eme construction.
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Les suites de mesures (�

n

)

n2N

et (�

n

)

n2N

convergent vaguement vers deux mesures �

et � respectivement. La mesure � (respectivement la mesure �) coincide avec �

n

(respec-

tivement �

n

) sur

[

k�n�1

K

k

, pour n 2 N. Nous en d�eduisons que � et � sont monodimen-

sionnelles, dim� = 1 et dim� = dimF (E

�

) �

1

2

. De plus, � et � satisfont �a la condition

(5.49). Il est possible de modi�er la construction a�n de r�ecuperer deux mesures � et �

doublantes, ainsi que pour trouver une suite de mesures �

n

qui satisfassent �a la condi-

tion (5.45). Cependant, puisqu'un tel exemple de mesures est fourni dans la suite, nous

omettons cette modi�cation. �

5.3.2 Deuxi�eme exemple

La construction est divis�ee en deux �etapes. Dans un premier temps, nous nous donnons

� > 0 et nous construisons deux mesures � et � d�e�nis sur un ensemble de Cantor,

v�eri�ant la condition (5.46) adapt�ee �a l'ensemble de Cantor (cf relation (5.55)). Ensuite

nous proc�edons �a une modi�cation de cette construction pour obtenir une mesure � et une

suite de mesures (�

n

)

n2N

v�eri�ant (5.45). Toutes les mesures sont monodimensionneles.

Remarquons que sous la condition (5.45), la mesure � est la limite vague de la suite

(�

n

)

n2N

.

Construction des mesures � et �

Soit K l'ensemble de Cantor construit �a partir de la suite constante �egale �a

1

4

. Nous

reprenons la notation ant�erieure des carr�es de construction de K et nous notons encore

F

n

la collection des carr�es de la n-i�eme g�eneration, n 2 N. Pour I 2 F

n

nous notons

b

I l'unique carr�e de la (n � 1)-i�eme g�eneration F

n�1

contenant I. Nous construisons par

recurrence deux mesures � et � telles que

�

�

�

�

�

�(I)

�(

b

I)

:

�(I)

�(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< � ; pour tout carr�e I de la construction de K (5.55)

Remarquons d'abord que la dimension de Hausdor� de l'ensemble K est �egale �a 1 (voir

A.1.4). La mesure de Hausdor� 1-dimensionnelle de K H

1

(K) est �egale �a 1. Nous divisons

la construction en trois �etapes : dans les deux premi�eres nous d�e�nissons quatre mesures

dont l'alternance donnera les mesures � et �. Ensuite, nous proc�edons �a une recurrence.

A) Soient � > 0 et �

0

la mesure de Hausdor� 1-dimensionnelle sur K. La mesure H

1

est la mesure uniforme sur K et charge chaque carr�e I de la n-i�eme g�eneration F

n

, n 2 N,

avec la masse (

1

4

)

n

. Montrons que dim�

0

= 1. On a

log �

0

(I

n

(x))

n log 4

= �1 pour tout x 2 K et tout n 2 N; (5.56)
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o�u I

n

(x) est le carr�e de F

n

qui contient x. Or, si pour un ensemble F � K mesurable

�

0

(F ) > 0 alors dim

�

0

F = 1. Par le th�eor�eme de Billingsley et la relation 5.56 dim

�

0

F =

dim

H

F et donc dim

H

F = 1. Or, dim�

0

� dimK = 1. Par cons�equent, dim�

0

= 1.

Consid�erons �egalement la mesure de Bernoulli �

0

d�e�nie de la fa�con suivante (en

reprenant la notation du chapitre 4).

�

0

(I

1

) = �

0

(I

2

) =

1

4

� � ; �

0

(I

3

) = �

0

(I

4

) =

1

4

+ �: (5.57)

et posons �

0

= �

0

et �

0

= �

0

.

Les mesures �

0

et �

0

v�eri�ent la condition (5.55), sont monodimensionnelles, dou-

blantes et comme ci-dessus on a

dim�

0

=

h(�

0

)

log 4

= �2

(

1

4

� �) log(

1

4

� �) + (

1

4

+ �) log(

1

4

+ �)

log 4

< 1

Il s'ensuit que �

0

et �

0

sont singuli�eres entre elles. De plus,

lim

n!1

log �

0

(I

n

(x))

n

= �h(�

0

) �

0

-presque partout sur K

comme l'indique l'exemple 5.1.10.

Il existe ainsi n

1

2 N et une partition fF

0

; F

1

g de F

n

1

v�eri�ant :

1. F

0

[ F

1

= F

n

1

2.

�

�

�

�

log �

0

(I)

n

+ h(�

0

)

�

�

�

�

< � pour tout I 2 F

1

3.

�

�

�

�

log �

0

(I)

n

+ log 4

�

�

�

�

< � pour tout I 2 F

0

4.

X

I2F

1

�

0

(I) > 1� �

5.

X

I2F

0

�

0

(I) > 1� �

B) Nous d�e�nissons �a pr�esent les mesures de Bernoulli �

1

et �

1

sur l'ensemble de

Cantor K de la fa�con suivante

�

1

(I

1

) = �

1

(I

2

) = �

1

(I

3

) = � et �

1

(I

4

) = 1� 3�

(5.58)

�

1

(I

1

) = �

1

(I

2

) = �

1

(I

3

) = �(1� �) et �

1

(I

4

) = 1� 3�(1� �)
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avec � > 0 a �xer plus tard.

Nous proc�edons �a la deuxi�eme �etape de la construction �a l'aide des mesure �

1

et �

1

.

Posons pour I

i

1

:::i

n

� I 2 F

1

�

1

(I

i

1

:::i

n

) = �

0

(I

i

1

:::i

n

1

)�

1

(I

i

n

1

:::i

n

)

(5.59)

�

1

(I

i

1

:::i

n

) = �

0

(I

i

1

:::i

n

1

)�

1

(I

i

n

1

:::i

n

)

et pour I

i

1

:::i

n

� I 2 F

0

�

1

(I

i

1

:::i

n

) = �

0

(I

i

1

:::i

n

) , �

1

(I

i

1

:::i

n

) = �

0

(I

i

1

:::i

n

) (5.60)

Si I = I

i

1

:::i

n

avec n � n

1

nous posons �

1

(I) = �

0

(I) et �

1

(I) = �

0

(I).

Les restrictions des mesures �

1

et �

1

dans chaque carr�e de F

n

1

= F

0

[ F

1

sont deux

mesures de Bernoulli de dimensions di��erentes et par cons�equent singuli�eres entre elles.

Il existe alors n

2

2 N et une partition fF

00

; F

01

; F

10

; F

11

g de F

n

2

v�eri�ant

1. I 2 F

j0

[ F

j1

si et seulement si il existe J 2 F

j

tel que I � J , j 2 f0; 1g.

2.

�

�

�

�

log �

1

(I)

n

2

+ log 4

�

�

�

�

< �

2

pour tout I 2 F

00

.

3.

�

�

�

�

log �

1

(I)

n

2

+ h(�

1

)

�

�

�

�

< �

2

pour tout I 2 F

11

.

4.

X

J2F

00

J�I

�

1

(J) > (1� �

2

)�

1

(I) et

X

J2F

01

J�I

�

1

(J) > (1 � �

2

)�

1

(I) pour I 2 F

0

5.

X

J2F

10

J�I

�

1

(J) > (1� �

2

)�

1

(I) et

X

J2F

11

J�I

�

1

(J) > (1� �

2

)�

1

(I) pour I 2 F

1

Nous posons pour I 2 F

00

[ F

10

, J 2 [

n2N

F

n

�

2

(IJ) = �

1

(I)�

0

(J) , �

2

(IJ) = �

1

(I)�

0

(J)

et pour I 2 F

01

[ F

11

, J 2 [

n2N

F

n

�

2

(IJ) = �

1

(I)�

1

(J) , �

2

(IJ) = �

1

(I)�

1

(J):

Pour I 2 F

n

, avec n � n

2

nous laissons �

2

(I) = �

1

(I) et �

2

(I) = �

1

(I).

C) Nous proc�edons par recurrence. Supposons que les mesures �

k

et �

k

ainsi que la

partition fF

i

1

:::i

k

; i

1

; :::; i

k

2 f0; 1gg de F

n

k

soient construites. En accord avec les �etapes

pr�ec�edentes nous supposons que les restrictions des mesures �

k

et �

k

sur les carr�es de F

n

k

sont des mesures de Bernoulli; notamment, elles sont soit �

0

et �

0

soit �

1

et �

1

.

D�e�nissons les mesures �

k+1

et �

k+1

et la partition fF

i

1

:::i

k+1

; i

1

; :::; i

k+1

2 f0; 1gg.

D'apr�es les hypoth�eses les mesures �

k

et �

k

sont singuli�eres entre elles. Il existe donc

n

k+1

> n

k

et une partition fF

i

1

:::i

k+1

; i

1

; :::; i

k+1

2 f0; 1gg de F

n

k+1

v�eri�ant
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1. I 2 F

i

1

:::i

k

0

[ F

i

1

:::i

k

1

si et seulement si il existe J 2 F

i

1

:::i

k

tel que I � J , o�u

i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g

2.

�

�

�

�

log �

k

(I)

n

k+1

+ log 4

�

�

�

�

< �

k+1

pour tout I 2 F

i

1

:::i

k�1

00

.

3.

�

�

�

�

log �

k

(I)

n

2

+ h(�

1

)

�

�

�

�

< �

k+1

pour tout I 2 F

i

1

:::i

k�1

11

.

4.

X

J2F

i

1

:::i

k�1

00

J�I

�

k

(J) > (1 � �

k+1

)�

k

(I) et

X

J2F

i

1

:::i

k�1

01

J�I

�

k

(J) > (1� �

k+1

)�

k

(I),

pour tout carr�e I 2 F

i

1

:::i

k�1

0

.

5.

X

J2F

i

1

:::i

k�1

10

J�I

�

k

(J) > (1 � �

k+1

)�

k

(I) et

X

J2F

i

1

:::i

k�1

11

J�I

�

k

(J) > (1� �

k+1

)�

k

(I),

pour tout carr�e I 2 F

i

1

:::i

k�1

1

.

Soit I 2 F

i

1

:::i

k

0

, avec i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g. Pour J 2 [

n2N

F

n

nous posons

�

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

0

(J) et �

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

0

(J):

Soit I 2 F

i

1

:::i

k

1

, i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g. Pour J 2 [

n2N

F

n

nous posons

�

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

1

(J) et �

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

1

(J):

La suite de mesures (�

n

)

n2N

d�e�nie ainsi (respectivement (�

n

)

n2N

) converge vers une

mesure de probabilit�e � (respectivement �). Nous montrons que � et � sont deux mesures

doublantes, monodimensionnelles, satisfaisant �a la condition (5.55) et telles que dim� = 1

et dim� �

1

2

, si � est assez petit.

�) Les mesures � et � sont doublantes.

Soit x 2 K. Notons pour n 2 N, comme convenu, I

n

(x) l'unique carr�e de F

n

contenant

x. Nous voulons montrer qu'il existe c > 0 tel que

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

> c (respectivement

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

> c). Pour ceci il su�t de remarquer que soit

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

=

�

1

(I

n

(x))

�

1

(I

n�1

(x))

soit

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

=

�

0

(I

n

(x))

�

0

(I

n�1

(x))

. Il existe donc, par la d�e�nition des mesures �

0

et �

1

, une

constante c > 0 telle que

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

> c. L'argument s'applique �egalement �a la mesure

�.

�) La dimension de la mesure � est �egale �a 1, tandis que la dimension de la mesure �

est inf�erieure �a

1

2

.

Nous utilisons la version du th�eor�eme de Billingsley, adapt�ee aux ensembles de Cantor.
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D�e�nissons les ensembles

E = fx 2 K ; il existe n

0

= n

0

(x) tel que

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

=

�

0

(I

n

(x))

�

1

(I

n�1

(x))

=

1

4

; 8n � n

0

g

F = fx 2 K ; il existe n

0

= n

0

(x) tel que

�(I

n

(x))

�(I

n�1

(x))

=

�

1

(I

n

(x))

�

1

(I

n�1

(x))

; 8n � n

0

g

Nous montrons dans un premier temps que

�(E) = 1 et �(F ) = 1 (5.61)

Nous proc�edons par un calcul direct. Soit I 2 F

i

1

:::i

k

o�u k 2 N et i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g.

�

 

I \

[

n�k

fF

i

1

:::i

k

j

k+1

:::j

n

il existe k < j � n ; i

j

= 1g

!

�

�

X

i

k+1

:::i

n

=0

i

n+1

=1 n�k

�

�

I \ [fJ ; J 2 F

i

k

+1:::i

n+1

g

�

� (

X

n�k

�

n

)�(I): (5.62)

Il s'ensuit que pour �-presque tout x 2 K il existe n

0

2 N tel que si x appartient �a F

i

1

:::i

n

,

alors i

n

0

+1

= ::: = i

n

= 0; par cons�equent �(E) = 1. Pour la même raison �(F ) = 1.

Or, pour x 2 E

lim

n!1

log �(I

n

(x))

n

= � log 4 (5.63)

D'autre part, par la construction des mesures �

n

, n 2 N,

lim

n!1

log �(I

n

(x))

n

= �h(�

1

) pour �-presque tout x 2 F (5.64)

Par la remarque 5.1.16 et les relations (5.61), (5.63), (5.64) nous obtenons dim� = 1

et dim� =

h(�

1

)

log 4

. Or, si � est choisi assez petit nous avons

h(�

1

) = �3�(1� �) log(�(1� �))� (1 � 3�(1� �)) log(1� 3�(1� �)) �

1

8

:


) Les mesure � et � sont monodimensionnelles.

Nous appliquons encore le th�eor�eme de Billingsley. Soit M � F compact tel que �(M) >

0. Il existe alors M

0

�M tel que �(M

0

) = �(M) et pour tout x 2M

0

lim

n!1

log �(I

n

(x))

n

= �h(�

1

):
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A l'aide de la remarque 5.1.16 nous en d�eduisons dimM

0

=

h(�

1

)

log 4

. Pour montrer que la

mesure � est monodimensionnelle la d�emarche est identique.

�) Les mesure � et � v�eri�ent la condition (5.55).

Ceci est imm�ediat de la d�e�nition des mesures �

0

; �

0

et �

1

; �

1

.

Construction d'une mesure � et d'une suite de mesures (~�

n

)

n2N

Nous construisons une mesure � et une suite de mesures (~�

n

)

n2N

port�ees par l'ensemble

de Cantor K, v�eri�ant les conditions suivantes (nous rappelons la condition (5.45)).

1. dim� = 1 et sup

n2N

dim ~�

n

�

1

2

2. Pour tout I 2 [

n2N

F

n

et tout n 2 N,

�

�

�

�

�

�(I)

�(

b

I)

:

~�

n

(I)

~�

n

(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

< n

�1

.

Nous nous appuyons sur l'exemple pr�ec�edent. Nous construisons d'abord deux mesures

� et � dont les dimensions di��erent d'au moins

1

2

et qui v�eri�ent

lim

n!1

sup

I2F

n

�

�

�

�

�

�(I)

�(

b

I)

:

�(I)

�(

b

I)

� 1

�

�

�

�

�

= 0 (5.65)

Soient �

0

; �

1

; �

0

; �

1

les mesures construites dans la paragraphe pr�ec�edente, voir relations

(5.58) et (5.57). Nous construisons les mesures �

0

; �

1

; �

0

; �

1

comme avant (�etapes A et B)

avec � =

1

10

. Nous modi�ons seulement la troisi�eme �etape de la construction.

Notons �

n

0

, �

n

1

les mesures de Bernoulli

�

n

0

(I

1

) = �

n

0

(I

2

) =

1

4

� 10

�n

et �

n

0

(I

3

) = �

n

0

(I

4

) =

1

4

+ 10

�n

�

n

1

(I

1

) = �

n

1

(I

2

) = �

n

1

(I

3

) = �(1� 10

�n

) et �

n

1

(I

4

) = 1� 3�(1� 10

�n

)

Supposons que les mesures �

k

et �

k

ainsi que la partition fF

i

1

:::i

k

; i

1

; :::; i

k

2 f0; 1gg

de F

n

k

soient construites. En accord avec les �etapes A et B nous suppososons que les

restriction des mesures �

k

et �

k

sur les carr�es de F

n

k

sont des mesures de Bernoulli

di��erentes entre elles. Nous construisons les mesures �

k+1

et �

k+1

ainsi que la partition

fF

i

1

:::i

k+1

; i

1

; :::; i

k+1

2 f0; 1gg.

Par les hypoth�eses les mesures �

k

et �

k

sont singuli�eres entre elles. Il existe donc

n

k+1

> n

k

et une partition de F

n

k

fF

i

1

:::i

k+1

; i

1

; :::; i

k+1

2 f0; 1gg de F

n

k+1

v�eri�ant

1. I 2 F

i

1

:::i

k

0

[ F

i

1

:::i

k

1

si et seulement si il existe J 2 F

i

1

:::i

k

tel que I � J , o�u

i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g
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2.

�

�

�

�

log �

k

(I)

n

k+1

+ log 4

�

�

�

�

< �

k+1

pour tout I 2 F

i

1

:::i

k�1

00

.

3.

�

�

�

�

log �

k

(I)

n

k+1

+

1

2

log 4

�

�

�

�

< �

k+1

pour tout I 2 F

i

1

:::i

k�1

11

.

4.

X

J2F

i

1

:::i

k�1

00

J�I

�

1

(J) > (1� �

k+1

)�

k

(I) et

X

J2F

i

1

:::i

k�1

01

J�I

�

k

(J) > (1 � �

k+1

)�

1

(I)

pour tout carr�e I 2 F

i

1

:::i

k�1

0

.

5.

X

J2F

i

1

:::i

k�1

10

J�I

�

1

(J) > (1� �

k+1

)�

k

(I) et

X

J2F

i

1

:::i

k�1

11

J�I

�

1

(J) > (1 � �

k+1

)�

k

(I)

pour tout carr�e I 2 F

i

1

:::i

k�1

1

.

Soit I 2 F

i

1

:::i

k

0

, o�u i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g. Pour J 2 [

n2N

F

n

nous posons

�

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

0

(J) et �

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

n

0

(J):

Soit I 2 F

i

1

:::i

k

1

, o�u i

1

; :::; i

k

2 f0; 1g. Pour J 2 [

n2N

F

n

nous posons

�

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

n

1

(J) et �

k+1

(IJ) = �

k

(I)�

1

(J):

Les mesures �

k+1

et �

k+1

satisfont aux hypoth�eses de la recurrence. De plus, les limites

� = lim

n!1

�

n

et � = lim

n!1

�

n

existent et sont des mesures de probabilit�e. Les mêmes arguments que pr�ec�edemment

montrent que les mesures � et � sont doublantes, monodimensionnelles avec dim� = 1 et

dim� �

1

2

. De plus, par le choix des mesures �

n

1

et �

n

0

la condition (5.65) est satisfaite.

Construisons �a pr�esent une nouvelle suite de mesures (~�

n

)

n2N

v�eri�ant la condition

(5.45). Soit n 2 N. Il existe k = k(n) 2 N tel que

max

n

�

�

�

�

�

0

(I

j

)

�

k

0

(I

j

)

� 1

�

�

�

�

;

�

�

�

�

�

k

1

(I

j

)

�

1

(I

j

)

� 1

�

�

�

�

o

< n

�1

; pour tout j = 1; 2; 3; 4 (5.66)

Posons

~�

n

(I) =

�

�(I) si I 2 F

m

; m � n

k

�(I)

�(P

n

k

(I))

�(P

n

k

(I)) si I 2 F

m

; m > n

k

(5.67)

o�u nous avons not�e P

n

k

(I) le carr�e de F

n

k

contenant I.
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Soit n 2 N et soit k = k(n) l'entier donn�e par (5.66). Si E est un sous-ensemble de

I 2 F

n

k

alors ~�

n

(E) = 0 si et seulement si �(E) = 0. Il s'ensuit que dim ~�

n

= dim� �

1

2

.

Pour la même raison ~�

n

est monodimensionnelle et doublante.

Or, il est facile de v�eri�er que par le choix de k, relation (5.66), les mesures �

n

v�eri�ent

la condition (5.45).

Remarque 5.3.3 Il nous est toujours inconnu s'il existe un exemple de mesures � et

(�

n

)

n2N

qui soient monodimensionnelles, doublantes satisfaisant la condition (5.45) ainsi

que la condition (11) de l'article incorpor�e en chapitre 4. Les constructions propos�ees ici

ne semblent pas adaptables, bien que les mesures �

n

et �

n

propos�ees lors de la deuxi�eme

construction v�eri�ent cette condition. Ainsi la question de continuit�e de la dimension des

mesures harmoniques reste ouverte.



Annexe A

Mesure et dimension de Hausdor�,

fractals

Nous rappelons les notions principales de la th�eorie de la mesure g�eom�etrique et nous

en donnons quelques applications. En premier temps nous d�e�nissons la mesure et la

dimension de Hausdor� et nous en donnons quelques propri�et�es capitales. Dans la suite

nous pr�esentons des resultats sur la densit�e de la mesure Hausdor� et nous introduisons les

ensembles r�eguliers et irr�eguliers au sens de Besicovitch. Pour une introduction compl�ete �a

la th�eorie de la mesure g�eom�etrique, nous proposons �a titre indicatif les livres de Falconer

[Fal90], de Federer [Fed69] et de Mattila [Mat95].

A.1 Mesure et dimension de Hausdor�

Soit � une fonction croissante , � : [0;+1[! [0;+1[, continue en 0, avec �(0) = 0.

D�e�nition A.1.1 Soit E un ensemble de R

d

et soit � > 0. Nous posons

H

�

�

(E) = inf

F

X

F

�(diamU)

l'in�mum �etant consid�er�e sur tous les recouvrements de E avec des ouverts de diam�etre

inf�erieure �a �. La mesure de Hausdor� H

�

associ�ee �a � de E est d�e�nie

H

�

(E) = lim

d!0

H

�

�

(E) (A.1)

La mesure H

�

est une mesure ext�erieure pour laquelle les ensembles bor�eliens sont

mesurables. Si �(x) = x

�

, avec � > 0, nous notons H

�

= H

�

et nous l'appelons mesure

de Hausdor� �-dimensionnelle. Avant d'exposer les propri�etes principales des mesures de

Hausdor� nous donnons la d�e�nition de la dimension de Hausdor�.
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Th�eor�eme A.1.2 Soit E � R

d

un ensemble bor�elien. Il existe �

0

� 0 tel que

i) Pour tout � > �

0

, H

�

(E) = 0

ii) Pour tout � < �

0

, H

�

(E) = +1

La dimension de Hausdor� est d�e�nie �a l'aide de ce th�eor�eme.

D�e�nition A.1.3 Pour un ensemble bor�elien E � R

d

la dimension de Hausdor� dimE

de E est d�e�nie d'être l'unique �

0

, donn�e par le th�eor�eme A.1.2, v�eri�ant H

�

(E) = 0 pour

tout � > �

0

et H

�

(E) = +1 pour tout � < �

0

. Nous notons �egalement dimE = dim

H

E.

Dans R

d

la mesure de Hausdor� d-dimensionnelle co��ncide avec la mesure de Lebesgue.

Remarquer �egalement que dans la d�e�nition de la mesure de Hausdor� nous pouvons

consid�erer des recouvrements de E avec des ensembles ferm�es, des boules ou des carr�es.

Les mesures resultantes seront �equivalentes et la dimension de Hausdor� de E sera la

même pour tout choix de type de recouvrement.

Exemple A.1.4 Pour un ensemble de Cantor comme ceux d�e�ni en chapitre 4 construit

�a partir d'une suite constante �egale �a � 2]0;

1

2

[, nous avons

dimK = �

log�

log 4

De plus, la mesure de Hausdor� dimK-dimensionnelle v�eri�e

H

dimK

(K) = 1

La d�emonstration de ces a�rmations se trouvent dans [Fal90] ainsi que dans [Mat95] et

utilise le fait que des recouvrements avec les carr�es de la construction sont su�santes pour

le calcul de la dimension et de la mesure de Hausdor� de l'ensemble K. �

Un fait capital pour la mesure de Hausdor� est le suivant (voir �egalement [Rog70]).

Th�eor�eme A.1.5 Soit E � R

d

un ensemble bor�elien. Alors pour tout � > 0

H

�

(E) = supfH

�

(F ) ; F � E compact, v�eri�ant H

�

(F ) < +1g

La mesure de Hausdor� est donc r�eguli�ere sur les bor�eliens.

Propri�et�es A.1.6 Soit E un ensemble bor�elien de R

d

.

- Si f est une fonction a�ne injective sur R

d

alors dimf(E) = dimE.

- Si (E

n

)

n2N

est une suite croissante d'ensembles bor�eliens de R

d

avec E = [

n2N

E

n

,

alors dimE = limdimE

n

. De plus pour toute suite d'ensebles bor�eliens (E

n

)

n2N

nous avons dim[

n2N

E

n

= sup

n2N

dimE

n

.
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A.2 Th�eor�emes de densit�e, ensembles r�eguliers au

sens de Besicovitch

Cette section est consacr�ee �a la pr�esentation des ensembles r�eguliers et irr�eguliers au

sens de Besicovitch. Il s'agit d'ensembles caract�eris�es selon l'existence d'une densit�e de

la mesure de Hausdor� de l'ensemble en les points de l'ensemble. Un autre terme sou-

vent utilis�e pour les ensembles r�eguliers est \ensemble recti�able" et pour les ensembles

irr�eguliers \ensemble totalement non-recti�able" (comparer [Fal90] et [Mat95]).

Soient E � R

d

un ensemble bor�elien et x 2 E. Nous notons �

�s

(E; x) la s-densit�e

sup�erieure de E en x (pour s > 0)

�

�s

(E; x) = lim sup

r!0

H

s

(E \ B(x; r))

(2r)

s

(A.2)

et �

s

�

(E; x) la s-densit�e inf�erieure de E en x

�

s

�

(E; x) = lim inf

r!0

H

s

(E \B(x; r))

(2r)

s

(A.3)

Remarquer que pour tout E, x et s > 0, �

s

�

(E; x) � �

�s

(E; x). Pour la s-densit�e

sup�erieure d'un ensemble s-dimensionnelle nous avons l'encadrement suivant

Th�eor�eme A.2.1 Soit E � R

d

un ensemble bor�elien avec H

s

(E) < +1, s > 0. Alors,

1

2

s

� �

�s

(E; x) � 1 ; en H

s

-presque tout point x 2 E (A.4)

A l'aide de ce th�eor�eme nous de�nissons les ensembles r�eguliers et irr�eguliers au sens

de Besicovitch.

D�e�nition A.2.2 Un ensemble bor�elien E � R

d

avec 0 < H

d�1

(E) < +1 est appel�e

r�egulier au sens de Besicovitch si

�

(d�1)

�

(E; x) = �

�(d�1)

(E; x) = 1 ; en H

s

-presque tout point x 2 E:

Un ensemble bor�elien v�eri�ant H

d�1

(E) < +1 est appel�e irr�egulier au sens de Besicovitch

si

�

(d�1)

�

(E; x) < 1 ; en H

s

-presque tout point x 2 E:

Il existe une d�e�nition �equivalente des ensembles r�eguliers et irr�eguliers au sens de

Besicovitch en termes de leurs intersections avec des graphes lipschitziens.

Th�eor�eme A.2.3 Soit E � R

d

un ensemble bor�elien avec 0 < H

d�1

(E) < +1.
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i) E est r�egulier au sens de Besicovitch si et seulement s'il existe une collection d�enom-

brable F = (�

n

)

n2N

de graphes lipschiziens telle que

H

d�1

(E n

[

n2N

�

n

) = 0:

ii) E est irr�egulier au sens de Besicovitch si et seulement si pour tout � graphe lips-

chitzien

H

d�1

(E \ �) = 0:

Remarquer qu'il existe des ensembles boreliens E avec 0 < H

d�1

(E) < +1 qui ne

sont ni r�eguliers ni irr�eguliers au sens de Besicovitch. Il su�t pour cela de consid�erer la

r�eunion d'un ensemble regulier et d'un ensemble irr�egulier au sens de Besicovitch. Par

contre tout ensemble borelien E avec 0 < H

d�1

(E) < +1 peut être �ecrit comme r�eunion

d'un ensemble regulier et d'un ensemble irr�egulier au sens de Besicovitch.

Th�eor�eme A.2.4 Soit E � R

d

un ensemble bor�elien avec 0 < H

d�1

(E) < +1. Il existe

alors une partition fE

r

; E

i

g de E, avec E

r

r�egulier au sens de Besicovitch et E

i

irr�egulier

au sens de Besicovitch.
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