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Bidualité

Morphisme canonique.

Notation 1 — Dualité et changement de bases. Soient A un anneau commutatif unitaire, E un A-module
et B une A-algébre associative commutative et unitaire. On note E* = Homy (E, A) le dual de E et pour un
B-module F, on note F*8 = Homg(F, B) le dual de F.

Proposition 2 — Application canonique. Soit E un A-module. L’application Ag donnée par
E*®B — (E® B)*B
| { p®b s (e®crs bp(e)o)
est bien définie. De plus (Ag)g est une transformation naturelle.

Preuve. Soit (p,b) € E* x B. L’application (e, c) € E x B +— by(e)c € B est A-bilinéaire (car ¢ est A-linéaire).
On définit alors par la propriété universelle du produit tensoriel une application A-linéaire de E @ B dans B
qui est donnée par e ® ¢ — byp(e)c. La définition des structures de B-module sur E ® B et B montre que
cette application est en fait B-linéaire. On peut ainsi bien définir une application § : E* x B — (E ® B)*B par
(0, b) = (e @ c = by(e)c).

Par ailleurs, application § est bien A-bilinéaire. On en déduit (grace a la propriété universelle du produit
tensoriel) que A est bien définie et A-linéaire. De plus, les structures de B-module sur E* @ B et (E ® B)*®
assurent que A est B-linéaire.

Enfin, soit F est un A-module, f : E—F une application A-linéaire, ¢ € F* et b€ B. On a

"(f@idp) oAr(p@b) = Ap(p @b)(e @ ¢ — f(e) @ ¢) = (e ® ¢ — bp(f(e))c)

et Ag o ('f®idp)(p®b) = Ap(po f @) = (e® ¢ bp(f(e))c) .
On a donc bien le diagramme commutatif souhaité. u

Pour la suite, on étudie le cas particulier B = S™'A ou S est une partie multiplicative de A. On note
1 A — ST1A D'application canonique.

Proposition 3 — Noyau. Le noyau Ker Ag de Ag est le sous-module S™! {p € E*, ¢ o¢ = 0}.

En particulier, si A est intégre ou plus généralement si S ne contient pas de diviseur de 0, 'application Ag
est injective.

Si E est de type fini et S ne contient pas de diviseur de 0 alors ’application Ag est un isomorphisme.

Preuve. Tout élément de E* ® ST'A = ST1E* s’écrit sous la forme ¢ ® s™! (on n’a pas besoin de somme). On
a donc

Ap(p@s =0 <+= V(es,a)eExSxA, s lple)a/ss=0 <<= VeecE, ¢)/1=0

ce qui est encore équivalent au fait que 1 o ¢ = 0.

Si S ne contient pas de diviseur de 0, I'application v est injective. Ainsi ¥ o ¢ = 0 implique ¢ = 0 et
Ker Ag = S71{0} = {0}.

On suppose que E est de type fini et que S ne contient pas de diviseur de 0. Soient (eq,...,e,) une famille
génératrice du A-module E et f € (E® S7!A)*s—1a. Pour i € [1, n], on peut écrire f(e; ® 1) = a;/s; avec
a; € Aets; €8S. Ainsi s;f(e;®1) = a;/1. Comme S ne contient pas de diviseur de 0, ’application ¢ est injective.
On en déduit que s;f(e; ® 1) € A € ST'A. En posant

n
s= 1[I s;,
j=1

onasf(e;®1) € A pour tout i € [1, n]. Comme les e; engendrent E et que f est A-lindaire (car S~ A-linéaire),
Papplication ¢ : e — sf(e ® 1) est a valeurs dans A. De plus, ¢ est A-linéaire car f Uest et donc ¢ € E*. Enfin,
on a Ag(p ® s~!) = f car f est STLA-linéaire et les ¢; ® 1 engendrent S™'E. Ainsi Ag est surjective. Comme
Ag est injective puisque S ne contient pas de diviseur de 0, on en déduit que Ag est un isomorphisme. u



Bidual.

Proposition 4 — Bidual. Soit A un anneau intégre et M un A-module de type fini. Le noyau de 'application
canonique 7y : M — M*™ est le sous-module de torsion de M.

Preuve. 1l est clair que Mo C Ker iy En effet, si m € Myops alors il existe a € A \ {0} tel que am = 0. Pour
f € A*, on a donc af(m) = f(am) = 0. Comme a # 0 et A intégre, on en déduit que f(m) = i(m)(f) = 0.
Ainsi i(m) = 0 et m € Keri.

Soit K le corps de fraction de A. Pour un A-module N, on pose jx : N— N ® K I'application canonique
n+— n ® 1. On considére alors le diagramme commutatif suivant

M— > MK
iMl liM®idK

Comme K = S7'A avec S = A \ {0}, la proposition 3 appliquée avec E = M* montre que I'application
Ayt M @ K — (M* @ K)*¥ est injective. Cette méme proposition assure que Ay : M* @ K— (M ® K)*¥ est
K-linéaire bijective. Ainsi, par composition, on en déduit une application K-linéaire injective

FAM o Ayt M @ K — (M @ K)*<*K

On a donc le diagramme commutatif

M—2 MoK

l/iM liM@idK T can.?

t \
AM “loAy=

v
(M ® K)*K*K

Supposons que Ay o Ay o (im ® idk) est lapplication canonique du K-espace vectoriel M ® K dans son
bidual (sur K). On en déduit qu’elle est injective et donc iy ® idk aussi. Ainsi si iy (m) = 0 alors
0 = jnme=(im(m)) = (im ® idx) (jum(m)).
Par injectivité de iv ® idk, on obtient donc jy(m) = 0 c’est-a-dire m € Mioys.
Il reste donc a montrer que "Ap o Ay o (im ® idk ) est 'application canonique § du K-espace vectoriel
M ® K dans son bidual (sur K). Pour cela, on considére (m,a) € M x A\ {0} et (p,b) € M* x AN {0}. On a

Ay o (in @ idg)(m @ a™!) (e @ b71) = Apr- (im(m) @ a™ ) (0 @ 071 = a™(im(m)(9)d~! = a~ p(m)b ™!

et "Apnod(m@a ) (@b ) =dmoa ) o An(p@b ) = Al @b D (m®@a ) = a to(m)b!

ce qui donne I’égalité souhaité.



