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Un peu d'algébre commutative

Corrigé

a) Soient m un idéal maximal de A et 7 : A — A/m la surjection canonique. Comme A est une k-algébre de type
fini, A/m est aussi une k-algébre de type fini. En effet, soit (x1,...,2,) est une famille de générateurs de
A. Comme 7 est surjective, la famille (7(z1),...,7(z,)) est une famille de générateurs de A/m. Ainsi A/m

est une k-algébre de type fini qui est un corps (puisque m est maximal). D’aprés le théoréme 3, I'extension
i : k— A/mest de dimension finie ; en particulier, ¢’est une extension algébrique. Comme k est algébriquement
clos, 'extension est triviale et donc ¢ est un isomorphisme de k-algébres. Ainsi dimy A/m = 1 et m est un
hyperplan de A.

b) Soient mp un idéal maximal de B et my = ¢~ '(mp). On note 7o : A — A/mp (resp. 75 : B—B/mp) la
surjection canonique. L’ensemble ma est un idéal de A qui ne contient pas 1 (puisque mp ne contient pas 1
et (1) = 1) et donc ma # A. Par ailleurs, le noyau de g o ¢ est ¢~ !(mp) = ma. La propriété universelle
du quotient fournit alors un morphisme injectif de k-algébres ¢ : A/my — B/mp tel que g 0 o = @ o ma.
Comme @ est injectif, on a dimy A/my < dimg B/mgp. Or, d’aprés la question a, dimg B/mp = 1, donc
dimy A/ma € {0,1}. Ainsi comme ma # A, on a dimy A/ma = 1 et ma est un hyperplan de A. Ainsi tout
espace vectoriel (et donc tout idéal de A) qui contient mp est égal & my ou A. L’idéal mp est donc maximal.

c) On note Spm(A) l'ensemble des idéaux maximaux de A et Mory_aie (A, k) 'ensemble de morphisme de
k-algébres de A dans k. Montrons que I'application

. Morg_alg. (A, k) — Spm(A)
. %) — Kerp

réalise la bijection souhaitée. Soit ¢ : A — k un morphisme de k-algébre. Comme (1) = 1 et ¢ est k-linéaire,
© est surjective. Ainsi, par passage au quotient ¢ fournit un isomorphisme entre A /Ker ¢ et k. L’idéal Ker ¢
est donc bien un idéal maximal de A. L’application ¥ est donc bien définie. Pour montrer qu’elle est bijective,
on va construire une application de Spm(A) dans Mory_a1s. et montrer qu’il s’agit de ’application réciproque
de ¥. Soit m un idéal maximal de A. D’aprés la question a, m est un hyperplan de A. De plus 1 ¢ m, donc
A =m® k1. Ainsi tout élément de x € A se décompose de maniére unique en £ = m + Al avec m € m et
A € k. On définit alors lapplication ¢, : € = m + Al € A — X € k. Montrons que ¢, est un morphisme
de k-algébres. Soient p € k, z = m+ Al € Aety=m'+ X1 € A avec m,m € met \,\ € k. Comme
m+m' em, um € m et (mm’ +Am’ + X’m) €m, on a

Pm(T+Yy) = em((MmAm')+(A+A)1) = A+ = pu () +om(y), P (pT) = Pm(pm+pAl) = pX = pem(z),

Om(zy) = pa((mm’ + Am’ + Xm) + A1) = AN = o (2)pm(y) et om(l) =1.
Ainsi py, est bien un morphisme de k-algébres de A dans k et I'application
Spm(A) — Morg_als (A, k)
L R

est bien définie. De plus, la définition de ¢y, montre que Ker o, = m et donc ¥ o & = id. Par ailleurs, pour
@ € Morg_alg.(A, k), U(p) = Kery est un idéal maximal de A et donc un hyperplan de A (question a).
Comme 1 ¢ Ker ¢, tout élément de x € A se décompose de maniére unique z = m + A1l avec m € Ker ¢ et
A € k. On a alors p(z) = p(Al) = Ap(1) = A = PKer (). Ainsi ¢ = PKer, c'est-a-dire o ¥ = id.

d) La propriété universelle des polyndmes dit que 'application

@ — (@(T1), ..., (Tn))
est une bijection dont la réciproque est donnée par
AL k" — Morg—_aig. (K[T1, ..., Thn], k)
x — (P—P(x)).

A {Mork_alg_ (k[T1,...,Tn), k) — k"



Ainsi, avec la question ¢, on obtient que I’application
k" — Spm(k[Ty,..., T,
.. pm (k[T ..., T
v — (P, P(z)=0}
est une bijection. Pour x = (&1,...,&,) € k™, donnons une autre description de m, = {P, P(z) = 0}. Soit

P = > ailw’i"Tlil T e k[Tq1,...,Ty] avec @i . ck.

(i1,...,4n ) EN™

coyln

On écrit alors T; = (T; — &) + & pour i € [1, n]. En développant, on obtient

P=P)+ ) bis o (Tt = €)™ -+ (T = &)™
(i1,0+50n) EN? {0}
ou seul un nombre fini de b;, ., € k n’est pas nul. Ainsi, m, C (T1 —&;,..., Ty —¢&,). Comme T; — & € m,
pour tout i € [1, n], on obtient my = (T1 — &1, ..., Tn — &)

Corrigé
a) Soient z € X, P,Q € #(X) et R€ k[Ty,...,T,]. On a

(P+Q)(z) =P(x)+Q(z)=0 et PR(z)=P(z)R(z)=0.

Donc P+Q e #(X)et PR e #(X). Ainsi # (X) est un idéal. Par ailleurs, soient P € \/_# (X) et n € N* tel
que P* € _#(X). On a alors P"(z) = 0 pour tout z € X et donc P(z) = 0 pour tout 2 € X. Ainsi P € _#(X).
Finalement /_# (X) = _#(X).

b) Soient P € #Z(Y) et v € X. Comme = € Y, on a P(z) = 0. Ainsi P(z) = 0 pour tout € X c’est-a-dire
Pe 7(X).

c) Soient x € V(J) et P € I. Comme P € J, on a P(z) = 0. Ainsi P(x) = 0 pour tout P € I c’est-a-dire z € V(I).
On en déduit que V((I)) C V(I). Réciproquement, soient z € V(I) et Q € (I). On a Q = > . Q;P; avec
P;ieTet Q € k[Ty,...,Ty]. Ainsi Q(z) = > 4,; Qi(@)Pi(z) = 0 et donc = € V((I)).

d) Soient z € X et P € ¢ (X). Par définition de ¢ (X), on a P(z) = 0. Ainsi P(z) = 0 pour tout P € _#(X)
c’est-a-dire z € V(_# (X)).

Soient P € T et € V(I). Par définition de V(I), on a P(x) = 0. Ainsi P(xz) = 0 pour tout = € V(I)
c’est-a-dire P € 7 (V(I)).

D’aprés ce qui précéde, on a X C V(_#(X)). La question b donne alors #(V(_#(X))) C _#(X). Mais,
Iinclusion I C _# (V(I)) appliquée a I = ¢ (X) donne I'inclusion inverse.

D’apreés ce qui précéde, on aI C _# (V(I)). La question ¢ donne alors V(_# (V(I))) C V(I). Mais, I'inclusion
X C V(_# (X)) appliquée & X = V(I) donne I'inclusion inverse.

e) Si (I) # k[Ty,...,Ty] alors il existe un idéal maximal I C (I) C m. La question ¢ donne V(m) C V(I). Or
d’aprés la question d de I'exercice 1, il existe un unique z € k" tel que m = {P, P(z) =0} = _#({z}). Donc
d’aprés la question d, on obtient  C V(_# ({z})) = V(m). On obtient ainsi V(m) # @& et donc V(I) # @.

Réciproquement, si V(I) # @ alors il existe 2 € V(I). Avec les notations de la question d de Iexercice 1 et
les questions c et d, on obtient (I) C _#(V({I))) = Z(V()) C £ {z}) =my & k[T1,..., Ty

f) D’aprés la question d, on a I C _#(V(I)). D’aprés la question a, #(V(I)) est un idéal égal a sa racine
donc /(T) € _# (V(I)). Montrons I'inclusion réciproque. Pour cela considérons P € _# (V(I)). Si P = 0 alors
Pe \/@ On suppose donc P # 0. On considére une indéterminée T,, 1 et on pose

I=TU{l1—Tn 1P} Ck[Ty,..., Tni1].
Comme P € _#(V(I)), on a
V:{xek”“, vQel, Q(z):O}:Q.
En effet, si z = (§1,...,&n+1) € V, on a (&1,...,&) € V(I) et donc P(z) = P(&,...,&) = 0. Ainsi
1—6,+1P(x) =1#0et donc x ¢ V. On en déduit, grace a la question e, que (N) =k[Ty,..., Thy1]. Ainsi,
il existe P1,...Py€Tlet Qq,...Quy1 € k[T, ..., Tyi1] tel que

¢
1=>QiPi+ (1= Tut1P)Qes1. (%)
i=1
La propriété universelle des polyndémes donne un morphisme d’algébres ¢ : k[T1,..., Tpi1] — k(T1,...,Ty)

tel que p(T;) = T; pour i € [1,n] et ¢(T,41) =P~L. La relation () devient alors



14
1= ZQ@(TM RN Tn,P_l)Pi.
=1

Or, le membre de droite est une fraction rationnelle dont le dénominateur est une puissance de P (disons P™
avec m € N). Ainsi, on obtient

¢
P™ =3 R;P; avec R; € k[Ty,...,T}]
i=1

et donc P™ € (I) c’est-a-dire P € 1/(I).

g) Pour i € [1, r], on pose z; = (&1,4,...,&ni). Solent j € [1,r]etie [1,r] avec i # j. Comme x; # x;j, il
existe ¢; € [1, n] tel que &, i # &, ;- Le polynoéme

T (Te, —&0,4)

P. = i iy

=1 (§eis = i)

vérifie alors P;(z;) = 0 pour ¢ # j puisque le i-iéme facteur est nul et P;(z;) = 1 puisque tous les facteurs
sont égaux a 1.

h) Soit 7 : k[Ty,...,Tp] = k[Tq,...,Ty]/(I) la surjection canonique. On suppose que V(I) = {x1,...,2,} est
fini. On pose x; = (€14, -.,&n,i) € k™. On considére alors, pour j € [1, r],

Pj=(T; = &) (T; = &n)
On a alors P;(z;) = 0 pour tout ¢ € [1, r] et donc P; € #(V(I)). D’aprés la question f, on a P; € /(I).
D’ou, il existe n; € N tel que P;"7 € (I). Ainsi, n(P;") = 0 et donc m(T;) est entier sur k. Comme
E[Ty,...,Tp]l/(I) = k[r(T1),...,m(Ty)], on obtient que k[T1,...,T,]/(I) est une extension entiére de k et
de type fini comme k-algébre donc de dimension finie sur k.
Réciproquement, on considére r éléments distincts z1,...,2, € V(I). On reprend les notations de la
question d de I'exercice 1. Comme z; € V(I), les question c et d donnent
O c 7v(D) = 72(V{) € 7 ({x;}) = mq;.

On pose alors ¢; : P +— P(z;) le morphisme d’évaluation en z;. On a m,; = Ker ;. Ainsi la propriété
universelle du quotient montre que ¢; se factorise (en v;) par k[T1,...,T,]/({I). D’aprés la question g, il
existe des polynomes P; € k[T1,...,T,] tel que P;(x;) = J;;. Montrons que la famille (7(P1),...,m(P,)) est
libre. Soit (A1,...,A\r) € k" tel que

Xr:)\iﬂ'(Pi) =0.
i=1

En évaluant en x; (c’est-a-dire en composant par 1;), on obtient A; = 0. Ainsi, si V(I) contient r éléments
alors dimk[Tq,...,T,]/(I) > r. On en déduit que si dim k[Ty,...,T,]/(I) est fini alors |[V(I)| lest aussi et
V(D] < dim k[T, ..., T /{1).
i) Remarque. Soit P € k[Ty,...,T,] un polyndéme homogéne non constant. On a P(0) = 0.
Si0e V() alors V(I) # @. SiInk ¢ {0} alors il existe un polynoéme constant non nul contenu dans I et
donc V(I) = @. Enfin, si INk C {0} alors le seul polynéme non constant que I peut contenir est le polynéme
nul dont 0 est bien entendu un zéro. La remarque montre alors que 0 € V(I).

j) Remarque. Soient z € V(I), P € T et A € k. Comme P est homogene, il existe d = deg(P) € N tel que
P(Az) = AP(z). On a donc P(\z) = 0 pour tout P € I et donc Az € V(I) pour tout \ € k.
Si V(I) € {0} alors V(I) est fini. Si V(I) ¢ {0} alors il existe z # 0 avec z € V(I). Ainsi, d’aprés la
remarque Az € V(I) pour tout A € k. Comme x # 0, Pensemble des Az pour A € k est en bijection avec k.
Comme k est algébriquement clos, k est infini et donc V(I) aussi.

k) Si V(I) = 0, la question h montre que dimy, k[T4,...,T,]/(I) est finie. Réciproquement, la question h montre
que si dimy k[T, ..., Ty]/({I) alors V(I) est fini. La question j montre alors que V(I) = @ ou V(I) = {0}.
Enfin, comme I est formé d’éléments homogénes de degrés strictement positifs, on a INk = & et donc grace
a la question i, V(I) # @. Ainsi V(I) = {0}.

Corrigé

a) On note 7 : A—A/A, et my : M— M/A M les surjections canoniques. Si M est un A-module de type
fini alors M/A1M est un A-module de type fini. En effet, si (z1,...,2,) est une famille génératrice de M
alors, comme my; est surjective, la famille (my(z1),...,mm(2,)) est génératrice de M/A ;M. Par ailleurs,
M/A+M est un A-module annulé par A . Il est donc muni naturellement d’une structure de A/A-module
c’est-a-dire de k-espace vectoriel (identique a celle obtenue par restriction des scalaires de A a k). Comme les
sous-k-espaces vectoriel et les sous-A-modules de M/A M coincident, on en déduit que M est un k-espace
vectoriel de dimension finie (voir [?] proposition 6.31).



Réciproquement, on suppose que M/A M est un k-espace vectoriel de dimension finie. Comme A M est
un sous-A-module gradué de M, le A-module M/A M est un A-module gradué. On a donc

M/A M= @ N;.

€N
En particulier, les N; sont des k-espaces vectoriels. Il existe donc une k-base de M/A M de la forme
(mam(ma), ..., ma(my)) ot les m; sont des éléments homogénes de M. On considére alors M’ le sous-A-module

de M engendré par les m;. Montrons que M = M’. Comme les m; sont homogénes, M’ est un sous-module
gradué de M et bien sir my(M’) = M/A; M. Ainsi M/M’ est un A-module gradué et A, (M/M') = M/M'".
SiM# M alors E={j eN, (M/M),;#0} # @. Ainsi E admet un plus petit élément jo. On considére
z € (M/M');, ~ {0}. On peut écrire

¢
=Y ayly avec a, € Ay et x, € M/M.
u=1
Par définition de jo, la composante de plus bas degré de x,, est de degré supérieur a jo. Comme a, € Ay, la
composante de plus bas degré de a,z, est de degré strictement supérieur & jo. Ainsi la composante de degré
Jjo du membre de droite est nulle et donc z = 0. Finalement M/M’ = 0 et donc M = M’ est un A-module de
type fini.

Notons r le rang de A et (my,...,m,) une A-base de M. On a alors dimy M/A;M = r. D’aprés le
raisonnement précédent, il existe une famille génératrice # = (m/), ..., m!.) formée d’éléments homogénes de
cardinal r. Comme (my,...,m,) est une base de M, il existe une unique application A-linéaire ¢ : M — M
telle que ¢(m;) = m, pour tout ¢ € [1, r]. En particulier, ¢ est surjective. Il existe donc n; € M tel que
©(n;) = m;. On peut alors définir une application A-linéaire s : M — M par s(m;) = n; pour tout ¢ € [1, r].
On a alors ¢ o s(m;) = m; pour tout ¢ € [1,n] et donc p o s = id. On en déduit successivement que
det o det s = 1 et que ¢ est inversible et transforme une base en une base. Ainsi (m/f, ..., m.) une base de M.

b) (i) & (it). Comme S est engendré en tant que k-algébre par les X; et que k C R, la R-algébre S est aussi
engendré par les X;. C'est donc une R-algébre de type fini. La proposition 5.1 et son corollaire 5.2 de [?]
montre que S est entier sur R si et seulement si S est un R-module de type fini.

(1) < (iit). Comme les Y; sont homogenes de degrés strictement positifs, R est une sous-k-algébre graduée
de Set Ry = (Y1,...,Yy). La question a montre alors I’équivalence de (ii) et (¢i).

Remarque. Soit K une extension de k. Comme K ® S/(Y1,...,Y,n)S = K[Xy,...,X,]/(Y1,...,Y,), on a
dimgk (K[X1,...,X,]/(Y1,...,Y,)) = dimg(S/(Y1,...,Y,)S).
(iii) = (v). On note K la cléture algébrique de K. La remarque appliquée a l'extension k — K et la
question k de I'exercice 2 montrent que 0 est 'unique solution de .#3z. Comme 0 € K™ C K”, on obtient que
0 est 'unique solution de ..
(v) = (iv).  On choisit par exemple K = k la cloture algébrique de k.
(iv) = (#4i). La question k de Pexercice 2 montre alors que dimg (K[X1,...,X,]/(Y1,...,Yy)) est finie. La
remarque donne le résultat souhaité.

c) D’aprés (i), les X; sont entiers sur R donc sur Frac(R). L’extension Frac(R) — Frac(S) = k(Xy,...,X,) est
donc algébrique. Ainsi le degré de transcendance sur k de Frac(R) et Frac(S) sont les mémes. Comme le
degré de transcendance de Frac(S) est n (puisque les X; sont algébriquement indépendants), on en déduit
que le degré de transcendance de Frac(R) est n. Or la famille (Yq,...,Y,) est une famille algébriquement
génératrice de Frac(R) de cardinal n, elle est donc est algébriquement libre.

D’aprés ce qui précéde et (i7), R est un anneau de paramétre pour S. Comme S est un S-module libre, S
est un anneau de Cohen-Macauley et S est un R-module libre.

On considére Py, ..., P, une R-base de S formée d’éléments homogeénes (question a) et on note d; = degP;.
La série de Poincaré de S se calcule alors par

[] (1 — TdesYo)-1 (fle) — PR(T) T — Pg(T) = ] (1 — Tde8Xe)—1,

i=1 i=1 i=1
Aprés simplification par (1 — T)", on obtient

n 4 n
H(1+T+...+Tdegxi_1) (ZTd7') = H(1+T+...+Tdngi_1).
i=1

i=1 i=1
En évaluant I'identité précédente en T = 1, on obtient le résultat souhaité.

d) Comme G est fini, S est entier sur S¢ = k[Yy,...,Y,]. Les conditions de la question b sont vérifiées. Ainsi,
d’aprés la question ¢, S est libre sur S¢. Soient (Py,...,P,;) une S®-base de S. Montrons que c’est une

Frac(S%)-base de Frac(S). Soient g, ..., A\ € Frac(S®) tels que
¢
NP;=0.

=1



Comme \; = u;/v; avec u;,v; € S et v; # 0, on obtient en réduisant au méme dénominateur

i (uiH’Uj>Pi=0.

i=1 i
Or la famille (Py,...,P,) est S¢-libre, donc

VZ.G[[].,E]], (U,LH’Z)j)O
J#i
Comme v; # 0 pour tout j et que SG est intégre, on en déduit que u; = 0 pour tout i et donc \; = 0 pour
tout 4. Ainsi (Py,...,Py) est SC-libre. Soit F € Frac(S). Quitte & multiplier numérateur et dénominateur
de F par le produit des conjugués du dénominateur de F distincts du dénominateur de F, on peut écrire
F = P/Q avec Q € S¢. Comme la famille (Py,...,P;) est une famille génératrice du S®-module S, il existe
ui, ..., up € SC tels que

£
i=1

Ainsi F= 26: (u;/Q)P; avec u;/Q € Frac(SY).
i=1

Autrement dit (Py,...,P) est une famille génératrice du Frac(S®)-espace vectoriel Frac(S). La famille
(P1,...,P;) est bien une Frac(S%)-base de Frac(S). Par ailleurs, on a Frac(S%) = (Frac(S))®, 'extension
Frac(SY) — Frac(S) est donc galoisienne de groupe G et donc de dimension |G|. Ainsi ¢ = |G| ce qui donne
le résultat souhaité.



