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Corrigé

a) D’apres (i), on a X C s(X). Donc X = s(X) et X est génératrice.

b) Comme il n’y a pas de = € &, on a bien & est libre.

c) Par définition d’une partie libre, {z} est libre si et seulement si z ¢ s(&).

d) Soient Z C Y C X avec Y libre. Pour z € Z, on a z ¢ s(Y ~\ {z}) puisque Y est libre. D’apreés (iii), on a
s(Z ~{z}) Cs(Y ~{z}) et donc z ¢ s(Z ~ {z}).

e) Si'Y est libre alors, d’aprés la question d, toute partie finie de Y est libre. Réciproquement, on suppose que
toute partie finie Z de Y est libre. Montrons par ’absurde que Y est libre. Soit y € Y tel que y € s(Y ~ {y}).
D’aprés (iv), il existe une partie finie Z C Y \ {y} telle que y € s(Z). La partie ZU{y} C Y est finie et donc
libre. Ainsi y ¢ s((ZU {y}) ~ {y}) = s(Z). On aboutit ainsi & une contradiction. La partie Y est donc libre.

f) Si Z C Y avec Z génératrice alors, d’aprés (iii), on a X = s(Z) C s(Y). Ainsi X = s(Y) et Y est génératrice.

g) D’apreés (i), ona z ¢ Y. Soit z € YU {z}. Si z =z alors x ¢ s(Y) = s((Y U {x}) < {z}). Si z # 2, montrons
par 'absurde que z ¢ s((Y U {z}) \ {z}). Comme z # x, on a z € Y. On pose alors Z =Y ~ {z}.

Siz e s((YU{a}) N~ {z}) = s(ZU{a}), alors comme z ¢ s(Z) puisque Y est libre, le (v) montre que
x € s(ZU{z}) = s(Y). On a bien la contradiction souhaitée.

h) D’apreés (i),on a Y1UY2 C Y1 Us(Y2). Ainsi, d’aprés (iii), on a s(Y1UY2) C s(Y1Us(Y2)). Encore avec (ii7),
on a s(Yz2) C s(Y1 UYs). Par ailleurs, (i) donne Yy C s(Y1 UY2). Ainsi Y; Us(Yz2) C s(Y1 UYs) et donc
avec (i17) et (i7), on obtient s(Y1 U s(Y2)) C s(s(Y1 UY2)) =s(Y1 UYa).

Corrigé

a) 1. = 3. Montrons par 'absurde que Y est libre. Soit y € Y tel que y € s(Y \ {y}). D’aprés (i), on a
Y~ A{y} Cs(Y ~{y}) et donc Y C s(Y ~ {y}). Ainsi, avec (i77) et (i), on en déduit que

s(Y) Cs(s(Y N {y}) = s(Y ~ {y}) € s(Y).
On obtient alors que s(Y ~ {y}) = s(Y) = X. La partie Y \ {y} est donc génératrice ce qui contredit la
minimalité de Y. On a donc y ¢ s(Y ~ {y}) et Y est libre.
3.= 1. La partie Y est génératrice. Montrons la minimalité. Soit Z C Y avec Z # Y. Il existe y € Y \ Z.
On a alors Z C Y \ {y} et donc avec (ii7), on obtient s(Z) C s(Y ~ {y}). Comme Y est libre, y ¢ s(Y ~ {y})
et donc y ¢ s(Z). Ainsi Z n’est pas génératrice.
2. = 3. Montrons que Y est génératrice. Soit z € X. Si z ¢ s(Y) alors comme Y est libre, on en déduit
grace a la question g de lexercice 1 que Y U {z} est libre. Par maximalité, on en déduit que YU {2} =Y et
donc z € Y C s(Y) d’aprés (¢). La partie Y est bien génératrice.
3.=2. Lapartie Y est libre. Soit Y C Z avec Z libre et Y # Z. Il existe z € Z\Y. On a ainsi Y C Z~\ {z}
et donc s(Y) C s(Z ~\ {z}) d’aprés (iii). Comme Z est libre, on a z ¢ s(Z ~ {z}) et donc z ¢ s(Y) ce qui
contredit le fait que Y est génératrice. Ainsi Y est bien une partie libre maximale.

b) Counsidérons I'ensemble 7 des parties libres de Y U Z qui contiennent Y. On cherche a construire une partie
maximale au sens de l'inclusion dans 7 et pour cela on utilise le lemme de Zorn. Vérifions donc que 7 est
un ensemble inductif non vide. On a'Y € 7 et donc 7 # &. Montrons & présent que toute famille d’éléments
de 7 totalement ordonnée admet un majorant. Soit {Y;},.; une famille totalement ordonnée d’éléments de
T c’est-a-dire pour tout ¢,j dans I, on a Y; C Y; ou Y; C Y;. Considérons

T=Y,,
i€l
et montrons que c’est un majorant de la famille (Y;);e1. Pour tout ¢ € I, on a Y; C T. Il faut a présent
montrer que T € 7. Or, il est évident que T contient Y et est contenue dans Y U Z. Il reste donc & montrer
que T est libre. D’aprés la question e de I'exercice 1, il suffit de montrer que toute partie finie de T est libre.
Soit donc e une partie finie de T, alors il existe {i1,...,i,} tel que
n

e C U Y,L'j.

Jj=1



Comme la famille est totalement ordonnée, il existe £ € [1, n] tel que

La partie e est donc libre puisqu’elle est incluse dans la partie libre Y;, (question d exercice 1). Finalement,
T € 7 est donc bien un majorant de la famille (Y;);e1. Le lemme de Zorn permet alors d’affirmer qu’il existe
une partie B libre maximale contenant Y et contenue dans Y UZ. Montrons que B est génératrice. Soit z € Z.
Si z € B alors, d’aprés (i), z € s(B). Si z ¢ B, on a z € s(B) sinon d’aprés la question g de l’exercice 1,
B U {z} est libre et alors Y C BU {z} C Y UZ. Par maximalité, on en déduit que z € B et donc z € s(B)
par (7). Finalement Z C s(B) et grace a (iii) et (i7), on obtient que X = s(Z) C s(s(B)) = s(B). Ainsi B est
génératrice et donc une base.

c) Comme @ est libre et X est génératrice (voir exercice 1). Il suffit d’appliquer la question a avec Y = & et
Z =X, puis avec Y et Z = X et enfin avec Y = & et Z.

d) D’apreés la question c, il existe une base B de X contenue dans Z. La base B est donc finie.
Remarque. Les questions e et f montrent que toutes les bases de X sont finies et ont le méme cardinal. La
démonstration qui suit est plus élémentaire mais montre simplement que toute base de X est finie (on perd
la propriété liée au cardinal). Soit B une base de X. Pour tout « € Z, on a = € s(B) et donc, d’aprés (iv), il
existe une partie finie B, de B telle que x € s(B,). On note alors
B, = | JB:.
T€Z
Comme Z est finie, B; est finie. De plus, on a Z C s(B;1) et donc By est génératrice puisque Z lest. La
question a montre alors que B; = B est donc B est finie.

e) On pose B = {z1,...,z,} et m le cardinal de BN B’. On suppose par commodité que BN B’ = {x1,... 2}
D’aprés la question a, B \ {x,+1} n’est pas une partie génératrice de X. On a alors B’ ¢ s(B \ {zm+1}).
En effet, sinon avec (iii) et (ii), on aurait X = s(B') C s(s(B ~ {zm+1})) = s(B ~ {zm+1}) et donc
B\ {Zm+1} serait une partie génératrice. Ainsi, il existe y € B’ et y ¢ s(B \ {zm+1}). Montrons alors que
Bi = (B~ {zm+1}) U {y} est une base de X de cardinal n et telle que By N B’ a pour cardinal m + 1. Par
construction, y ¢ s(B \ {Zm4+1}) et donc grace au point (i), y ¢ B \ {@my1}. Ainsi, la partie B; a pour
cardinal n. Par ailleurs, By N B’ = {x1,...,2m,y} a pour cardinal m + 1. De plus, B \ {241} est libre
(question d de l'exercice 1) et y ¢ (B~ {Zm+1}), donc By est libre (question g de I'exercice 1). Pour finir, on
ay € X=sB)=s((B~{zmt+1})U{@m+1}) et donc grace au point (v), on a 41 C $(B1). Comme, d’aprés
les points (7) et (¢92), on a B N\ {zmy1} C $(B1). On a B C s(B1) et donc X = s(B) C s(s(B1)) = s(B1), ce
qui signifie que By est génératrice et donc une base.

f) D’aprés la question d, X admet une base finie B. Soit B’ un base de X. On construit en suivant la méthode
de la question e une base B de cardinal |B| telle que |B’ N B| = |B| = |B|. On a alors B C B’ et la question a
montre que B = B’. Ainsi |B/| = |B|.

g) D’apres la question ¢, on peut compléter Y en une base qui a pour cardinal n et donc [Y| < n. Encore grace
a la question ¢, on peut extraire de Z une base qui a pour cardinal n et donc |Z| > n. Si'Y est libre et a pour
cardinal n, Y est libre maximale d’aprés 1. Ainsi, d’aprés la question a, Y est une base. Si Z est génératrice
et a pour cardinal n, Z est génératrice minimale d’aprés 2. Ainsi, d’aprés la question a, Z est une base.

h) Comme B est génératrice, on a x € s(B) et donc d’aprés (iv), il existe une partie finie Y, C B telle que
r €Y,

i) Dans cette question, on utilise des raisonnements sur les cardinaux. Soient B et B’ deux bases de X. On
considére alors ’application

Tz — Y,

{B’ — B(B)
©:

ou Y, a été construite a la question h (la construction de ¢ nécessite ’axiome du choix). On note

Y= U Y..
reB’
Comme Y, est fini et B’ est infinie (puisque par hypothése toute partie génératrice est infinie), on peut
appliquer le corollaire 3 du livre théorie des ensembles de Bourkaki qui assure que |Y| < |B’|. Montrons a
présent que Y = B. D’aprés (iii) et par construction de Y,, on a x € s(Y,) C s(Y) pour tout x € B’. On
en déduit alors que B’ C s(Y). Avec (i7), on obtient X = s(B’) C s(s(Y)) = s(Y). Ainsi Y est une partie



de B qui est aussi génératrice et donc, d’aprés la question a, Y = B. On en déduit alors que |B| < |B’|. En
échangeant B et B’, on obtient ’égalité des cardinaux.

Deuzieme démonstration sans l’axiome du choiz. Le principe est le méme, mais au lieu de « choisir »
une partie finie Y, associée a x, on en construit une, entiérement caractérisée par x. Ceci évite le recours
a l'axiome du choix mais demande plus de travail de construction. Cette construction est I'objet des deux
résultats suivants.

Premier résultat. Soient B une base de X, v € X et Y C B tels que x € s(Y) et © ¢ s(Y1) pour tout
Y1 GCY. SiYs CB vérifiex € s(Yz) alors Y C Y.

SiY ¢ Yo, on choisit y € Y et y ¢ Yo. On considére alors 'ensemble Y; = Y ~\ {y}. Par hypothese,
x ¢ s(Y1) et @ € s(Y) = s(Y1 U{y}). Le (v) montre que y € s(Y1 U {z}). Comme z € s(Y2), on a
Y U{z} C Y1 Us(Y2) et done grace a (iii), y € s(Y1 U s(Y2)). La question h de Pexercice 1 donne alors
y € s(Y1 UYas). Cette derniére affirmation contredit le fait que y ¢ Y1 U Y2 et que Y1 UY2U{y} = YUY,
est une partie libre (puisque contenue dans la partie libre B (question d de l'exercice 1)).

Deuxiéme résultat. Soit B une base de X. Pour tout x € X, il existe une unique partie Y, de B vérifiant
x € s(Y,) et pour toute partie Y de B telle que x € s(Y) alors Y, CY. De plus, Y, est finie.

Construisons la partie Y, souhaitée. Comme B est une base de X, on a z € s(B). D’aprés (iv), il existe une
partie finie Y de B telle que z € s(Y). On considére alors une partie Y, de cardinal minimal parmi les parties
Z de B vérifiant x € s(Z). Par minimalité du cardinal, une telle partie vérifie x ¢ s(Z) pour toute partie
Z ¢ Y. Le premier résultat montre que Y, C Z pour toute partie Z C B telle que x € s(Z). Si Y, et Y,
vérifient la propriété souhaitée, on a Y, C Y. et Y, C Y,, ce qui montre I'unicité. De plus, la construction
de Y, prouve qu’elle est finie.

Corrigé

a) Une intersection de sous-espace vectoriel de V est un sous-espace vectoriel. Pour Y C V, on note vectY
I'intersection des sous-espaces vectoriels contenant Y. C’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant Y.
On montre alors que vect Y est ’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de Y & coeflicients dans k.

On a bien sir Y C s(Y). Comme s(Y) est un espace vectoriel, le plus petit sous-espace vectoriel contenant
s(Y) est s(Y) et donc s(s(Y)) = s(Y). SiZ CY C V alors s(Y) est un sous-espace vectoriel contenant Y et
donc Z, ainsi s(Z) C s(Y). L’expression des éléments de vect’Y comme combinaison linéaire de vecteurs de
Y montre immédiatement la condition (¢v). Enfin si z € s(Y U{z}) et z ¢ s(Y) alors on peut écrire

FNyey €K, 3N ek, z=AT+ 3 Ay
yeY

Si A =0 alors z € s(Y) et donc A # 0. Ainsi

r=A"lz— > ANy es(YU{z}).
yeyY
b) On a vect @ = {0} et donc {z} est libre si et seulement si x # 0.

c) Supposons que Y est libre. Considérons (Ay)yey € E(Y) tel que > Ayy = 0. Sl existe A, # 0, on a alors
yeY

y= X A hzes(Y~{y})
zeY~{y}
ce qui contredit la liberté de Y. Donc A, = 0 pour tout y € Y.
Supposons que Y vérifie la propriété (x). Soit y € Y tel que y € s(Y N {y}). On a alors

3 ()\Z)ZEY\{y} c k-(Y\{y})7 y= 3 Az
z€Y~{y}

Ainsi, avec Ay = —1,on a Y A,z =0, ce qui contredit (x).
z€Y
d) La définition de vect Y & partir des combinaisons linéaires montre que l'existence de la famille (A\,)yev est
équivalente au fait que Y est génératrice. D’aprés la question c, la liberté de Y est équivalente & I'unicité de
la famille (A\y)yev.

Corrigé



a) Pour y € Y, I’élément y € k(Y) est donc algébrique sur £(Y). On a donc bien (i) : Y C s(Y). Par définition
de s, les extensions k(Y) — s(Y) et k(s(Y)) — s(s(Y)) sont algébriques. Les propriétés de 1’algébricité assurent
que s(Y) est un sous-corps de K contenant k et donc k(s(Y)) qui est le plus petit corps contenant k et s(Y)
est égal a s(Y). Par transitivité de 1’algébricité, extension composée k(YY) — s(Y) = k(s(Y)) — s(s(Y)) est
algébrique et donc s(s(Y)) C s(Y). Comme d’aprés (i), on a s(Y) C s(s(Y)), on obtient (i¢). Si Z C 'Y alors
k(Z) C k(Y) et donc x est algébrique sur k(Z) implique z est algébrique sur k(Y) c’est-a-~dire s(Z) C s(Y). Si
x est algébrique sur k(Y), x est racine d’un polynéme P a coefficients dans k(Y). Le polynéme P n’a qu’un
nombre fini de coefficients et chacun des ses coefficients ne fait intervenir qu’un nombre fini d’éléments de Y.
Ainsi x est algébrique sur k(Z) ou Z est une partie finie de Y. Supposons que z € s(Y U {z}) et z ¢ s(Y),
alors d’apres (iv), z est algébrique sur s(Z U {z}) ot Z = {y1,...,yn} est une partie finie de Y. On peut
écrire

S Pd_l(yl,...,yn,x)zd_l P Po(y1,- -y Yn, )
Qdfl(yla"'aynax) QO(yla"'aynaz)

:O7

ou P;,Q; € k[Y1,..., Y., X] et Qi(y1,.-.,Yn,x) # 0. En multipliant 1’égalité précédente par le produit des
Qi(y1, ..., Yn,x), on obtient

Rd(yh cee 7yn7x)zd + Rd—l(yh SRR 7ynax)zd_1 + -+ Ro(yh cee 7yn7x) =0
ou R; € k[Y1,..., Y, X] et Ra(y1,- -+, Yn,z) # 0. On définit alors

d
F =Y 7R; €k[Yy,...,Y,, X|[Z] = k[Y1,...,Yn,X,Z]
=0

d/
et on écrit F= Y XIS; avec S; € k[Y1,...,Y,, Z].
§=0

Si pour tout j, on a S;(y1,...,Yn, 2) =0, alors z € s(Y). En effet, posons

d .
S;=37Z'T;; avec Ty €k[Y1,...,Y,].
=0

d 4
On a alors > Tai(yis---yn)x? =Ra(yr, ..., Yn,x) #0

j=0
Donc il existe j tel que Tgi(y1,...yn) # 0. On en déduit que S;(y1,...,Yn,Z) € k(Y)[Z] est un poly-
néme non nul dont z est racine c’est-a-dire z € s(Y). Comme par hypothése, z ¢ s(Y), il existe j tel que

Si(Y1s- 3 Yn,2) #0 et

GO = 538,01, 2) €KY U (DX

est donc un polynéme non nul dont x est racine. Ainsi x € s(Y U {z}).
b) On a Alg@ = {z € K, x algébrique sur k} et donc {z} est libre si et seulement si = est transcendant sur k.
c) Montrons que k(Y) = k(Y¢). Soit y € Y. Sie, =l alorsy = y°v € Y°. Sie, = —l alors y=! =y € Y¢ et
donc y € k(Y®). Ainsi Y C k(Y®) ce qui donne k(Y) C k(Y¢). Comme Y“ =Y, on a k(Y®) C k(Y) et donc
k(Y) = k(Y€). Supposons & présent que Y est libre et fixons y € Y. On note ¢, = (£2).eyqy}. On a alors
Yo~ {yv} C (Y~ {y})%. Avec ce qui précéde, on en déduit que

(YOS A{y=}) CR(Y N {yh)™) =k(Y ~{y})  etdonc  s(Y°\{y*}) Cs(Y~{y}).
Or pour L € M une extension de corps, x € M est algébrique sur L si et seulement si z=! I’est. Comme
y ¢ s(Y N {y}) puisque Y est libre, on en déduit que y* ¢ s(Y° \ {y°¥}) et donc Y est libre. Comme

Y =7, on en déduit que Y€ libre implique Y libre, ce qui achéve la démonstration.

d) (=) On raisonne par contraposée. Supposons que Y4 n’est pas libre. Comme Yg \ {yly} C k(Y ~{y}), on
a k(Yo {y™}) C k(Y ~{y}). Par ailleurs, Y, n’est pas libre donc il existe y € Y tel que y*v € s(Ya~ {y' })
c’est-a-dire tel que y' est algébrique sur k(Yq~ {y™}). Soit P € k(Y4 {y* })[X] C k(Y ~ {y})[X] dont y
est racine. Comme %, # 0, le polynéme P(X") € k(Y ~\ {y})[X] est non nul et annule y. Ainsi y € s(Y \ {y})
et Y n’est pas libre.



Supposons que y* = z%* pour y # z. On a alors z € Y \ {y} et donc P = X% — 2% € k(Y ~ {y})[X].
Comme y est racine de P, on obtient que y € s(Y \ {y}) et donc Y n’est pas libre.
(«) Soit z € Y\ {y}. Comme 2’ # y'v, le polynéme P = X% — 2% € k(Y \ {y" })[X]. De plus, P admet
z comme racine, donc z € s(Y4 ~ {y’}). On obtient ainsi Y \ {y} C s(Ya ~ {y’}). Les points (iii) et (ii)
donnent alors s(Y~{y}) C s(s(Ya~{y™})) =s(Ya~{y"}). On en déduit quesiy € s(Y \{y}) alors y est
algébrique sur k(Yq {yiy }) et donc y'v est algébrique sur k(Yq {yiy }) Autrement dit y% € s(Yg~ {yiy })
ce qui contredit la liberté de Y.

e) On pose ¢ = (sgniy)yey € {—1, 1} et d = (liy])yey € N*Y. D’aprés la question ¢, Y est libre si et seulement
si Y¢ Dest. D’aprés la question d, Y€ est libre si et seulement si (Y¢)q est libre et yoEiulivl o psenizlizl pour
tout y # z. Comme %"l = i on a (Y¢); = Y* et donc Y est libre si et seulement si Y* est libre et
y'v # z% pour tout y # z.

f) 2. = 1. Raisonnons par contraposée. Si Y n’est pas libre, il existe y € Y tel que y € s(Y ~\ {y}), on peut
alors écrire

vl + Pa1(y1,- -1 yn) a4 JrM -0

Qa-1(Y1,---,Yn) Qo(y1,---,Yn)

ouP;,Q; € k[Y1,..., Y], Qi(y1,. - yn) Z0 et y1,...,yn € Y N {y}. En multipliant 1’égalité précédente par

le produit des Q;(y1,- .., ¥yn), on obtient

Ra(yr, - yn)y® +Ra1(yr, - un)y®™ 4+ Ro(yr, -, yn) =0
ou R; € k[Y1,..., Y] et Ra(y1,...,yn) # 0. Ainsi le polynéme

d )
F=Y X/ R, €k[Y1,...,Yn,X,] CE[X.,2€Y]
=0

est non nul et vérifie F((y)yevy) = 0, ce qui contredit ().

Les propriétés 2. et 3. sont équivalentes puisque tout polyndéme en une infinité d’indéterminée n’en fait
intervenir qu’un nombre fini.
1. = 3. Montrons la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, le résultat est évident. Pour n = 1, la
propriété est équivalente a y est transcendant sur k pour tout y € Y ou encore a y ¢ s(&) pour tout y € Y.
Comme Y est libre, on a y ¢ s(Y ~ {y}). Ainsi comme s(&) C s(Y ~\{y}) d’apres (iii), on obtient le résultat
pour n = 1. Supposouns la propriété vraie au rang n — 1. Soient Z = {y1,...,yn} une partie de Y avec |Z| =n
et P € k[Xy,...,X,] tel que P(y1,...,yn) = 0. On écrit alors

d

P=YP;X,) avec P;ck[Xy,...,X, 1]
7=0

S’il existe j tel que P;(y1,...,Yn—1) # 0, le polynéme

d .
F(X) = _ZOPj(yu o Yn-1) X7 € B(Y N A{yn })[X]
]:
est non nul et admet y,, comme racine. L’élément y,, est donc algébrique sur k(Y \ {y,}) ce qui signifie que
Yn € (Y N {yn}) et contredit la liberté de Y. On a donc P;(y1,...,yn—1) = 0 pour tout j. L’hypothése de
récurrence permet alors d’affirmer que P; = 0 pour tout j et donc P = 0.



