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Exercice 1 Questions rapides / de cours.

a) On va montrer que M
A-mod.≃ A ou M = {0}. On suppose M 6= {0} et on choisit une famille (x1, . . . xs) ∈ FracA

telle que M = 〈x1, . . . , xs〉. On peut supposer que xi 6= 0. On pose alors xi = pi/qi avec pi, qi ∈ A r {0} (et
pi et qi premier entre eux). On a donc

M = Ap1/q1 + · · · + Aps/qs =
1

q1 · · · qs

(
s∑
i=1

A pi
s∏

j=1,j 6=i

qj

)

En posant p = pgcd

(
pi

s∏
j=1,j 6=i

qj , i = 1, . . . , s

)
,

on obtient, par principalité de l’anneau A, M = Ap/q1 · · · qs. On en déduit que M est monogène et donc de la
forme A/〈d〉 où d est l’idéal annulateur d’un générateur de M. Par ailleurs, pour x ∈ K, on a ax = 0 =⇒ a = 0
puisque K est intègre. L’annulateur (dans A) d’un élément non nul de K est donc réduit à 0. Ainsi, comme

M 6= {0}, on a p/q1 · · · qs 6= 0 et donc l’annulateur d’un générateur de M est réduit à 0. Ainsi M
A-mod.≃ A.

b) M est de torsion si et seulement si M est de dimension finie sur k (le fait que k soit algébriquement clos
n’intervient pas). En effet, le théorème de classification des modules de type fini sur l’anneau principal k[X]
donne

M
k[X]-mod.≃ k[X]n ⊕ k[X]/P1 ⊕ · · · ⊕ k[X]/Ps avec P1 | P2 | · · · | Ps et deg P1 > 1

Par ailleurs, M est de torsion si et seulement si n = 0. Comme dimk k[X] = ∞ et dimk k[X]/P = deg P, on
obtient le résultat souhaité.

c) On considère le k[X]-module (E, f). La condition « E engendré comme k-espace vectoriel par
{
f i(x), i > 0

}
»

est synonyme de « x engendre le k[X]-module (E, f) ». Il s’agit donc de décrire l’ensemble des sous-k[X]-
modules d’un module monogène M. Deux cas se présentent : M est donc isomorphe à k[X] ou M est isomorphe
à k[X]/P avec deg P > 0. Dans le premier cas, le sous-k[X]-module de k[X] sont les idéaux de k[X] et donc
de la forme Qk[X] avec Q ∈ k[X]. De plus, Qk[X] = Rk[X] si et seulement si Q et R diffèrent d’un élément
de k. Les sous-modules de (E, f) sont donc les {Q(f)R(f)(x), R ∈ k[X]} pour Q ∈ k[X] unitaire ou Q = 0.
Dans le deuxième cas, le sous-k[X]-module de k[X]/P sont en bijection avec les sous-k[X]-modules de k[X]
contenant P c’est-à-dire les idéaux de k[X] contenant P ou encore les idéaux de la forme Qk[X] avec Q | P.
Les sous-modules de (E, f) sont donc les {Q(f)R(f)(x),R ∈ k[X]} pour Q ∈ k[X], Q unitaire et Q | P.

d) Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ Endk(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Tous les invariants de similitudes de u sont de degré 1.
(ii) Le polynôme minimal πu de u est de degré 1.

(iii) L’endomorphisme u est une homothétie.
(iv) L’endomorphisme u a dimE invariants de similitude.
(v) L’endomorphisme u a dimE invariants de similitude tous égaux à πu

L’implication (i) ⇒ (ii) résulte du fait que πu est l’un des invariants de similitude. L’implication (ii) ⇒ (i)
résulte du fait que tous les invariants de similitude divisent le polynôme minimal.

Montrons (ii) ⇒ (iii). On a πu = X − λ avec λ ∈ C. Comme u − λid = πu(u) = 0, u est l’homothétie de
rapport λ. Montrons (iii) ⇒ (ii). Si u = λid alors X − λ est un polynôme annulateur de u. Comme il est
irréductible sur k, c’est le polynôme minimal de u qui est donc de degré 1.

Comme un invariant de similitude est un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 et que la somme des
degrés des invariants de similitude est dimE, on en déduit (iv) ⇒ (i) et (i) ⇒ (iv).

On a (v) ⇒ (iv). Montrons enfin (ii) ⇒ (v). Comme tous les invariants de similitude divisent πu et qu’ils
sont de degré supérieur ou égal à 1, ils sont tous égaux à πu. De plus, comme la somme des degrés des
invariants de similitude est dimE, on en déduit qu’il y a dimE invariants de similitude tous égaux à πu.

Si dimE = 2 alors soit u est une homothétie et les invariants de similitude sont (πu, πu). Sinon, πu est
de degré 2 et comme πu | χu et degχu = 2, on a πu = χu. Comme, de plus, le produit des invariants de
similitude est le polynôme caractéristique, on obtient que les invariants de similitude sont πu = χu.



Si dimE = 3 alors soit u est une homothétie et les invariants de similitude sont (πu, πu, πu). Sinon,
deg πu ∈ {2, 3}. On suppose deg πu = 2. Si P2, . . . ,Ps sont les autres invariants de similitude, on a

deg P2 + · · · + deg Ps = 3 − 2 = 1 avec deg Pi > 1 et πuP2 · · ·Ps = χu
On en déduit que s = 2 et P2 = χu/πu. Les invariants de similitudes sont donc (πu, χu/πu). Enfin si
deg πu = 3 alors comme πu | χu et degχu = 3, on a πu = χu. Comme, de plus, le produit des invariants de
similitude est le polynôme caractéristique, on obtient que les invariants de similitude sont πu = χu.

e) On note Sp(M) = {λ1, . . . , λr} avec λi 6= λj si i 6= j le spectre de M. On considère alors n1,i > · · · > nsi,i > 1
la suite des tailles des blocs de Jordan de M associés à la valeur propre λi. On pose s = max(si, i ∈ [[ 1 , r ]])
et si si < s, on pose nj,i = 0 pour si + 1 6 j 6 s (on complète les listes par des 0). On a donc

(kn,M)
k[X]-mod.≃

r⊕
i=1

si⊕
j=1

k[X]/〈(X − λi)
nj,i〉

Par le théorème chinois, on en déduit que les invariants de similitude sont

P1 = (X−λ1)
n1,1 · · · (X−λr)n1,r , . . . ,Pi = (X−λ1)

ni,1 · · · (X−λr)ni,r , . . . ,Ps = (X−λ1)
ns,1 · · · (X−λr)ns,r .

f) Le groupe de galois de P s’identifie, par permutation des racines, à un sous-groupe de S4. Or un sous-groupe
d’ordre 8 de P est un 2-sylow de S4. Ils sont donc tous conjugués dans S4 et en particulier tous isomorphes
et isomorphe au groupe diédral D4 qui n’est pas H8.

Si on ne sait pas que les sous-groupes de Sylow de S4 sont D4, on doit savoir que le groupe des doubles-
transpositions est distingué dans S4 et d’ordre 4. Il est donc contenu dans tous les 2-Sylow. En particulier,
un 2-Sylow contient au moins trois éléments d’ordre 2. Comme H8 contient un seul élément d’ordre 2, on
obtient la contradiction souhaité.

Exercice 2 Caractère linéaire.

a) Le fait que Ĝ soit un groupe résulte simplement de la commutativité de C×. D’une manière générale, si X
est un ensemble et G′ un groupe alors l’ensemble F (X,G′) des applications de X dans G′ est un groupe pour
la loi · donnée par (f · f ′)(x) = f(x)f ′(x). L’élément neutre pour cette loi est la fonction constante égale à
l’élément neutre de G′ et l’inverse de f est la fonction x 7→ f(x)−1 (qu’on note f−1). Si X est un groupe G,
il n’est pas vrai en général que l’ensemble HomGr(G,G

′) est un sous-groupe du groupe F (X,G′). C’est par
contre vrai si G′ est commutatif (comme c’est le cas ici avec G′ = C× et X = G). En effet, pour g, g′ ∈ G et
ϕ,ϕ′ ∈ Ĝ, on a alors

(ϕ · ϕ′)(gg′) = ϕ(gg′)ϕ′(gg′) = ϕ(g)ϕ(g′)ϕ′(g)ϕ′(g′) = ϕ(g)ϕ′(g)ϕ(g′)ϕ′(g′) = (ϕ · ϕ′)(g)(ϕ · ϕ′)(g′) .

et ϕ−1(gg′) = ϕ(gg′)−1 = (ϕ(g)ϕ(g′))
−1

= ϕ(g′)−1ϕ(g)−1 = ϕ(g)−1ϕ(g′)−1 = ϕ−1(g)ϕ−1(g′) .

De plus, Ĝ 6= ∅ puisque la fonction constante égale à 1 est le morphisme de groupes trivial qui est donc dans
Ĝ. Ainsi Ĝ est un sous-groupe de F (G,C×).

Pour completer ce qui précède, on a en fait G est commutatif si et seulement si EndGr(G) est un sous-
groupe de F (G,G). En effet, (id · id) = g 7→ g2. Or, pour g, g′ ∈ G, on a, par simplification par g à gauche
et g′ à droite

(gg′)2 = g2g′
2 ⇐⇒ g′g = gg′.

b) Soit ϕ ∈ Ŝn. Montrons que ϕ est le caractère trivial (ϕ(σ) = 1 pour tout σ ∈ S) ou la signature. Comme
deux transpositions sont conjugués (ce sont deux cycles de même longueurs) et C× est commutatif, toutes
les transpositions ont la même image par ϕ. Comme une transposition est d’ordre 2, l’image par ϕ d’une
transposition est d’ordre 1 ou 2 et donc 1 ou −1. Ainsi soit toutes les transpositions ont pour image 1 et
auquel cas, comme les transpositions engendrent Sn, ϕ est le caractère trivial. Sinon toutes les transpositions
ont pour image −1 et ϕ et la signature coïncident sur une partie génératrice et donc partout.

c) Soient G un groupe et n un entier. L’application

Φ:

{
HomGr(Z/nZ,G) −→ G

ϕ 7−→ ϕ(1)

est injective et d’image Gn = {x ∈ G, xn = 1G}. En effet, comme 1 engendre le groupe Z/nZ, l’application
Φ est injective. Comme n1 = 0 (dans Z/nZ), on a ϕ(n1) = ϕ(1)n = ϕ(0) = 1G. Ainsi Φ est bien à valeurs
dans Gn. Enfin, pour x ∈ Gn, on peut définir l’application



ψ :

{
Z −→ G

k 7−→ xk

c’est un morphisme de groupes (par « définition » de la notation xk) qui contient n et donc nZ dans son
noyau puisque x ∈ Gn. Ainsi ψ passe au quotient par nZ et fournit le morphisme de groupes

ϕ :

{
Z/nZ −→ G

k 7−→ xk .

où k désigne la classe de l’entier k modulo n. Comme ϕ(1) = x, on en déduit l’image de Φ est bien Gn. De
plus, la bijection réciproque de l’application Φ : HomGr(Z/nZ,G)→Gn est donnée par

{
Gn −→ HomGr(Z/nZ,G)

x 7−→ (k 7→ xk)

Ainsi si x désigne un générateur de Cn, par composition avec l’isomorphisme de groupe donné par xk 7→ k,
on en déduit la bijection

Ψ:

{
HomGr(Cn,G) −→ Gn

ϕ 7−→ ϕ(x)

Comme (C×)n = {x ∈ C×, xn = 1} = Un le groupe des racines ne de l’unité, on en déduit que l’application

Ψ:

{
HomGr(Cn,C

×) −→ Un

ϕ 7−→ ϕ(x)

est une bijection. De plus, Ψ est un morphisme de groupes. En effet,

Ψ(ϕ · ϕ′) = (ϕ · ϕ′)(x) = ϕ(x)ϕ′(x) = Ψ(ϕ(x))Ψ(ϕ′(x)).

Ainsi Ψ est un isomorphisme de groupes entre Ĉn et Un. Comme Un
Gr.≃ Cn, on obtient l’isomorphisme voulu.

Remarque. L’isomorphisme construit dans cette question n’est pas du tout canonique. Il est du même type
que celui entre un espace vectoriel de dimension finie et son dual (via le choix d’une base). Ici, on choisit de
façon arbitraire un générateur de Cn.

d) Contrairement à la question précédente, l’isomorphisme qu’on va donner ici est un isomorphisme canonique.
Commençons par quelques notations. On considère les morphismes de groupes canoniques iG : G→G × H
et iH : H→H × G définis par iG(g) = (g, 1H) pour g ∈ G et iH(h) = (1G, h) pour h ∈ H. On note aussi
pG : G × H→G et pH : G × H→H les morphismes de groupes canoniques donnés par pG(g, h) = g et
pH(g, h) = h pour (g, h) ∈ G × H.

Soit χ ∈ Ĝ × H. Par composition, χ ◦ iG et χ ◦ iH sont des morphismes de groupes. On a construit une
application

Φ:

{
Ĝ × H −→ Ĝ × Ĥ

χ 7−→ (χ ◦ iG, χ ◦ iH) .

La définition de la loi de groupe sur Ĝ × H et Ĝ × Ĥ assure que Φ est un morphisme de groupes. En effet,
pour χ, χ′ ∈ Ĝ × H et (g, h) ∈ G × H, on a

[(χ · χ′) ◦ iG](g) = χ(g, 1H)χ′(g, 1H) = [(χ ◦ iG) · (χ′ ◦ iG)](g)

et [(χ · χ′) ◦ iH](h) = χ(1G, h)χ
′(1G, h) = [(χ ◦ iH) · (χ′ ◦ iH)](h) .

On considère à présent χG ∈ Ĝ et χH ∈ Ĥ. Par composition, on obtient que χG ◦ pG : G × H→C× et
χH ◦ pH : G × H→C× sont des morphismes de groupes. Ainsi χG ◦ pG ∈ Ĝ et χH ◦ pH ∈ Ĥ. On peut ainsi
définir l’application

Ψ:

{
Ĝ × Ĥ −→ Ĝ × H

(χG, χH) 7−→ (χG ◦ pG) · (χH ◦ pH) .

Par définition, on a donc Ψ(χG, χH)(g, h) = χG(g)χH(h) pour tout (g, h) ∈ G × H.



On a clairement Φ ◦ Ψ = idĜ×Ĥ puisque Ψ(χG, χH)(g, 1H) = χG(g) et Ψ(χG, χH)(1G, h) = χH(h). De
même, on a Ψ ◦ Φ = id

Ĝ×H
puisque, pour (g, h) ∈ G × H, on a

Ψ ◦ Φ(χ)(g, h) = χ(g, 1H)χ(1G, h) = χ((g, 1H)(1G, h)) = χ(g, h).

Ainsi Ψ est la bijection réciproque de Φ et donc un morphisme de groupes. Finalement, Φ et Ψ réalisent
l’isomorphisme souhaité.

e) L’isomorphisme de la question d s’étend par récurrence en un isomorphisme

r̂∏
i=1

Gi −→
r∏
i=1

Ĝi .

Or d’après le théorème de classification des groupes abéliens fini, un groupe abélien fini G est produit de
groupe cyclique. On peut donc écrire

Ĝ
gr.≃

̂s∏
i=1

Z/diZ
gr.≃

s∏
i=1

Ẑ/diZ .

On peut même supposer que d1 | d2 | · · · | ds mais on en aura pas besoin ici. La question c donne alors

Ĝ
gr.≃

s∏
i=1

Z/diZ
gr.≃ G .

f) Il s’agit d’une version du lemme de Dedekind. On suppose que Ĝ n’est pas un sous-ensemble libre de F (G,C).
Il existe donc une relation de dépendance linéaire non triviale entre des caractères linéaires : on a

λ1χ1 + · · · + λrχr = 0 avec λi ∈ C× (1)

On choisit une telle relation avec r minimal et on va construire une nouvelle relation avec un nombre stricte-
ment plus petit de termes pour aboutir à une contradiction. La minimalité de r assure que χi 6= χj si i 6= j
(sinon on regroupe les termes communs).

On a donc, pour g, g′ ∈ G,

λ1χ1(g)χ1(g
′) + · · · + λrχr(g)χr(g

′) = 0

En multipliant la relation (1) évaluée en g′ par χ1(g) et en la soustrayant à la relation précédente, on obtient

∀ (g, g′) ∈ G2, λ2(χ2(g) − χ1(g))χ2(g
′) + · · · + λr(χr(g) − χ1(g))χr(g

′) = 0

et donc ∀ g ∈ G, λ2(χ2(g) − χ1(g))χ2 + · · · + λr(χr(g) − χ1(g))χr = 0 (2)

Comme χ1 6= χ2, il existe g tel que χ2(g) 6= χ1(g). Ainsi λ2(χ2(g) − χ1(g)) 6= 0 et (2) est une relation de
dépendance entre éléments de Ĝ avec au plus r − 1 termes ce qui contredit la minimalité de r.

Remarques. On en déduit la liberté de la famille (x 7→ exp(ax))a∈C dans F (R,C) et celle de la famille
(z 7→ exp(az))a∈C dans F (C,C). En effet, pour a ∈ C, l’application x 7→ exp(ax) est un morphisme de groupe
de R ou C dans C×. Ainsi ce sont des sous-familles respectivement de R̂ et Ĉ. De plus, si exp(ax) = exp(bx)
pour tout x ∈ R (resp. x ∈ C), on a (a − b)x ∈ 2iπZ pour tout x ∈ R (resp. x ∈ C). Ainsi si a 6= b, on a
R ⊂ 2iπ/(a− b)Z (resp. C ⊂ 2iπ/(a− b)Z) ce qui est absurde donc a = b. Ainsi les familles considérées sont
bien formées de caractères linéaires distincts et donc libre.

Exercice 3 Polynôme de degré 4.

a) Le polynôme P est irréductible et P′ = 4X3 + 3aX2 + 2bX + c. Comme car k 6= 2, on a 4 6= 0. Ainsi, P est
irréductible à dérivée non nulle. Donc P est séparable. Or L = k(α1, α2, α3, α4), comme le polynôme minimal
de αi est P, on en déduit que αi séparable. Ainsi L est engendré sur k par des éléments séparables et l’extension
k ⊂ L est donc séparable. Par ailleurs, L est le corps de décomposition sur k d’un polynôme. L’extension
k ⊂ L est donc une extension normale. L’extension k ⊂ L est normale et séparable donc galoisienne.

b) On a Q = (X−θ1)(X−θ2)(X−θ3) et donc Q = X3+uX2+vX+w avec u = −θ1+θ2+θ3, v = θ1θ2+θ3θ2+θ1θ3
et w = −θ1θ2θ3.

Les éléments u, v, w ∈ L sont des polynômes symétriques en α1, α2, α3, α4 et donc s’exprime en fonction des
polynômes symétriques élémentaires en les αi, c’est-à-dire en fonction des coefficients de P. Ainsi Q ∈ k[X].



c) On applique l’algorithme qui permet d’exprimer les polynômes symétriques en fonction des polynômes sy-
métriques élémentaires. On a

θ1 + θ2 + θ3 = α1α3 + α2α3 + α1α4 + α2α4 + α1α2 + α1α4 +
α3α2 + α3α4 + α1α3 + α1α2 + α3α4 + α2α4

= 2(α1α2 + α1α3 + α1α4 + α2α3 + α2α4 + α3α4) = 2b

On passe au calcul de v. On commence par calculer θ1θ2.

θ1θ2 = (α1α3 + α2α3 + α1α4 + α2α4)(α1α2 + α1α4 + α3α2 + α3α4)
= α1

2α2α3 + α1
2α3α4 + α3

2α1α2 + α3
2α1α4 +

α2
2α1α3 + α2α3

2α4 + α1α2α3α4 + (α2α3)
2 +

α1
2α2α4 + α1α3α4

2 + α1α2α3α4 + (α1α4)
2 +

α1α2
2α4 + α1α2α4

2 + α2
2α3α4 + α2α3α4

2

Pour i ∈ [[ 1 , 4 ]], on note σi les polynômes symétriques élémentaires en les αj . Par ailleurs, on pose

T = α1
2α2α3 + α1

2α3α4 + α3
2α1α2 + α3

2α1α4 + α2
2α1α3 + α2α3

2α4 +
α1

2α2α4 + α1α3α4
2 + α1α2

2α4 + α1α2α4
2 + α2

2α3α4 + α2α3α4
2 .

C’est un polynôme symétrique en les αi. On va l’exprimer en fonction des σi grâce à l’algorithme. Le plus
grand monôme est α1

2α2α3. On considère donc T − σ1
2−1σ2

1−1σ3
1−0σ4

0 = T − σ1σ3. Or on a

σ1σ3 = (α1 + α2 + α3 + α4)(α1α2α3 + α1α3α4 + α1α2α4 + α2α3α4)

= α1
2α2α3 + α1

2α3α4 + α3
2α1α2 + α3

2α1α4 + α2
2α1α3 + α2α3

2α4 + α1
2α2α4 +

α1α3α4
2 + α1α2

2α4 + α1α2α4
2 + α2

2α3α4 + α2α3α4
2 + 4α1α2α3α4

= T + 4σ4 .

On a donc T = σ1σ3 − 4σ4. Par symétrie, on obtient alors

θ1θ2 + θ3θ2 + θ1θ3 = 3T + 6σ4 + (α1
2α2

2 + α1
2α3

2 + α1
2α4

2 + α2
2α3

2 + α2
2α4

2 + α3
2α4

2)
= 3σ1σ3 − 6σ4 + (α1

2α2
2 + α1

2α3
2 + α1

2α4
2 + α2

2α3
2 + α2

2α4
2 + α3

2α4
2)

On pose U = (α1
2α2

2 + α1
2α3

2 + α1
2α4

2 + α2
2α3

2 + α2
2α4

2 + α3
2α4

2). C’est un polynôme symétrique en
les αi. On va l’exprimer en fonction des σi grâce à l’algorithme. Le plus grand monôme de U est α1

2α2
2. On

considère donc U − σ1
2−2σ2

2−0σ3
0−0σ4

0 = U − σ2
2.

En développant le carré σ2
2. Les termes « carré » donnent U. Il reste alors 15 double-produits parmi lesquels

on trouve 12 termes de T (puisqu’on a α1
2α2α3 dans le produit et donc toute son orbite sous S4). Il reste

donc 3 double-produit égaux à σ4. Finalement σ2
2 = U + 2T + 6σ4 = U + 2σ1σ3 − 2σ4.

On en déduit que U = σ2
2 − 2σ1σ3 + 2σ4 et donc v = σ1σ3 − 4σ4 + σ2

2 = ac+ b2 − 4d.

d) Calculons θ1 − θ2, θ2 − θ3 et θ1 − θ3. On a

θ1 − θ2 = (α1 + α2)(α3 + α4) − (α1 + α3)(α2 + α4)
= (α1α3 + α2α3 + α1α4 + α2α4) − (α1α2 + α1α4 + α3α2 + α3α4)
= α1(α3 − α2) + (α2 − α3)α4

= (α2 − α3)(α4 − α1) ,

θ2 − θ3 = (α1 + α3)(α2 + α4) − (α1 + α4)(α3 + α2)
= (α1α2 + α1α4 + α3α2 + α3α4) − (α1α3 + α1α2 + α3α4 + α2α4)
= α1(α4 − α3) + (α3 − α4)α2

= (α1 − α2)(α4 − α3)

et θ1 − θ3 = (α1 + α2)(α3 + α4) − (α1 + α4)(α3 + α2)
= (α1α3 + α2α3 + α1α4 + α2α4) − (α1α3 + α1α2 + α3α4 + α2α4)
= α2(α3 − α1) + (α1 − α3)α4

= (α3 − α1)(α2 − α4) .

On en déduit que

(θ1 − θ2)(θ2 − θ3)(θ1 − θ3) = (α2 − α3)(α4 − α1)(α1 − α2)(α4 − α3)(α3 − α1)(α2 − α4)
= −(α2 − α3)(α1 − α4)(α1 − α2)(α3 − α4)(α1 − α3)(α2 − α4) .

En élevant au carré, on obtient que les discriminants de P et Q sont égaux.



e) Par définition de Q, il est scindé sur L. En posant M = k(θ1, θ2, θ3), on construit donc un corps de décom-
position de Q sur k.

f) On a P ∈ M[X] et L = M(α1, α2, α3, α4). Ainsi L est le corps de décomposition de P sur M et donc M ⊂ L
est une extension normale. Soit x ∈ L. Comme tout élément de L est séparable sur k, le polynôme minimal
πx de x sur k est à racine simple. Or le polynôme minimal de x sur M divise πx et est donc à racine simple.
Ainsi x est séparable sur M. L’extension M ⊂ L est séparable. Elle est donc galoisienne.

Tout élément de L est séparable sur k. En particulier, ceux de M. Ainsi k ⊂ M est séparable. Comme M
est le corps de décomposition de Q sur k, l’extension k ⊂ M est normale et donc k ⊂ M est galoisienne.

g) Tout élément Gal(L | M) est un automorphisme du corps L qui laisse fixe tous les éléments de M et donc
tous les éléments de k. Ainsi tout élément de Gal(L | M) appartient à Gal(L | k). La première flèche est donc
simplement l’inclusion qui est bien sûr injective.

Soit σ ∈ Gal(L | k). Comme k ⊂ M est normale, σ(M) ⊂ M (et même σ(M) = M par raison de dimension
et injectivité de σ). Ainsi par restriction à M, un élément de Gal(L | k) définit une application de M
dans lui-même qui est bien sûr un k-automorphisme de corps. On peut donc bien définir une application
Rest : Gal(L | k)→Gal(M | k) donnée par σ 7→ σ

M
. Le noyau de Rest est l’ensemble des k-automorphismes

de corps de L dont la restriction à M est idM c’est-à-dire Gal(L | M). On en déduit que Gal(L | M) est
un sous-groupe distingué (ce qu’on sait aussi par la correspondance de Galois car k ⊂ M est normale) de
Gal(L | k) et que la suite est exacte en Gal(L | k).

Reste à montrer la surjectivité de Rest. Soit σ ∈ Gal(M | k). On note j : M 7→ L = M l’inclusion. Comme
M ⊂ L est un extension algébrique, le morphisme j ◦ σ se prolonge en un k-morphisme σ̃ : L 7→ L. Comme
k ⊂ L est normale, alors σ̃ est à valeurs dans L. Ainsi σ̃ ∈ Gal(L | k) et sa restriction à M est σ. On obtient
bien la surjectivité de Rest.

h) Donnons deux démonstrations du fait que Gal(L | k) est divisible par 4.
Version « groupe ». Comme P est irréductible sur k, Gal(P) = Gal(L | k) agit transitivement sur les racines

de P. Les racines de P forment donc une orbite sous Gal(L | k). Or le cardinal d’une orbite divise l’ordre du
groupe. Ainsi 4 | |Gal(L | k)|.

Version « corps ». L’extension k ⊂ L est galoisienne, donc |Gal(L | k)| = [L : k]. Or

[L : k] = [L : k(α1)][k(α1) : k].

Comme P ∈ k[X] est irréductible sur k et annule α1, c’est le polynôme minimal de α1 sur k et donc
[k(α1) : k] = 4. Ainsi 4 | |Gal(L | k)|.

Comme α1, α2, α3, α4 engendrent L, le groupe Gal(L | k) s’identifie (par permutation des racines) à un
sous-groupe du groupe S{α1,α2,α3,α4} = S4. Ainsi 4 | |Gal(L | k)| | |S4| = 24.

On en déduit que Gal(L | k) ∈ {4, 8, 12, 24}.
i) Les classes de conjugaison dans S4 sont données par la décomposition en cycles à support disjoint. Elles sont

donc parametrées par les partitions de 4. On a donc

(i) Partition 4 : les 6 4-cycles.
(ii) Partition (3, 1) : les 8 3-cycles.

(iii) Partition (2, 1, 1) : les 6 transpositions.
(iv) Partition (2, 2) : les 3 double-transpostions.
(v) Partition (1, 1, 1, 1) : l’identité.

j) Les cardinaux des sous-groupes de S4 divise 24 et donc sont dans {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.
Pour le cardinal 1, le seul groupe possible est {id}. Il n’est pas transitif mais est distingué !
Pour le cardinal 24, le seul groupe possible est S4. Il est transitif et distingué !
Soit G un sous-groupe de cardinal 12, c’est un sous-groupe d’indice 2 qui est donc distingué. Il est donc

réunion de classes de conjugaison de S4. Comme id ∈ G, on en déduit par parité que les double-transpositions
sont aussi dans G. Par raison de cardinal, la seule classe de conjugaison qu’on peut ajouter est celle des 3-
cycles. On constate que l’ensemble obtenu est A4. Ainsi G = A4. Il est transitif et distingué.

Soit G un sous-groupe de cardinal 2. Il est de la forme G = {id, σ} avec σ d’ordre 2. Deux tels sous-groupes
sont conjugués si et seulement si les éléments d’ordre 2 le sont. Ainsi, on a deux classes de conjugaison de sous-
groupes d’ordre 2. L’une correspondant aux groupes engendrés par une transposition, l’autre aux groupes
engendrés par une double-transposition. Ils ne sont ni distingués (ne contiennent pas les classes de conjugaison
de leurs éléments) ni transitifs (3 orbites de cardinal respectif 2, 1, 1 dans le premier cas et 2 orbites de cardinal
2 dans le second cas).



Soit G un sous-groupe de cardinal 3. Il est de la forme G =
{
id, σ, σ2

}
avec σ d’ordre 3. Il s’agit donc

d’un sous-groupe engendré par un élément d’ordre 3 c’est-à-dire un 3-cycle. Comme les trois cycles sont tous
conjugués, tous les groupes d’ordre 3 sont conjugués. On peut aussi voir ce fait par le fait qu’un groupe
d’ordre 3 est un 3-Sylow de S4. Ils ne sont ni transitif (2 orbites de cardinal respectif 1 et 3) ni distingué (ils
contiennent deux 3-cycles mais pas tous les trois cycles).

Soit G un sous-groupe de cardinal 6. Par le lemme de Cauchy, il contient un élément d’ordre 3 (c’est-à-dire
un 3-cycle qu’on note σ) et un élément d’ordre 2 (qu’on note τ). Le cardinal du sous-groupe 〈σ, τ〉 ⊂ G est
divisible par 6 (puisqu’il contient un élément d’ordre 2 et un d’ordre 3). Ainsi G = 〈σ, τ〉.

Supposons que τ soit une transposition et que le support de τ contenu dans celui de σ alors G = 〈σ, τ〉 est
contenu dans le groupe des permutations du support de σ qui est isomorphe à S3. Par raison de cardinalité,
on obtient que G est le groupe des permutations du support de σ.

Supposons toujours τ est une transposition mais que son support n’est pas contenu dans celui de σ.
L’intersection des support de σ et τ est alors réduite à un point {a}. On peut donc écrire σ = (a, b, c) et
τ = (a, d). On a alors τσ = (a, b, c, d) est d’ordre 4 et ne peut donc pas appartenir à un groupe d’ordre 6.

Supposons à présent que τ soit une double-transposition. En considérant d l’élément qui n’est pas dans le
support de σ. On peut écrire τ = (d, a)(b, c) puis σ = (a, b, c). L’orbite de a sous G = 〈σ, τ〉 contient donc
a, b, c et d. Ainsi |G| est divisible par 4 ce qui est absurde (on aurait pu raisonner de la même façon pour le
cas précédent).

Finalement, il y a 4 sous-groupe d’ordres 6 qui sont les sous-groupes S{1,2,3}, S{1,2,4}, S{1,3,4} et S{2,3,4}

(Ce sont les sous-groupes S3 × S1). Ils ne sont donc ni transitifs (2 orbites de cardinal respectif 1 et 3) ni
distingués (puisqu’ils sont conjugués).

Soit G un sous-groupe de cardinal 4. Supposons qu’il contienne un élément d’ordre 4 c’est-à-dire, d’après
la description des éléments de S4, un 4-cycle. On a alors G = 〈σ〉 et comme tous les 4-cycles sont conjugués
dans S4, les sous-groupes d’ordre 4 de S4 qui sont cycliques sont conjugués. De plus, chacun de ces groupes
contient deux 4-cycles, on en déduit qu’il y a trois tels sous-groupes.

Sinon, G n’est formé que d’éléments d’ordre 1 ou 2. On a donc trois éléments d’ordre 2 dans G. Si ces
trois éléments d’ordre 2 sont les double-transpositions, on vérifie (en effectuant les produits des double-
transpositions) qu’on obtient bien un groupe d’ordre 4 et qui est distingué (puisque c’est une réunion de
classe de conjugaison) et transitif. On l’appelle V4.

Si G contient deux double-transpositions, par produit, il contient la troisième et G = V4.
Sinon G contient au moins deux transpositions qui sont nécessairement à support disjoint puisque le produit

de deux transpositions à support non disjoint est un 3-cycle et donc d’ordre 3. On a donc {id, (a, b), (c, d)} ⊂ G
avec {a, b} ∩ {c, d} = ∅ et a 6= b et c 6= d. Par produit et cardinalité, on obtient que

G = {id, (a, b), (c, d), (a, b)(c, d)} .

On vérifie (en effectuant les différents produits) que c’est bien un sous-groupe. Il y a trois sous-groupes de
ce type et ils sont tous conjugués. Ainsi un tel sous-groupe n’est pas distingué. Il n’est pas non plus transitif
(il y a deux orbites de cardinal 2). En fait ce sont les sous-groupe du type S2 × S2.

Soit G un sous-groupe de cardinal 8. C’est un 2-sylow de G. Ainsi tous les sous-groupes de cardinal 8 sont
conjugués. Il n’y a donc à conjugaison près qu’un groupe de cardinal 8. On peut montrer qu’il est isomorphe
à D4 : le groupe des isométries du cube mais on ne va pas le montrer. On va se contenter d’en exhiber un
exemple. Comme tout 2-sous-groupe de S4 est contenu dans un 2-sylow, G contient un 4-cycle, le sous-groupe
V4 (voir l’exercice 1) et un sous-groupe d’ordre 4 de la dernière forme. À conjugaison près, on peut supposer
que {id, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ⊂ G. Il manque alors simplement le 4-cycle et son
inverse qu’on obtient par le produit (1, 2)(1, 3)(2, 4) = (1, 3, 2, 4). Finalement G est conjugué du sous-groupe

{id, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3)}
Contrairement à ce qui précède, on n’a pas à vérifier que c’est un sous-groupe de S4 car on sait qu’il existe
des sous-groupes d’ordre 8 par les théorèmes de Sylow. Il est transitif et n’est pas distingué puisqu’il y a trois
sous-groupes de ce type.

k) On note P l’ensemble des partitions d’un ensemble E à 4 éléments en deux parties à deux éléments et P2

l’ensemble des parties à deux éléments de E. L’application
{

P2 −→ P

P 7−→ {P, c
P}

est surjective et chaque élément Q de P a deux antécédents : chacune des deux parties de Q. Le principe
des bergers donne alors |P| = 3. Les partitions sont {{{1, 2} , {3, 4}} , {{1, 3} , {2, 4}} , {{1, 4} , {2, 3}}}.



Le groupe SE agit de façon naturelle sur l’ensemble des partitions de E en partie à deux éléments : si
σ ∈ SE et Q = {P, c

P} ∈ P, on pose σ(Q) = {σ(P), σ( c
P)}. On obtient donc un morphisme de groupes

ψ : SE →SP c’est-à-dire en choisissant une bijection entre E et {1, 2, 3, 4} et une bijection de P avec
{1, 2, 3} un morphisme de groupes ψ : S4 →S3.

L’image par ψ de la transposition (1, 3) est la transposition des partitions {{1, 2} , {3, 4}} et {{1, 4} , {2, 3}}.
De même, l’image par ψ de la transposition (1, 2) est la transposition des partitions {{1, 3} , {2, 4}} et
{{1, 4} , {2, 3}}. Ainsi l’image de ψ contient deux transpositions distinctes. Comme deux transpositions dis-
tinctes de S3 engendrent ce groupe, on obtient que ψ est surjective. Le noyau de ψ est donc un sous-groupe
distingué de cardinal 4 de S4. D’après la question j, ce noyau est nécessairement V4.

l) La première ligne a été étudiée à la question g. La deuxième ligne a été étudiée à la question précédente. Il
s’agit donc de décrire les flèches verticales et de vérifier la commutativité des diagrammes.

Par définition, L est le corps de décomposition de P sur k. Le groupe de Galois agit de façon fidèle sur
l’ensemble des racines de P. On en déduit un morphisme injectif j : Gal(L | k)→S4. De même, M est le
corps de décomposition de Q sur k. Le groupe de Galois agit de façon fidèle sur l’ensemble des racines de Q.
On en déduit un morphisme injectif Gal(L | k)→S3. Montrons la commutativité du diagramme obtenu.

Par définition ψ s’obtient en regardant la permutation induite par σ ∈ S{α1,α2,α3,α4} sur l’ensemble des
partitions de {α1, α2, α3, α4} en ensembles à deux éléments. Si Q = {{αi, αj} , {αk, αℓ}} est une telle partition,
on considère alors (αi + αj)(αk + αℓ) ∈ {θ1, θ2, θ3}. On construit ainsi une bijection γ de l’ensemble P avec
{θ1, θ2, θ3}. De plus, on a σ(Q) = {{σ(αi), σ(αj)} , {σ(αk), σ(αℓ})} et donc comme σ est un morphisme
d’anneau, γ(σ(Q)) = σ(γ(Q)). La permutation induite par σ ∈ Gal(L | k) sur l’ensemble des partitions des
racines de P en ensemble à deux éléments est donc la même que celle induite par σ sur l’ensemble {θ1, θ2, θ3}
c’est-à-dire la même que celle induite par la restriction de σ à M ou encore la même que celle induite par
l’image de σ dans Gal(M | k) ce qui donne exactement la commutativité du diagramme

Gal(L | k) //

j

��

Gal(M | k)

��

S4
ψ

// S3

La commutativité du diagramme précédent montre que le noyau de l’application Gal(L | k)→Gal(M | k)
c’est-à-dire Gal(L | M) s’envoie par l’application (injective) j : Gal(L | k)→S4 dans le noyau de ψ qui est
V4 ce qui donne la commutativité du diagramme. De plus Gal(L | M) est un sous-groupe de Gal(L | k) et
Gal(L | k) un sous-groupe de S4 (l’application j est injective) et donc l’application Gal(L | M)→V4 est
injective.

m) Le polynôme Q est irréductible sur k. Le groupe de Galois de Q (c’est-à-dire Gal(M | k)) agit donc transiti-
vement sur les racines de Q. Ainsi Gal(M | k) est divisible par 3. La suite exacte des groupes de Galois montre
Gal(L | k) est divisible par 3. On en déduit (question h) que Gal(L | k) ∈ {12, 24}. Comme le discriminant de
P est un carré dans k (puisque c’est le discriminant de Q), on en déduit que Gal(L | k) ⊂ A4. Par cardinalité,
on a donc Gal(L | k) ⊂ A4.

Remarque. Le discriminant de Q est un carré dans k. Ainsi Gal(M | k) est contenu dans A3 et son cardinal
est divisible par 3. Or les sous-groupes de S3 sont {1}, les trois sous-groupes d’ordre 2 engendré par les
transpositions, A3 et S3. On en déduit que Gal(M | k) = A3. On obtient alors que Gal(L | M) est un
sous-groupe de A4 de cardinal 4 c’est-à-dire V4.

n) Le polynôme Q est irréductible sur k. Le groupe de Galois de Q (c’est-à-dire Gal(M | k)) agit donc transi-
tivement sur ses racines. Ainsi Gal(M | k) est divisible par 3. La suite exacte des groupes de Galois montre
Gal(L | k) est divisible par 3. On en déduit que Gal(L | k) ∈ {12, 24}. Comme le discriminant de P n’est pas
un carré dans k (puisque c’est le discriminant de Q), on en déduit que Gal(L | k) 6⊂ A4. Comme A4 est le
seul sous-groupe d’ordre 12 de S4, on a donc Gal(L | k) = S4.

Remarque. Le discriminant de Q n’est un carré dans k. Ainsi Gal(M | k) n’est pas contenu dans A3 et son
cardinal est divisible par 3. Or les sous-groupes de S3 sont {1}, les trois sous-groupes d’ordre 2 engendrés
par les transpositions A3 et S3. On en déduit que Gal(M | k) = S3. On obtient alors que Gal(L | M) est un
sous-groupe distingué de S4 de cardinal 4 c’est-à-dire V4.

o) On écrit Q = (X − θ1)Q1 avec Q1 ∈ k[X], deg Q1 = 2 et Q1 n’a pas de racines dans k. Ainsi Q1 est
irréductible sur k. Le corps de décomposition sur k de Q est M = k(θ1, θ2, θ3) = k(θ2, θ3). Ainsi M est le
corps de décomposition de Q1 qui est de degré 2 et irréductible sur k. Le groupe de Galois est donc un
sous-groupe de S2 qui agit de façon transitive sur les racines de Q1. Ainsi Gal(M | k) est d’ordre 2.



Par ailleurs, comme P est irréductible sur M et P(α1) = 0, P est le polynôme minimal de α1 sur M. On a
donc [M(α1) : M] = 4. Comme [L | M] = [L : M(α1)][M(α1) : M], on en déduit que

4 | [L : M] = |Gal(L | M)|.
Par ailleurs, le diagramme commutatif de la question l montre que Gal(L | M) est un sous-groupe de V4. Par
cardinalité, on obtient Gal(L | M) = V4. Par exactitude de la suite de Galois, on obtient que |Gal(L | k)| = 8
(et donc c’est un 2-Sylow de S4).

p) Le groupe de Galois de P sur M c’est-à-dire Gal(L | M) n’agit pas de façon transitive sur les racines de
P puisque P n’est pas irréductible sur M. Comme Gal(L | M) est un sous-groupe de V4, on en déduit que
Gal(L | M) est un sous-groupe strict de V4 et est de cardinal 1 ou 2. Si Gal(L | M) = {1}, par la suite
exacte, on en déduit que Gal(L | k) = Gal(M | k) est un groupe de cardinal 2 ce qui est absurde d’après la
question h. Ainsi Gal(L | M) est de cardinal 2 et Gal(L | k) est de cardinal 4. De plus, Gal(L | k) n’est pas
V4 puisque Gal(M | k) n’est pas trivial et Gal(L | k) agit transitivement sur les racines de P dans L. La liste
des sous-groupes d’ordre 4 de S4 assure que Gal(L | k) est cyclique d’ordre 4 et donc Gal(L | k) = Z/4Z.

q) On a donc M = k. Ainsi Gal(M | k) = {1} et par la suite exacte, on en déduit que Gal(L | M) = Gal(L | k).
En particulier, on en déduit que Gal(L | k) est un sous-groupe de V4 dont le cardinal est divisible par 4. La
question h montre, par cardinalité, Gal(L | M) = V4 = (Z/2Z)2.

r) Les cas des questions m à q s’excluent mutuellement, donne la liste exhaustive des situations et aboutissent
à des groupes de Galois distincts. On obtient ainsi les réciproques souhaitées.

s) On est dans le cas des questions o, p et q. Le discriminant de Q est un carré dans k si et seulement si le
discriminant de P est un carré dans k si et seulement si Gal(P | k) est contenu dans A4.

Or si Q n’a qu’une seule racine dans k alors le groupe de Galois d’ordre 8 ou cyclique d’ordre 4 et donc n’a
aucune chance d’être contenu dans A4 puisque 8 ∤ 12 et que A4 ne contient pas d’élément d’ordre 4 (puisque
ce serait un 4-cycle).

Exercice 4 Sous-corps de Q( 15
√

2, j)Q( 15
√

2, j)Q( 15
√

2, j).

a) Le polynôme X15 − 2 ∈ Q[X] annule 15
√

2. Montrons qu’il est irréductible sur Q. Le polynôme X15 − 2 est
unitaire et à coefficients entiers. Tous ses coefficients sauf celui de plus haut degré est divisible par 2 et le
coefficient constant n’est pas divisible par 4 = 22. Le critère d’Eisenstein pour p = 2 s’applique et montre
l’irréductibilité sur Q de X15 − 2. Ainsi X15 − 2 est le polynôme minimal de x sur Q.

On a j2 + j + 1 = 0 donc X2 + X + 1 ∈ Q[X] annule j. Comme j /∈ Q. Le polynôme minimal de j n’est pas
de degré 1. Ainsi le polynôme minimal de j est X2 + X + 1.

b) On a [L : Q] = [L : Q(x)][Q(x) : Q]. Comme 15
√

2 ∈ R, on a Q(x) ⊂ R et j /∈ R. On a donc j /∈ Q(x). On
en déduit que [L : Q(x)] > 2. Comme X2 + X + 1 ∈ Q(x) est un polynôme annulateur de j sur Q(x), on en
déduit que [L : Q(x)] 6 2. Ainsi [L : Q(x)] = 2. On a donc [L : Q] = 2 · 15 = 30.

c) Q(j) est l’unique sous-corps de L car 4 ∤ 30. En effet, si K est un sous-corps de L de degré 2 sur Q. Si
j ∈ K alors Q(j) ⊂ K et par raison de dimension Q(j) = K. Si j /∈ K alors j est de degré 2 sur K donc
[K(j) : Q] = [K(j) : K][K : Q] = 4. Comme K(j) ⊂ L, on a [L : Q] = 30 = [L : K(j)][K(j) : Q] et donc 4 | 30.
Ainsi j ∈ K et donc K = Q(j).

d) Soient K un corps et G un sous-groupe fini de Aut(K). Le lemme d’Artin montre que l’extension KG ⊂ K
est galoisienne de dimension |G| et de groupe de galois G. Or |Aut(L)| = |Gal(L | Q)| 6 [L : Q] est fini,
l’extension LAut(L) est donc galoisienne de groupe Aut(L) de dimension |Aut(L)|.

e) Comme ζ 6= 1, on a 1 + ζ + ζ2 + ζ3 + ζ4 = (ζ5 − 1)/(ζ − 1) = 0. Ainsi P = 1 + X + X2 + X3 + X4 est un
polynôme annulateur de ζ. On a P = (X5 − 1)/(X − 1) et donc

P(X + 1) =
(X + 1)5 − 1

(X + 1) − 1
=

1 + C1
5X + C2

5X
2 + C3

5X
3 + C4

5X
4 + X5 − 1

X
= 5 + C2

5X + C3
5X

2 + 5X3 + X4 .

Ainsi P(X + 1) ∈ Z[X] est unitaire, a tous ses coefficients divisibles par 5 sauf celui de plus haut degré
(C2

5 = C3
5 = 10) et son coefficient de plus bas degré n’est pas divisible par 52 = 25. Ainsi, grâce au critère

d’Eisenstein appliqué à p = 5, P(X + 1) est irréductible sur Q. En composant avec l’automorphisme de Q[X]
donné par X 7→ X − 1, on obtient que P est irréductible. Ainsi P est le polynôme minimal de ζ.

f) D’après la question précédente, on a [Q(ζ) : Q] = 4. Si ζ ∈ L alors

30 = [L : Q] = [L : Q(ζ)][Q(ζ) : Q] = 4[L : Q(ζ)]

ce qui est absurde.



g) Soit σ ∈ Aut(L). Comme j est racine de X2 + X + 1 ∈ Q[X] alors σ(j) est racine de X2 + X + 1 donc
σ(j) ∈

{
j, j2

}
. De même, σ(j2) ∈

{
j, j2

}
. Par injectivité de σ, on en déduit que σ(

{
j, j2

}
) =

{
j, j2

}
.

L’image σ(x) de x par σ est une racine de X15 − 2 contenue dans L. Or les racines de X15 − 2 sont

rac =
{
x, ζx, ζ2x, ζ3x, ζ4x, jx, jζx, jζ2x, jζ3x, jζ4x, j2x, j2ζx, j2ζ2x, j2ζ3x, j2ζ4x

}
.

Comme ζ /∈ L (ni ζ2, ζ3, ζ4 puisque ce sont aussi des racines 5e primitive de l’unité) alors que j, x ∈ L, on en
déduit que σ(x) ∈ rac ∩ L =

{
x, jx, j2x

}
. De même, σ(jx) ∈

{
x, jx, j2x

}
et σ(j2x) ∈

{
x, jx, j2x

}
. Encore

par injectivité de σ, on obtient σ(
{
x, jx, j2x

}
) =

{
x, jx, j2x

}
.

Ainsi σ(
{
j, j2, x, jx, j2x

}
) =

{
j, j2, x, jx, j2x

}
.

h) On a construit dans la question précédente une application

∆:





Aut(L) −→ S{x,jx,j2x}

σ 7−→ σ
{x,jx,j2x}

Comme la restriction commute avec la composition, on en déduit que ∆ est un morphisme de groupes. Enfin,
comme L = Q(x, jx) puisque jx ∈ L et j = jx/x ∈ Q(x, jx), la famille (x, jx) et donc (x, jx, j2x) est
génératrice de L. Ainsi ∆ est injective.

On en déduit que Aut(L) est un sous-groupe de S3 et donc |Aut(L)| ∈ {1, 2, 3, 6}. On va maintenant
construire des automorphismes de L pour pouvoir obtenir le cardinal de Aut(L).

L’extension Q(x) ⊂ Q(x, j) est monogène engendrée par j. Ainsi |AutQ(x)(Q(x, j))| est le nombre de racines
du polynôme minimal de j sur Q(x) contenue dans Q(x, j). On a vu (question b) que ce polynôme minimal
est X2 + X + 1. On en déduit qu’il existe deux Q(x)-automorphismes de L. De plus, ils sont déterminés par
σ1(x) = x, σ1(j) = j et σ2(x) = x, σ2(j) = j2. Finalement σ1 = id et σ2(jx) = j2x et σ2(j

2x) = jx. Ainsi
∆(σ2) est la transposition (jx, j2x).

Par ailleurs, on a L = Q(jx, j) puisque jx, j ∈ L et x = jx/j, j ∈ Q(jx, j). De plus, [Q(jx) : Q] = 15
puisque (jx)15 − 2 = 0 et X15 − 2 est irréductible sur Q. Comme 2 ∤ 15, on en déduit que j /∈ Q(jx) et donc
j est de degré 2 sur Q(jx) et de polynôme minimal X2 + X + 1. Comme précédemment, on peut construire
deux Q(jx)-automorphismes de L. L’un est l’identité, l’autre vérifie σ3(jx) = jx et σ3(j) = j2. On a alors
σ3(x) = σ3(j

2jx) = jjx = j2x et σ3(j
2x) = x. Ainsi ∆(σ3) est la transposition (x, j2x).

Finalement l’image de ∆ contient deux transpositions distinctes et donc contient aussi le groupe engendré
par ces deux transpositions c’est-à-dire S{x,jx,j2x}. Ainsi |Aut(L)| = 6 et Aut(L) ≃ S3.

Enfin, d’après la question précédente, on peut définir une application

Ψ:

{
Aut(L) −→

{
j, j2

}
×
{
x, jx, j2x

}

σ 7−→ (σ(j), σ(x)) .

Comme (j, x) engendre L, l’application Ψ est injective et donc bijective par cardinalité. On peut donc décrire
un automorphisme de L par les images de j et x.

i) Décrivons les permutations de
{
j, j2, x, jx, j2x

}
induites par σ ∈ Aut(L). D’après la question précédente, on

peut permuter comme on veut
{
x, jx, j2x

}
. On calcule alors l’image j par σ(j) = σ(jx)/σ(x) et σ(j2) = σ(j)2.

Ainsi on a les permutations
(
j j2 x jx j2x
j j2 x jx j2x

)
,

(
j j2 x jx j2x
j2 j x j2x jx

)
,

(
j j2 x jx j2x
j2 j j2x jx x

)
,

(
j j2 x jx j2x
j2 j jx x j2x

)
,

(
j j2 x jx j2x
j j2 jx j2x x

)
,

(
j j2 x jx j2x
j j2 j2x x jx

)
.

j) Les sous-groupes de S3 sont {id} , {id, (1, 2)} , {id, (1, 3)} , {id, (2, 3)} ,A3 = {id, (1, 2, 3), (1, 3, 2)} et S3. Ici,
par l’identification de S3 avec les permutations de l’ensemble

{
x, jx, j2x

}
, on obtient les sous-groupes {id},

G1 = {id, σ1} avec σ1(x) = jx et σ1(j) = j2, G2 = {id, σ2}, G3 = {id, σ3}, G =
{
id, σ, σ2

}
avec σ(x) = jx et

σ(j) = j et Aut(L).

k) Pour σ ∈ Aut(L), on a σ(x) = jℓx avec ℓ ∈ {0, 1, 2} et donc σ(x3) = j3ℓx3 = x3. Ainsi x3 ∈ LAut(L) et
donc Q(x3) ⊂ Aut(L). De plus, d’après les questions d et h, on a [L : LAut(L)] = |Aut(L)| = 6 et donc
[LAut(L) : Q] = 5. Comme (x3)5 − 2 = 0, X5 − 2 est un polynôme annulateur de x3 sur Q qui est irréductible
sur Q (en utilisant le critère d’Eisenstein pour p = 2). Donc X5 − 2 est le polynôme minimal de x3 et
[Q(x3) : Q] = 5. On obtient donc LAut(L) = Q(x3).



l) À la question précédente, on a vu que le polynôme minimal de x3 est X5 − 2 et que [Q(x3) : Q] = 5.

m) L’extension k ⊂ L est galoisienne. Les sous-corps de L contenant k sont donnés par le théorème de corres-
pondance galoisienne. Ils sont au nombre de 6 et de la forme LH où H est un sous-groupe de Aut(L). On
a Lid = L, LAut(L) = k. La description de la question i montre que Q(j2x) ⊂ LG1 . D’après le théorème de
correspondance de Galois, [L : LG1 ] = |G1| = 2. Ainsi [LG1 : Q] = 15. Comme (j2x)15 − 2 = 0 et X15 − 2 est
irréductible sur Q, on obtient LG1 = Q(j2x).

De même, LG2 = Q(x) est de degré 15 sur Q et LG3 = Q(jx) est de degré 15 sur Q.
Enfin, on a LG est de degré 30/|G| = 10 sur Q. De plus, la description de la question i montre que j ∈ LG.

Ainsi Q(x3, j) ⊂ LG. Or Q(x3) ⊂ R et j /∈ R. Donc j est de degré 2 sur Q(x3) et Q(x3, j) est de degré 10 sur
Q. Ainsi LG = Q(x3, j).

Finalement les sous-corps de L contenant Q(x3) sont Q(x3), Q(x3, j), Q(x),Q(jx),Q(j2x) et L.

n) Soit Q ⊂ K ⊂ Q(x3). On a [K : Q] | [Q(x3) : Q] = 5. Ainsi [K : Q] ∈ {1, 5} et K = Q(x3) ou K = Q.

o) On a [L : E(x3)][E(x3) : E][E : Q] = 30. Ainsi [E(x3) : E] | 30. Par ailleurs, X5−2 est un polynôme annulateur
de x3 sur E. On en déduit que [E(x3) : E] 6 5 et donc [E(x3) : E] ∈ {1, 2, 3, 5}. Si [E(x3) : E] = 1 alors x3 ∈ E
et donc k = Q(x3) ⊂ E ce qui n’est pas le cas. Ainsi [E(x3) : E] ∈ {2, 3, 5}.

p) On suppose que deg P 6= 5. Comme deg P = [E(x3) : E] ∈ {2, 3, 5}, on en déduit que P est de degré 2 ou 3.
Comme X5 − 2 annule x3, on a P | X5 − 2. Les racines de P sont donc des éléments de

{
x3, ζx3, ζ2x3, ζ3x3, ζ4x3

}
.

Si deg P = 2 alors la deuxième racine de P est de la forme ζℓx3 avec ℓ ∈ {1, 2, 3, 4} et appartient à E(x3). On
en déduit que ζℓ ∈ L et que ζℓ est une racine 5e primitive de l’unité ce qui est absurde d’après la question f.

Si deg P = 3 alors P = (X − x3)(X − ζix3)(X − ζjx3) ∈ E[X] avec i, j ∈ {1, 2, 3, 4} et i 6= j. Ainsi, en
regardant le terme constant, on obtient ζi+jx9 ∈ E. En élevant au carré et en utilisant x15 = 2, on obtient
2ζ2(i+j)x3 ∈ E. Comme x3 ∈ L, on en déduit que ζ2(i+j) ∈ L avec 4 6 2(i+ j) 6 16. La question f montre
alors que 2(i+ j) est un multiple de 5. Ainsi 2(i+ j) = 10 et donc 2x3 ∈ E. On obtient ainsi une contradiction
avec le fait que E ne contienne pas Q(x3).

Finalement deg P = 5.

q) On a deg P = 5 = [E(x3) : E] et donc P = X5 − 2 (puisque X5 − 2 ∈ E[X] et annule x3).

r) On a [L : Q] = [L : E(x3)][E(x3) : E][E : Q]. Ainsi [L : E(x3)][E : Q] = 30/5 = 6. Donc [E : Q] ∈ {1, 2, 3, 6}.
Comme E 6= Q, on a [E : Q] ∈ {2, 3, 6}.

s) On a [E(x3) : Q] = [E(x3) : E][E : Q] = 5 · 6 = 30 = [L : Q]. Ainsi L = E(x3).

t) Si j /∈ E alors j est de degré 2 sur E et donc [E(j) : Q] = 6 · 2 = 12 | [L : Q] = 30 ce qui est absurde. On en
déduit que j ∈ E. Supposons que x5 /∈ E. Comme X3 − 2 ∈ E[X] annule x5. On en déduit que x5 est de degré
1, 2 ou 3 sur E. Si x5 est de degré 2 ou 3 alors E(x5) est de degré 12 ou 18 sur Q et [E(x5) : Q] | [L : Q] = 30
ce qui est absurde. On en déduit que x5 ∈ E.

Finalement Q(x5, j) ⊂ E. Par ailleurs, le polynôme X3−2 est irréductible sur Q (par Eisenstein) et annule
x5. Ainsi [Q(x5) : Q] = 3. De plus, j /∈ Q(x5) ⊂ R. On en déduit que

[Q(x5, j) : Q] = [Q(x5, j) : Q(x5)][Q(x5) : Q] = 2 · 3 = 6

et donc E = Q(x5, j).

u) L’extension Q ⊂ Q(x5, j) est séparable car on est en caractéristique nulle. De plus Q(x5, j) = Q(x5, jx5, j2x5)
est le corps de décomposition sur Q de X3 − 2 ∈ Q[X]. L’extension est donc normale. Ainsi Q ⊂ Q(x5, j)
est galoisienne. Comme X3 − 2 est irréductible sur Q (par le critère d’Eisenstein), Gal(Q(x5, j) | Q) agit
transitivement sur les racines de X3 − 2. Ainsi |Gal(Q(x5, j) | Q)| est divisible par 3 et est un sous-groupe
du groupe des permutations de

{
x5, jx5, j2x5

}
. Ainsi Gal(Q(x5, j) | Q) ≃ A3 ou Gal(Q(x5, j) | Q) ≃ S3. On

calcule alors le discriminant D de X3 − 2 :

D = [(x5 − jx5)(x5 − j2x5)(jx5 − j2x5)]2 = x309(j − j2)2 = 36j2(1 − 2j + j2) = 36(−3) .

Comme D n’est pas un carré dans Q (puisque D < 0), on obtient Gal(Q(x5, j) | Q) n’est pas contenu dans A3

et donc Gal(Q(x5, j) | Q) ≃ S3. L’isomorphisme étant réalisé comme groupe de permutation de l’ensemble{
x5, jx5, j2x5

}
.

v) Comme S3 a 6 sous-groupes (voir la question j) dont trois d’ordre 2 et un d’ordre 3, on en déduit que
Q(x5, j) a 6 sous-corps dont trois de degré 2 = 6/3 sur Q et un de degré 3 = 6/2 sur Q. Or Q(j) est
une extension de degré 2 de Q contenu dans Q(x5, j). Comme X3 − 2 est irréductible de degré 3 sur Q et
que ses racines sont

{
x5, jx5, j2x5

}
, les corps Q(x5), Q(jx5) et Q(j2x5) sont des corps de degré 3 sur Q



contenus dans Q(j, x5). De plus, ils sont distincts car si Q(jax5) = Q(jbx5) avec a, b ∈ {0, 1, 2} et a 6= b alors
ja−b = (jax5)/(jbx5) ∈ Q(jax5) = Q(jbx5) avec a− b ∈ {−2,−1, 1, 2}. Ainsi Q(jax5) = Q(jbx5) = Q(j, x5)
ce qui est absurde par raison de dimension. On a donc bien trouvé les trois sous-corps de degré 3 sur Q de
Q(x5, j).

Finalement les sous-corps de Q(x5, j) sont Q,Q(j),Q(x5),Q(jx5),Q(j2x5),Q(j, x5).

w) Si [E : Q] = 2 alors E = Q(j) d’après la question c.
Donnons une autre démonstration plus longue mais utilisant la question précédente (c’est-à-dire la des-

cription des sous-corps de Q(x5, j)). Comme [E : Q] = 2, on a x5 /∈ E puisque x5 est de degré 3 sur Q. On en
déduit que [E(x5) : E] ∈ {2, 3}. Si [E(x5) : E] = 2, on obtient que [E(x5) : Q] = 4 et [E(x5) : Q] | [L : Q] = 30
ce qui est absurde. Ainsi [E(x5) : E] = 6 et donc ne peut contenir x3 (puisque les extensions contenant x3

sont de degré 5, 10, 15, 30 sur Q). La question t montre que E(x5) = Q(x5, j). Ainsi E est une extension de
degré 2 contenu dans Q(x5, j) et donc d’après la question v c’est Q(j).

x) Si [E : Q] = 3 alors j /∈ E puisque j est de degré 2 sur Q et 2 ∤ 3. Ainsi [E(j) : Q] = 6 et E(j) ne contient pas
x3 (les extensions contenant x3 sont de degré 5, 10, 15 et 30). Ainsi d’après la question t, E(j) = Q(x5, j) et
donc E est une extension de degré 3 contenue dans Q(x5, j). Finalement E = Q(x5),Q(jx5) ou Q(j2x5).

Donnons une autre démonstration suivant les indications de l’énoncé. Si [E : Q] = 3 alors E(x3) est une
extension de degré 15 de Q contenant k = Q(x3). La question m montre que E(x3) = Q(tx) avec t ∈

{
1, j, j2

}
.

On en déduit que t5x5 = t2x5 ∈ E(x3). Par ailleurs, X3 − 2 est un polynôme irréductible sur Q (par le critère
d’Eisenstein appliqué à p = 2) et annule t2x5. Ainsi t2x5 est de degré 3 sur Q et donc de degré inférieur ou
égal à 3 sur E.

Si t2x5 /∈ E alors on a t2x5 est de degré 2 ou 3 sur E. On a alors

15 = [E(x3) : Q] = [Q(tx) : Q] = [Q(tx) : E(t2x5)][E(t2x5) : E][E : Q].

Comme [E(t2x5) : E] ∈ {2, 3} et [E : Q] = 3, on en déduit que 6 ou 9 divise 15 ce qui est absurde. Ainsi
t2x5 ∈ E et est de degré 3 sur Q. Ainsi E = Q(t2x5).

y) 30 L = Q(x, j)
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1 Q

Tous les corps sont représentés. Il s’agit de vérifier que toutes les inclusions le sont aussi. Celles des extensions
Q ⊂ Q(x5, j) et Q(x3) ⊂ L sont données par la correspondance de Galois et sont bien représentées. Ils s’agit
de vérifier les liens entre les deux. La question n donne les sous-corps de Q(x3). Un sous-corps de Q(x3, j) est
de degré 1, 2 ou 5 sur Q. Comme Q(x3) est le seul sous-corps de degré 5 sur Q de L et Q(j) le seul sous-corps
de Q degré 2. On a bien décrit les sous-corps de Q(x3, j). Regardons maintenant les sous-corps de Q(x) qui
est de degré 15 sur Q. Ils sont de degré 1, 3 ou 5 sur Q. Pour le degré 5, on a Q(x3) qui est bien un sous-corps
de Q(x). Pour le degré 3, on a Q(x5). Pourrait-on avoir Q(jx5) ou Q(j2x5) contenu dans Q(x). On aurait



alors j = (jx5)/x5 ∈ Q(x) ou j2 ∈ Q(x) et donc L = Q(x) ce qui est absurde. De même, on montre que
Q(jx) a un unique sous-corps de degré 3 sur Q qui est Q(j2x5) et que l’unique sous-corps de degré 3 sur Q
de Q(j2x) est Q(jx5).

z) Il s’agit de trouver un générateur pour les corps Q(j, x5), Q(j, x3) et Q(j, x). On utilise pour cela le résultat
suivant.

Soient K ⊂ K′ une extension de corps et α, β ∈ K′ algébriques sur K. On suppose que β est séparable
sur K. On note β = β1, . . . , βn les conjugués de β et α = α1, . . . , αm les conjugués de α dans une clôture
algébrique de K′. On considère c ∈ K tel que

c /∈
{
α− αj
βi − β

, i ∈ [[ 2 , n ]], j ∈ [[ 1 , m ]]

}
∩ K = {0} ∪

({
α− αj
βi − β

, i ∈ [[ 2 , n ]], j ∈ [[ 2 , m ]]

}
∩ K

)
.

On a alors K(α, β) = K(α+ cβ).
Remarque. On ne se pose pas ici la question de l’existence d’un tel c qui est claire si K est infini.
Dans notre cas, comme on est en caractéristique nulle x et j sont séparables sur Q. On peut choisir de

chercher un élément générateur sous la forme x+ cj ou j+ cx. Optons pour la première forme. Les conjugués
de x sont les ζx où ζ appartient à U15 l’ensemble des racines quinzièmes de l’unité. Les conjugués de j sont
j et j2. On cherche donc

c /∈ {0} ∪
({

x− ζx

j2 − j
, ζ ∈ U15 r {1}

}
∩Q

)
.

Or, pour ζ = exp(2ikπ/15) avec k ∈ [[ 1 , 14 ]], on a

x− ζx

j2 − j
= x

1 − exp(2ikπ/15)

−2i sin(2π/3)
= x exp(ikπ/15)

exp(−ikπ/15)− exp(ikπ/15)

−2i sin(2π/3)
= x exp(ikπ/15)

sinkπ/15

sin 2π/3
/∈ R .

Finalement, n’importe quel c ∈ Qr{0} convient. En particulier, pour c = 1, on obtientQ(x+j) = Q(x, j) = L.
Comme les conjugués de x3 sont les ζx3 où ζ ∈ U5 l’ensemble des racines cinquièmes de l’unité, on obtient

par un calcul similaire au précédent que Q(x3 + j) = Q(x3, j). Enfin comme les conjugués de x5 sont les ζx5

où ζ ∈ U3 l’ensemble des racines cubique de l’unité, on obtient que Q(x5 + j) = Q(x5, j).
Montrons à présent le résultat. Il est clair que K(α + cβ) ⊂ K(α, β). De plus, si β ∈ K(α + cβ) alors

α = (α+cβ)−cβ ∈ K(α+cβ) et donc K(α, β) ⊂ K(α+cβ). Finalement, il reste à montrer que β ∈ K(α+cβ)
ou encore que le polynôme minimal πβ de β sur K(α+ cβ) est de degré 1.

On note πα,K le polynôme minimal de α sur K et πβ,K celui de β sur K. Or β est séparable sur K, donc

πβ,K =
n∏
i=1

(X − βi) .

Ainsi, comme πβ | πβ,K, il existe I ⊂ [[ 1 , n ]] contenant 1 telle que

πβ =
∏
i∈I

(X − βi) .

Pour obtenir d’autres informations sur πβ , on cherche un polynôme appartenant à K(α + cβ)[X] dont β est
racine. πα,K((α+ cβ)− cX) convient et est donc un multiple de πβ . Toutes les racines de πβ sont donc racines
de πα,K((α + cβ) − cX). En particulier si {1}  I, il existe j > 2 tel que πα,K((α + cβ) − cβj) = 0. Ainsi
(α+ cβ) − cβj est l’un des conjugués de α sur K et donc il existe i ∈ [[ 1 , m ]] tel que α+ cβ = αi + cβj . On
contredit ainsi l’hypothèse sur c.

aa) La famille (1, x, . . . , x14) est une Q-base de Q(x). De plus (1, j) est une Q(x)-base de L = Q(x, j) puisque
j /∈ Q(x). Ainsi, d’après le théorème de la base télescopique, (1, x, . . . , x14, j, jx, . . . , jx14) est une Q-base de
L. La matrice de la multiplication par x ∈ L dans cette base est constituée de deux blocs compagnons du
polynôme X15 − 2. Comme X15 − 2 | X15 − 2, on peut ainsi lire les invariants de similitude sur cette matrice :
il s’agit de (X15 − 2,X15 − 2).

En généralisant ce qui précède, on montre facilement que si k ⊂ L est une extension de corps et x ∈ L alors
les invariants de similitude de la multiplication par x (en tant que k-endomorphisme de L) sont (πx, . . . , πx)
où πx est le polynôme minimal de x et où le nombre de πx est [L : Q(x)].

Exercice 5 Bases de réseaux d’un espace vectoriel euclidien.

a) Γ est un groupe abélien de type fini. Le théorème de classification des Z-modules de type fini (c’est-à-dire
des groupes abéliens de type fini) assure qu’il suffit de montrer que Γ est sans torsion pour montrer qu’il est
libre. Considérons donc x ∈ Γ r {0} et n ∈ Z tel que nx = 0. L’égalité nx = 0 est vrai dans le k-espace
vectoriel V contenant Γ, on a donc n = 0 puisque x 6= 0. Ainsi x n’est pas de torsion et Γtors = {0}.



b) Si X ∈ GLn(Z) alors il existe Y ∈ Mn(Z) tel que XY = YX = In. On a donc detX ∈ Z et detY ∈ Z et
det XdetY = detY detX = det In = 1. Ainsi detX est inversible dans Z c’est-à-dire detX ∈ {−1, 1}.

Réciproquement si detX ∈ {−1, 1} et X ∈ Mn(Z). La comatrice Com(X) de X est à coefficient dans Z. De
plus X est inversible dans Mn(Q) et son inverse est det(X)−1 tCom(X) = det(X) tCom(X) ∈ Mn(Z). Ainsi en
posant Y = det(X)−1 tCom(X), on obtient que XY = YX = In avec Y ∈ Mn(Z). Finalement X ∈ GLn(Z).

c) Soient B = (e1, . . . , et) une Z-base de Γ et C = (f1, . . . , fs) une base du groupe abélien libre Γ. Il s’agit
de démontrer que C est une famille libre de V c’est-à-dire que l’espace vectoriel engendré par les fi est de
dimension s.

Comme B et C sont des bases du groupe abélien Γ, on a s = t = rgZ(Γ). Il s’agit donc de montrer que
l’espace vectoriel engendré par les fi est de dimension t.

Comme B est une base du groupe abélien Γ, on peut écrire

∀ j ∈ [[ 1 , t ]], fj =
t∑

j=1

aijei avec aij ∈ Z.

Ainsi fj ∈ vect (e1, . . . , et). L’espace vectoriel engendré par les fj est donc contenu dans vect (e1, . . . , et). Il
est donc de dimension t si et seulement s’il est égal à vect (e1, . . . , et).

Comme ei ∈ Γ et que C est une base du groupe abélien Γ, on peut écrire,

∀ j ∈ [[ 1 , t ]], ej =
t∑
i=1

aijfi avec aij ∈ Z

En particulier, on a ej ∈ vect (f1, . . . , ft) pour tout j ∈ [[ 1 , t ]] et donc vect (e1, . . . , et) ⊂ vect (f1, . . . , ft).
Finalement vect (f1, . . . , ft) est bien de dimension t.

d) (i) ⇒ (ii). On considère Λ′ tel que Λ′ ⊕ Λ = Γ. La restriction à Λ′ de la surjection canonique π : Γ→Γ/Λ
réalise un isomorphisme entre Γ′ et Γ/Λ. En effet π(Λ′) = π(Λ′ + Λ) = π(Γ) = Γ/Λ et le noyau de la
restriction de π est Λ′ ∩ Kerπ = Λ′ ∩ Λ = {0}. Ainsi Λ′ ≃ Γ/Λ. Comme Λ′ est un sous-module d’un module
libre de type fini, Λ′ est libre et donc Λ/Γ aussi.
(ii) ⇒ (iii) est toujours vrai. Un module libre sur un anneau intègre n’a jamais d’éléments de torsion (autre
que 0).
(iii) ⇒ (ii). Γ/Λ est un quotient d’un Z-module de type fini, c’est donc un Z-module de type fini puisque
l’image par π d’une famille génératrice de Γ est une famille génératrice de Γ/Λ. Comme Z est un anneau
principal, un Z-module de type fini sans torsion est libre.
(iii) ⇒ (iv). Par définition des facteurs invariants de Λ, il existe une base B = (e1, . . . , en) du groupe
abélien Γ tel que (a1e1, . . . , ases) soit une base du groupe abélien Λ. En écrivant

Γ = Ze1 ⊕ · · · ⊕ Zen et Λ = Za1e1 ⊕ · · · ⊕ Zases .

On obtient Γ/Λ ≃ Z/a1Z⊕ · · · ⊕ Z/asZ⊕ Zn−s .

Or, par définition des facteurs invariants, on a ai 6= 0. On obtient donc (Γ/Λ)tors = Z/a1Z⊕ · · · ⊕Z/asZ qui
est de cardinal a1 · · · as. Comme Γ/Λ est sans torsion, on obtient que |(Γ/Λ)tors| = 1. Ainsi a1 · · ·as = 1 et
donc ai = 1 pour tout i ∈ [[ 1 , s ]].
(iv) ⇒ (i). Par définition des facteurs invariants de Λ, il existe une base B = (e1, . . . , en) du groupe abélien
Γ tel que (e1, . . . , es) soit une base du groupe abélien Λ. En posant Λ′ = 〈es+1, . . . , en〉Z−mod.. On obtient
que Γ = Λ ⊕ Λ′.

e) (iii) ⇒ (ii). On a Λ ⊂ Γ et Λ ⊂ vect Q(Λ). Donc Λ ⊂ Γ ∩ vect Q(Λ). Par ailleurs, vect Q(Λ) ⊂ vect k(Λ) et
donc Γ ∩ vect Q(Λ) ⊂ Γ ∩ vect k(Λ) = Γ. On a bien l’égalité souhaitée.
(ii) ⇒ (i). On reprend les notations de la question précédente : on note (a1, . . . , as) les facteurs invariants
de Λ par rapport à Γ. Soit B = (e1, . . . , en) une base adaptée à Λ. La famille (a1e1, . . . , ases) est donc une
base Λ.

Pour i ∈ [[ 1 , s ]], on a ei = ai
−1aiei ∈ Γ ∩ vect Q(Λ) = Λ. Ainsi, on peut écrire

ei =
s∑
j=1

njajej avec nj ∈ Z .

Comme la famille (e1, . . . , en) est une base du groupe abélien Γ, on obtient que niai = 1 et donc ai est
inversible dans Z. Ainsi ai = 1 et d’après la question précédente, Λ est facteur direct dans Γ.



(i) ⇒ (iii). On a Λ ⊂ Γ et Λ ⊂ vect k(Λ). Donc Λ ⊂ Γ ∩ vect k(Λ). On reprend les notations de (ii) ⇒ (i).
Comme les éléments de Λ sont les combinaisons linéaires à coefficients entiers des aiei et que ai 6= 0, on
obtient que ei ∈ vect k(Λ) et Λ ⊂ vect k(e1, . . . , es). On a donc vect k(Λ) = vect k(e1, . . . , es).

Un élément x ∈ vect k(Λ) ∩ Γ s’écrit donc

x =
s∑
i=1

λiei =
n∑
i=1

niei avec λi ∈ k, ni ∈ Z.

Comme (e1, . . . , en) est une base du réseau Γ, la question c montre que (e1, . . . , en) est une famille libre de
V. Ainsi, on a ni = 0 pour i > s et ni = λi pour i ∈ [[ 1 , s ]].

Enfin, comme Λ est facteur direct de Γ, la question précédente montre que a1 = · · · = as = 1 et donc
ei ∈ Λ pour tout i ∈ [[ 1 , s ]]. Ainsi

x =
s∑
i=1

niei ∈ Λ .

f) Γ ∩F est un sous-groupe de Γ. C’est donc un sous-groupe d’un groupe abélien libre de type fini. Ainsi Γ∩F
est un groupe abélien libre de type fini.

Comme Γ est un groupe abélien de type fini, p(Γ) est un groupe abélien de type fini (engendré par les
images par p d’une famille génératrice finie de Γ). De plus, p(Γ) est contenu dans W. La question a montre
que p(Γ) est libre.

g) Considérons une base B adaptée au sous-groupe Γ ∩ F de Γ. Ainsi B = (e1, . . . , en) est une base du groupe
abélien Γ et il existe donc (a1, . . . , as) ∈ (N×)s tel que (a1e1, . . . , ases) soit une base de Γ ∩ F.

Par ailleurs, l’application p : Γ 7→ p(Γ) est surjective et de noyau Γ ∩ Ker p = Γ ∩ F. Ainsi p induit un
isomorphisme entre Γ/Γ∩F et p(Γ). La question précédente montre que p(Γ) est libre. Ainsi Γ/Γ∩F est libre
et la question d montre que a1 = · · · = as = 1. Finalement (e1, . . . , es) est une base de Γ∩ F. En particulier,
ei ∈ F.

Montrons que la famille (p(es+1), . . . , p(en)) est une base de p(Γ). La famille (e1, . . . , en) est génératrice de Γ
donc la famille (p(e1), . . . , p(en)) est génératrice de p(Γ). Or p(ei) = 0 pour i ∈ [[ 1 , s ]] puisque ei ∈ F = Ker p.
Ainsi (p(es+1), . . . p(en)) est génératrice de p(Γ).

Montrons la Z-liberté de (p(es+1), . . . , p(en)).
Première méthode : à la main. Soient ni ∈ Z tels que

n∑
i=s+1

nip(ei) = 0

On a donc x =
n∑

i=s+1

niei ∈ F

Comme les ei forment une base du groupe abélien Γ, on a x ∈ Γ. Ainsi x ∈ Γ ∩ F et s’écrit comme une
combinaison linéaire à coefficients entiers des ei pour i ∈ [[ 1 , s ]]. Comme (e1, . . . , en) forme une base du
groupe abélien Γ, on obtient que x = 0 et ni = 0 pour tout i > s+ 1.

Deuxième méthode : plus abstraite. Comme Γ ∩ F est facteur direct de Γ (puisque a1 = · · · = as = 1),
Γ/Γ∩F est un module libre de rang rg (Γ)− rg (F∩Γ) = n−s. Or p(Γ) est un groupe abélien libre isomorphe
à Γ/Γ ∩ F. Ainsi p(Γ) est un groupe libre de rang n − s. La famille génératrice (p(es+1), . . . , p(en)) a pour
cardinal n− s, c’est donc une base de p(Γ).

Attention, on utilise le résultat suivant : soient M un module libre de rang n sur un anneau commutatif
A (on n’a même pas besoin de le supposer principal ou intègre) et (f1, . . . , fn) une famille génératrice de M
alors (f1, . . . , fn) est une base de M.

Attention, le résultat correspondant pour les familles libres est faux, comme le montre l’exemple suivant.
L’élément 2 ∈ Z est une famille libre du Z-module Z qui est libre de rang 1 mais n’est pas une base puisque
les bases de Z sont {1} et {−1}.

Montrons le résultat annoncé. On considère (e1, . . . , en) une base de M. En écrivant les fi en fonction des
ej , on construit une matrice (carré car la famille génératrice a pour cardinal le rang de M) U ∈ Mn(A). De
même, en écrivant les ei en fonction des fj (ce qu’on peut faire puisque la famille (f1, . . . , fn) est génératrice),
on obtient V ∈ Mn(A). Comme la famille (e1, . . . , en) est libre, on obtient UV = In. Ainsi detU ∈ A× et U
est inversible (voir la question b en remplaçant Z par A) et la famille (f1, . . . , fn) est une base.



h) On remarque que pour les deux questions qui précèdent, on n’a pas utilisé la surjectivité de p ni le fait que
Γ était un réseau ou un sous-réseau de V juste le fait que Γ est libre de type fini. On note r la dimension de
F. Comme p est surjective, on a dimW = dim V − r.

On applique la question g à Γ. Comme Γ est un réseau de V, on a n = dimV et (e1, . . . , en) est une base
de V d’après la question c.

(iii) ⇔ (iv). Comme rg (p(Γ)) = n − s et dimk W = n − r, la condition (iii) s’écrit n − s 6 n − r
c’est-à-dire r 6 s. Comme rg (Γ ∩ F) = s et dimk F = r, la condition (iv) s’écrit s > r.

On a évidemment (v) ⇒ (iii) et (vi) ⇒ (iv).
D’après la question c et la question g, on a p(Γ) est un réseau si et seulement si (p(es+1), . . . , p(en)) est

une base de W ce qui implique n− s = dimk W et donc (i) ⇒ (v).
D’après la question c et la question g, on a Γ ∩ F est un réseau si et seulement si (e1, . . . , es) est une base

de F ce qui implique s = dimk F et donc (ii) ⇒ (vi).
On suppose (iii). La famille (e1, . . . , en) est une k-base de V, donc la famille (p(e1), . . . , p(en)) est une

famille k-génératrice de p(V) = W. Comme p(ei) = 0 pour i ∈ [[ 1 , s ]], on en déduit que (p(es+1), . . . , p(en))
est une famille k-génératrice de W. On a donc n− s > dimk W = n− r. La condition (iii) donne alors r = s
et (p(es+1), . . . , p(en)) est une k-base de W. Ainsi, comme (p(es+1), . . . , p(en)) est aussi une Z-base de p(Γ),
p(Γ) est bien un réseau de W.

On suppose (iv). La famille (e1, . . . , en) est une k-base de V. Comme ei ∈ F pour i ∈ [[ 1 , s ]], la famille
(e1, . . . , es) est une famille k-libre de F. Ainsi rg (Γ ∩ F) = s 6 dimk F. Le point (iv) donne alors

rg (Γ ∩ F) = dimk(F) .

Ainsi la famille (e1, . . . , es) est une k-base de F. Comme (e1, . . . , es) est aussi une Z-base de Γ∩ F, Γ∩ F est
bien un réseau de F.

i) L’application p est surjective de noyau F = VectR(Λ). D’après la question précédente, il suffit de montrer
que rg (Λ) > dimk F. On considère une base du groupe abélien Λ. C’est une famille génératrice de l’espace
vectoriel F = VectR(Λ). On a donc bien rg (Λ) > dimk F et p(Γ) est un réseau de W.

j) On va montrer que W 6= 0. Comme Λ est facteur direct de Γ, la question d et le théorème de la base adaptée
montre qu’il existe une base (e1, . . . , en) de Γ telle que (e1, . . . , es) soit une base de Λ. Comme Λ 6= Γ, on a
s < n. Par ailleurs, Γ est un réseau de V et la question c montre que (e1, . . . , en) est une base de V. Ainsi
F = vect R(Λ) est de dimension au plus s et donc F 6= V. Ainsi W 6= 0. On en déduit qu’il existe x ∈ p(Γ)
tel que |x| = Minar(p(Γ)). Il existe donc v ∈ Γ tel que x = p(v). Comme |x| 6= 0, on a v /∈ Ker p = F et donc
v /∈ Λ ⊂ F. Ainsi v ∈ Γr Λ.

k) Si B est une base du groupe Λ, les questions h et i montrent que B est une R-base de F. Comme v /∈ F
puisque p(v) 6= 0. La famille (B, v) est R-libre et donc Z-libre et engendre (en tant que groupe) Λ+Zv. Ainsi
c’est une base du groupe abélien Λ + Zv qui est donc libre de rang rg (Λ) + 1.

l) Montrons que p(v) commence une base de p(Γ). Soit C = (e1, . . . , er) une base de p(Γ). On peut écrire

p(v) =
r∑
i=1

niei avec ni ∈ Z.

Soit d = pgcd (ni, 1 6 i 6 r). On a alors d = 1. En effet, si d > 1 alors p(v)/d ∈ p(Γ) et ‖p(v)/d‖ < ‖p(v)‖
ce qui contredit la construction de v.

Le théorème de classification des matrices à équivalence près sur l’anneau principal Z assure qu’il existe
P ∈ GLr(Z) tel que

P




n1

n2

...
nr


 =




1
0
...
0




On note alors P−1 = (qij)i,j . En posant, pour j ∈ [[ 1 , r ]],

fj =
r∑
i=1

qijei ,

on construit une base C de p(Γ) dont le premier vecteur est

r∑
i=1

qi1ei =
r∑
i=1

niei = p(v).



Ainsi, Zp(v) admet un supplémentaire dans p(Γ) et, d’après la question d, p(Γ)/Zp(v) est sans torsion.
L’application p : Γ→ p(Γ) est surjective de noyau Ker p ∩ Γ = vect R(Λ) ∩ Γ. Or, d’après la question e,

vect R(Λ) ∩ Γ = Λ. Ainsi p induit, par passage au quotient, un isomorphisme entre Γ/Λ et p(Γ) qui envoie
v + Λ sur p(v). Le sous-groupe de Γ/Λ correspondant à Zp(v) via l’isomorphisme donné par p est donc
Z(v + Λ) = (Zv + Λ)/Λ. On a donc

(Γ/Λ)/((Zv + Λ)/Λ) ≃ p(Γ)/Zp(v)

Ainsi (Γ/Λ)/((Zv + Λ)/Λ) est sans torsion. Les isomorphismes classiques montrent que

(Γ/Λ)/((Zv + Λ)/Λ) ≃ Γ/(Zv + Λ).

Ainsi Γ/(Zv + Λ) est sans torsion. La question d prouve que Zv + Λ est facteur direct dans Γ.

m) (i) On pose B = ∅.
(ii) Si |B| = dimV, donner B.

(iii) Sinon, on pose Λ = 〈B〉Gr, F = VectR(B) = VectR(Λ), W = F⊥ et p : V→W la projection orthogonale
parallèlement à F et on choisit v tel que p(v) = Minar(p(Γ)).

(iv) On pose B = B ∪ {v} et on revient en (ii).
Montrons que l’algorithme aboutit à la base souhaitée. On montre par récurrence sur j ∈ [[ 0 , n ]], qu’au

j + 1e passage dans la boucle, Λ est un facteur direct de Γ de rang j et B est une famille R-libre.
Au rang 0, Λ = {0} est bien facteur direct de Γ de rang 0 et B est R-libre. Supposons j < dimV et qu’au

(j + 1)e passage dans la boucle Λ est facteur direct de Γ de rang j. En particulier, Λ 6= Γ. Les questions j, k
et l s’appliquent et assurent que Λ +Zv = 〈B ∪ v〉Gr est libre de rang j + 1 et facteur direct de Γ. De plus, à
la question j, on a vu que v /∈ F et donc B ∪ {v} est libre. Au rang dimV, on obtient donc que Λ est facteur
direct de Γ de rang Γ. On peut donc écrire Λ ⊕ Λ′ = Γ avec rg (Λ′) = rg Γ − rg Λ et donc Λ′ = {0}. Ainsi
Λ = Γ. De plus, B est une famille génératrice de Γ qui est R-libre et donc Z-libre. Ainsi B est une base du
groupe abélien Γ.


