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Corrigé  Le lemme 1.7 du polycopié de Broué assure que si s et s’ commutent alors (H=H' et D = D’) ou
(D C H et D' C H).

Réciproquement, si H = H’ alors H est stable par (s, s’). Le théoréme de Maschke assure alors qu’il existe
une droite D; stable par (s, s’) supplémentaire de H. Comme D; "H = D; NH' = {0}, le lemme 1.6 montre que
D; =D = D'. On en déduit, grace au lemme 1.7, que s et ' commutent. Si D = D’ alors D est stable par (s, s).
Le théoréme de Maschke assure alors qu’il existe un hyperplan H; stable par (s, s’) supplémentaire de D. Le
lemme 1.6 montre alors que H = H; = H' et donc s et s commutent (lemme 1.7). Si D C H’ alors D est stable
par (s,s’). Le théoréme de Maschke assure alors qu'il existe un hyperplan H; stable par (s, s’) supplémentaire
de D. On a alors, grace au lemme 1.6, Hi = H et D’ € Hy. Ainsi D € H' et D’ € H. On en déduit avec le
lemme 1.7 que s et s’ commutent. Si D’ C H alors en échangeant s et s’ dans le raisonnement précédent, on
obtient le résultat souhaité.

Corrigé

a) Le groupe Gy est fini et H est un sous-Gy-module de G. Grace au théoréme de Maschke, il existe une droite D
stable par tous les éléments de Gy. Ainsi g € Gy induit par restriction un automorphisme g de D. Comme
les éléments de Gy agissent trivialement sur H, application g € Gy — ¢ € GL(D) est injective. De plus,
D est de dimension 1 donc I’application det réalise un isomorphisme de groupes entre GL(D) et C*. Ainsi
g € Gg — detg € C* est un morphisme de groupes injectif et Gy s’identifie & un sous-groupe fini de C* et
donc est cyclique. Comme les éléments de Gy agissent trivialement sur H, on a det g = det g, ce qui donne
le résultat souhaité.

Remarque. Si H ¢ 52 alors Gy = idy. Si H € 4 alors Gy contient une réflexion d’hyperplan H et donc

Gy # {idy}. De plus, les éléments de Gy distincts de I’élément neutre sont exactement les réflexions de G
d’hyperplan H.

b) Soient H,H' € O. Il existe g € G tel que H' = gH. On a alors gGpg~! C G et donc ey = |G| < |Gu/| = en.
En échangeant les roles de H et H', on obtient ey = ey-.

c) Soit § € . une réflexion d’hyperplan H. On note Hy (resp. D) 'hyperplan (resp. la droite) de s. Supposons
que s et 5 commutent. L’hyperplan sH est I’hyperplan de la réflexion sss~' = 5. Ainsi sH = H et l'orbite
de H est {H}. Si s et 5 ne commutent pas, montrons que le cardinal m de l'orbite de H est |(s)|. On a
bien sir m < [{s)| et s"H = H. Si m < |(s)| alors s™ est une réflexion d’hyperplan Hy et de droite Ds
qui laisse fixe H. Le lemme 1.6 montre alors que Dy C H ou H = H,. Ainsi, d’aprés 'exercice 1, s et 5
commutent ce qui contredit ’hypothése de départ. On obtient donc m = |(s)|. L’orbite de H sous (s) est
alors {H, sH,...,sl®I=1H}.

Remarque. Grace a exercice 1, le fait que s et s commutent s’interpréte géométriquement. Ainsi la condition
de commutation ne dépend pas du choix de s parmi les réflexions d’hyperplans H. De plus, comme s et s ne
commutent pas si et seulement si s et s*557F ne commutent pas et que s*H est 'hyperplan de s¥5s7%, on

en déduit que la condition de commutation sur les réflexions ne dépend pas du représentant de I'orbite de H

sous (s).

d)Pour hcHet d € D,ona s '(h) =het s~ '(d) = det™ ' (s)d. Ainsi
sapg(h) = ap(s7'h) = ag(h) =0 =det(s Hanu(h) et  sau(d) = au(s™'d) = det(s™)au(d).

et sa(h) = a(s™'h) = a(h) et sa(d) = a(s7td) = det(s71)a(d) = 0 = a(d) .

On en déduit que sag = det™'(s)ay et sa = a.

e) On note H (resp. D) 'hyperplan (resp. la droite) de s. L’ensemble O est une orbite d’hyperplans sous G.
Ainsi le sous-groupe de G engendré par s agit sur O. On note alors V = O/(s) I'ensemble des orbites des
élements de O sous l'action de s et (H,),ecp une famille de représentants des orbites de O sous s. Pour v € V,
on choisit sy, une réflexion d’hyperplan H,. On désigne alors par

Vi={veV, su,s#ssu,rt, Vo={veV, DcCH,} et Vs={veV, H=H,}.



D’aprés le lemme 1.7 et 'exercice 1, les ensembles Vi, Vs et V3 sont deux & deux disjoints et leur réunion
est V. La question ¢ montre alors que

Qo= TII (am,oem, -+~ ageoyi-1m,) I om, II om,.

vEVL VEV2 vEV3

Comme ogryy, et s®a, sont des formes linéaires de noyau s*H,,, elles sont proportionnelles et donc

Qo =X I (em,san, s =tay,) I an, II om, avec A e C*.

vEVL vEV2 vEV3
On a alors sQo =X I (sam,sam, - s®lan,) II sam, Il sam, -
vEVL vEV2 vEV3

La question d montre que sag, = an, pour v € Vy et sag, = det™ ' (s)ay, pour v € V3. On en déduit que

sQo =X [ (sam,s*am, - an,) [] on, II det(s™Ham, = (dets)"MIQo.
vEVL vEV2 vEV3
Calculons V5. D’aprés la question c, les orbites qui sont dans Vs sont réduites a des singletons. On identi-
fie alors une orbite appartenant & V3 et I'hyperplan qui forme cet orbite. Sous cette identification, Vs est
I’ensemble des hyperplans de O qui sont des hyperplans de s. Ainsi V3 = {H} si H € O et V3 = & sinon. D’ou

sQo =det ™ (s)Qo siHe O et sQo = Qe sinon.

f) On pose Qy = [I Qo €S(V*).
e
Pour s € ., il existe un unique O € # tel que 'hyperplan de s appartienne & O. La question d montre
alors que sQ, = det(s) *©Q,. La droite CQ, est donc stable par s pour tout s € .. Comme . engendre
G, on en déduit que CQ, est stable par G et donne donc une représentation de dimension 1 de G c’est-a-dire
un caractére linéaire de G qui de plus vérifie les égalités souhaitées. L'unicité d’un tel caractére linéaire est
assurée par le fait que . engendre G et qu’'un caractére linéaire est un morphisme de groupe.

g) Soit H € J7. 1l existe un unique entier ag € [0, ey — 1] tel que x(su) = exp(2im/eq) *H. Supposons H et
H’ = gH sont dans la méme orbite sous G. Comme det(gspg~') = det(sp) = exp(2im/en) = exp(2im/en) et
G = gGug™! (voir question b), on a spr = sgu = gsugg~'. On en déduit que

det(sp/) ™" = x(sm) = x(sm) = det(sm) ™" = det(sn/) """

On obtient ainsi ag = ay/. La fonction a est donc constante sur les orbites de 77 sous G. On note ap la
valeur commune des ayy pour H € O. Soient s € . et H 'hyperplan de s. On a s € Gg = (sg). Comme Y et
det ™" sont des morphismes de groupes qui coincident sur le générateur de (sp), ils coincident sur (sy) ce
qui donne le résultat souhaité.

h) Premiére démonstration. On raisonne par récurrence. Pour ¢ = 0, il n’y a rien & démontrer. Soit ¢ € [0, e—2].
On suppose que o divise Q pour tout polynéme Q tel que sQ = detfi(s)Q et on considére P € S(V*) tel
que sP = det™“"*(s)P. Pour h € H, on a s~ '(h) = h et donc det "' (s)P(h) = (sP)(h) = P(s~'h) = P(h).
Comme det ™" "!(s) # 1, on en déduit que P(h) = 0 pour tout h € H et donc a divise P. On pose alors P = aQ.
Comme s(a) = det™'(s)a (voir la question d), on en déduit par intégrité de S(V*) que sQ = det *(s)Q.
L’hypothése de récurrence donne alors o divise Q. On a ainsi o/*! divise aQ = P.

Deuziéme démonstration. On considére (uq, ..., us—1) une base de H et uy un vecteur directeur de la droite
de s. On note B* = (v1,...,v¢) la base duale de la base (u1,...,ur). On remarque que v, est une forme
linéaire de noyau H. Ainsi vy est proportionnelle & « et (vy,...,v7—-1,a) est une base de V*. On en déduit
que P € S(V*) peut s’écrire

P= Z a’jl,...,jgvljl . Ue_ljtz—laje .
(J1,---,Je) EN?
ou le nombre de aj, ... j, non nul est fini. Par ailleurs, Ker v; contient la droite de s pour tout ¢ € [1, £ —1].
La question d donne alors sv; = v; pour i € [1, £ —1] et sa = det™'(s)a. On en déduit que

_ —Je . o Jl L e
sP = Z det (5)(1]17»»»,](”1 .
(J1,---,7e) ENF
Comme sP = det™"(s)P, I'indépendance linéaire des monomes vt e g derade) . donne alors
’ (J1,---,7e) ENF

v (jla s ’je) € Nea detije (S)aj17"'1jf = detii(s)ajlwnajtf
Comme i € [0,e— 1] et jo € N, on en déduit que ajl,wjeié 0 implique j, = i + ke avec k € N. Ainsi o/
divise tous les monoémes qui interviennent dans P et donc o’ divise P.



i) La question f montre que S(V*)¢Q, C S(V*)X. Montrons l'inclusion réciproque. Soit Q € S(V*)X. Montrons
que Qy | Q. Soit s € . une réflexion d’hyperplan H. On note O l'orbite de H sous G. Par hypothése, on
a sQ = x(s)Q = det”*°(s)Q. La question h donne alors ag® | Q. Comme les ay sont premiers entre eux
deux & deux, on en déduit que

[T an® = ] Qo =Qy|Q.

He# 0en |G

On a alors Q = Q,P avec P € S(V*). Comme Q, € S(V*)X d’apreés la question e, on en déduit par intégrité
de S(V*) que P € S(V*)© et donc P € S(V*)€Q,.

Corrigé  Soit v un sommet de A. Pour v" € A, on définit d,(v’) la distance de v & v' c’est-a-dire la longueur
du plus court chemin reliant v & v'. Comme A est fini et connexe, J,(v") est bien défini et appartient 4 N. On
consideére alors s € A tel que J,(s) est maximal. Le graphe A \ {s} est encore connexe. En effet, soient v et v”
deux sommets de A distincts de s, il existe un chemin de v' & v (resp. v & v"") de longueur 6, (v') (resp. d,(v")).
La composée des deux chemins donne un chemin de v’ & v” qui ne passe pas par s sinon v’ ou v” serait plus
loin de v que s.

Corrigé

a) Soit k la cloture algébrique de k. Le k-espace vectoriel V/ = k®V est muni d’une structure de k-espace vectoriel
de dimension ¢. De fagon précise, si Z = (e1, ..., ep) est une k-base de V alors &' = (1®ey,...,1®ey) est une
k-base de V'. L’application ¢ = id; ® ¢ est alors un k-endomorphisme de V. De plus, les matrices de ¢ dans
la base # et de ¢’ dans la base %' coincident. En particulier, tr (¢) = tr (¢’) et det(1+ ¢pX) = det(1 + ¢'X).
Par ailleurs, on a A%(V' ) = k®A¥(V) et via cet isomorphisme A’(¢’) s’identifie & idz ® A’(¢). En particulier,
tr (A(p)) = tr (A%(¢’)). On peut donc remplacer ¢ par ¢’ c’est-a-dire supposer k algébriquement clos et donc
¢ trigonalisable. Soit (e1,...,e;) une base de trigonalisation supérieure de ¢. On note \; la valeur propre
de ¢ associée a e;. La famille B; = (ejy A+ Aej,) i< <<j;<¢ forme une base de A’(V) que 'on range par
ordre lexicographique. La matrice de A*(¢) dans la base %2 est alors triangulaire supérieure et les termes
diagonaux sont les produits de la forme Aj, .-+ Aj, avec 1 < ji < -+ < j; < €. On a donc

tr (Az((p)) = Z >‘j1 T )\ji :

1< < <G <l

¢ ¢ ¢

Ansi YEAE@X = Y Y X 0X) = [TI+AX) = det(l+¢X).

i=0 i=0 1<j1<<ji <L i=1

b) Soit j : W — V T'inclusion. L’application A%(j) est injective et identifie A°(W) a un sous-espace vectoriel de
AY(V). En effet, si (e1,...,e,—1) est une base de W alors Bw = (ej, A+ Aej,)1<ji<<j;<t—1 est une base de
A (W) qui est une partie d’une base de A*(V). Par ailleurs, Papplication (w1, ..., w;—1) — wi A---Aw;_1 Ae
est (i—1)-linéaire alternée, elle définit donc une application linéaire u : b € A1 (W) — b Ae € AY(V). La
propriété universelle de la somme directe montre alors que ’application ® est bien définie et linéaire.

Montrons & présent que ® est bijective. On note 6w = (€5, A---Aej,_, )i <--<ji_1<t—1. C'est une base de

ANTH(W) et Bw UGy forme une base de AY(W) & A*~1(W). Par ailleurs, comme (e1, ..., es—1,€) est une base
de V la réunion des familles By = (ej, A+ -Aej, ) 1< <ji<t—1 €6 Gy = (€5, A+ Aej, A€ 1< < <ijs_1<-1
est une base de A*(V). On constate alors que I'application ® envoie Bw U Gy sur By U Gy . Elle est donc
bijective.

c) Soit W’ un supplémentaire G-stable de W (théoréme de Maschke), on a alors W' = Ce avec e ¢ W et ge = e
pour tout g € G. Pour ce choix de e, 'application ®. est un isomorphisme de G-module. En effet, on sait
que @, est linéaire et bijective (question b) et pour (a,b) € A*(W) x A" }(W) et g € G, on a

D.(g-(a,b)) = Pe(ga,gb) =ga+gbhNe=ga+gbNge=g-(a+bAe)=g-D.((a,b)).

Corrigé

a) Les e; sont linéairement indépendants donc dim V' = ¢ — 1. De plus, la restriction & V' du produit scalaire
hermitien de V donne un produit scalaire hermitien sur V’. Par ailleurs, V' contient e; pour j # £. On en
déduit alors, grace au lemme 1.6, que V' est stable par s; pour j # £. Ainsi V' est stable par G’. De plus,
comme e; € V' pour j # ¢, s; agit sur V' comme une réflexion d’hyperplan V' N H; (lemme 1.6). Enfin, au
vu du produit scalaire choisi sur V/, 'endomorphisme induit par s; sur V' est unitaire.



Comme V' est stable par G’ et que G’ est formé d’endomorphismes unitaires, V/+ est stable par G’. En
particulier, V/* est stable par sj pour j € [1,¢—1]. Le lemme 1.6 montre alors que Vit ¢ H; puisque
e; ¢ V't Ainsi, s;z = z pour tout z € V'* et tout j # £. Comme la famille (s;);2¢ engendre G’ et
dim V' = 1, on obtient le résultat souhaité.

b) Si dimV = 1 alors A*(V) =0sii>2et A'(V) = V. Comme 1 # G C GL(V), on en déduit que V¢ = {0}.
Supposons que dimV > 2 et ¢ > 1. On reprend les notations de la question a. On note e un vecteur unitaire de
V't = Ce. D’aprés la question ¢ de 'exerice 4, ®, est un G’-isomorphisme et réalise donc une bijection entre
A(V)HE @ A1(V)E et AY(V)S'. Sii > 1, Phypotheése de récurrence donne A%(V/)E = A=1(V/)E = {0}.
On en déduit que A/(V)S ¢ AY(V)S = 0. Sii =1 alors A'(V) = V. Comme les s; engendrent G, on obtient

4
Al(V)G - VG — mHl = (vect(el,...,eg))l = {0}.

c) Ona A1 (V') = C(e1A---Aeg_1) et donc A~1(V')det =£ 0 implique sp-(eg A---Aep—1) = det(se)er A---Aep_1.
Or,pour m € [1,£—1], on a s¢(em) = em — pi{em, er)er avec u # 0. On en déduit que

-1
se-(er AN Neg—1)=(er Ao Negeq) — D plem,e)er A= ANepm_1 AegAempr A+ Aeg_y.
m=1

Comme la famille (e1 A--- A€; A+ Aer)igj<e est une base de A“"1(V) et que det s, # 1, on en déduit que
égalité sp- (e1 A--- Aeg_q) = det(sg)er A -+ Aeg_q est impossible. Ainsi A‘~1(V’)det = {0}.

d) Si dimV = 1 alors A%(V) = 0sii > 2 et A°%V) = k. Comme G # 1, det n’est pas le caractére trivial et
kdet = {0}. Supposons que dimV > 2 et i # £. On reprend les notations de la question a. On note e un
vecteur unitaire de V/*+ = Ce. La question ¢ de I'exercice 4 montre que ®, réalise un G’-isomorphisme entre
Ai(Vydeter @ AT=H(V)detar ot AY(V)dete’. Comme i # £, on a i — 1 # £ — 1. L’hypothése de récurrence assure
alors que A*~1(V/)deter = (. Si, de plus, i # £ — 1, hypothése de récurrence donne aussi A*(V’)4¢te’ = (0. On
obtient ainsi A*(V)det C A¥(V)dete’ = 0. Sii=¢— 1 alors

Aé—l(v)det — Ai(v)det C Ai(v)detG/ — Ai(V/)detG/ C Ai(V') — A@—l(vl).
Ainsi AY(V)det ¢ A*=1(V")dete | La question ¢ montre alors que A“~1(V)det = {0}.

e) Si¢ =0,iln’y arien & démontrer. On suppose £ > 0 et que A*(V) et A7(V) sont G-isomorphes. En particulier,
C}} = dim AY(V) = dim AY(V) = CJ. On en déduit que j =i ou j = £ — i. Dans le premier cas, on obtient le
résultat souhaité. Pour la suite, on suppose donc j = £ —i. Comme ¢ # 0, on a G # 1. Ainsi G contient une
réflexion s.

On suppose que i = 0 ou ¢ = ¢. Par définition du déterminant, le caractére de A’ (V) est le déterminant.
Comme det s # 1, le déterminant n’est pas le morphisme trivial et A°(V) et A*(V) ne sont donc pas isomorphes
en tant que G-modules.

On suppose que 1 < i < ¢— 1. Comme det(1 + sX) = (1 +X)*~1(1 + det(s)X), la question a de I'exercice 4
donne alors

tr (Ai(s)) = C)_, + C, ] det(s) et tr (AY7(s)) = Co=% + CLZi 1 det(s).
Comme A*(V) et A*~/(V) sont G-isomorphes, on a tr (A%(s)) = tr (A*~(s)). On distingue alors deux cas :
det(s) = —1 et det s ¢ R. Dans le premier cas, on obtient
(1) (1) (1) (- 1)

N—i—1) (G—DI—d)  G—D)—i)! d(l—i—1)

d’ou 20;}_1 = 20@111. Dans le deuxiéme cas, (1, det s) forme une R-base de C et donc C}}_l = Cﬁ:i = CZ:ll.
Dans les deux cas, on obtient 02_1 = CZ:ll. En simplifiant les numérateurs par (¢ — 1)! et les dénominateurs
par (i — 1)l et (¢ —i—1)!, on obtient i = ¢ —i = j.

f) Si T est vide alors V = 0 n’est pas irréductible. On suppose que I' n’est ni vide ni connexe. Soit & # 'y # T
une composante connexe de I'. Montrons que Vi = vect (e;);cr, est un sous-espace G-stable. Soient m € I'y
et j € [1,£].SijeTy alors sj(em) = em + Amje; € Vi. Sij ¢ Ty alors sj(en) = em — p{em, e;)ej. Or
j ¢ I'y donc (em,e;) = 0 et s;(em) = ey € Vi. Ainsi Vy est stable par tous les s; et donc par G. On en
déduit que Vi est sous-G-module de V vérifiant 0 £ V1 # V c’est-a-dire que V n’est pas irréductible.

Supposons I' est connexe et non vide. On a alors V # 0. Considérons Vi un sous-G-module de V. Il est
stable par s;, le lemme 1.6 montre que e; € Vi ou Vi C H;. Par ailleurs, comme G est un sous-groupe du
groupe unitaire, Vo = Vi = est un supplémentaire G-stable de V;. En particlulier, Vy est stable par s; et
donc e; € Vo ou Vo C H; (lemme 1.6). Comme V; et Va sont supplémentaires, on en déduit que e; € Vy



ou e; € Vyo. Pour m € [1, 2], on définit alors I'y, = {j € [1, ], e; € Vi }. Les 'y, forment alors deux
sous-graphes de I'. Comme Vi et Vs sont orthogonaux, I'y et I's ne sont pas dans la méme composante
connexe de I'. On a donc I’y = @ ou I’y =T Ainsi V; =V ou V; = {0} et V est irréductible.
g) D’apreés la question a de l'exercice 4, on a
‘

> det(l—ug) = 3 3 (=1)"tr (A (ug)) ;

geG geG i=0

d’ott S det(1 — ug) = :io(l)itr (At (u) > A(g)).

geG geG

Or |G|~ 3 A?(g) est le projecteur sur A*(V)“. La question b donne alors
geG

> det(l —ug) = tr (A°(u) 35 A%(g)) = |G|.

geG geG

Passons a la deuxiéme égalité. La question a de l'exercice 4 donne

> det(u—g) = 3 det(g~")det(ug — 1) = 3 det(g™") (

geG geG geG

M&

=0

(—1)—itr (Ai(ug») ,

d’on > det(u—g) = i(—l)e_itr <Ai(u) > detl(g)Ai(g)> .

geG =0 geG

Or |G|7' 3 det™*(g)A%(g) est le projecteur sur A*(V)9t. La question d montre alors que
geG

geG geG

3 det(u — g) = (—1)*tr (Ae(u) > det_l(g)Ae(g)> = |G| detw.

h) A°(V) est la répresentation triviale de G alors que A'(V) = V ne l'est pas puisque 1 # G C GL(V).

i) D’aprés la question a et la question f, V/ est un G’-module irréductible. Par hypothése de récurrence, A*(V’)
et A“"1(V’) sont des G’-modules irréductibles. De plus, la question e montre qu’ils ne sont pas G/-isomorphes.
Ainsi la question ¢ de I'exercice 4 montre que A'(V) = AY (V') @ ®.(A""1(V’)) est la décomposition en com-
posantes isotypiques du G’-module A*(V). Comme M est un sous-G’-module de A*(V), on en déduit que M =
(AY(V)NM) @ (@ (A1 (V'))NM). De plus, comme A*(V’) est irréductible, on a A*(V)NM € {{0},A*(V')}.
De fagon analogue, ®.(A"1(V’)) est irréductible, donc ®.(A""1 (V")) N M € {{0},®(A""*(V’))}. On en
déduit le résultat souhaité.

j) Comme T est connexe, il existe j # £ tel que (e;, e;) # 0. Montrons que A*(V’) n’est pas stable par G. Comme
i — 1 < £ —2, on peut construire une suite d’entiers j; < --- < j;_1 distincts de j et £. On considére alors

w=ej A= Nej,_, Nej € A(V) et Sp-w=spej, N---NSgej,_, N See;.
Or, pour z € V, on a sg(x) = x — pu{z, eg)e; avec p # 0. En reportant ces expressions dans s; - w, on obtient

i—1
sjrw=cej N---Nej,_, Nej — plej,e)ej, N---Nej,_, Neg+ Zlﬂmejl N N€j, NegN---Nej,_, Nej.
m=

Comme la famille (ej, A-+-Aej,) 1<), <-..<j;<¢ est une base de A’(V) contenant une base de A*(V’) (les termes
qui ne font pas intervenir e, ) et que u(e;, e¢) # 0, on obtient que s, - w ¢ A* (V).

Montrons a présent que ®.(A?(V’)) n’est pas stable par G. Comme (ej,e/) # 0, on a e ¢ V'+ = Ce. De
plus, comme (e, e;) = 0 pour tout j # € et e; ¢ vect (e1,...,er—1), on obtient

-1
er=2Xe+ Y Apen avec (e,ee) =A#0 et Tnge[l,0—1], A, #0.
n=1

Comme ¢ — 1 < £ — 2, on peut construire une suite d’entiers j; < --- < j;_1 distincts de ng et £. On note
I={j1,...,ji—1} la partie de [1, ¢] obtenue. On considére alors w = ej, A---Aej, , Ae € P (ATHV)).
Montrons que s; - w ¢ ®(A"1(V')). Comme pour x € V, on a si(z) = = — pu(z,es)e, avec p # 0. En
développant ’expression, on obtient

i—1
Secrw=ejy A Nej, Ne— Y tmejy A A€ Neg A~ Nej,, Ne—ple,eg)ej, N---Nej, . Neg.
m=1

En remplagant e, par sa valeur en fonction de e et des e; pour 7 # ¢, on obtient



-1 4
ey N ANEj, Nee N Nej,  Ne= Y Apej, A~ A€, Nen A+ Nej, , Ae € D (ATHV)).
n=1
Ainsi sp-w =w' — ple,eg)ej, A= ANej, , ANeg avec w' € P (A1(V')). On en déduit que

=1
serw=w"—ple,eq) D Anejy Ao Nej, Nep =w’ —ple,en) D Anejy Ao Nej,, Ney
n=1 né¢l
avec w” € O (A1(V’)). Or, les ej, A---Aej, , Ae, pour n & I forme une famille libre de A*(V’). Comme
no & L et Ay, # 0, on en déduit que sp - w ¢ O (AL(V)).

k) Si i =0 ou i = £ alors A*(V) est de dimension 1 donc irréductible. Si 1 < i < £ alors, d’aprés la question j,
AH(V") et @.(A*"1(V’)) ne sont pas stables par G. Ils ne peuvent donc étre égaux a M. La question h montre
alors que M = {0} ou M = A¥(V). Ainsi A*(V) est irréductible.

1) Si G est un groupe de réflexions complexes bien engendré et irréductible alors V.= V& et dimV = 1 ou
V& = 0. Dans le premier cas, on a G = 1 ce qui est exclu. Dans le deuxiéme cas, il existe une famille
(s1,...,8¢) de réflexions qui engendre G. On note alors H; 'hyperplan de s; et e; un vecteur directeur de la
droite de s;. De plus, comme G est fini, il existe un produit scalaire hermitien sur V qui est G-invariant. Les

s; sont des réflexions unitaires pour ce produit scalaire et Ce; = H; . De plus, les s; engendrent G, donc
¢

0=VC = ﬂHl = vect (e,..., et
i=1
Ainsi vect (eq,...,e¢) = V. On est bien dans le cadre décrit dans le chapeau de I’énoncé. Si G est irréductible
et n’est pas bien engendré alors d’apres la classification, il existe un sous-groupe de réflexion G’ bien engendré
et irréductible. Les A*(V) sont alors des G’-modules modules irréductibles et deux & deux non isomorphes et
donc & plus forte raison des G-modules irréductibles et deux a deux non isomorphes.

Corrigé

a) D’apreés l'exercice 2, Q, est homogene. De plus, si x intervient dans S, (V*) alors il existe un polynome P
homogene de degré n non nul tel que P € S(V*)X. Comme S(V*)X = Q,S(V*)¥, il existe Q € S(V*)&
homogeéne non nul tel que P = Q, Q. D’ott degP > e, et

degP=¢, = QeC* <« PecC*Qy.
Ainsi x n’intervient pas dans S,,(V*) pour n < e, et CQ, est le seul sous-G’-module de S, (V*) de caractére y.

b) On a bien str V, = vect (9Q,, ¢ € G). Comme deggQ, = degQ,, on en déduit que V, C S (V*).

c) Pour ¢’ € G’, on a ¢'Q, = x(¢)Qy = x(¢")Q1 + x(¢)Q2 et ¢’Qy = ¢'Q1 + ¢’Q2. Or, pour i = 1,2, M; est
G-stable. On a donc ¢'Q; € M;. Comme x(¢')Q; € M;, on en déduit que ¢’Q; = x(¢')Q; pour i = 1,2 et
g € G'. Ainsi Q; € S, (V¥)X.

d) Si Qq et Q2 sont non nuls alors CQ; et CQ2 sont deux représentations de G’ de caractére y en somme
directe contenues dans S, . La question a montre que c’est impossible. Ainsi Q; ou Q2 est nuls et donc
Qy = Q2 € My ou Q, = Q; € M;. Comme M; et My sont stables par G, on en déduit que V,, C My ou
V, C M;. Finalement M; = 0 ou M; =V, et donc V,, est irréductible.

e) Comme Q, € V,, le caractére y intervient au moins une fois dans le G’-module V,. Ainsi la multiplicité
du G-module V, dans S, (V*) est inférieure & celle du caractére x de G’. La question a montre alors que la
multiplicité de V, dans S, (V*) est nulle pour n < e, et est au plus un pour n = e,. Comme V, C S, (V*),
la multiplicité de V, dans S, (V*) est égale a 1.

Corrigé
a) Par définition des exposants de M, on a

T T
fr =D XMxi et donc I =0 my i Xmxi L,
i=1 i=1
En évaluant en X = 1, on obtient le résultat souhaité.

b) Soit g € G. La multiplicité de 1 comme racine du polynome det(1 — ¢gX) est la multiplicité de 1 comme valeur
propre de g~! et donc de g. Elle est donc inférieure ou égale & £. Par ailleurs, 1 est bien entendu racine
de [[;_,(1 — X4) avec multiplicité £. Ainsi, avec 'expression de fx donnée dans le rappel, on obtient en
distinguant l'identité, les réflexions et ’ensemble des éléments de G dont 1 est valeur propre avec multiplicité
au plus £ — 2

_X(l) d i—1 (1-X)
o= Tgr O+ X0+ g

- 144 X1 3 X)) + (1 = X)?F(X)
11;11( T sere 1 —det(s)X



ot F(X) est une fraction rationnelle dont 1 n’est pas un podle. Commengons par le premier terme. En diffé-
rentiant, il devient

>T(—| Zi:(( +(di—1)Xd7'_2) H(1+"'+de_1))-

J#i
x(1) di(di — 1) x(1) ( a ) Ldi—1_ x(1)|
EnX=1,ona ==+ _ d; | = == d; = .
o & ( > ) =Ter (U4 4 ;
Passons au deuxiéme terme, en différentiant, on obtient
- x(s)
- 14 4 X4 — = — + (1 -X)F1 (X
a LU X S T xR

ou F;(X) est une fraction rationnelle dont 1 n’est pas un pole. En évaluant en X =1, on a
S x(s)
sESG 1- det(s)
En différentiant le troisiéme terme et en I’évaluant en X = 1, on trouve 0. Finalement avec la question a, on
obtient le résultat voulu.
c) On partitionne 'ensembles des réflexions de G suivant leur hyperplan. On a
ygzu GH\l LlyGH.
Heor Hes?
Comme, pour s € Gy, on a x(s) = Reng (x)(s), la question b donne alors

eSG S
oy BG4,

Hew serGy 1 —dets Hen

mo) = > Poul

Hes#
d) Comme s +— s~ 1 est une bijection de .7, on a

det s71 det s71 det s
 p dert o (dnt e
sevq 1 —dets seve \1—dets 1—dets

det s71 det s det s~ 1 det? s 1 — det®(s)
O = - = det(s ) ——=
' 1fdets+1fdets*1 1—dets 1—dets et(s™) 1—dets

= det™(s) +1+dets.

On partitionne alors ’ensembles de réflexions de G en distinguant leur hyperplan. On obtient
det s~1

2y = |Sl+ D S (det™'s+dets).
567’(;1 —dets Hes? seGu~{1}

Comme det et det ™! sont des morphismes non triviaux de Gy, on en déduit que

dets~1!
>

—7 = 27 Y| Ll + -2)) = 271 S| - |2
2 Taas (6l + 3 (-2) S|~ 17|

Passons & la deuxiéme expression. Comme s — s~ ! est une bijection de .#q, on a

det s ( det s det™'s )

9 e A
2, 2, 1—dets+1—dets_1

sere 1l —dets e S
o det s N det s 1 det s 1 .
T - _ - 1.
1—dets 1—dets! 1—dets 1—dets
det 57
On en déduit que > L. ,M.
seve 1 —dets 2

Passons & la troisiéme expression. Comme s — s~ ! est une bijection de .7, on a

1 1 1
2 _— = .
SezyGlfdets Sezs;G(ldets—i_ldetsl)




0 1 L 1 1 det s 1
r - _ _
1—dets 1-—dets! 1—dets 1—dets

det Z
On en déduit que > - - .
seog 1 —dets 2

e) Pour M=V, ona x(1) =¢et x(s) = (£ — 1)+ det(s) pour s € .#. On obtient ainsi avec la question b,
076 -1 det(s)
_ Z - - _ Z -\

2 seel—dets S 1—dets’

m(V) =

e N e Y B I B <1
= 3 5 + 5 = BZeIR

La question d donne alors m(V)

Pour M = A*(V), on a x(1) = 1 et x(s) = det(s) pour s € 5. On obtient ainsi avec la question b,

Zal det(s)
A* _ el _ —_— .
m(A (V) 2 Sezyc 1—dets
La question d donne alors ~ m(A%(V)) = @ + @ =[S = m(V)
Pour M = V* ona x(1) = et x(s) = ({—1)+det(s™!) pour s € .#z. On obtient ainsi avec la question b,
y IABZe -1 det(s™!
vy < 826 g o1 et
s ets Ez,1—dets

06 (-1 Sl

La question d donne m(V*) = 5 5 5 + |7 = ||
Pour M = A*(V*), on a x(1) = 1 et x(s) = det(s!) pour s € /5. On obtient ainsi avec la question b,
Zal det(s1)
vy = 1Zel g detla)
m(AT (V7)) 2 Sezyc 1 —dets
La question d donne m(AL(V*)) = @ - @ + || = || = m(V*).

f) Considérons le groupe cyclique G = U,. Il agit sur C par multiplication comme un groupe de réflexion
complexe. Soit X € C* la forme linéaire définie par X(1) = 1. L’algébre symétrique s’identifie alors a I’algébre
de polynome C[X]. Pour u € Ug et k € N, on a u - X* = «7*X*. On en déduit que C[X]¢ = C[X]
et C[X]¢ = C[X]/(X%). Pour j € [0,d — 1], la composante homogéne de degré j de C[X]g est CXJ et
représente le caractére x; d’élévation & la puissance —j de Ug. L’élément ¢ est un générateur de Uy. Les
réflexions de Ug (qui sont les éléments distincts de ’élément neutre) sont alors les (™ pour n € [1,d —1].
L’égalité de la question b appliquée au caractére x; de Ug montre que

d—1 d=1 ¢(-in

j=mxg) = —5— - T
n=

g) Le groupe Gy est cyclique d’ordre ey. On note ¢ une racine primitive de I'unité d’ordre ey et s € Gy une
réflexion de déterminant ¢. On a alors Gy = (s). De plus, les réflexions de Gy sont les s™ pourn € [1, eg—1].
Avec les questions f et b, on obtient

) ey — 1 eg—1 C—jn eg —1 em<l det*]’(sn) .
— — = — _— = d t J .
J 2 PO e 2 P det(s™) m(det™)

Comme la fonction m est une fonction additive des représentations (m(M & M') = m(M) +m(M’)), on a

eg—1 eg—1

m(Resg,, (x)) = ) njm(det ™) = 2 i
j= Jj=



h) L’élément g € G agit sur A"(M) par multiplication par det(gy) ot gy désigne 'endomorphisme de M associé
a G. On note x’ le caractére de la représentation A™(M). Soit s € Gy. Par définition des entiers n; i et grace
a la question g, on obtient

erl

Y(s) =TT (det ()" = det(s) "G,
j=0

La question g montre alors que m(Reng (x')) est l'unique entier compris entre 0 et ey — 1 congru a

m(Res(G;H (x)) modulo eq. Ainsi pour tout H € 5, on a m(Reng (X)) < m(Reng (x)). La question ¢
donne alors le résultat souhaité.

i) La question c et le raisonnement de la question h montrent que
erl
m(M) = m(A"(M)) = VHe s, m(Resq, (M) = > jnju<en—1.
§=0
j) D’aprés la question i, on a

m(M) = m(A"(M)) et m(M*) = m(A"(M*)) < VH, m(Resg’H (M)) < ep—1et m(Reng (M*)) < eg—1.

Par ailleurs, la définition de I'action de G sur M* et la question g donne

m(Res, (M*)) = ; (e — mjm = en(r —noss) — m(ResS,, (M)).

Ainsi m(Res(G;H (M)) <em—1 et m(Reng (M*)) <em—1 = r—nou < 2.

Comme npp est la multiplicité de 1 comme valeur propre de ’endormorphisme associé & sy sur M, la
condition  — ngu < 2 est équivalente a nou € {r — 1,7}. Elle s’interpréte géométriquement par le fait que
sy agisse sur M comme l'identité ou une réflexion.



