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Exercice 1 — Méthode des caractéristiques.

Commentaires. L’objet de cet exercice est de montrer a I'aide des outils du calcul différentiel I'existence et
I'unicité de la solution d’une équation aux dérivées partielles d’un type particulier. Cette équation est appelée
loi de conservation (le nom vient de la propriété de la question e). On va démontrer que la solution est obtenue
en « translatant » les données initiales z — (0, x) le long de droites de pentes co(z). La figure ?? montre ces
droites dites caractéristiques : un point singulier apparait lorsque deux caractéristiques se rencontrent. Cette
équation aux dérivées partielles régit des phénoménes physiques d’évolution. Ainsi, dans la pratique, seuls les
temps positifs (¢ > 0) ont un sens physique. Par ailleurs, lorsque ¢’ est positif, on peut raffiner le raisonnement
et définir la solution sur | =T, +oc0 [ X R.

Z

Fig.1 Solution de I’équation de conservation, avec les lignes ca-
ractéristiques

a) Calculons la dérivée de la fonction ¢ — u(t,y(¢)) (de classe €!)

Loy = L)+ 2ty 0
— (G +aw3r) €uo)
=0.

La fonction ¢t — u(t, y(t)) est donc constante. On en déduit alors que 3’ est constante (égale a 3/(0)). Ainsi,
y(t) = y(0) +ty'(0) = =+t (a © uo(z)).

Par ailleurs, 'application y est la solution maximale de (%). Elle est donc définie sur un intervalle de la
forme |1 ,t2 [ avec T_ < t; < ta < T4. Si T_ < ¢y alors t — y'(t) est bornée (puisque constante) dans un
voisinage de ¢1. On peut donc prolonger y en une fonction g de classe ¢! sur [ty , 2 [. De plus, par continuité,
on a y'(t1) = u(t1,y(t1))-

En appliquant le théoréme de Cauchy-Lipschitz & 1’équation 2'(t) = wu(t, z(t)) au point (t1,y(t1)), on
construit un prolongement de 7 sur un intervalle ouvert contenant t; ce qui contredit la maximalité de y.
Ainsi t;1 = T_. De méme, on montre que to = T.

Remarque. On aurait aussi pu appliquer le théoréme de sortie de tout compact pour montrer que t; = T_
et t2 = T+.



b) En dérivant ¢, on obtient ¢’ (x) = ug’(x) a’ o up(z) pour tout z € R. Comme la fonction ug est bornée, il
existe B € R+ tel que ug(R) C [—B,B]. On a alors a’ o ug(R) C ’([-B,B]). Or [—B,B] est compact et
a’ est continue, donc a’ o ug(R) est contenu dans un compact c’est-a-dire que la fonction a’ o ug est bornée.
Comme ug’ est aussi bornée, la fonction ¢y’ est bornée.

c) D’aprés la question a, t — wu(t, z+tco(x)) est constante. Sa valeur en 0 est ug(x). On a donc u(t, x+tco(x)) =
uo(x), pour tout t. L’idée est alors d’exprimer x = ¢(t, y) en fonction de y = x + ¢ co(z) (et de t). On pense
donc au théoréme des fonctions implicites ou au théoréme d’inversion locale. Cependant, on a ici besoin d’un
résultat global. Il faut donc vérifier que 'on est en mesure d’appliquer le théorémed’inversion globale.

Considérons I'application de classe ¢!
R? — R?
F:
(t,x) — (t,y =z + teo(x)).

La matrice jacobienne de F au point (¢, ) est

1 0
co(xz) 14tey' ()]’
et donc det (dF(t,2)) =1+ teo'(2).

Pour (t,x) € | =T, T[x R, on a |tc’(z)| < [t|{M < 1. Ainsi dF(¢, ) est inversible pour (¢,2) € | =T, T[x R.
Pour appliquer le théoréme d’inversion globale, il reste & montrer U'injectivité de F. Considérons (¢1, 1) et
(t2,x2) tels que F(t1,21) = F(t2,22). On a alors

th =1ty =1t et X1 +t00($1) ng—l—tCQ(Ig),
x2
d’ou x9 —x1 = t(—co(x2) + co(x1)) = t/ —¢o' (z)d z.
T
On en déduit que |xe — x| < [t M |22 — 21].

Comme 0 < |¢|]M < 1, on obtient x; = x5 et F est injective.
Le théoréme d’inversion globale montre qu'il existe une fonction G de classe € telle que

GoF(t,z) = (t,), pour tout (¢t,z) € | -T,T[ xR,
Fo G(t,y) = (t,v), pour tout (t,y) € F(]-T,T[x R).

En particulier, la fonction G est de la forme (¢, y) — (¢, ¢(¢,y)). Montrons que F(] =T, T [xR) =] =T, T [xR.
Il suffit de vérifier que R est I'image de Papplication ¢y : x — x +tco(z). On a ¥,/ (z) = 1 +tcy’(x) > 0, pour
tout € R. Ainsi, la fonction 9, est strictement croissante et vérifie

VeeR,  [Pu(x) —4(0)] = (1 — [t M)[z].

On en déduit que [Vs ()] = (1 — [t M)]2] — [4¢(0)],

et donc que [¢(z)| tend vers +00, lorsque |x| tend vers +0co. De plus, comme ), est croissante, elle admet des
limites en +00 et —co. Ainsi, on a nécessairement

Yile) —— 00 et y(z) —— —oo.
r—+00 T— —00

La fonction v; est donc un ¢*-diffeomorphisme de R sur R et donc
F(]-T,T[xR)=]-T,T[xR.

Ainsi F est un ¢!-diffeomorphisme de | =T, T [ x R sur lui-méme.

A la question a, on a démontré que u o F(t,z) = ug(x) pour tout (t,z). Ainsi en composant & gauche par
G, on obtient

u(t,z) = ug (go(t,x)).
Enfin, comme F(0,2) = (0,z), on a G(0,2) = G (F(0,2)) = (0,2) et ©(0,z) = =.



d) La fonction ¢ ne dépend que de ug et a. L’expression u = ug o ¢ montre ainsi 1'unicité d’une éventuelle
solution de 2. 1l reste a vérifier que la fonction u ainsi définie est bien une solution de &?. Pour cela, on
utilise la relation qui « définit » ¢ :

o(t,z +teg(x)) = . (%)
ou 0 ou 0
On a Fri (uo’ o ) a—f et Fr (ug’ o (p)a—
Par ailleurs, a(u) = a(ug(p)) = co o , d’ott
ou ou Oy Oy
o +awGe = (whoe) (5 + 0w e ) (+4)
En dérivant la deuxiéme relation (x) par rapport a ¢, on obtient
9¢ 9¢ _
(R (t,2) + colw) 52 (F(t, ) = 0,
c’est-a-dire, en composant par G,
d¢ d¢ _
L’expression (x) est donc nulle :
Ju Ju
vn + a(u)% =0 et u(0,2) = uo(p(0,)) = uop(z).

Exercice 2 — Groupes de Lie.

a) (i) (R™,+) est bien str un groupe. De plus, les applications (z,y) — = 4+ y et x — —z sont linéaires et
donc €°°. Ainsi (R™,+) est un groupe de Lie.
(#4) (R%,-) est bien str un groupe. De plus, I'application (z,y) +— zy est la restriction d’une application
bilinéaire donc est €>° et I’application x — x~! est €. Ainsi R est un groupe de Lie.
(7i7) (C*,-) est bien str un groupe. De plus, 'application (z,y) — xy est la restriction d’une application
C-bilinéaire donc R-bilinéaire et donc ¥ et 'application

(O — C*
inv: T —y
: -1
2= Y —— Z = ,
+ Y (x2+y2 1.2+y2)
est €° puisque ses deux composantes le sont. Ainsi C* est un groupe de Lie.

(iv) (GL,,(R), -) est bien siir un groupe. De plus, 'application (x, y) — zy est la restriction d’une application
bilinéaire donc est € et I'application A — A~ est > puisque A~' = det™*(A) ‘com(A). Ainsi
GL,(R) est un groupe de Lie.

(v) Montrons que (R, %) n’est pas un groupe. Si e était I’élément neutre, on aurait z x e = Va2 + e = z.
En élevant au carré, on obtiendrait 22 + ¢ = 22 et donc e = 0 ¢ R?* . Cependant I'application p est
©>° comme composée d’application €'>°. Ainsi (RY, *) n’est pas un groupe de Lie

(vi) (R, %) est un groupe obtenu par transfert de structure via z +— 23 (voir aussi la question h). Montrons-le.
Commengons par l'associativité : pour z,y,z € R, on a

a “ 3 E
(wxy)*z= \/(V FEP) 2= P+

et ac*(y*z):f/(x3+3y3+z3)3:\3/x3+y3+z3
Ainsi * est associative. De plus, pour z € R, on a
zx0=vVr3+03 =2 et Oxx=+v03+a3=z.

Ainsi 0 est élément neutre. Enfin, pour x € R, on a

xx—x =23+ (—x)3=0 et (—x)xx =/ (—x)}+23=0.



Ainsi —z est inverse de z pour la loi * et (R, %) est un groupe. Mais ce n’est pas un groupe de Lie. En
effet, u n’est pas différentiable en (0,0) et donc n’est pas €°°. Montrons que p n’est pas différentiable
en (0,0). L’application p admet des dérivés directionnelles a l'origine dans toutes les directions puisque
pour v = (x,y), on a u(tv) = tu(v) pour tout v € R2. Ainsi la dérivée directionnelle de u & lorigine
dans la direction v est
(o)~ p(0,0)
fimg MDD ).
() Si p était différentiable en (0,0), Papplication qui & v associe la dérivée directionnelle de p a
Porigine dans la direction v serait linéaire égale & du(0). et donc, grace a (), p serait linéaire. Or
w(1,1) + p(=1,1) = /2 # p((1,1) + (—=1,1)) = u(0,2) = 2 et donc p n’est pas linéaire.
(vii) Montrons que (RQ, *) est un groupe. Commengons par mountrer que * est associative. On calcule pour
x = (z1,22),y = (y1,92), 2 = (21, 22) € R?,

wx(yxz) = xx(y1+21, y2+e¥ 22) = (T14+y1+21, xa+€" (Yo +e¥ 20) = (x1+y1+21, T2+ yo+e™ TV 25)

et (x*xy)*z= (1 +y1, T2+ e ys) * 2 = (1 + y1 + 21, T2 + "1y + P11 2) .
Ainsi * est associative. De plus, pour (z1,72) € R?, on a
(0,0) % (x1,22) = (21,0 + €%x2) = (x1,22) et (x1,22) % (0,0) = (21,22 + €™0) = (21, 22) .

Ainsi (0,0) est élément neutre pour *. Enfin, pour x = (21, 22) € R?, on pose y = (—x1, —e " %1x3). On
a

xxy = (0,22 + " (—e *1x5)) = (0,0) et y*xz=(0,—e "'xg + e "1xy) = (0,0).

Ainsi y est I'inverse de @ pour * et (R?,*) est un groupe. De plus I'application u est € (puisque
chacune de ses composantes l’est) et Papplication z — (—x1,—e "'xz3) est €>° (puisque chacune de
ses composantes l'est). Ainsi (R?, ) est un groupe de Lie.

b) L’associativité de * se traduit par u(u(z,y),z) = u(z, u(y, z)) pour tout (z,y, z) € U3. En différentiant par
rapport & z avec x et y fixé, on obtient dans le membre de gauche Doy (p(z, y), 2). Pour le membre de droite,
on l’écrit comme la composée de application z — u(y, z) et de 'application ¢ — p(x,t). Ainsi on obtient
Dop(x, u(y, z)) o Dap(y, z). On obtient bien 1'égalité souhaitée.

Par ailleurs, pour y € U, on a u(l,y) = 1 xy = y et donc en différentiant par rapport a y, on obtient
DQM(L y) =id.

c) (i) = (ii). L’application « est la composée de (z,y) — (z,y~1) qui est € (puisque chacune de ses
composantes U'est) et de p qui est €°° par hypothése. Ainsi a est €.

(ii) = (i). L’application x — 27! est €°° comme composée de I'application z — (z,1) (qui est € puisque
chacune de ses composantes 'est) et de 'application a qui est @ par hypothése. L’application p est alors
%> comme composée de I'application (z,y) + (z,y~!) et de Papplication a. Ainsi (U, *) est un groupe de
Lie.
(i) = (i) est évident.
(7it1) = (). Soit & € U. On considére 'application f : (y,z) — u(y,z) — 1 a laquelle on va appliquer
le théoréme des fonctions implicites dans un voisinage de (z,x7!). On a f(z,27!) = 0 et Dof(x,271) =
Dopu(z, x71).

La question b appliquée avec y = 2! et 2 = 1 donne

Doyu(1,1) = id = Dop(z, 2~ 1) o Dop(z~1,1).

Ainsi Dop(z,271) = Do f(z,271) est inversible. On en déduit qu’il existe une fonction ¢ de classe € définie
dans un voisinage ouvert V de z tel que f(y, ¢(y)) = 0 pour tout y € V. Par définition de f, on a p(y) =y~ *
pour tout y € V. Ainsi Iapplication y — y~! est ¥ en x pour tout € U et donc z — 2~ est € et
(U, %) est un groupe de Lie.

d) Soit W un groupe de Lie. Pour € W, les applications p, : 2z +— zx z et A\; : 2 +— x x z sont €. En effet,
pz (resp. A;) est la composée de l'application z — (z,z) (qui est > puisque chacune de ses composantes
Pest) (resp. de lapplication z +— (z,z)) avec 'application .

Il est clair qu'un morphisme de groupes € est un morphisme de groupe qui est € en 1.

Montrons la réciproque. Soit x € U. L’application p,-1 est €°° et envoie z sur 1. Ainsi comme f est ¢
en 1, on en déduit, par composition que I'application f o p,-1:y+— f(y*y z~!) est €°° en x. Toujours par
composition, on en déduit que I'application pf(,) o f o py-1 est € en z. Or



VyeU, — ppayofopa(y)=Fflyxua") v f(z) = fly) sv f2)" *v f(2) = f(y).

Autrement dit, f est €°° en x pour tout z € U et donc f est € sur U.

L’application det est polynomiale donc €. De plus det(uv) = det(u)det(v) pour tout u,v € GL,(R),
autrement det est un morphisme de groupes.

e) Si f est un isomorphisme de groupes de Lie alors f est un morphisme de groupe ¢’*°. De plus f~! est aussi
un morphisme de groupes €°. Ainsi f et f~! sont € et f est donc € *°-difféomorphisme.

Si f est un morphisme de groupes et un €°°-difféomorphisme alors f est bijective, f est €>° et f est un
morphisme de groupes. Ainsi f est un morphisme de groupes de Lie. De plus, f~! est aussi > (puisque f
est un ¢°°-difféomorphisme) et un morphisme de groupes (puisque f en est un).

f) L’application ln est € bijective et de bijection réciproque exp qui est ¥°°. Ainsi application In est un
¢ >°-difféeomorphisme et In est un morphisme de groupe puisque pour z,y € R?, on a

In(zy) = In(z) + In(y) .

La question précédente assure que In est un isomorphisme de groupes de Lie.

g) Montrons que (R, *) est un groupe. Commengons par vérifier 'associativité de *. Pour z,y,z € R, on a

(zxy)*xz =0 (el (@) + o) + v(2) = ¢~ Helz) + e(y) + (2))

et (zx (y*2) = o p(x) + el p(y) + ¢¥))) = ¢~ He(x) + (y) + ¢(2)),

Ainsi * est associative. Montrons que ¢~ 1(0) est I’élément pour *. Pour z € R, on a

rxe(0) = o) +0) =2 et @ H0)xzx =0 0+ p) =2x.

Ainsi ¢71(0) est bien I’élément neutre pour *. Enfin pour z € R, on a

exp H(—p() = o p(@)+ (@) =971 (0) et @ N (—p@)rz = (—p(x)+ o) = ¢ 1(0).

Ainsi o1 (—¢(z)) est I'inverse de z pour x et (R, *) est un groupe (cette construction s’appelle le transfert
de structure par la bijection ).

Par ailleurs I'application z +— ¢~ !(—p(x)) est € puisque Pest application ¢, z — —x et ! le sont
(cette phrase est inutile en vertu de la question c). Enfin I'application (z,y) — u(x,y) est € puisque les
applications (x,y) — (p(x),0(y)), (x,y) — x +y et ¢! le sont. On en déduit que (R, *) est un groupe de
Lie.

De plus, par construction de *, on a o(x * y) = p(z) + ¢(y). Ainsi ¢ est un morphisme de groupes. Enfin
@ est par définition un € °°-difféomorphisme. La question e assure que f est un isomorphisme de groupes de
Lie.

h) La question b appliquée & x = y~*

et z = e assure que

ayu(ev 6) =e€= ay:u’(yila y)ay(ya 6) .

Ainsi 9y(y, e) # 0 pour tout y et donc, grace au théoréme des valeurs intermédiaires, est de signe constant.
Comme 9, (e, e) = e, on en déduit 9,(y,e) > 0 pour tout y.

i) Supposons que ¢ est €°° et vérifie p(z * y) = p o u(z,y) = p(z) + ¢(y) pour tout z,y. En dérivant par
rapport a y & x fixé, on obtient

Vo,y eR, (@ y)dyu(z,y) = ¢'(y).
Ainsi pour y = e, on en déduit que
Vo eR, ' (2)Oyp(z,e) = ¢'(e) .

La question précédente assure alors que

VzeR, cp’(m):&

dt
Oyu(t,e)”

avec a = ¢'(1). Par ailleurs, on a p(e xe) = p(e) = p(e) + p(e) et donc p(e) = 0 ce qui donne 1'égalité
souhaitée.

et donc o(z) — ple) = a/:c



j) Par construction ¢ est de classe ¢! de dérivée ¢'(x) = adyu(z,e)~t. Ainsi ¢’ et donc ¢ sont €>°. De plus
¢ est de signe constant (puisque a # 0) et donc ¢ est strictement monotone et donc injective. Le théoréme
d’inversion globale en une dimension (qui est au programme de Sup ou de premiére année) assure que ¢ est
un ¢°-difféomorphisme de ¢ sur p(R).

Montrons que ¢(x xy) — ¢(x) — ¢(y) = 0 pour tout z,y € R. On fixe = et on calcule la dérivé par rapport
de la fonction g : y — p(z xy) — v(x) — ¢(y). On a, pour y € R,

Iyp(z, y) 1 ) .

9'(y) = ¢ @xy)0yp(z,y) - ¢'(y) = a (ayu(x xy,e)  Oyply,e)

La question b appliquée a z = e assure que ¢'(y) = 0 et donc g est constante. Or g(e) = ¢(z) — o(x) — v(e)
et ¢(e) = 0 par définition de . Ainsi g = 0 et p(z*y) = p(x) + p(y) pour tout z,y € R. L’application ¢ est
donc un morphisme de groupes.

D’aprés la question e, il reste & montrer que ¢(R) = R. Or ¢(R) est un intervalle (puisque ¢ est continue
et R est un intervalle) ouvert (car ¢ est un ¢ *°-difféomorphisme) stable par addition (puisque p(z)+ ¢(y) =
o(x * y)) et contenant ¢(e) = 0. Ainsi ¢(R) contient un intervalle de la forme | —¢,e[ avec € > 0 et donc
o(R) =R.

On en déduit que = xy = ¢ (p(x) + ¢(y)) = ¢ *(p(y) + ¢(x)) = y * x pour tout z,y € R et * est
commutative.

k) Soit * une loi sur I qui fait de I un groupe de Lie. On va montrer qu’il existe un €°°-difféomorphisme ¢ de I
sur R tel que p(x * y) = p(z) + ¢(y) pour tout z,y € I (autrement dit la loi sur I est obtenue par transfert
de structure de celle de R via ¢~ 1).

On construit d’abord ¢; : I - R un #*°-diffcomorphisme. Sil =]a,b[ avec a > 00 et b < +oo alors on
prend

t_
©1(t) = tan (—g —|—7TbZ)

(on transforme d’abord lintervalle Ja,b[ en | —7/2,7/2] de fagon affine puis on compose avec tan). Si
a > -00 et b= +00, on prend ¢1(t) = In(t —a). Si a = -00 et b < +00, on prend ¢ (t) = In(b — 1).
En adaptant la question g, on construit sur R une structure de groupe de Lie, en posant

p(z,y) = prlpr (@) * 017 ().

Les questions h, i et j montrent qu’il existe un ¢*°-difféomorphisme ¢y de R tel que @o(p(x,y)) = p2(x) +
©2(y). Le €°°-difféeomorphisme ¢ = 9 0 ¢ vérifie alors I'égaliteé.

)Ona (1,1)%(1,0)=(2,1+e-0)=(2,1) # (1,0) x (1,1) = (2,0 + ) = (2,¢).

m) On considére Papplication i : xg +— (0, z2). Elle est linéaire donc € et vérifie i(z2 + 24) = (0,22 + 25) =
(0,22) % (0,25) = i(xe) * i(z}). Ainsi ¢ est un morphisme de groupes de Lie. On considére aussi application
7 (x1,22) — 1. L’application 7 est linéaire donc € et est un morphisme de groupes ainsi 7 est un
morphisme de groupes de Lie.

L’application ¢ est injective, Papplication 7 est surjective et on a Kerm = {(0,22), 2 € R} = Imi. Ainsi

0 (R, +) —— (R2, %) —— (R, +) 0

est bien une suite exacte de groupes de Lie. L’application s : 1 +— (x1,0) est une section de m (puisque
s(rq) x s(z}) = s(x1 + 24) = (v1 + 2,0) et 7o s(x1) = x1). Ainsi le groupe (R?, ) est un produit semi-
direct de (R,+) par lui-méme. Le morphisme v de R dans Autg, (R) associé & ce produit semi-direct est
T1 — Oexp(e;) OU Oy désigne la multiplication par A # 0. En effet, pour calculer ce morphisme, il suffit que
calculer

(21,0) * (0, 22) * (x1,0) 7" = (21, exp(z1)x2) * (—21,e 710) = (0, exp(x1)x2)

et de se souvenir que dans le cas général le morphisme 6 de H dans Aut(N) est donné par la restriction & N
de la conjugaison par un élément de h € H.



