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Représentation des groupes finis

Corrigé

a) idy est I’élément neutre de GL(k). L’application p est donc le morphisme de groupes trivial de G dans GL(k).
Elle définit donc une structure de G-module sur k.

b) L’application ¢ : GL(k) — k* définie par ¢(f) = f(1) est un isomorphisme de groupes. Ainsi se donner une
structure de G-module sur k revient a se donner un morphisme de groupes de G dans k*. De plus, comme
k> est commutatif, tout morphisme de groupes de G dans k* passe au quotient par le groupe dérivée de G.
Donc, se donner un morphisme de groupes de G dans k* revient a se donne un morphisme de groupe de
G/D(G) dans k*.

Par ailleurs, si p; : G — GL(k) et p2 : G— GL(k) sont deux morphismes de groupes définissant sur k deux
structures de G-module G-isomorphes alors p; = p2. En effet, si f est un isomorphisme de G-module entre
les structures associées & py et po alors fopi(g) = p2(g)o f pour tout g € G. Comme Endy (k) est commutatif
et f bijective, on a alors

VgeG,  fopilg)=p2g)of=Ffopg) etdonc  pi(g) =pa(g).
Finalement, le nombre de classe d’isomorphisme de structure de G-module sur k est égal au nombre de
morphismes de groupes de G dans k™ ou encore au nombre de morphismes de groupes de G/D(G) dans k*.

c) Le sous-espace V' est stable par p(g) pour tout g € G. On en déduit que p(g) induit par restriction un
endomorphisme p’(g) de V' et par passage au quotient un endomorphisme p(g) de V/V’ (voir [Bpm, p.158]).
Les propriétés des applications induites par restriction et par passage au quotient (voir [Bpm, p.249]) donnent

V9,9 €G,  plgg) =p(9)op'(9) et plgg’) = plg)eplg),

ainsi que p'(1g) = idys et p(lg) = idyy/. On en déduit alors que p'(g) € GL(V’) et p(g) € GL(V/V’) pour
tout g € G et que p’ et p sont des morphismes de groupes. Ils définissent donc des structures de G-module
respectivement sur V' et V/V'.

d) Les applications p1(g7!) et p2(g) sont k-linéaires pour tout g € G. On en déduit que p(g)(f) € Homg(V1, Va)
pour tout f € Homy(Vy,Vs) et tout g € G puis que p(g) est k-linéaire pour tout g € G. De plus, pour g € G
et f € Homy(Vy,Vs), on a

(99 )(f) = pilgg’) o f o p2((99") ") = pr(g) © pr(g') o fo pa(g'™1) 0 p2(g'™") = plg)p(g')(f),

et p(1g)(f) = f. On en déduit que p est bien a valeurs dans GL(Homg(V1,V2)) et que p est un morphisme

de groupes. Avec Vi =V et Vo = k, on obtient une structure de G-module sur V*. Le morphisme p associé
est donné par p(g) = “(p(g~")) pour tout g € G.

e) L’application p(g) = p1(g) @ p2(g) est définie par p(g)(v1,v2) = (p1(g)(v1), p2(g)(v2)) pour (vi,v2) € V1& Vs,

Elle est k-linéaire et on a
p(gg')(v1,v2) = (pr(g) © pr(g")(v1), p2(g) 0 p2(g')(v2)) = p(9)(p1(g")(v1), p2(g')(v2)) = p(g)p(g")(v1, v2)

De plus, p(1g)(v1,v2) = (v1,v2). Ainsi p est bien a valeurs dans GL(V; ® V3) et p un morphisme de groupes.

f) Commencgons par montrer que 'application p1(g) ® p2(g) : v1 @ v2 — p1(g)(v1) @ p2(g)(ve) est bien définie.
Comme p;(g) et pa(g) sont k-linéaires, 'application (vi,v2) — p1(g)(v1) ® p2(g)(v2) est une application
bilinéaire de V1 x V5 dans V{ ® Vs. La propriété universelle du produit tensoriel fournit alors une application
k-linéaire notée p1(g) ® p2(g) de Vi ® Vo qui vérifie p1(g) @ p2(g)(v1 ® v2) = p1(g)(v1) @ p2(g)(v2). L'unicité
de ’application obtenue par la propriété universelle du produit tensoriel montre que

p(99') = p1(99") @ p2(99") = (p1(9) © p2(9)) © (p1(9") © p2(9)) = plg) o p(g") et p(la) =idv,gvs.

Ainsi p est bien a valeurs dans GL(V; ® V3) et p est un morphisme de groupes.

g) Les applications p1(g~ 1), p2(g~!) et pw(g) sont k-linéaires. On en déduit que p(g)(B) € Bil(V1 x Va, W)
pour tout B € Bil(V; x Vg, W) et puis que application p(g) est k-linéaire. De plus, pour B € Bil(V1 x Va, k),
g€ Get(x,y) € Vi x Vy,0n a

pw(9)pw(g)B(p1(g' M )p1(g™ ) (@), p2(g'~Hp2(97 ") (W) = pw(g)(p(g")(B))(p1 (g~ ") (), p2(g~ ") (¥))

ce qui donne (p(99)(B))(2,y) = (p(9)p(¢')(B))(z,y) -

Par ailleurs, p(1¢)(B) = B. On en déduit que p est bien a valeurs dans GL(Bil(Vy x V3, W)) et p un morphisme
de groupes. Avec Vi = V3 =V et W = k, on obtient une structure de G-module sur Bil(V x V, k).



h) Comme pv(g) est k-linéaire, ’application (A, v) — A® pv(g)(v) est k-bilinéaire. Grace a la propriété univer-
selle du produit tensoriel, on obtient une application k-linéaire
EFeoV-—KeV

p(g) = idy ®pV(g): { ARV — A@pv(g)(v).

Le k-espace vectoriel k' ® V est en fait un k’-espace vectoriel. L’action de u € k' sur A ® v est donnée par
- (A®v) = A ®@v. Comme
(ider @ pv(9)) (- A @) = pA @ py(g) = p- (A @ pv(9)),
Papplication idg ® pv (g) est k’-linéaire. De plus, par unicité de Papplication obtenu par la propriété universelle
du produit tensoriel, on a
plgg’) = idi @ pv(99’) = (ide @ py(g)) o (1K' @ pv(g)) = p(g) o p(g") et p(la) =idwev -
On en déduit que p est & valeurs dans GLy/ (k' ® V) et que p est un morphisme de groupes.

Corrigé
a) idy commute avec toutes les applications de V dans lui-méme donc en particulier avec celle de la forme py (g).

b) Comme u € Homg(V, V1), on avouo py(g) =vopi(g)ou pour tout g € G. Comme v € Homg(Vy, Va), on
obtient v 0 p1(g) o u = p2(g) o v o u pour tout g € G. On a donc

Vge G, wouopy(g)=palg)ovou,
ce qui signifie que v o u € Homg(V, Va).
c) Soit z € VY. Comme f € Homg(V,W), on a gf(z) = f(gr) pour tout g € G. Comme z € V¢, on a
f(gz) = f(z) pour tout g € G. On a donc gf(z) = f(z) pour tout g € G, ce qui signifie que f(x) € WE.
Si f est un G-isomorphisme, en appliquant ce qui précéde au G-morphisme f~', on trouve f~1(W%) c V&
et donc f(f~H(W%)) C f(VE) € WE. Comme f est bijective, on a f(f~H(WS)) = WY et donc f(VE) = WE.
d) Im f et Ker f sont des k-espaces vectoriels. Il reste donc & montrer que Im f et Ker f sont stables respecti-
vement par pw(g) pour tout g € G et par py(g) pour tout g € G. Soient y = f(z) € Imf et g € G, on a
gy = gf(z) = f(g9z) € Im f et donc Im f est bien stable par pw(g) pour tout g € G. Soient 2 € Ker f et
g€ G, ona f(gr) =gf(x) =0 et donc ga € Ker f. Ainsi Ker f est bien stable par pyv(g) pour tout g € G.
e) L’application i est k-linéaire. Soient z € V' et g € G. Comme gz € V', on peut écrire i(gz) = gr = gi(x).
f) D’aprés la construction de la structure de G-module sur V/V’ (voir la question ¢ de 'exercice 1), Paction de
g € G sur V/V’ est donnée par p(g) qui est 'unique k-endomorphisme u de V/V’ vérifiant 7o pyv(g) = uo.
On a donc

VoeV,  m(gv) =plg)(n(v)) = gm(v),
ce qui signifie que 7 est un morphisme de G-modules.

Comme f est k-linéaire, la propriété universelle du quotient pour les applications k-linéaires montre qu’il
existe une unique application k-linéaire f vérifiant f = f o m. Il s’agit a présent de montrer que f est un
morphisme de G-modules c’est-a-dire que f o p(g) = pw(g) o f pour tout g € G. Soit y = w(z) € V/V'.
Comme 7 et f sont des morphismes de G-modules, on obtient

(Fopa)y) = (Fop(g)(n(x)) = Fon(gz) = flgz) = gwf(x) = gw(f (x(2))) = (pw(9) o ) (¥)-
ce qui montre que f est un G-morphisme.
g) Montrons que Papplication
a V1*®V2 — Homk(Vl,Vg)
' 01 @ vy > (v1 = 1(v1)va)
est bien définie et est un G-isomorphisme.
L’application (p1,v2) — (v1 — ¢1(v1)v2) est k-bilinéaire. La propriété universelle du produit tensoriel
montre qu'’il existe une unique application k-linéaire Q vérifiant Q(p1 ® v2) = (v1 — @1(v1)v2) pour tout
(p1,v2) € V1 x V. Lapplication Q est donc bien définie et k-linéaire.

Montrons que € est bijective. Comme dimg(V1* ® Va) = dimg(Homg (V1, Vs)), il suffit de montrer que Q
est surjective. Solent # = (e1,...,e¢) une base de Vi, #* = (e}, ..., e;) sa base duale et f € Homy(V1, Va).
On a alors



o(xe o) = (v Sawie) = (vo f (Zeae)) = - fo) =7

ce qui montre que ) est surjective et donc bijective.
Il reste & montrer que 2 est un G-morphisme. Pour ¢; € Vi, v2 € Vo et g € G, on a

Qg(p1 @ v2)) = Ug(1) @ g(v2)) = (v1 = ((gv,=p1) (V1)) gv, (v2)) = (V1 = @1(gv, " v1)gv, (v2)).

Ainsi Qg(p1 @ v2)) = pv,(9) 0 A1 @ v2) 0 pv, (971) = g1 @ v2)).

Comme Q est k-linéaire et que les éléments de la forme ¢ ® vy engendre ’espace vectoriel V1* ® Vg, on en
déduit que €2 est un G-morphisme.

h) Commencons par l'isomorphisme entre (Vi ® Va)* et Bil(Vy x Vg, k). Par définition du produit tensoriel,
Papplication (vi,v2) € Vi X Vo = v1 @ vg € V1 ® Vg est k-bilinéaire. On en déduit que pour ¢ € (V1 ® Va)*,
Papplication (v1,v2) — @(v1 ® va) est k-bilinéaire. On peut alors définir 'application

' {(Vl ®Vy)* — B11(V1 x Vg, k)
@ — ((v1,02) = (01 @ v2) ) .

Cette application est linéaire. De plus, d’aprés la propriété universelle du produit tensoriel, elle est bijective.
Il reste & montrer que ® est un G-morphisme. Soit ¢ € (V1 ® V3)*. Pour (vi,v2) € Vi x Va et g € G, on a

(®(g9))(v1,v2) = (990)(v1 @ v2) = (97" (11 @ v2)) = ((97"v1) ® (97 v2)) = (P) (g™ w1, 9 v2).

Comme G agit trivialement sur k, on a ®(p)(g ' v1,9 7 v2) = (9®(¢))(v1,v2) et donc ®(gp) = gP(p).
L’application @ réalise donc un G-isomorphisme entre (Vi ® Va)* et Bil(Vy x Vg, k).
Passons a I'isomorphisme entre V1* ® Vo™ et (V1 ® Va)*. Montrons que Papplication

v Vi ®@ V" — (V1 @ Vy)*
' 1 @2 > (P12 101 ® V2 = @1 (v1)2(v2))

est bien définie et est un G-isomorphisme.

Soient ¢1 € Vi* et ¢ € Vo™. L’application (vi,v2) € Vi x Vy — ¢1(v1)p2(v2) € k est bilinéaire. Par
la propriété universelle du produit tensoriel, il existe une application linéaire p12 : Vi ® Vo — k telle
que 1,2(v1 @ v2) = ¢1(v1)p2(ve). L'unicité de lapplication linéaire obtenue grace a la propriété universelle
du produit tensoriel assure que l'application (p1,¢2) € V1™ X Vo +— 12 € (V1 ® Va)* est bilinéaire.
Ainsi, une nouvelle fois grace a la propriété universelle du produit tensoriel, il existe une application linéaire
U: V" ®@Vy"— (Vi @ Va)* telle que U(p1 ® pa) = ¢1.2. Autrement dit, U est bien définie et linéaire.

Montrons a présent que ¥ est bijective. Pour cela, considérons %; = (ei,...,e;) une base de Vi et
PBs = (f1,---, fm) une base de V,. La famille 8 = (e; ® f;);; est alors une base de V1 ® Va. On note
%7 = (ei,...,e}) la base duale de %1, B3 = (f{,..., f,) la base duale de %5 et Z* = (h};)i,; la base duale
de A. La famille (ef ® f]*)iyj est alors une base de Vi* ® Vo™ et on a

U(e; @ f7)(er @ fi) = ej(en) 7 (f1) = 6ikj1 = O(i ), k1) = hijlex @ fi) .

Ainsi W(ej ® f7) = h}; ce qui montre que ¥ transforme une base de V1" ® Vo* en une base de (Vi ® Va)*
c’est-a-dire que VU est bijective.
Il reste & montrer que ¥ est un G-morphisme. Soient ¢; € V,;* et v; € V; pour i € {1,2} et g€ G. On a

(T(g(e1 @ 2))) (1 @ v2) = (¥(p1 097 @ pa0g™h))(v1 @) = @1(g7 1) (g v2)

et (9(T (@1 @ 2)))(v1 @ v2) = (¥(p1 @ 2)) (g7 (11 @ v2)) = w1(g~ " v1)pa(g ™ va) .

Ainsi U(g(p1 ® p2)) = g¥(¢1 ® p2) pour tout (v1,p2) € V1™ X Vo* et tout g € G. Comme VU est linéaire
et que les éléments de la forme p; ® o engendre Pespace vectoriel Vi* ® Vo™, on en déduit que ¥ est un
G-morphisme.

Passons a I'isomorphisme entre Bil(Vy X Va, k) et Homg(Vy, V2*). Les applications

. {Bil(V1 x Va, k) —> Homy(Vy, Vo*) {Homk(Vl,Vg*) — Bil(Vy x Va, k)

o

“ P e (o) — fn)()

B = (v1 = (v2 = B(v1,v2)))



sont k-linéaires réciproques 'une de 'autre. Il reste donc & montrer par exemple que YT est un G-morphisme.
Or, pour (v1,v2) € V1 x Vo, B € Bil(V; x Vo, k) et g € G, on a
(T(9B))(v1)(v2) = (9B)(v1,v2) = B(g "1, 97 'w2) = T(B) (9 "v1) (g™ "v2) = (gva (T(B) (g~ 'v1))(v2),
et donc  (Y(gB))(v1) = gv,=(T(B)(g~ v1)) = pvar(9) 0 T(B) 0 pv, (97 1) (v1) = (9L (B))(v1),
ce qui montre que Y est un G-morphisme. Son inverse = en est donc un aussi.
Remarque. En appliquant la question g & Vi et Vo™, on obtient par composition un G-isomorphisme

doTo1: Homk(Vl,Vg*) —>B11(V1 X VQ, k)

Pour (v1,v2) € Vi x Va et f € Homg(Vy, V2™), on a alors
¢

@00 (o) = |20 0 ( Set w () )] (0n.0m) = Lei o) (Fle(o2) = X Fletn)en)e).

=1
¢
Comme Y e} (v1)e; = v1, on trouve [® o W o Q71 (f)](v1,v2) = (E(f))(v1,v2). Ainsi Po W o Q™! ==,
i=1
i) Commengons par 'isomorphisme entre V ® k et V. L’application (v,A) € V x k — Av € V est bilinéaire.
Par la propriété universelle du produit tensoriel, elle définit une application linéaire A vérifiant

Vek —V
A
VRN — Av.

Par ailleurs, 'application linéaire A’ : v € V= v®1;, € V®Fk vérifie Ao A’ = idy et pour tout (A, v) € kxV,
(Ao A)(v@A) = w®1=v®A\ Comme A’ o A est linéaire et que les v ® A engendrent V ® k, on obtient
que A’ o A = idygg. L’application A est donc bijective.

Il reste & montrer que A est un G-morphisme. Pour v € V, A€ ket g € G, on a

A(glv@ A) = A(gv @ g\) = A(gv @ A) = A(gv(v)) = gv(Av) = (gvA)(v ® A).

Comme les v ® A engendrent V ® k, on en déduit que A est un G-morphisme.
Passons a l'isomorphisme entre Homy, (k, V) et V. Montrons que 1’application linéaire

{Homk(k,V) —V
I':
f — f(1)

est un G-isomorphisme. Comme 1 est une base de k, 'application I' est bijective. Son inverse est donnée
par v € V— (A — Av) € Homy(k, V). Montrons que I' est un G-morphisme. Pour f € Homy(k,V) et g € G,
onal(g-f)=(pv(g)o f)pr(g~1)(1)) = gf(1) = gT'(f), ce qui montre bien que I' est un G-morphisme.

Corrigé
a) Par définition de 'action de G sur Homg(V1, Va) et de Homg(Vy, Va), on a
f € Homy (V1, V)¢ = VgeG, f=pAg)ofomlg™),
et f € Homg(Vy, Vs) = VgeG, fopilg)=p2g)of.
Comme f = pa(g) o f o p1(g~1) est équivalent & f o p1(g) = p2(g) o f, on en déduit que f € Homk(Vl,Vg)G
si et seulement si f € Homg(V1, Va) ¢’est-a-dire Homy (V7 VQ)G = Homg (V1, Va).
b) Par définition de l'action de G sur V1 @ Vo, on a g(v1,v2) = (gu1, gvs) pour g € G et (v1,v2) € Vi X Va. On
en déduit que
(’Ul,’UQ) S (Vl @VQ)G < (’U1 €V1G et vy EVQG) < (’Ul,’UQ) GVlG@VgG,
c’est-a-dire (V1 @ V)€ = Vi€ aV,6.
Remarque. D’aprés la question ¢ de I’exercice 2,

Ve VG, (f:VoW) e (f|vG :VG—>WG)

est un foncteur de la catégorie des G-modules dans celle des k-espaces vectoriels de dimension finie. La
forme de ce foncteur montre immédiatement qu’il est additif et donc il commute avec les somme directes. On
retrouve ainsi le résultat de cette question.

c)PourveV,peV et ge G, ona

(9( Iy v-) (W) = (9710, 97 )y v = (997 10) = (V) = (U, @)y v »
ce qui montre que (-, '>v,v* est G-invariant.



d) Soient B € Sym(V, W). Pour z,y € Vet g € G, on a
(9B)(z,y) = gB(g9~ 'z, g7 'y) = gB(g~ 'y, g~ '2) = (4B)(y,2),
ce qui signifie que gB € Sym(V, W). Ainsi Sym(V, W) est bien un sous-G-module de Bil(V x V, W).

On reprend les notations de la question h de 'exercice 2 avec Vi = Vo = V. L’application ® o ¥ réalise
un G-isomorphisme entre Bil(V x V k) et V* ® V*. Le sous-G-module correspondant & Sym(V, k) est donc
(® o W)~ (Sym(V,k)). Posons W = (p ® ¢ ¢ € V*) et montrons que (® o ¥)~1(Sym(V,k)) = W. Pour
cela, considérons % = (e1,...,e;) une base de V et #B* = (e],...,e;) sa base duale. Pour z,y € V et
B € Sym(V,k), on a

£

¢
T = _Zlef(ac)ei, y= 21 *(y)es et donc B(z,y) = Blei, ej)ej (z)e] (y).
1= 1= ]

Comme B € Sym(V, k), on a B(e;, e;) = B(e;, e;) pour tout 4, j. Ainsi, on obtient

¢
Ve,yeV,  Blz,y) = ZlB(ei,ei)e;“(x)e;“ () + 2 Blei,e;)(ef (x)ef (y) + €7 (y)ej (x)) -
i= <]
¢
On a donc B =) B(ei,ei)PoV¥(e;@e;f) + > Blei,ej) PoV(ef ®ej +ef @ef)
i=1 i<j
Comme ef @ e} + e @e; = ((ef +¢€}) @ (ef +e€7)) — (ef ®ef) — (e] ®e}) € W pour tout i, j, on en déduit
que Sym(V, k) C (® o U)(W). De plus, pour p € V* et z € V, on a
(@ oU(p®))(z,y) = p(x)p(y) = (Do W(p®p))(y,x)

et donc Sym(V, k) =PoU((p®@p, @€ V).
e) Soient B € Alt(V,W). Pour # € V et g € G, on a (¢gB)(z,7) = gB(¢g~'z,g 'x) = 0, ce qui signifie que

9B € Alt(V, W). Ainsi Alt(V, W) est bien un sous-G-module de Bil(V x V, W).

On reprend les notations de la question h de lexercice 2 avec Vi = Vo = V. L’application & o ¥ réalise
un G-isomorphisme entre Bil(V x V, k) et V* ® V*. Le sous-G-module correspondant a Alt(V, k) est donc
(@ o W)~ H(AlE(V, k)). Posons W = (¢ @9 — 1 ® ¢, ¢, € V*) et montrons que (® o W)~ (Alt(V, k) = W.
Pour cela, considérons # = (e1,...,e¢) une base de V et #* = (e],...,e}) sa base duale. Pour z,y € V et
B e Alt(V,k),on a

¢ ¢
T = Zle;k(fﬂ)ei’ y= Zlef(y)ei et done  B(z,y) =3 Bles, ¢j)ef (x)e] (y).
3 1= 2,7
Comme B € Alt(V, k), on a B(e;,e;) = 0 et B(e;, e;) = —B(ej, €;) pour tout 4, j. Ainsi, on obtient
VayeV,  Blay) = SB(ese;)el@elly) — e m)el ().
1<J
On a donc B= ;‘B(ei, ej)Po V(e ®ej —ej@e;) € (PoW)(W)
i<j
c’est-a-dire Alt(V, k) C (® o ¥)(W). De plus, pour ¢, € V* et € V, on a
(@ oU(p®y - ®¢))(zr,x) = p(z)P(z) - P(x)p(r) =0

et donc Alt(V, k) =@o¥((p @9 -1 @9, ¢, € V"))
f) Soit B € Bil(V x V, k). Comme cark # 2, I'application bilinéaire (z,y) — 27*(B(x,y) + B(y,z)) a bien un

sens. On en déduit que 'application

. {Bil(V x V, k) — Bil(V x V, k)

est bien définie. Montrons que application p est un projecteur linéaire sur Sym(V,k) parallélement a
Alt(V, k) et un G-morphisme. On a bien sir p(B) € Sym(V, k) et p linéaire. De plus, pour B € Sym(V, k),
on a p(B) = B. On en déduit que p est un projecteur sur Sym(V, k). Enfin p(B) = 0 si et seulement si B est
antisymétrique. Comme car k # 2, 'application B antisymétrique si et seulement si B est alternée. Ainsi p
est bien le projecteur sur Sym(V, k) parallélement a Alt(V, k).

Montrons que p est un G-morphisme. Pour B € Bil(V x V k) et z,y € V, on a

p(gB)(z,y) =27 (B9~ =, g y) + gB(g~ 'y, 97 ') = g(p(B) (9~ 2,97 'y)) = (9p(B))(z,y),

ce qui montre que p est bien un G-morphisme.

En reprenant les notations de la question h de ’exercice 2 avec V1 = Vo = V| on obtient que I’application
0 =po® oW est un G-morphisme surjectif de V* ® V* sur Sym(V, k). De plus,

() =0 < (Po¥)(z) € Alt(V,k).

On en déduit grace a la question e que le noyau de § est (p @Y — 1Y ® ¢, @, € V*). Ainsi, par passage au
quotient, I’application § fournit I’isomorphisme souhaité.



g) Reprenons les notations de la question f. L’application p’ = id — p est un G-morphisme et un projecteur
sur Alt(V, k) parallelement a Sym(V, k). Avec les notations de la question h de l'exercice 2 appliquée a
Vi = V5 = V, on obtient que I’application 8’ = p’ o ® o ¥ est un G-morphisme surjectif de V* ® V* sur
Alt(V, k). De plus,

§(x) =0 < (®o¥)(z) € Sym(V, k).
On en déduit grace a la question d que le noyau de ¢’ est (p ® ¢, @ € V*). Ainsi, par passage au quotient,
lapplication ¢’ fournit I'isomorphisme souhaité.

Corrigé

a) Soit f : V— W un G-isomorphisme. On a donc pv(g) = f 'pw(g)f pour tout g € G. Les propriétés de la
trace montrent alors que xv(g) = tr (pv(g)) = tr (pw(g)) = xw(g) pour tout g € G.

b) Par définition de xv, on a xv(lg) = tr (pv(lg)) = tr (idy) = dimy (V).

c) Pour tout g € G, on a xx(g) = tr (idy) = 1.

d) En considérant une base de V& W composée d’une base Ay de V suivie d’une base Bw de W, la matrice
de pvew(g) est une matrice diagonale par blocs constituée de deux blocs. Le premier bloc est la matrice
de pv(g) dans Ay . Le deuxiéme bloc est la matrice de pw(g) dans Bw. En calculant la trace, on obtient
xvew(9) = tr (pvew(g)) = tr (pv(9)) + tr (pw(g)) = xv(9) + xw(g). On a donc xvew = Xxv + xw-

Par définition de la structure de G-module sur V*, on a py«(g) = tpv (g h). Ainsi x%(g9) = xv(g~!) pour
tout g € G.

Considérons une base By = (e1,...,en) de V, une base Bw = (f1,...,fn) de W et g € G. On note
Mat zy (pv(9)) = laisli; et Mat zy (pw(9)) = [bijli,j- On a alors

gvew(ei ® fj) = gve; ® gwf; = aubjjei ® fi+ > aribejer ® fe.
(k,n)#(4,5)
Comme la famille (e; ® f;); ; forme alors une base de V@ W, on obtient

4,
D’apreés la question g de I'exercice 2 et la question a, on a Xgom,(v,w) = Xv-ew = Xv=xw. On a donc
VgeG, XHomy, (v,w)(9) = xv (g~ ) xwl(g).

Dans le livre [Pey, p.207], on trouvera une démonstration de ce résultat qui n’utilise pas l'isomorphisme
G-mod

V*@W "=~ Homg(V,W).

xvew(g) = tr (gvew) = D aibj; = 72:31 i é bj; = tr (gv)tr (gw) = xv(9)xw(9)-

Corrigé
a) Considérons Papplication o : g € G — g~ ! € G. Pour F € .Z(G, k), on a alors o(F) = Fog. On en déduit que
F est linéaire. De plus, comme o est une involution, on en déduit que o est une involution et donc bijective.
Enfin, si g et h sont conjugués par k (c’est-a-dire g = khk~1) alors g=* et h~! sont conjugués par k. On
en déduit que, si F est centrale et g et h sont conjugués alors (o(F))(g9) = F(g~!) = F(h™!) = (o(F))(h) et
donc o(F) est constante sur les classes de conjugaison c’est-a-dire centrale.
b) On note Carg le sous-espace vectoriel de .% (G, k) engendré par les caractéres de G. Soient V une représenta-
tion de G et yv son caractére. Montrons que yv est central. Soient g, h € G tels qu’il existe k € G vérifiant
g = khk™1. On a alors xv(g) = xv(khk™') = tr (pv(k)pv(h)pv(k)~1). Les propriétés de la trace donnent
tr (pv(k)pv(R)pv(k)~1) = tr(pv(h)) = xv(h). On obtient donc xv(g) = xv(h). Ainsi xy est constante
sur les classes de conjugaison c’est-a-dire centrale. On en déduit que Carg est inclus dans la k-algébre des
fonctions centrales. Comme x5 = 1 est 1’élément neutre de .7 (G, k) et de la k-algébre des fonctions cen-
trale, il suffit de montrer que Carg est stable par produit. Or, d’aprés la question d de 'exercice 4, on a
xvxw = xvew € Carg. On obtient ainsi que Carg est une sous-k-algébre de ’espace des fonctions centrales.
Enfin, d’apreés la question d de 'exercice 4, on a o(xv) = xv- ce qui montre que Carg est stable par o.
c) Pour g € G, on note e, € Z(G, k) la fonction définie par e4(¢g’) = 4,4 . L'application (-,-) est bien sir
bilinéaire. De plus, comme & est une bijection de G, lapplication (-,-) est symétrique. Montrons que (-,-)
est non dégénérée. Soit F # 0 une fonction de G dans k. Il existe g € G tel que F(g) # 0. On a alors
(F,e,—1) = |G|7'F(g) # 0 et donc (-, -) est non dégénérée.
Soit F une fonction centrale non nulle. Il existe g € G telle que F(g) # 0. On note C, la classe de conjugaison
de g et C,-1 celle de g~*. On considére alors F’ la fonction indicatrice de la classe de conjugaison de g+
c’est-a-dire F/ = 109_1. Par construction, la fonction F/ est centrale. Par ailleurs, on a vu a la question a

que (Cy)~' = Cy-1 clest-a-dire o(F’) = 1g,. On a alors (F,F’) = |C,4[|G| 'F(g). Comme |Cy| est D'orbite



d’un élément de G sous I’action de G par conjugaison, |C4| divise |G|. Ainsi car k ne divise pas |Cy4| et donc
(F,F’) # 0. La restriction de (-,-) aux fonctions centrales est donc non dégénérée.

Corrigé
a) Pour F € Z(X,k),ona F = ) F(z)e, et > Age, =0 implique A\, = Z)\ ex(y) = 0 pour tout y € X.
zeX zeX
La famille des (e;).ex est donc libre et génératrice c’est-a-dire une base de F(X, k).

b) Le groupe G agit sur X. Il agit donc sur ’ensemble des fonctions de X dans un autre ensemble (ici k) de
la fagon suivante : pour g € G et F € Z#(X,k), on pose gF : x — F(g~'x). (On passe a l'inverse pour
que l'action de G soit une action a gauche). Par définition de la structure d’espace vectoriel sur % (X, k),
Papplication F — gF est bien str linéaire. De plus, pour z € X et g,¢’ € G, on a

(9(g'F))(z) = (¢'F)(g~'x) =F(g"'g~'2) =F((99") 'z) = (99'F)(z) et  (lg)F =F.
On en déduit que F +— ¢F est une application bijective puis que Papplication g € G — (F — gF) est un
morphisme de groupes de G dans GL(# (X, k)). On a donc défini une structure de G-module sur .# (X, k).
De plus, (ges)(y) = €2(97'y) = 04,91y = g,y = €g2(y) pour tout z,y € X et tout g € G. Ainsi ge, = gy
pour tout x € X et g € G.

c) Pour Y € X/G, on note 1y la fonction indicatrice de Y C X. Comme g~z € Y si et seulement si € Y, on

a gly = 1y pour tout g € G. On a donc ly € .Z(X,k)S. Les parties Y € X/G forment une partition de X
et Iy = Y e,. Les fonctions 1y sont donc k-linéairement indépendantes et dimg (.7 (X, k)%) > |X/G].

z€Y
Réciproquement, soit F € .#(X,k)%. On a F = 3 F(x)e,. D’aprés la question b, on a
zeX
gF = Y F(a)ege = 3 F(g7'w)e,.
reX zeX

Comme F est G-invariante, on en déduit que F(z) = F(g~'x) pour tout g € G et z € X et donc F est
constante sur chacune des orbites de X sous G. Pour Y € X/G, on note F(Y) la valeur commune des F(x)
pour z € Y. On a alors

F= $ NF@ea= 3 FY( Te)= 5 FWly,
YeX/G z€Y YeX/G €Y YeX/G
ce qui montre que la famille (1y)yex /¢ est une famille génératrice de .7 (X, k)¢
Ainsi on obtient que (ly)yex/c est une base de .7 (X, k)€ et donc dimy(F (X, k)¢) = |X/G|.
d) Considérons la matrice de pz(x ) (g9) dans la base (e;)ex. D’aprés la relation ge, = ey, de la question b, le

coefficient selon e, de ge, est §; g (c’est-a-dire 1 si gz = z et 0 sinon). On a donc
X(9) = 2 buge=[{z€X, gz=2x}|=I[XI.
rzeX

Corrigé
a) Il suffit d’appliquer la question d de 'exercice 6. On trouve alors que Xreg(9) = | {h € G, gh = h}|. Comme
VheG, gh=h — JheG, gh=h — g=1la,
on en déduit que pour g # la, on a Xreg(9) = 0 et Xreg(la) = |G|. Ainsi xreg = |Gleig-
b) Par définition de (-,-), on a
(Xreg7 XV> Z Xreg( (9_1)'
|G| geG

Comme, d’aprés la question a, Xreg(9) = 0 si g # 1, on obtient, (Xreg, Xv) = |G| *Xreg(1a)xv(1c). Finale-
ment, grace a la question a et la question b de 'exercice 4, on trouve (xreg, Xv) = dimy (V).

Corrigé

a) Supposons que f ne soit pas nulle. D’apreés la question d de l'exercice 2, Ker f est un sous-G-module de V et
Im f est un sous-G-module de W. Comme f # 0, on a Ker f # V. Par irréductibilité de V, on obtient alors
Ker f = 0 c’est-a-dire f injective. Comme f # 0, on a Im f # {0}. Par irréductibilité de W, on obtient alors
Im f = W c’est-a-dire f surjective. On a donc f bijective. Finalement, application f est un G-isomorphisme.

b) Si Homg(V, W) # 0 alors il existe un G-morphisme non nul f : V—W. D’aprés la question a, f est un
G-isomorphisme entre V et W. Ainsi V et W sont G-isomorphes.



c) D’aprés la définition 2 et les questions a et b de 'exercice 2, Endg(V) est une sous-k-algébre de End (V).
Gréce a la question a, on obtient que dans cette k-algébre, tout élément est nul ou inversible. Autrement dit,
Endg (V) est une k-algébre a division.

d) Soit f € Endg(V) C Endg (V). Comme k est algébriquement clos, f admet une valeur propre A € k. D’aprés
la définition 2 et la question a de I'exercice 2, on a f — Aidy € Endg (V). La question d de I’exercice 2 montre
que Ker (f — Aidy) est un sous-G-module de V. Comme A\ est une valeur propre de f, on a Ker (f — Xidy) # 0
et donc par irréductibilité de V, on en déduit que V = Ker (f — Aidy). Finalement, on obtient f = Aidy.

e) D’aprés la question b, si V et W ne sont pas isomorphes alors dimy Homg(V, W) = 0. On suppose a présent
que V et W sont isomorphes et on note f : V— W un G-isomorphisme. Comme V et W sont irréductibles,
ils ne sont pas réduit a 0. Ainsi f # 0 et donc dimy Homg (V, W) > 1. Pour conclure, il suffit de montrer que
Homg (V, W) C kf. Or pour ¢ € Homg(V, W), on a f~'op € Endg(V) grace a la question b de I'exercice 2.
Ainsi, avec la question d, on obtient f~! o = Aid et donc ¢ = \f € kf, ce qui conclut la preuve.

Corrigé
a) Soit # € VE. On a alors p(g)z = z pour tout g € G et donc py(z) = |G|7! Y o = x. Ainsi V¢ C Impy.
geG
Par ailleurs, pour tout g € G, on a

plg) o pv = =7 2 plgh) = 7= 2 p(h) = pv = = X p(hg) = pv © p(g)-
|G|h€G |G|h€G |G|h€G
On a donc p(g) o pyv = py o p(g) pour tout g € G, c’est-a-dire p € Endg (V). De plus, comme p(g) o pyv = py
pour tout g € G, on a gpy(x) = = pour tout x € V et g € G, c’est-a-dire Impy C VY. On a donc bien
Impy = VC. En particulier, p(z) € V& pour tout z € V et comme p(y) = y pour tout y € VE, on a
p(p(x)) = p(x) pour tout x € V c’est-a-dire que p est un projecteur.
Remarque. Comme p(g) o p = p pour tout g € G, on obtient p o p = p en sommant sur g € G.

b) Comme py est un projecteur, on a tr (py) = dim(Im py)1; = dim(V%)1;, (prendre une base de V commengant
par une base de Im py). Par ailleurs, par définition de pv, on a

tr (pv) = |G| Zt (p(g)) = |G| ZXV( ) = (xv, Xk) 5

ce qui donne le résultat.

c) D’aprés la question d de l'exercice 4, on a

(xv,xw) = |G|g§;XV( xw(g™) = |G|ZXHomk(WV)()

La question b donne (yv, xw) = dimy((Hom;(W,V))%). Enfin, grace a la question a de l’exercice 3, on a
(xv, xw) = dimg(Homg(W, V))1x. De plus, (,-) est symétrique, donc (xv, xw) = dimg(Homg (V, W))1x.
d) Premiére démonstration. V est de dimension 1 donc Endg(V) est commutatif. En particulier, on obtient
Endy (V) = Endg (V). Avec la question c, on obtient (xv, xv) = dimy(Endg(V))1; = dimy (Endg(V))1x = 1i.
Deuzieme démonstration. Comme V est de dimension 1, on a py(g) = xv(g™?!) et donc xv(g7!) = (xv(g)) ™ .
Ainsi, (xv,xv) =[G %:GXV(Q)(XV(Q)V1 = 1.
g

e) V' admet un sous-espace vectoriel supplémentaire V. Soit p le projecteur sur V' parallélement & V. D’apres
la question a et la question a de I'exercice 3, on a ¢ = pgpa, (v)(p) € Endg(V). Or par définition de I'action
de G sur Endg(V), on a

1
4 = PEndy(v)(P) = €] ;Gp( g)opop(g™t).
g

Comme V' est un sous-G-module de V, on a p(g~1)(x) E V’ pour tout € V' et tout g € G. On en déduit
que p(p(g~1)(z)) = p(g~1)(z) puis que p( )(p(p(g~1)(x))) = et finalement

1

VeeV, () == > z=u.

|G| geG
En particulier, V/' C Imgq. Par ailleurs, pour € V, on a p(p(¢g~1)(z)) € Imp = V'. Comme V' est un
sous-G-module de V, on en déduit que p(g)(p(p(g—*)(z))) € V'. On obtient alors ¢(z) € F et donc Imgq C F.
Finalement Img = F et comme ¢(z) = « pour tout z € F = Img, on a ¢(q(z)) = ¢(x) pour tout = € V.
L’endomorphisme ¢ est donc un projecteur d’image V'. L’espace V' = Ker ¢ est donc un sous-espace vectoriel
supplémentaire de Im ¢ = V’. De plus, comme ¢ € Endg(V), la question d de l'exercice 2 montre que V" est
un sous-G-module de V. Ainsi V" est bien un sous-G-module supplémentaire de V.



Finalement, tout sous-G-module de V admet un sous-G-module supplémentaire et donc V est semisimple.

f) Si V est irréductible alors V # 0. De plus, si V = V; & V3 alors V; est un sous-G-module de V. Par
irréductibilité, on a Vi = {0} ou V1 =V et dans ce cas Vo = {0}. Ainsi V est indécomposable.
Supposons V non nul et indécomposable. Soit Vi un sous-G-module de V. D’aprés la question e, il existe
un sous-G-module V5 tel que V. =V; @ V,. Comme V est indécomposable, on a alors Vi = {0} ou Vo = {0}
et dans ce cas V1 = V. Ainsi V est irréductible.

g) Raisonnons par récurrence sur dim V. Si dim V = 0 alors V est une somme vide de G-modules irréductibles.
Supposons que tout G-module de dimension inférieure ou égale & n > 0 soit somme directe de G-modules
irréductibles. Soit V un G-module de dimension n + 1. Si V est irréductible alors V est somme directe de
G-modules irréductibles. Sinon, il existe un sous-G-module {0} & V; & V. D’apreés la question e, il existe un
sous-G-module V3 tel que V.=V & Vs. On a alors dim V; < n+1 pour i € {1,2}. L’hypothése de récurrence
assure alors que V; et Vy se décompose en somme directe d’irréductibles et donc V aussi.

h) La question d de lexercice 4 et la question g montrent que le caractére d’un G-module est une somme
de caractéres irréductibles. Ainsi, tout caractére appartient a I’espace vectoriel engendré par les caractéres
irréductibles et donc Carg est engendré par les caractéres irréductibles.

Corrigé
a) D’aprés les questions ¢ de P’exercice 9 et b de I'exercice 8, on a (xv, xw) = dimg(Homg(V, W))1; = 0.

b) D’apres la question ¢ de Pexercice 9, on a (xv, xw) = dimg(Homg(V, W))1; € N1j. Comme cark = 0, on a
N C Q Ck et donc {xv,xw) € N.

c) D’aprés la question b, on a (xv,xw) > 0 si et seulement si (xv,xw) # 0. D’aprés les questions b de

Pexercice 8 et ¢ de l'exercice 9, (xv,xw) # 0 implique V TR W, D’aprés la question a de l'exercice 4,
G-mod.

V "~ W implique xv = xw. Enfin, si xv = xw alors {(xv, xw) = {(xv, xv) = dimg(Endg(V)) (question ¢
exercice 9). Or V est irréductible donc V # 0 et idy = 0. Comme idy € Endg (V) (question a exercice 2), on
en déduit que (xv, xw) = dimg(Endg(V)) > 0.

-mod.

d) L’équivalence (V RS PN XV = XW) de la question ¢ montre que le nombre de classe d’isomorphisme
de G-module irréductible est égal au nombre de caractére irréductible.

Les relations (xv, xw) = 0 pour V et W deux G-modules irréductibles non G-isomorphes et (xv, xw) # 0
pour V et W deux G-modules irréductibles et G-isomorphes montrent que les caractéres irréductibles forment
une famille orthogonale formée de vecteurs non isotropes pour la forme bilinéaire (-, -). C’est donc une famille
libre. Ainsi d’aprés la question h de lexercice 9, les caractéres forment une base de Carg. Comme Carg est
un sous-espace vectoriel des fonctions centrales, on en déduit que le nombre de caractéres irréductibles est
inférieur dimy # (G/%, k). Or dimy, Z (G/%, k) est le nombre de classes de conjugaison de G. Finalement, le
nombre de caractéres irréductibles de G est inférieur au nombre de classes de conjugaison de G.

e) On a vu dans la question d que la famille (x;)1<i<s forme une base de Carg. Il existe donc une unique famille
(MNi)1gics € k® telle que xv = A1x1 + -+ + AsXxs. La question g de l'exercice 9 montre que les A; sont des
entiers naturels et que lorsque 'on décompose V en somme directe de représentations irréductibles de G, \;
est le nombre de fois que V; apparait.

f) Les relations d’orthogonalité de la question a montrent que {xv, xi) = d;(V){x:, xs) et donc

S

xvexv) = 2 di(V){xv,xi) =

=1 7

(di(V))2<Xn Xi> :

-

1

g)SiV TR W alors xv = xw d’aprés la question a de l'exercice 4. Si xv = xw alors d;(V) = d;(W) pour
tout 7 € [1, s] puisque les d;(V) sont les coordonnées de xv dans la base (x;)1<igs. Si di(V) = d;(W) pour
tout i € [1, s] alors

V BT VAV = @V EW) Ry
i=1 i=1

h) D’aprés la question b de V'exercice 7, on a (Xreg, Xv) = dimg V et (Xreg; Xreg) = dimy F(G, k) = |G|. En
reportant ces égalités dans celles de la question f pour V.= % (G, k), on obtient le résultat souhaité.

i) Si (xv,xv) =1 alors d’aprés la question f, on a

(di(V))*(xis xi) = 1.

-

=1



Or, d’apreés les questions b, ¢ et e, (x;, x;) est un entier strictement positif et d;(V) un entier naturel. On
en déduit qu'il existe i € [1, s] tel que d;(V) =1 et (x;,xi) = 1 et d;(V) = 0 pour tout j # i. On a alors
d;(V) =d;(V;) pour tout j € [1, s] et donc d’aprés la question g, V 2V, est irréductible.

j) D’aprés la question i, si (xv, xv) = 1 alors V est irréductible. Si V est irréductible alors d’aprés les questions ¢
de Pexercice 9 et e de l'exercice 8, on a (xv, xv) = dimg(Endg(V)) = 1.

k) D’aprés la question j, (xi, xi) =1 pour tout ¢ € [1, s]. La question h donne alors les résultats souhaiteés.

1) Utilisons le critére de la question d de l’exercice 8 en montrant que ¢y € Endg(V). Pour h € H, on a
p(R)pvp(h™!) = ZGf(g)p(hgflh*I)
gc

Comme f est centrale, on a f(g) = f(hgh™!) pour tous g,h € G. On obtient alors p(h)pvp(h™!) = pv et
donc v € Endg (V). Ainsi ¢y est une homothétie. Soit A € k tel que ¢y = Aid. On a alors

dimg (V)X = tr (pv) = eZGf(g)Xx/(ffl) = [GI{f,xv)-

Finalement A = (dimy (V) HGI(f, xv) -

m) Si f est orthogonale a tous les caractéres irréductibles alors, pour tout G-module irréductible V, oy = 0
(question ). Par ailleurs, si V.= V; @ V5 ou Vi et Vi sont deux G-modules alors oy = oy, ® ¢v, (car
pv(g) = pv,(9) ® pv,(g) pour tout g € G). On en déduit alors grace a la question g de I'exercice 9, py =0
pour tout G-module V. En particulier avec la représentation réguliére # (G, k), on obtient

> f(g)eg-1r = pv(ers) =0.
g€eG

Comme les (e4)g4ec forment une base de % (G, k), on en déduit que f(g) = 0 pour tout g € G et donc f = 0.

n) D’aprés les questions a, d et i, les (x;)1<ics forment une base orthonormée de Carg. En particulier, la
restriction de (-,-) & Carg est non dégénérée. L’orthogonal de Carg pour (-,-) dans l'espace des fonctions
centrale a donc pour dimension dimy (% (G/%, k)) — dim(Carg). Or, d’aprés la question m, cet orthogonal
est réduit & 0, ainsi Carg est espace des fonctions centrales. Le nombre de représentations irréductibles (qui
est la dimension de Carg) est donc égal au nombre de classes de conjugaison de G (qui est la dimension de

F(G/ R, k)).

Corrigé
a) Soit k un corps de caractéristique nulle. On applique le résultat de la question b de l'exercice 9 a la représenta-
tion de G sur .Z (X, k) définie a I'exercice 6. Les questions c et d de I’exercice 6 donnent dim .7 (X, k)¢ = |X/G|
et x7(X,k)(g) = |X9|. On obtient ainsi |G|~! > |X9| = |X/G].
geG

b) Si aucun élément de G n’est sans point fixe alors |X9| > 1 pour tout g € G. Comme |[X!¢| = [X| > 2, on a
IX/G| = |G|~ Y] |X9] > 1, ce qui contredit le fait que I'action est transitive.
g€eG

c) L’action de G sur X définit une action de G sur X x X par g(z,y) = (g, gy) pour tous z,y € X et tout
g € G. On constate que la diagonale et son complémentaire sont G-stables. Comme |X| > 2, la diagonale et
son complémentaire sont non vides et 'action de G sur X x X admet donc au moins deux orbites.

(i) = (it). Comme G est transitif sur X la diagonale forme une seule orbite sous G. Par ailleurs, dire que
G agit de fagon doublement transitive signifie exactement que le complémentaire de la diagonale forme une
seule orbite. On a donc exactement deux orbites qui sont la diagonale et son complémentaire.

(i4) = (¢41).  Om applique la formule de la question a a 'action de G sur X x X. Comme (X x X)9 = X9 x X9
pour tout g € G, on obtient le résultat voulu.

(7it) = (i). La formule de la question a appliquée 'action de G sur X x X montre que cette action n’a que
deux orbites. Or elle en a au moins deux. Ainsi le complémentaire de la diagonale forme une orbite sous G
ce qui signifie que 'action est doublement transitive.

d) Considérons la forme linéaire

F(X k) — k
¥ F  +— Y F(z).
rzeX

L’application ¢ est un G-morphisme. En effet, pour tout g € G et F € .#(X,k), on a
e(gF) = > (gF)(z) = ZXF(Q*ISS) = ZXF(IE) = ¢(F) = go(F).
€ xe

zeX



On en déduit, grace a la question d de l'exercice 2, que Ker ¢ est un sous-G-module de # (X, k). Par ailleurs,
d’aprés la question d de 1’exercice 6, (X, k)< est de dimension 1 de base 1x la fonction constante égale a 1.
On a alors Ker oN.7 (X, k)¢ = {0}. En effet, si F = Ax € Ker ¢ alors A\|X| = ¢(A\1x) = 0. Comme car k = 0,
onaA=0etdoncF =0. Comme Ker ¢ est un hyperplan de .7 (X, k), on en déduit que V = Ker ¢ convient.

Montrons que Ker ¢ est le seul sous espace de % (X, k) qui convienne. Plus précisément, si W est un G-
module tel que W& = W N .Z(X, k)¢ = {0} alors W C Ker ¢. Soit w € W. On pose A = ¢(w) € k. Comme
¢ est un G-morphisme, on a go(gw) = go(w) = A et donc

p(pw(w)) = |G|Zso(gw) A

Comme pw(w) € W& = {0} (question a de I'exercice 9), on obtient A = 0 et donc w € Ker ¢.

Remarque. .7 (X, k)G est la composante isotypique associé au G-module trivial. Il admet donc un unique
supplémentaire G-stable : la somme des composantes isotypiques associés aux G-modules irréductibles dis-
tincts du G-module trivial. De plus, tout sous-G-module W de .% (X, k) tel que W& = W N .7 (X, k)¢ = {0}
admet une décomposition en composante irréductible ne contenant pas le module trivial et donc est contenu
dans la somme des composantes isotypiques associés aux G-modules irréductibles distincts du G-module
trivial.

e) L’objectif est d’utiliser le critére d’irréductibilité de la question i de I'exercice 10. D’apreés la question d de
I'exercice 6, on a X zx k) (9) = |X?|. Comme X9 = ngl, on en déduit que x .z (x,x)(9)X.2x,k) (g1 = |X9]2.
La question ¢ donne alors

2= |G| > Xy(x W @XZxk () = (XFxR) XZ(X.E))-

Par définition de V, on a F(X, k) = F (X, k)¢ &V et donc x zx 1) = Xv + X7 x,ke (question d exercice 4).

Or 7 (X, k)€ est un G-module de dimension un sur lequel G agit trivialement donc .% (X, k)< X k. Ainsi,
d’aprés la question a de I'exercice 4, on obtient x z(x,x) = xv + xx- On a alors, par bilinearlte
(v xv) + (ks Xk) + 2(xv, X&) = 2.
Comme k est de dimension 1, on en déduit, grace a la question d de P'exercice 9, que (xx, xx) = 1 et donc
(xv,xv) +2(xv,xx) = 1.
Par ailleurs, d’apreés la question b de 'exercice 10, on a (xv, xv) € N et (xv, xx) € N. On a alors nécessaire-
ment {xv,xv) =1 et (xv,xr) = 0. En particulier, V est irréductible (question i de I’exercice 10).

Soient W un sous-G-module de .#(X, k). Comme dimy(.#(X,k)¢) = 1, on a soit .#(X,k)¢ C W soit
WE = 7 (X, k)% "W = {0}. Dans le premier cas, .# (X, k)¢ admet un supplémentaire G-stable dans W que
I'on note W’. On a alors W' N.Z (X, k)¢ = {0}. D’aprés ce que 'on a vu a la question d, on a W C V. Par
irréductibilité de V, on obtient W = 0 et donc W = .Z (X, k)% ou W' =V et donc W = .#(X, k). Dans le
deuxiéme cas, on obtient de la méme fagon W C V et par irréductibilité¢ W = {0} ou W = V. Ainsi .Z (X, k)
a exactement 4 sous-G-modules : 0, .Z (X, k)¢ = klx, V et #(X, k).

Remarque. Comme V est irréductible et non trivial, la décomposition .Z (X, k) = V & .7 (X, k)© est la dé-
composition en composante isotypique de .% (X, k). Comme la décomposition d’un sous-G-module de .Z (X, k)
respecte la décomposition en composante isotypique, on obtient le résultat souhaité.

f) D’aprés ce qu’on a vu a la question e, on a x z(x,k) = Xv + X et donc
(X7 (X k), x7 (X, k) = (v, xv) + (s Xe) + 200vs Xk)-
Comme V est irréductible, la question j de l'exercice 10 donne (xv, xv) = 1. Comme k est de dimension 1, la
question d de I'exercice 9 donne (xx, xx) = 1. Comme (F (X, k)¢ = Z(X, k)% et # (X, k) = Z(X,k)C @V,
la question ¢ de 'exercice 3 donne .Z (X, k)% = V¢ @ . (X, k)¢ et donc V¢ = 0. La question b de I’exercice 9
montre alors que (g, xv) = 0. Finalement, on obtient
<X9 (X7 k)a XF (X7 k)) =2
Or, d’aprés ce qu’on a vu a la question e, on a
(0 (5, X (X, K) = r 35 X9
|G| g€G
Ainsi les propriétés de la question ¢ sont vérifiées.

Corrigé

a) Le caractére y est a valeurs réelles si et seulement si y = ¥. Comme une représentation est caractérisée
N . . G-mod .
par son caractére (question g exercice 10), on a y = X si et seulement si V V*. Par définition, on a
G-mod

V "= V* si et seulement 8'il existe f € Homg(V, V*) bijectif.



On reprend les notations de la question h de V'exercice 2. Comme = réalise un G-isomorphisme entre
Homy (V,V*) et Bil(V x V, k), on en déduit grace aux questions ¢ de U'exercice 2 et a de l’exercice 3 que =
réalise une bijection entre Homg (V, V*) et Bil(V x V, k)S.

G-mod

On obtient alors V. =" V* si et seulement s'il existe B € Bil(V x V, k)¢ tel que Z~*(B) = Y(B) bijectif.
Or B est non dégénérée si et seulement si Y(B) est bijective. En effet, si T(B) est bijective alors
VweV, B,w)=0) < (YB))(v)=0 < v=0
et (Vv eV, Bw)=0) < we (Im(Y(B)))° < we (V)° ={0}.
Ainsi, les noyaux de B a droite et a gauche sont nuls. La forme bilinéaire B est donc non dégénérée (il aurait
suffit de ne vérifier qu’'un seul des deux cotés). Réciproquement, si B est une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée alors, par définition de la non dégénérescence, T (B) est bijective.

On en déduit finalement le critere souhaité V- “=" V* si et seulement s'il existe B € Bil(V x V, k)% non
dégénérée.
b) Soit V/ un RG-module tel que C ® V’ 2" V. Montrons qu’il existe sur V' un produit scalaire G-invariant.
Pour cela, considérons un produit scalaire b sur V'. La question a de I'exercice 9 montre que

v = PSym(V',k) (b) = L Z b(g_l'mg_l')
|G| geG
est une forme bilinéaire symétrique G-invariante. De plus, pour € V', ’élément b'(z, z) € R est une somme
de termes positifs donc b'(x,x) = 0 et b’ (x,2) = 0 implique successivement b(z,z) = 0 et = 0. Ainsi b’ est
un produit scalaire G-invariant.
Considérons alors ’application

CeV)x(CeV)—C
b
A®@u,u®uv2) +—— Apb(vi,v2).

Elle est bien définie. On vérifie qu’elle est bilinéaire symétrique non dégénérée et G-invariante.

c) Considérons un produit scalaire hermitien B’ sur V. On a alors

1
— > Bl(g7 e, g7 y)

z,y ’—>B5an:
(2,9) (2,9) a1 2

est une forme sesquilinéaire hermitienne G-invariante. De plus, pour x € V', I’élément B(z, x) est une somme
de réels positifs donc B(x,z) > 0 et B(x,2) = 0 implique successivement B'(x,2) = 0 et = 0. Ainsi B est
un produit scalaire hermitien G-invariant.

d) Soit w € W. Comme B est un produit scalaire hermitien, B est non dégénérée. On peut donc représenter la
forme linéaire v — b(w, v) avec B. De fagon précise, il existe un unique p(w) € V tel que

YveV, b(w,v) = B(p(w),v).

L’unicité de ¢(w) assure la semilinéarité de . De plus, ¢ est bijective puisque b et B ne sont pas dégénérées.
Enfin, comme b et B sont G-invariantes, ¢ commute avec tous les éléments de G. En effet,

V(v,w) € VE Blp(gw),v) = blgw,v) = b(w, g~ v) = B(p(w), g7 'v) = B(gp(w),v) ,
ce qui donne bien ¢(gw) = gp(w) pour tout w € V puisque B est non dégénérée. On en déduit alors que 2
est linéaire bijective et commute avec tous les éléments de G. Ainsi, ©? est un G-isomorphisme de V. Par
ailleurs, pour v,w € V, on a

B(¢?(w), v) = b(p(w), v) = b(v, p(w)) = B(p(v), p(w)),
et donc B(p?(w),v) = B(p(v), p(w)) = B(p(w), ¢(v)) = B(¢?(v),w) = B(w, ¢*(v)).
L’endomorphisme ¢? est donc hermitien. De plus, comme B(¢?(v),v) = B(p(v), ¢(v)) = 0, on en déduit que
2 est hermitien positif. Enfin, comme ¢? est bijectif, ¢? est hermitien défini positif.

e) L’endomorphisme ¢ est un polynoéme en ¢? et =% est un polynoéme en 1. Ainsi 1)~! et ¢ commutent. On
en déduit que 02 = id. L’endomorphisme R-linéaire o est donc une symétrie de V et on peut décomposer
V =V, @ V_ en les sous-espaces (réels) propres de o associés aux valeurs propres 1 et —1. Comme o est
semilinéaire, on a iVy = V_ et iV_ = V. Ainsi V = V. @ iV,. Par ailleurs, G commute & ¢ et donc a
1~ 1. Les éléments de G commutent donc avec o. On en déduit que les sous-espaces propres de o c’est-a-dire
Vi et V_ =14V sont stables par G, ce qui achéve la démonstration.

f) Comme b est G-invariante, les ensembles
Ve={veV, YVweV, bv,w)=0} et °V={weV, Yo eV, bv,w)=0}



sont des sous-G-modules de V donc sont nuls ou V c’est-a-dire b = 0 ou b non dégénérée.

Soit &’ une forme bilinéaire G-invariante. Avec les notations de la question h de I’exercice 2, T(b) et YT (V')
sont des G-morphismes et Y(b) est bijectif. Ainsi (Y(b))™! o T(V’) : V—V est un morphisme de G-modules.
Comme V est irréductible, le lemme de Schur (d exercice 8) assure que (Y (b))~ o T(b') = aid avec o € C.
On en déduit alors que b’ = ab.

On considére alors la forme bilinéaire G-invariante b’ : (v, w) — b(w,v). D’aprés ce qui précéde,

JaeC, V(v,w)eV? b(w,v) =V (v,w) = ab(v,w) = ab (w,v) = a*b(w,v) .
Comme b # 0, on en déduit que a® = 1 et donc o = 1, ce qui donne le résultat voulu.

g) Pour g € G, on note (A, ..., \) les valeurs propres de g agissant sur V. On a alors
x(g%) = é:l&g = Z;j)\z')\j - EJ)\MJ‘ = xs2(v)(9) — Xanz(v)(9)-
On en déduit que
C:= ﬁggGX(gQ) = (xs2(v), 1) = (xarz(vy: 1) = (xs2(v+), 1) = (Xarz(v+), 1) -

La question c assure que C € {0, —1,1}. Les questions a et b donne la distinction des cas.

h) Si G est un groupe de Coxeter, la question b montre qu’il existe une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
G-mod.

G-invariante sur V. Or, d’aprés la question f de 'exercice 3, on a Sym(V,k) =~ S?(V*). On a alors, avec
la question ¢ de l'exercice 2, 0 # (Sym(V,k))% ~ (S2(V*))¥. Comme G est irréductible, tous les d; sont
strictement plus grands que 1. On en déduit que, si aucun des d; n’est 2 alors tous les polynémes invariants
non nuls sont de degrés strictement plus grands que 2, ce qui est absurde. Donc 1'un des d; est 2.

Si 'un des d; est 2 alors (S2(V*))S # 0 et donc (Sym(V,k))S #. Il existe donc une forme bilinéaire
symétrique G-invariante b non nulle. La question ¢ montre que b est non dégénérée. Avec la question e, on
en déduit que la représentation est réelle et donc G est de Coxeter.

i) Pour un groupe de réflexions complexes, la représentation a lieu sur le corps des caractéres. On en déduit
que si x =y alors x est réel et la représentation aussi. On est alors dans le deuxiéme cas.
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