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Action de groupes

Une action d'un groupe G sur un ensemble X est une application
{G x X — X

(g;x) — g x
vérifiant les deux axiomes suivants :
© 1c-x=x pour tout x € X
O (g'g) x=g" (g-x) pourtous g,g’ € Get xe X

Chaque élément g € G définit alors une application oz : X = X
donnée par ag(x) = g - x. L'axiome (1) se réécrit alors oy, = idx.
L'axiome (2) se réécrit agrg = (g 0 g pour tout g,g" € G. On en
déduit que les g sont des bijections de X. Finalement une action
de G est équivalente a la donnée d'un morphisme de groupes

{G—)GX
[&'D

gFH>ag:iXxrg-X



Si X est structuré

Lorsque I'espace X est muni d'une structure (groupe, anneau,
espace vectoriel, topologie), les actions « respectant cette
structure » sont particuliérement intéressantes. Que signifie donc ce
« respectant la structure » 7 De maniére concréte, les a,, ne pas
simplement des bijections de X mais des automorphismes pour la
structure sur X. Par exemple, 'action de G sur lui-méme (ou sur
un de ses sous-groupes distingués) par conjugaison respecte la
structure de groupe : pour tout g € G, I'application

g : x — gxg ! est un automorphisme de groupes.

Une action respectant la structure (ou compatible avec la
structure) se résume ainsi @ un morphisme de groupe pas
uniquement a valeurs dans G x mais a valeurs dans le sous-groupe
des automorphismes de X pour la structure considérée.
o
G Sx
T~ U
Aut(X)




Action linéaire

Dans la suite du cours, on s'intéresse aux actions d'un groupe G
sur un espace vectoriel V' qui sont compatibles cette structure.

Définition — G-module. Un G-module (sur k) est un couple
(V,p) ou V est un espace vectoriel sur k et p: G — GL(V) un
morphisme de groupes. On dit aussi que (V, p) est une
représentation linéaire de G sur k.

En d'autres termes une représentation linéaire (sur k) est une
application

{GXV—>V

(g,v) — gv
ol V est un k-espace vectoriel vérifiant
©® lg-v=vopourtoutveV
O (g'g)-v=g' -(g-v)pourtous g,g’ € GetveV
Qg (W+V)=Xg-v+g- -V pourtous g€ G, v,v € Vet
A€k



Premiers exemples

Exemple — Représentation linéaire de Z.  Une représentation
linéaire de Z est simplement la donnée d'un espace vectoriel V et
d'un automorphisme ¢ de |'espace vectoriel V (on a ¢ = p(1)).

Exemple — Représentation linéaire d'un groupe cyclique.

Une représentation linéaire de 7Z/nZ est simplement la donnée d'un
espace vectoriel V' et d'un automorphisme ¢ de I'espace vectoriel V
vérifiant " = idy,.

Par exemple, la donnée d'une représentation linéaire (en
caractéristique différente de 2) de Z/2Z est la donnée d'une
symétrie.

Attention ! Dans les exemples précédents, la notation Z-module ou
Z/2Z-module n'est pas appropriée car elle préte & confusion avec
celle de groupe abélien ou de F,-espace vectoriel.



G-module

Remarque Le morphisme « structurel » p est toujours omis et on
dit « soit V un G-module » ou « soit V' une représentation linéaire
de G » et non « soit (V,p) un G-module ».

Définition — Degré. Soit V une représentation (linéaire) de G.
La dimension de V est appelé le degré de V.

Remarque — Interprétation matricielle. Si V est une
représentation linéaire de G de degré n, en fixant une base % de V,
on obtient une famille de matrice (Mg)gc (Mg désigne la matrice
de p(g) dans la base A) vérifiant Miq = Id et Mggr = Mg Mg pour
tous g, g’ € G. Inversement, toute famille de matrices vérifiant ces
relations définit une représentation linéaire de G.



G-morphisme

Définition = Morphisme de G-module. Soient V, W deux
représentations linéaires de G sur k. Un morphisme de G-modules
(sur k) (on dit aussi application G-linéaire, ou G-morphisme) de V
dans W est une application k-linéaire et G-équivariante c'est-a-dire

f(v+ V) =X (v)+ (V) et f(gv) = gf(v)
pour tout A € k, v,v/ € Vet geG.

On note Homg(V, W) I'ensemble des G-morphismes de V' dans
W. C'est un sous-k-espace vectoriel de Homy(V, W).

Définition — Isomorphisme de G-module. Soit V, W deux
représentations linéaires de G sur k. Un isomorphisme de
G-modules de V dans W est un morphisme de G-module

¢V — W tel qu'il existe un morphisme de G-module ¢ : W — V
tel que ¥ =idy et pip = idy.

On dit alors que V et W sont des G-modules isomorphes.



G-morphisme

Remarque — Isomorphisme et bijectivité. On vérifie qu'un
isomorphisme de G-module est un morphisme bijectif de G-module.
Des G-modules isomorphes ont le méme degré. La réciproque est
bien siir fausse en général.

Exercice — Le groupe trivial. Qu'est-ce qu'une représentation
du groupe trivial 7 A quelle condition, deux représentations du
groupe trivial sont-elles isomorphes ?

Exemples — Exemples fondamentaux. Soit V une
représentation linéaire de G alors idy est un G-morphisme.
La composée de deux G-morphismes est un G-morphisme.



Réduction d’endomorphisme

Remarque — Le groupe Z. Soit (V,p), (V',p’) deux
représentations de Z et ¢ = p(1) et ¢ = p/(1) les automorphismes
de V et V' associés.

Les représentations linéaires V' et V'’ sont Z-isomorphes s'il existe
f : V— V' une application linéaire bijective telle que fo = ¢ f
c'est-a-dire si ¢ et 1) sont des automorphismes semblables.
L'étude des représentations linéaires de Z correspond donc a la
réduction des endomorphismes.

Remarque — Interprétation matricielle.  Soit (Mg)gcc et
(Mg)gec deux représentations matricielles de G. Elles sont
isomorphes si et seulement si il existe une matrice inversible M telle
que MgM = MMj pour tout g € G.

Autrement dit, les matrices Mg et M, sont simultanément
semblables (pour tous les g € G).

Déterminer les classes d'isomorphismes de représentation de G
revient ainsi a chercher des représentants (a conjugaison preés)

« simples » de famille de matrices indexés par G.



Sous-G-module

Définition — Sous-G-module.  Soit (V/, p) une représentation
linéaire de G. On dit que W C V est un sous-G-module (une
sous-représentation) de V si W est un sous-espace vectoriel de V
stable par p(g) pour tout g € G c'est-a-dire p(g)w € W pour tous
we Wetgeg.

L'inclusion i : w € W +— w € V est alors un morphisme de
G-modules.

Exercice Qu'est-ce qu'un sous-G-module pour le groupe trivial ?
Et pour le groupe Z7?

Exemple — G-module simple. Soit V une représentation
linéaire de G. Alors {0} et V sont deux sous-G-modules de V. Si
V # {0} n'a pas d'autres sous-G-modules que ces deux-1, on dit
que V est un G-module simple ou irréductible.

Exercice Quelles sont les G-modules simples lorsque G est le

groupe trivial ? et si G = Z (on pourra commencer par le cas
k=C)?



Sous-module engendré

Proposition — Sous-module engendré.  Soit V un G-module
et (W);es une famille de sous-représentations de V. Alors

Wi

icl
est une sous-représentation de V.
Si A est une partie de V, l'intersection des sous-représentations de
V contenant A est la plus petite sous-représentation de V
contenant A. Elle est notée (A)¢ et est appelée la
sous-représentation engendrée par A ou le sous-G-module engendré
par A.

On a (Ag = Y. Agaga Aga€k
finie
g€ G,acA



Module quotient

Définition = Module quotient.  Soit V un G-module et W un
sous-G-module et 7 : V — V /W la surjection canonique. Il existe
sur V /W une unique structure de G-module telle que 7 soit un
morphisme de G-module. On dit que V /W est le G-module
quotient de V par W.

Proposition — Propriété universelle du quotient.  Soient V
un G-module, W un sous-G-module et 7 : V — V /W la surjection
canonique. Pour tout G-module V’ et tout G-morphisme
f:V—V/ ona les équivalences

(/) f se factorise par 7 : il existe une application f': V /W — V'
tel que f'm=f
(if) W C Ker f (ou encore f(W) = 0)

Dans ce cas, 'application f’ est unique, c'est un morphisme de
G-module dont I'image est f(V’) et le noyau Ker f/W.



Définition du module quotient

Comme W est un sous-groupe du groupe additif V, V /W est bien
défini et a une unique structure de groupe tel que 7 soit un
morphisme de groupes.

Si on veut que 7 soit un G-morphisme, on doit avoir en particulier
Am(v) = m(Av) pour A € k et v € V. On définit la structure
d'espace vectoriel sur V' /W par Aw(v) = m(Av) pour A € k et
vevV.

Si w(v) = w(v'), on a alors v — v/ € W et donc

AMv—=Vv)=Av =X/ € W. Ainsi m(Av) = m(A\V') et I'application
définissant la structure d'espace vectoriel est bien définie.

Si on veut que 7 soit un G-morphisme, on doit avoir en particulier
gr(v) = m(gv) pour g € G et v € V. On définit 'action de G sur
V /W par grn(v) = m(gv) pour g € Getv e V.

Si w(v) = w(v'), on a alors v — v/ € W et donc
g(v—v')=gv—gv € W. Ainsi 7(gv) = 7(gv’) et I'application
définissant I'action de G est bien définie.



P.U. du quotient

L'équivalence résulte du théoréme de factorisation pour les groupes
(abéliens). Il reste a vérifier que f (lorsqu’elle existe) est bien un
morphisme de G-module. Toujours par la propriété universelle du
quotient pour les groupes, on sait que f’ est un morphisme de
groupes.
Calculons, pour A€ ketve V

f'(Am(v)) = f'(7(Av)) = F(Av) = A (v) = M (m(v))
De méme, pour g € Getve V,ona

t'(gm(v)) = f'(n(gv)) = f(gv) = &f(v) = &f'(x(v))



Exercice et quotient

Exercice — Les bonnes relations d’équivalences. Soient V un
G-module et Z une relation d'équivalence sur V telle qu'il existe
sur V /% une structure de G-module telle que la surjection
canonique 7 : V — V /% soit un morphisme de G-module. Montrer
qu'il existe un (unique) sous-G-module W tel que Z soit la relation
d'équivalence associée a W.

Exercice — Morphisme et quotient.  Soient V un G-module,
W un sous-G-module et 7 : V — V/ /W la surjection canonique.

Montrer que pour tout G-module V', I'application
Homg(V/W, V') — Homg(V, V')

Y2 — @Yo
est un morphisme injectif de k-espaces vectoriels. Montrer que
I'image est I'ensemble des morphismes triviaux sur W. En déduire
que A induit une bijection entre |'ensemble des morphismes de
G-modules de V /W dans V' et I'ensemble des G-morphismes de
V dans V/ triviaux sur W. Déterminer |'isomorphisme réciproque.



Théoremes d’'isomorphisme

Proposition = Premier théoréme d’isomorphisme. Soit

V, V' deux G-modules et f : V — V' un morphisme de G-module.
Alors f induit un isomorphisme de G-module entre V /Ker f et
Im f (donner une formule explicite pour cet isomorphisme).

En particulier, si f est surjectif, V /Ker f ~ V'.

Proposition = Deuxiéme théoreme d’isomorphisme. Soit V
un G-module et W, W’ deux sous-modules de V. Les G-modules
W+ W'/W et W/W N W' sont isomorphes (donner une formule
explicite pour I'isomorphisme et |'inverse).



Théoreme de correspondance

Lemme — Image directe et image réciproque. Soient V, V'
deux représentations linéaires de G et f : V — V' un G-morphisme.
Si W est un sous-G-module de V alors f (W) est un sous-G-module
de V’. En particulier, Im f est un sous-G-module de V'. Si W’ est
un sous-G-module de V'’ alors f ~1(W’) est un sous-G-module de
V. En particulier, Ker f est un sous-G-module de V.

Théoréme — Théoréme de correspondance. Soient V, V’
deux représentations linéaires de G et f : V — V' un G-morphisme
surjectif. Les applications images directes et images réciproques
induisent des bijections réciproques I'une de |'autre entre les
sous-G-modules de V' contenant Ker f et les sous-G-modules

de V'.

Ces applications respectent les inclusions, les intersections, les
classes d'isomorphismes de quotients (c'est-a-dire

V/W ~ V'/f(W) (si Ker f € W) et V/f~Y(W')~ V' /W').



Troisieme théoréme d’'isomorphisme

Le théoréme de correspondance appliqué dans le cas de la
surjection canonique 7w : V — V /W décrit une bijection entre les
sous-G-module de V' contenant W et les sous-G-module de V' /W.
Cette bijection conservent les intersections et les inclusions. De
plus, si W’ est un sous-G-module de V contenant W, on a

(V/ W)/ (W /W)~ V/W.



Produit de G-modules

Définition — G-module produit. Soit V; une famille de
G-modules. L'espace vectoriel
X =TIV
i€l
peut &tre muni d'une structure de G-module de la facon suivante :
pour g € G et x = (vj)je; € X, on pose
gx =g (vi)ier = (gvi)ier -
On dit que X est le G-module produit des V;.
Pour j € I, I'application p; : X — V; donnée par p;((vi)ic1) = v; est
un G-morphisme.
De plus, pour tout G-module Y, I'application
Homg(Y,X) — [[ Homg(Y, V))
i€l
f > (pi o f)iel
est un isomorphisme k-linéaire : il revient au méme de se donner un
morphisme & valeurs dans un produit qu'un morphisme a valeurs
dans chacun des facteurs.



Somme directe de G-modules

Définition — G-module somme directe. Soit V; une famille de
G-modules. Dans le G-module produit des V;, on considére le
sous-espace vectoriel Z formé des familles (v;);c; telles que
I'ensemble des i € [ vérifiant v; # 0 est fini (il n'y a qu’un nombre
fini de coordonnées non nulles). C'est un sous-G-module de X (il
est stable par la multiplication par g € G pour tout g € G).

On dit que Z est le G-module ou la représentation somme directe
des V; et on note Z =P V,.

iel
Pour ¢ € [, I'application j; : Vy — Z donnée par
Je(ve) =(0,...,0,v,0,...,0) (ot le seul coefficient non nul est a
la place ¢ et égal a v;) est un G-morphisme.
En fait, le morphisme obtenu par la propriété universelle du produit
de la facon suivante : pour tout i/ # £, on considére le morphisme
0: V,— V; et on considére le morphisme idy, : V; — V, est a
valeurs dans Z et définit ainsi j;. On a donc pgj; = idy, et pijy =0
si | £/,



P.U. de la somme directe

Proposition — Propriété universelle.  Pour tout G-module Y,
I'application
Homg(P Vi, Y) — [[ Homg(Vi, Y)
i€l iel
f — (f oJi)iel
est un isomorphisme k-linéaire : il revient au méme de se donner un

morphisme issu d'une somme directe qu'un morphisme issu de
chacun des termes.

La bijection réciproque est donnée par
[[Homg(V;, Y) — Homg(P Vi, Y)
iel il

(e (e Si)

i€l



Somme directe et produit

Remarque — Ensemble d’indice fini.  Lorsque / est fini, somme
directe et produit coincident et on utilise le plus frequemment la
notation somme directe. De plus, on a

> Jipi = idgy v,

i€l iel

Exercice Soit V un G-module et (V;);c; une famille de
sous-G-modules de V. On suppose que V = @ V; (tout élément v
iel
de V se décompose de maniére unique sous la forme v = > v; avec
iel
vi € V;). Montrer que le G-module V est G-isomorphe a la somme
directe des V.



G-module et morphisme

Proposition Soient V, W deux G-modules. L'application
{G x Homy (V, W) — Homy(V, W)

(g: 1) — g fi=gfg™t =pwlg)ofopv(g™)
munit Homy (V, W) d'une structure de G-module dont I'ensemble
des points fixes est Homg(V, W).

Exemple — Un exemple de G-module.  On considére |'action
triviale de G sur k : gx = x pour tous g € G et x € k. On obtient
ainsi une structure de G-module sur k (le morphisme de groupes
p: G — GL(k) correspondant est le morphisme trivial). Le module
obtenu est appelé le G-module trivial.

Application — Représentation contragrédiente.  Soit (V/, p)
un G-module. La représentation contragrédiente est la
représentation associée a V* = Hom(V/, k) ou G agit sur V par p

et trivialement sur k. On a donc py«(g) = tp(g)*l.



Produit tensoriel d’'espaces
vectoriels

Le produit tensoriel sert a transformer le bilinéaire en linéaire. On
considére V et W deux k-espaces vectoriels. L'objectif va étre alors
de construire un espace vectoriel V ® W et une application
bilinéaire notée ® de V x W dans V ® W vérifiant la propriété
suivante : pour tout espace vectoriel X et toute application
bilinéaire b: V x W — X, on peut factoriser b par I'application ®.
De facon plus précise : il existe une unique application linéaire
f:V®W-—P telle que b= f o®. On a donc le diagramme
commutatif suivant



Construction du produit tensoriel

On note .#(V x W, k) I'espace vectoriel des applications de V x W
dans k et X = k(V*W) des applications de V x W dans k dont le
support (c'est-a-dire I'ensemble des (v, w) tel que ¢(v, w) # 0) est
fini. L'espace vectoriel X admet une base formée des applications
d(v,w) donnée par o(, ,\(v',w') = 1si (v,w) = (v/,w’) et 0 sinon.
On considére Y alors le sous-espace vectoriel de X engendré par

® v/ w = O(viviw) — Ov,w) — O(v,w) POUr v,V € Vetw e W

@ Bavw =00w,w) — Ad(v,w) pour A€k, ve Vetwe W

o Vyww = 6(v,w+w’) - 6(v,w) - 6(v,w/) pour v € V et

w,w' e W

o (5>\7V7W = 5(v’>\w) - )\5(\,",,,) pour A\e k,veVetweW

On définit alors M @ N := X/Y et ©(m, n) := 7(0(1, ) ol

m: X — X/Y est la surjection canonique. Plutét que d'écrire
®(m, n), on écrit m® n.



Vérification

M ® N est bien un k-espace vectoriel comme quotient d'un espace
vectoriel par un sous-espace vectoriel.
Montrons que ® est bilinéaire. On a o,/ € Y et donc
m(ay,v/.w) = 0. Par linéarité de 7, on en déduit que

(O +vw)) = 7(O(vw)) = 7(O(.w)) = 0
c'est-a-dire (v+vV)ow=veaw+Vvew
De méme, la relation 3y, € Y se traduit par
(Av) ® w = A(v ® w); la relation v, , v € Y se traduit par
v (w+w)=vew+vew etla relation 6y, , € W se traduit
par v @ (Aw) = A(v @ w).

Finalement ® est bien bilinéaire.



Factorisation

Soit b: V x W — V'’ une application bilinéaire. Comme la famille
(8(v,w))(v,w)evxw est une base de X, il existe une unique
application linéaire ¢ : X — V' telle que ¢(0(,,w)) = b(v,w) pour
tout (v,w) € V x W.

Par linéarité de ¢, on a alors

o(ayv.w) = b(v+ v, ,w)—b(v,w)— b(v',w) =0 puisque b est
bilinéaire. De méme, on a (B v.w) =0, ©(Yv,ww) =0 et
©(dx,v,w) = 0. Ainsi ¢ est nulle sur Y et définit par passage au
quotient une application linéaire f : X/Y = V @ W — V’ telle que
f o = . En particulier, on a

flvow)=Ffom(dyw)= @(5(V7W)) = b(v, w).

On a donc bien la factorisation souhaitée.



Unicité de la factorisation

La famille (6(y,w))(v,w)evxw est une base de X. La famille des
v®w = 7(d(,,w)) est donc une famille génératrice de

V ®@ W = X/Y. Une application linéaire issue de V @ W est donc
entiérement déterminée par ces valeurs sur les v ® w. Ainsi il existe
au plus une application linéaire f vérifiant f(v ® w) = b(v, w) pour
tousveVetweW.

Attention ! L'espace vectoriel V ® W est engendré par les v @ w
mais tout élément de V ® W n'est pas de la forme v @ w.

n
Un élément général de V ® W est de la forme > Ai(v; ® w;) qu'on
i=1

n n
peut aussi écrire Y~ (\jv;)) @ wj = Y v/ @ w;.
=1 =1



Base d'un produit tensoriel

Lemme — Base d’'un produit tensoriel.  Soient (&;);c; une
base de V' et (f;)jcs une base de W. La famille
% = (& @ f;)(ij)eix est une base de V @ W.

Preuve. Siv=> \eetw=> puifi, ona
icl jeJ
vaw= >, Aipj(e® f;). Une somme d'élément de la forme
(ij)ElxJ
v ® w est donc combinaison linéaire des éléments de la forme
e ® f; et A est une famille génératrice.

Par ailleurs, pour i € | et j € J, il existe une unique forme bilinéaire

b,'J .V x W — k vérifiant b;J(e;, fj) =1et b(,-vj)(e,-/, 6/) =0si

(i",j") # (i,j). On note alors ¢;; : V ® W — k la forme linéaire

déduite de b;; par la propriété universelle du produit tensoriel.

Si > Aijei®f; =0, en évaluant selon ¢; ;, on obtient \;; =0
(iJ)ElxJ

et la famille & est libre.



Dimension du produit tensoriel

Corollaire Soient V et W deux espaces vectoriels de dimension
finie. Alors V @ W est un espace vectoriel de dimension
dim Vdim W.

Exercice = Quelques isomorphismes classiques.  Déterminer
des isomorphismes explicites entre

O VeketV

QVeaWet WV

QO (VaWw)eWetVe(We W)

Q V@ W eP(VeW)
icl icl
A partir des isomorphismes de (1) et (4), retrouver le résultat du
lemme sur les bases du produit tensoriel.



Produit tensoriel et application
linéaire
Lemme Soient V, V' W, W' quatre k-espaces vectoriels et
f:V—=Vetf :W-— W deux applications k-linéaires. Il existe
une unique application linéaire notée T(f,f'): Vo W=V @ W’
vérifiant
T(F,f ) (vew)="Ff(v)® f(w)

De plus, si V" et W” sont deux k-espaces vectoriels et
h:V' —V"et i : W — W" deux applications k-linéaires, on a
T(h,W)o T(f,f")= T(hf,H'f"). De plus, T(idy,idyw) = idvgw-.

Preuve. L'application (v,w) — f(v) ® f'(w) est évidemment
bilinéaire (puisque f et f’ sont linéaire et ® est bilinéaire). Ainsi par
la propriété universelle du produit tensoriel, on obtient T(f, f").

On a évidemment T(h, )T (f,f") (v ® w) = hf(v) ® H'f'(w). Par
unicité, on obtient I'égalité voulue.

Enfin par définition, on a T(idy,idw)(v ® w) = v ® w pour tout
v € V, w € W. Par unicité, on obtient le résultat voulu.



Produit tensoriel et application
linéaire (suite)

Exercice A l'aide du lemme précédent, construire une application
linéaire de Hom(V, V') ® Homy, (W, W') dans

Hom, (V @ W, V' @ W').

Montrer que c'est un isomorphisme lorsque V, V', W et W’ sont de
dimension finie (on peut en fait méme affaiblir cette hypothése et
supposer que seul V et V'’ sont de dimension finie, ou alors que W
et W’ sont de dimension finie ou enfin que V et W sont de
dimension finie).



Version matricielle

Proposition Soient V, V', W, W'’ quatre k-espaces vectoriels de
dimension finieet f: V— V' et ' : W — W’ deux applications
k-linéaires.

Soit B=(e1,...,en), B =(e1,...,€,), ¢ =(h,....,fm),€¢" =
(f{,...,fl,) des bases respectives de V, V', W, W'

On note A, A’ les matrices respectives de f et f’ dans les bases %
et B, et € et

La matrice de T(f,f’) dans les bases (e ® f;);; et (¢j ® f);,
ordonnées lexicographiquement est donnée par

311A/ al,,A’

an/lA’ an/nA’



Version matricielle

Preuve. Ona , )
T(f, f)(ei@f) =f(e) @ () = Y auiey @ > apfy.
=1 =1
Ainsi T(f,f')(e; @ f) = > aniap;(e) @ ).
()

Exercice Trouver un autre ordre sur les bases de telle sorte que la
matrice de T(f,f") soit

/ /
Aayy - Aay,

/
Aam/l e Aam’m



Produit tensoriel et G-module

Soient V' et W deux G-modules. L'espace vectoriel V @ W peut
étre muni d'une structure de G-module via I'action dite diagonale
donnée par g- (v@w) =gv@gw pour g€ G,ve Vetwe W.
Le morphisme de groupe associé cette action diagonale est

pvew & € G T(pv(g), pw(g)) qui est bien un morphisme de
groupes d'apreés le lemme précédent.



Un isomorphisme fondamental

Soit V et W deux k-espaces vectoriels. L'application

(f,w) e V* x W (v f(v)w) € Homy(V, W) est bilinéaire.
Elle donne une application linéaire 7y : V* ® W — Homy (V, W)
décrite par (f @ w) — (v — f(v)w).

Si V ou W est de dimension finie alors cette application linéaire
Ty, w est un isomorphisme.

Supposons pour commencer que V est de dimension finie. On note

(e1,...,en) une base de V et (d1,...,0,) la base duale. Pour
n
¢ € Homy(V, W), on définit a(p) = > @ (&) € V* @ W.
i=1
n

On vérifie alors que avo Ty =id (car > f(e;)d; = f) et
i=1
Tv,woa =1id (car ) d;j(x)e = x).
i=1



Un isomorphisme fondamental

(suite)
Si W est de dimension finie, on note (f1,. .., fy,) une base de W et
(71,-..,7vm) la base duale. Pour ¢ € Hom(V, W), on définit par

m

Ble) =Y (vicp)® fi.

1=

On vérifie alors que S o7y w =id et 7y o B =id.

Lorsque V' et W sont deux G-modules, on vérifie que 7y v est un
morphisme de G-modules. En effet,

Tvw(g(f ®w)) = 1vw(gf ® gw) = Tv,w(fog™' @ gw)
On en déduit que

Tv.w(g(f @ w)) = (v f(g 1v)gw) = grvw(f @ w)g™t.



Un dernier calcul

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. L'application

V* x V — k donnée par (f,v) — f(v) (c'est le crochet de la
dualité) est bilinéaire. Elle produit ainsi une application linéaire de
t: VeV -k

Lorsqu’on identifie V* ® V a Endy (V) via I'application 7v v que
devient la forme linéaire t : a quelle forme linéaire sur End (V)
correspond-elle ?



