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L’objet de ce probleme est d’étudier la fonction distance d'un point de
R™"! & une sous-variété de dimension n.

lere partie. Définition de la fonction distance

A. Etude de quelques exemples.
On se donne un ouvert non vide 2 C R n > 1, tel que sa frontiere
I' = O\Q soit une sous-variété de classe C*° de dimension n de R™™!.

1. On désigne par :

O ={r=(vg,...,2,) €ER"™ 22 4+... 422 <1}, (1)

Qy = {z = (v0,...,7,) ER"™ 23 <1422+ .- +2°}, (2)
Q3 = {2z = (x0,...,2,) ER™™ | < 1,27+ +22 <1}, (3)
Q= {r=(v0,...,2,) ER"™ 22 4 ... 422 <23}, (4)
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Qs = Q3N Qy, (5)
Q(j:{x:(xo,...,xn)ER”H, 1<$g++$i<4}, (6)
1

Représentez par un dessin a main levée ces ensembles dans les cas n =
et n = 2 (o représentera 'axe vertical).

2. On admettra qu'il s’agit bien d’ouverts. On note : I'; = Q;\ ;. Quels
sont les I'; qui sont des sous-variétés de classe C*° de dimension n de R™*!
et quel sont ceux qui n’en sont pas (justifier brievement).

B. Cas général.
3. On se donne x € R™"!. Montrez que

yel, Vzel, [y—zf <[lz—z, (7)
ou || - || désigne la norme usuelle sur R"*1.

4. Un tel y est-il nécessairement unique! ?

5. Soit donc dr(z) = ||y — z|| ou y est solution de (7). Montrez que le
nombre dr(z) ne dépend pas du point y solution de (7).

6. Montrez que
Yoy, mp € R™ . dr(zy) — dr(w)] < [|o1 — 22| (8)

7. Explicitez dr, (z).

8. L’estimation (8) est elle optimale ?

2éme partie. Etude du cas ou I' est un graphe

On se donne une application de classe C* de R™ dans R, notée ¢. On
prend dorénavant

Q={r=(20,...,7,) ER"™  mg<(ay,...,7,)}, 9)

ndication : considérer z = 0 pour I';



et on admettra que I' = {z = (x¢,...,2,) € R"™ | 20 =p(x1,...,2,)}.

9. Montrez que I' est une sous-variété de classe C*° de dimension n de
R+,

C.Lecasn=1.

10. Soit = = (xg, ;) un point arbitraire de R?. Montrez que si
(e(y1),y1) € T est tel que ||y — z|| = dr(x) alors

1 — 21+ ¢ () (@) — 20) = 0. (10)

11. En déduire que :

dr(z)* = (14 ¢' (1)) (e(1) — 20)? (11)

12. Observer que I' = {x € R"" | dp(z) = 0} et montrer que si x ¢ T
et si y € I' vérifie ||y — z|| = dr(x) alors ¢(y1) — xo # 0. On note alors £(y;)
son signe.

13. Sous ces hypotheses, montrez que

E(yl)gpl(yl) dr(l’) ] (12)

Y1 — 1 = —
L+ ¢ (y1)?

14. On suppose que = ¢ I' et qu'il existe y € T' et z € T tels que
ly —all = ||z — @l = dr(x). Montrer que £(y1) = =(21).

15. Montrez? que la courbure géométrique de I' au point (¢(z1), ;) vaut

" (1)
1+ ¢ (x1)2)3/%° (13)

16. On suppose désormais que la fonction p est majorée sur R :

p(x1> - (

iz
K = sup LG < 00. (14)

mer (1+ ¢/ (21)?)32

2Cette question est indépendante de ce qui précede



Montrez que si z € R? vérifie kdp(x) < 1 alors (7) posseéde une et une seule
solution. Indication. On pourra utilement établir que :

e'y) (=)
VI+He )2 V1+¢(a)?

17. Montrer a I'aide d'un exemple qu’on ne peut pas affaiblir la condition
kdr(x) < 1 et garder 'unicité dans la question précédente.

<Klyr — 2], Y(n,z) €R. (15)

18. On désigne par T' = {z € R?, kdr(z) < 1}. Montrez que T est un
ouvert de R

19. On considere 'application ¢ de R? dans R? définie par :

)
17(S — 1 - Y1 T T =
R (w(y N V31+¢ () ! V31+¢ ()

Montrer que ¢ est un difféomorphisme de classe C> de R?x] — L L[ sur
CR2x] = 1, 2D

20. En déduire que la restriction de dr a T'N {2 peut étre prolongée sur T’
en une application de classe C*°, notée dr, telle que (Vdr)(z) soit un vecteur
unitaire normal a I" lorsque x € T'.

FIN DE ’EPREUVE



D. Le cas n > 2.

21. Pour v* = (y1,...,yn) € R", on désigne par R(y*) la matrice n x n :

2 82 82 dp O
. o (1 + |V(,0‘ )m‘% - Z::l Oy 0y 8yk57y% f
() = (¥") -

1+ VP

(17)
Montrez que R(y*) est diagonalisable sur R.

22. On note p(R(y*)) la plus grande valeur absolue des valeurs propres
de K(y*) et on suppose que

k= sup p(R(y)) < oo. (18)
yﬁeRn

Généralisez les résultats de la partie C.
3eme partie. Etude du cas ou I' est une sous-variété

23. Généralisez les résultats de la partie C au cas ou I' est une sous-variété
de classe C* de dimension n de R"*!,



