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La qualité de la rédaction sera un des éléments clés d’évaluation des

copies.

L’épreuve est constituée par 5 exercices indépendants.

Exercice 1

1. On considère f : R → R, une fonction de classe C∞. Montrer qu’il existe
une et une seule fonction g : R → R, de classe C∞ telle que

f(x) = f(0) + xg(x) , ∀x ∈ R . (1)

2. Généraliser à f : R
p → R

q.
3. On se donne f ∈ Ck(R, R) avec k ≥ 1. Montrer que la décomposition (1)
est valable avec g ∈ Ck−1(R, R) et qu’en général g /∈ Ck(R, R).
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Exercice 2

1. Tracer la courbe plane d’équation polaire r = sin 2θ
3
.

2. Déterminer une abscisse curviligne θ → s(θ) sur cette courbe sous la forme
d’une intégrale.

Exercice 3

Une loi d’état est une fonction régulière f : (R+
∗
)3 → R telle que ∂f

∂P

∂f

∂V

∂f

∂T
ne

s’annule pas. On a noté (P, V, T ) le point courant de (R+
∗
)3.

1. Montrer que pour toute constante positive R, fR(P, V, T ) ≡ PV −RT est
une loi d’état.
2. Résoudre fR(P, V, T ) = 0 en exprimant P = P (V, T ), V = V (T, P ) et
T = T (P, V ) puis monter que

(

∂P

∂V

)

T

(

∂V

∂T

)

P

(

∂T

∂P

)

V

= −1 . (2)

3. Généralisez cette identité à une loi d’état arbitraire.

Exercice 4

On considère les courbes dans R
3 : C = {(x, y(x), 0) , x ∈ [x0 , x1]} où y(·)

est une fonction régulière à valeurs positives ou nulles.

1. Montrer par un raisonnement géométrique simple que l’aire de la surface
que l’on obtient en faisant tourner C autour de l’axe des x dans R

3 est

2π

∫ x1

x0

y(x)
√

1 + y′(x)2 dx .

2. On se donne deux réels positifs y0 et y1. Quelles sont les courbes
C, vérifiant y(x0) = y0 et y(x1) = y1 qui minimisent l’aire de la surface
précédente ?
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Exercice 5

Etant donnés R > r > 0 , on considère la surface paramétrée :

x = (R + r cos ϕ) cos θ ,

y = (R + r cos ϕ) sin θ ,

z = r sin ϕ .

1. Représenter l’intersection de cette surface avec le plan y = 0 puis avec le
plan z = 0. Reconnâıtre cette surface.
2. Calculer la première forme quadratique fondamentale de cette surface.
3. Déterminer un système différentiel dont les solutions sont les géodésiques.
4. Etudier ce système d’équations.
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