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Rappel : Tous les documents sont autorisés, par contre les étudiants ne
peuvent ni communiquer, ni se communiquer entre eux des documents
(livres inclus)

La qualité de la rédaction sera un des éléments clés d’évaluation des
copies.

L’épreuve est constituée de 4 exercices indépendants.
Elle comporte un rappel de cours a la page 4.



Exercice 1

On se donne une application M de classe C* de 'intervalle | — 1, 1| dans
M5 (R), 'ensemble des matrices 2 x 2 a coefficients réels. On désigne par
A1(g) < Xg() les valeurs propres! dans C de M(g) pour € €] — 1, 1[.

1. Quelle est la régularité de lapplication € — Ai(g) + Aa(g) 7
2. Discuter la régularité de I'application € — A{(g).

Exercice 2

Montrer a I’aide du calcul des variations (Théoreme 1 page 4) que le cercle
est la courbe fermée qui, a longueur donnée, entoure la surface maximale.

Exercice 3

On s’intéresse a la surface (S) dans R? d’équation (h > 0 est une constante) :

2,2
Tt +y
zZ= . 1
5h (1)
1. Représenter cette surface en perspective dans R3. Quelle est sa nature ?
2.0n considere les courbes tracées sur (S) qui possedent un paramétrage
cylindrique avec r = () ou r est une fonction réguliere de § € R a valeurs

dans R’ . Montrer qu’avec la notation ey = (cos#,sin,0), un vecteur tan-
gent & (S) en M(0) est :

dr rdr
U(9)2@69+r6(9+g)+ﬁﬁez. (2)

3. Construire le repere de Darboux-Ribaucour associé a cette courbe.
4. Montrer que I’équation différentielle des géodésiques sur (S) est :

2\ &r dr\? r?

5. Ramener la résolution de cette équation a une famille d’équations différentielles
du premier ordre du type (A € R est une constante arbitraire) :

(%)2 = F(r;h,\) . (4)

Lrangées suivant I'ordre lexicographique dans C.



Exercice 4
On considere une fonction réguliere H de R* dans R :

(1,2, y1,Y2) — H (21, 22, Y1, y2).

On s’intéresse alors au systeme d’équations différentielles :

% = g—§($1,$2,y1>y2)a (5)
% = g—Z(ZEl,Zfz,ybw)’ (6)
B ), (7)
% = —g—Z(Il,Izay1>w)~ (8)

1. Montrer que quel que soit (29, 29,4y, 49) € R* il existe une unique solution
maximale de (5) a (8) passant par ce point en ¢ = 0.

2. Calculez £H (21, 22,Y1, y2) le long de cette solution. Qu’en déduisez vous ?

3.0n note Z = H(R*) et pour ¢ € Z on désigne par &, I'ensemble de niveau
de H, c’est a dire :

E = {(z1, 22,91, 92) €R4§H(5C1,3627917y2) =c}. 9)

Montrer que &, est fermé.
4. Montrer que pour tout (27, 25,37, y5) € R* tel que Ep ;940,49 ,9) est borné,
la solution maximale obtenue au numéro 1. est définie pour t € R.

5.0n dit que la valeur ¢ € 7 est réguliere si :
Vvmeé&., |VH(m) >0. (10)

Montrer que si ¢ € 7 est réguliere alors &, est une variété. Quelle est sa
dimension 7
OH

6.On se donne T tel que a—m(m) = 0. Montrer que pour m
0

Y au voisinage de

m, résoudre (5) a (8) avec la condition initiale m(0) = m° revient & résoudre
un systeme de 3 équations différentielles pour (z1, zo, y1).
*7. Discuter la régularité, de la compacité, de la connexité et de la dimension

des ensembles &..



Rappel de cours

Donnons nous un ouvert U de R™ et deux points non forcément distincts a
et b. L’espace des chemins tracés dans U allant de a a b est

I'(a,b) = {u e C*([0,1],U), vérifiant u(0) = a, u(1) = b} . (11)

Considérons alors une fonction L sur U x R"™ a valeurs réelles, (u,p) —
L(u,p), et notons pour u € I'(a,b) :

L(u) = /OlL (u(t),%(t)) dt . (12)

Ecrivons en général la contrainte sous la forme :

[ @ (w0 %) de = (13

ou () est similaire a L et ¢y désigne une constante réelle. On montre alors le
résultat suivant.

Théoréme 1 Sous les hypothéses qui précedent, un élément u de T'(a,b) ne
vérifiant pas ’équation différentielle :

% {gﬁ (u(t), %(t))} = gi (u(t), Z—?(t)) , (14)

est extrémal pour L sous la contrainte (13) si et seulement s’il existe une

constante réelle \ telle que u vérifie le systeme d’équations différentielles :
Vi=1...n,

{22 (w0 o) =252 (o, Gw) a9




