Dans toute la suite & € NU {oco,w}

1 RAPPELS TOPOLOGIQUES

Cette section propose quelques rappels classiques de topologie. L’objectif est d’isoler les résultats
topologiques utiles en vue de 1’étude des variétés afin de ne pas alourdir, le moment venu, les
démonstrations par des faits généraux.

1.1 RECOLLEMENT D’ESPACES TOPOLOGIQUES

Proposition 1.1 — Recollement d’espace topologique par des ouverts. Soient (M, 7)o, une
famille d’espaces topologiques. On suppose que, pour tous «, 3 € A, il existe un ouvert U,g de M,,
un ouvert Ug, de Mg et un homéomorphisme 3, : Uy — Ug, vérifiant les conditions suivantes :

(1) Una = My, et ¥aq = idp,, pour tout a € A.
(7i) Pour tous «, 8, € A, la restriction wg o de Y54 & Uyg N Uy, réalise un homéomorphisme de
Uap NUay sur U N Ug,y et 98, = %5 07 .
On note

X= LlaeA MO‘
I’espace topologique réunion disjointe des M, et iy : My — X linjection canonique. Sur X, on
considére la relation % donnée par yZz si

Ja,0 €A, Tz, € Uyp, TJazg€ Ugqy, y=r1ia(za), z=1g(xg) et Ypa(ra)=125.

La relation % est une relation d’équivalence. On note M = X/% ’espace topologique quotient de
X par Z, m : X— M la surjection canonique et ¢, = 7 0 i, : My — M. On dit que M est ’espace
topologique obtenu par recollement des My, le long des Ung au moyen des g, et que les ¢, sont
les homéomorphismes associés.

Pour tout o € A, ’ensemble ¢, (M, ) est un ouvert de M et ¢, un homéomorphisme de M,, sur
©va(My). De plus, on a

(411) M = Ugera(My).
(1) pa(Uag) = ©3(Uga) = @a(Mq) N@s(Mg) pour tous «, 8 € A.
(v) Pour tous a, 3 € A et tout x4 € Uug, on a ¢34 (a) = 057! 0 00 (Ta).
Soit N un ensemble. On note .% (¥, N) lensemble des familles (f,)aca telles que, pour tout
a € A, f, soit une application de M, dans N et, pour tout (a, 3) € A2, on ait fa|U = fgoYsa-
apB
L’application

AM’ :
g+ (9°¢Pa)aca

est bijective. En particulier, pour tout (ga)aca € -Z(¥,N), il existe une unique application g :
M — N telle que g o 9, = g, pour tout o € A.

Soit N’ un espace topologique. On note € (®,N’) ’ensemble des familles (f4)aca € F(P,N')
telles que pour tout o € A, I'application f, soit continue. L’application AII:T/I/"I) induit une bijection
entre ¢ (M,N’) et €(®,N’). Autrement dit, si f est une application de M dans N’ alors f est
continue si et seulement si pour tout @ € A, I'application f o ¢, : My — N’ est continue. En
particulier, pour tout (go)aca € € (®,N’), il existe une unique application g : M — N’ telle que
g 0 Yo = go pour tout o € A. De plus, 'application g est continue.

On considére (M’, .7”) un espace topologique et pour tout a € A, un homéomorphisme ¢/, de
M,, sur un ouvert ¢/, (M,) de M’ tels que

(vi) M" = Uacaw, (Ma).
(vi1) oo (Uap) = v3(Uga) = ¢, (Ma) N¢5(Mg) pour tous a, 5 € A.



(viii) Pour tous a, 8 € A et tout x4 € Ung, 00 & g4 (2a) = @,6—1 0 @l (Tq)-

Soit N un ensemble. L’application Agl’,\lj est bijective.

Soient N’ un espace topologique et f : M’ — N une application. Alors f est continue si et
seulement si f est continue pour tout o € A si et seulement si f o ¢, : M, — N est

. vn (Ma)
continue pour tout a € A.

Autrement dit, I’application Allzr/[//,\p réalise une bijection entre €(M’,N’) et € (¥,N’).

De plus, il existe un unique homéomorphisme § : M — M’ tel que § o v, = @], pour tout o € A.
En particulier, .7 (resp. .7”) est 'unique topologie sur M (sur M’) telle que ¢ (M) (resp. ¢l (My))
soit un ouvert de M et o : My — 9o (My) (resp ¢, : My — ¢, (Mg)) soit un homéomorphisme
pour tout o € A.

Remarque 1.2 — Homéomorphisme. Appliquons la condition (4) et la condition (i) avec oo = 7.
On obtient alors Uyg N Uye = Uag, Uga N Ugy = Uga, Y30 = VB est un homéomorphisme de
Uap sur Ugy et idu, ; = Ypa © Yapg. Ainsi Yas et 9, sont des homéomorphismes réciproques I'un
de 'autre.

Preuve. On note

X = I—laEA M.
Iespace topologique réunion disjointe des M, et iy : My — X linjection canonique. Sur X, on
considére la relation d’équivalence # donnée par y#Zz si

Jdo,f €A, dza € Uyg, Jzg € Ug,g, Y =1a(Ta), z=1g(xg) et Yga(ra)=123.

Montrons que & est bien une relation d’équivalence. Soit y € X, il existe a € A et z, €
M, = Ugo tel que y = iq(x4). Comme ¢q(xq) = x4 par (iii), on en déduit que yZy. Soient
y,z € X tels que yZz. Il existe o, B € A, x4 € Uyp et zg € Upy tels que y = iq(x4), 2 = ig(z)
et Yga(Ta) = 3. Comme op est la bijection réciproque de g4, on a Yag(zg) = x4 et donc
zRy. Soient z,y,z € X tels que xZy et yZz. 1l existe o, 3 € A, z, € Uyg et 23 € Ug, tels que
T =1i0(Ta), ¥y = ig(xg) et Yaa(za) = 5. Wl existe ',y € A, zg € Ug, et 2, € U,p tels que
y =ig(zp), 2 = iy(zy) et Yyp(xs) = x,. Par définition de X et injectivité de ig, on obtient
B =0 etxg=1xp € UgaNUpgy. L'hypothése (ii3) montre qu’il existe un (unique) z/, € UagNUay
tel que 25 = ¥ (v,) = gy (24). L'injectivité de ¢5, montre que 2o = 27, € Uag N Uay. On en
déduit alors avec (ii7) que

Ty = Pyp(wp) = Yig(xp) = %(wgy(%)) = wfa(xa) = Yya(a) -
Ainsi xZz. Finalement & est réflexive, symétrique et transitive. C’est une relation d’équivalence.

On note M = X/ ’espace topologique quotient de X par Z, 7 : X — M la surjection canonique
et g =moiy i Mg — M.

Soit v € A et U, un ouvert de M,,. Montrons que ¢, (U, ) est ouvert dans M. Par définition de
la topologie quotient, il s’agit de montrer 71 (1,(U,)) est un ouvert de X. Or

W_l(wa(Ua)) = I_lﬁeA iﬁ(wﬁa(Uaﬁ NUa)).

En effet, soit y = ig(x3) avec 3 € Yga(Ua NUsB) C Ugy. Comme tpop et 15, sont des bijections
réciproque 'une de 'autre, 'élément x4 = 9a5(2g) € Ugg N Ugy. On pose alors & = iy (z4). On a
alors yZx c’est-a-dire 7(y) = 7(2) = P (Ta). Ainsi y € 771 (9o (Uy)).

Soit y € 1 (pa(Uy)). 1l existe 24 € Uy, tel que 7(in(2a)) = Ya(ra) = 7(y). On pose z =
ia(zq). On a donc zZy. Par définition de £, il existe o/, 3 € A, zo € Uy et x5 € Ugy tel que
z =i (Tar) et y = ig(zg) et Ygar (o) = x3. Par définition de X et injectivité de i,, on obtient
a=ad et o =2y € UygNU,. Ainsi y = ig(xg) € ig(¥sa(Uag NUqy)).

Soient a, B € A. Comme Uyg N Uy, est ouvert dans U, et que g, est un homéomorphisme,
on en déduit que Y34 (Uag N Uy) est un ouvert de Ug, et donc de Mg. Ainsi, par définition de la
topologie de la réunion disjointe, ig(¢ga(Uag N Uy)) est un ouvert de X. Finalement, on obtient
que 71 (pa(Uy)) est ouvert dans X. On en déduit que ¢, : My, — M est une application ouverte
et vo(My) est un ouvert de M.

Par ailleurs, ¢, est continue (comme composée des applications continues i, et 7). Enfin, ¢,
est injective. En effet, si @ (2a) = @a(xl,) alors in(zq)Ria(x),). Comme « est 'unique élément
B de A tel que in(zq) € ig(Mg) (resp. in(x),) € ig(Mg)) et que i, est injective, on obtient, par



deéfinition de Z, 2o = Yaa () = . Finalement ¢, est un homéomorphisme de M, sur son image
©a (M) qui est ouverte dans M.

De plus, comme 7 est surjective, on a M = 71(M) = Uaeam(ia (Ma)) = Uaea@a(Mq).

Soit y € wg(Ma) N@s(Mg). Il existe z, € My (resp. g € Mg) tel que y = po(xa) = pa(xa).
Ainsi iq(z0)Zig(xg). Comme « (resp. ) est 'unique élément v de A tel que iq(z0) € iy(M,)
(resp. ig(xzg) € iy(M,)) et que i, et ig sont injectives, on en déduit que z, € Uyg, x5 € Ug, (et
’lﬂga(Ia) = Ig). Ainsi y € (pa(Uag) ety € (pg(Uga).

Soit ¥y € wa(Uag). Il existe x4 € Ugg tel que y = @ (2a). On pose 23 = V¥ga(2q) € Ugq. Par
deéfinition de Z, on a alors iq(zq)Zig(xg) est-d-dire y = @o(ra) = pa(zg). Ainsi y € pg(Ugq)
et y € pa(Ma) N pp(Mg).

De méme, si y € ¢3(Uga), on obtient y € po(Uag) et y € po(Ma) N ps(Mg).

Enfin, pour z, € U,g, on pose 23 = Yga(xa) € Ugy. Par définition de %, on a alors
ia(za)Rip(xp) C'est-a-dire pqo(za) = @p(zp). Ainsi ¢~ (pa(ra)) = 25 = Yga(Ta).

Comme les ¢, (M,) forment un recouvrement ouvert de M, on obtient la premiére équivalence.
Comme ¢, est un homéomorphisme de M, sur ¢,(M,), on obtient la deuxiéme équivalence par
composition par ¢, et ¢, '

Par la propriété universelle de la réunion disjointe, il existe une (unique) application continue
g : X—M telle que g o iy, = go. Montrons que g est compatible avec Z. Soient y,z € X tels que
yZz. 1l existe a, f € A et x4 € Uyg, x5 € Ugq tel que y = in(Ta), 2 = ig(xg) et Yga(ra) = zg.
On a alors

9(y) = goia(ra) = ga(Ta) = 9s(Ysa(za)) = gs(zs) = gois(zs) = g(2).

Donc il existe une (unique) application continue g : M — N telle que § = g o 7. On a donc

JO QYo =gOTMOiy =gOi, = ge Enfinsi g’ est une application qui vérifie ¢’ o p, = g, pour tout

a € A. On obtient, par composition par ¢, !,

/ —
= o
Ipay = 9eo%e
Comme les ¢, (M) recouvrent M, on obtient g = ¢'.
Enfin, pour montrer la bijection, il suffit de montrer que f o (pa|U = fopgoyfa. Or pour
B

1 _
o g| ‘Put(Ma)

To € Ugqa, on a YPfa(z) = 05~ H(pa(za)) (d’apres (v)) ce qui donne le résultat.

Comme les @], (My) forment un recouvrement ouvert de M, on obtient la premiére équivalence.
Comme ¢!, est un homéomorphisme de M, sur ¢/, (M), on obtient la deuxiéme équivalence par
composition par ¢, et ¢, .

Soit x € M, il existe a € A tel que x € ¢/, (M,). On pose alors g(z) = ga © 9o~ 1(x). Montrons
que g est bien définie. Si x € ¢j5(Mp) alors z € ¢j3(Mg) N ¢, (Ma) = ¢, (Uag) = ¢j3(Uga). Grice
a (viit), on obtient que

(gaops " )(x) = (g o ps™" 0 walva () = gs 0 VpalPa (%)) = galpa ' (2)).

Ainsi g est bien défini. De plus, g = ga O o ! est continue pour tout o € A. Comme les

#o(Ma)
¢! (M) forment un recouvrement ouvert de M’, on en déduit que g est continue. Enfin, si ¢’ est

une application qui vérifie ¢’ o ¢/, = g, pour tout o € A. On obtient, par composition par go’ofl,

’ _ e
INepougy ~92°%a =4
Comme les ¢! (M) recouvrent M, on obtient g = ¢'.

Enfin, pour montrer la bijection, il suffit de montrer que f o <pr|U .= fo (p'ﬁ 0 1gq. Or pour

oo (Ma)

ZTo € Ugy, 00 a Pga(Tq) = cp'ﬁfl(ga’a(ma)) (d’aprés (viii)) ce qui donne le résultat.

La famille (pq)aca est une famille d’application continue de M, — M telle que g 0 9ga(Ta) =
Yo (o) pour tout «, 3 € A et tout z, € Uyg. Il existe une unique application continue ¢’ : M’ — M
telle que 0’ o ¢!, = 4. La famille (¢),)aeca est une famille d’application continue de M, — M’ telle
que ¢ 0 Ypa(Ta) = ¢, (Ta) pour tout a, B € A et tout z, € Uag. Il existe une unique application
continue § : M — M’ telle que d 0 p, = .
Les applications continues 6 o 8’ : M’ — M’ et idyy vérifient
§00 0, =080ps =y, =idw o,
Donc id}; = § o §’. Les applications continues 6’ o § : M — M et idy; vérifient
0 o0dop, =009, =po =1idm 0 @
Donc idy; = § 0 §’. Finalement § et 6’ sont des homéomorphismes réciproques I'un des I'autre.



Si Z (resp. 7)) est une topologie sur M (resp. M') telle que les ¢ (My) (resp. ¢, (Ma))
soient des ouverts de 73 (resp. .77) et les o : Moy — @0 (M) (resp. ¢, : My — ¢, (M,)) soient
des homéomorphismes. Comme les conditions (vi), (vii), (viii) sont vérifices pour 'espace (M, .7)
(resp. (M/, ZY)) et les homéomorphismes ¢, (resp. ¢/ ) (puisqu’elles ne sont pas de nature to-
pologique). On en déduit qu'’il existe un unique homéomorphisme §; : (M, .7)— (M, %) (4] :
(M, 7)— (M, 7)) telle que 61 0 oo = o (resp. 8] 0 wo = ¢). Mais idy (resp. 6) est 'unique
application g de M dans lui-méme vérifiant g o v, = @, (resp. go @, = ¢,). Ainsi, 6; = idy (resp.
§06'7" =idy) est un homéomorphisme de (M,.7) (resp. (M',.7})) sur (M, Z1) (resp. (M, 7))
c'est-a-dire 7 = 7 (resp. 7' = 7).

Remarque 1.3 Montrons que ¢, !(¢s(Mg)) = Uyp. Comme, d’aprés (iv), on a ¢, (Uap) C
©3(Mpg), on en déduit Uys C a1 (p3(Mg)). Réciproquement, z, € po ' (03(Mg)) alors, il existe
zg € Mg tel que pq(xa) = ¢a(rs) = y. On en déduit, grace & (iv) que y € o (Ma) Npg(Mg) =
©a(Uap). Alnsi, il existe x), € Uag tel que y = po(2q) = @o(z),). Comme ¢, est injective (puisque
c’est un homéomorphisme), on en déduit que z4 € Ugyg.

Montrons que cp’afl(gab(l\/lg)) = Uqp. Comme, d’aprés (vii), on a ¢, (Uag) C ¢j3(Mg), on en
déduit Uy C 50;71(¢’ﬁ(Mg)). Réciproquement, z,, € 50;71(¢’ﬁ(M5)) alors, il existe zg € Mg tel
que ¢, (Ta) = ¢j(zs) = y. On en déduit que, grace a (vii) y € ¢, (Ma) N p3(Mg) = @, (Uag).
Ainsi, il existe x], € Uy tel que y = ¢ (z4) = ¢, (2),). Comme ¢, est injective (puisque c’est un
homéomorphisme), on en déduit que z, € Uqyg.

Proposition 1.4 — Construction de topologie. Soient M un ensemble, (M,)neca une famille
d’espaces topologiques. On suppose que, pour tout a € A, il existe une famille d’applications
Yo : My — M vérifiant

(1) @o est injective, pour tout o € A.

(1) M = Uaeapa(Ma) ;
(ii1) va *(¢p(Mp)) est un ouvert U,z de M, pour tout (a, 3) € AZ;
(iv) Yap = Pa Lo @s : Uge — Uayg est continue, pour tout (o, 3) € A2

Il existe sur M une unique topologie telle que, pour tout a € A, ensemble ¢, (M,) soit des
ouverts de M et ¢, : My — @00 (M,) un homéomorphisme.

Remarque 1.5 — Conséquence des hypothéses. L’application ¢, réalise une bijection de ¢, sur
pa(Ma) (dapres (7).

Par définition de Ugga, on a ©3(Uss) C @a(My). Ainsi po ! o ¢ @ Ugy — M, a bien un
sens. Enfin, par définition de U,p, on obtient que 9, : Ugq — Uyp est bien définie. Comme
Yga © Yap = idu,, et YasoPpa = idy,,, on en déduit que Yag et 15, sont des homéomorphismes
réciproques 'un de l'autre.

Par définition, on a Uye = My €t ¥aq = idum, . Montrons que

¢a(Uap) = 98(Uga) = va(Ma) Nps(Mpg). (*)

En effet, soit o € Uap (resp. yg € Uga), on pose xg = ¥ga(Ta) (resp. Yo = Vap(ys)). On a
alors pq(xq) = pa(rs) (resp. Ya(Ya) = ¢5(ys)). Ainsi on obtient vo(Uag) = ¢3(Usa),
et Pa(Uag) C pa(Ma) Nps(Mg).

Siy € va(My) Nps(Mg) alors, il existe x, € My (resp. g € Mg) y = va(zq) = @s(xs). On a
alors 24 € 90 1 (p3(Mp)) = Ung, Aot y € 9o (Uag).

Soit (o, 3,7) € A3. Comme v, (resp. 1.3) est un homéomorphisme de Uag (resp. U, g) sur Ug,
(resp. Uyp), légalité (x) montre que la restriction wga de ¥gq & UyyMNUqg est un homéomorphisme
sur

Uga N5~ (0aUay) = Usa N5~ (91 (Uyp)) = Uga N Ugy -
De plus, la définition des 1,3 montre immédiatement que wga =¢Jz0 1/); o

Preuve. Premiére démonstration. D’aprés la remarque 1.5, les hypothéses (i) et (i7) de la propo-
sition 1.1 sont vérifiées. On peut donc considérer ’espace Y obtenu par recollement des M, le long
des Uy au moyen des ¥g,. On note ¢, les homéomorphismes associés.



On considére alors la famille (¢4 )aca. Par définition des 1gq, on a Paly,, =98 01gq. Il existe
B

une unique application g : Y — M telle que g o ¢}, = ¢, (voir la proposition 1.1).

Montrons que g est bijective. Comme g o ¢!, = ¢4, on obtient que o (My) C g(X) pour tout
a € A. Ainsi, d’aprés (ii), on obtient que g est surjective. Soient =,y € M tels que g(z) = g(y).
Par définition de I’espace obtenu par recollement, il existe o, 5 € A, 2, € M, et 3 € M, tels que
z = ¢, (Ta) et y = (7). En composant par g, on obtient I'égalité ¢ (za) = pp(v5). D'ou, par
définition des ¥gq, on a ¥ga(To) = 3. Ainsi, en reprenant les notations de la définition 1.1, on a
ia(z0)Zig(xg) C'est-a-dire x = y.

Par transfert de structure, il existe une unique topologie sur M telle que g soit un homéomor-
phisme. Comme ¢/, (M) est un ouvert de Y, on en déduit que g(¢,,(Mq)) = @o(Mq) est un ouvert
de M et par restriction, g induit un homéomorphisme de ¢/ (M,) sur ¢, (M, ). Par composition,
on en déduit que g o ¢!, = ¢, est un homéomorphisme de M, sur ¢, (M,).

Enfin, soit .7 une topologie sur M telle que ¢, (M,) soit un ouvert de M et ¢, : My — (M)
un homéomorphisme. Comme, d’aprés la remarque 1.5, (M, .7) vérifie les propositions (vi), (vii)
et (viit) de la proposition 1.1, on en déduit l'unicité de la topologie cherchée.



2 CARTE ET ATLAS

2.1 PSEUDOCARTES

Définition 2.1 — Recouvrement. Soient M un ensemble et = (U,)qca une famille de sous-
ensemble de M. On dit que % est un recouvrement de M si
M= |JUa.
acA
Soient M un espace topologique et % = (U, )aca un recouvrement de M. On dit que % est un
recouvrement ouvert de M si U, est ouvert, pour tout a € A.

Définition 2.2 — Pseudocartes.

— Soit M un ensemble (resp. un espace topologique). On dit qu’un quadruplet (U, V,n, ) est une
pseudocarte (resp. une pseudocarte topologique) sur M si U est une partie de M, V un ouvert de
R™ et ¢ : U—V une bijection (resp. U est un ouvert de M, V un ouvert de R™ et ¢ : U—V un
homéomorphisme). On dit que U est le domaine de la pseudocarte (U, V,n, ), n sa dimension
et @ son transfert.

— Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U = (U, V,n, ), U’ = (U, V' /n/,¢') deux
pseudocartes (resp. deux pseudocartes topologiques) sur M. On dit que les applications

—1
Y = ¢y, © (50| UﬁU/) HPUNT) —¢(UNTY)

-1

— / . ! / !

et Yuur =)o O(@|UOU,) tp(UNU) — " (UNU)
sont les applications de transition entre U et U’.

Remarque 2.3 — Pseudocarte et pseudocarte topologique. Soit M un espace topologique. Une
pseudocarte topologique sur M est toujours une pseudocarte sur ’ensemble M.

Remarque 2.4 — Carte vide. Soient M ensemble (resp. un espace topologique). Pour tout m € N,
le quadruplet (&, 2, m,d) est une pseudocarte (resp. topologique) de M appelée carte vide de
dimension m.

Remarque 2.5 — Bijectivité. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U, U’ deux
pseudocartes (resp. deux pseudocartes topologiques) sur M. Les applications de transitions iy et
Yy sont des bijections réciproques 'une de l'autre (resp. des homéomorphismes réciproque 1'un
de lautre).

En effet, si U = (U,V,n,p) et U = (U, V') n/,¢') alors lapplication ¢ est une bijection
(resp. un homéomorphisme) de U sur V. Donc la restriction de ¢ réalise une bijection (resp. un
homéomorphisme) de U N U’ sur ¢(U N U’). De méme, la restriction de ¢’ réalise une bijection
(resp. un homéomorphisme) de UN U’ sur ¢'(UNTU’). Par composition, on en déduit que 1y et
iy sont des bijections réciproques I'une de Pautre (resp. des homéomorphismes réciproques 'un
de lautre).

Remarque 2.6 — Restriction. Soient M un ensemble, i = (U, V,n, ¢) une pseudocarte sur M et
V' un ouvert de V. On pose U’ = ¢~ 1(V’). Le quadruplet (U, V', n, @l ) est une pseudocarte sur
M notée U| - et appelé restriction de U o U’. En effet, V' est ouvert dans V donc dans R” et Plo
réalise une bijection entre U’ et V'.

Soient M un espace topologique, U = (U, V,n, ¢) une pseudocarte topologique sur M et U’ un
ouvert de U Le quadruplet (U’ ¢(U’), n, Pl ) est une pseudocarte topologique sur M notée Ll| o
appelé restriction ded a U’. En effet, U’ est ouvert dans U donc dans M. De plus, comme ¢ est un
homéomorphisme ¢(U’) est ouvert dans V donc dans R™. Enfin, Pl réalise un homéomorphisme
entre U’ et o(U").

Soient M un espace topologique, U = (U, V,n, ¢) une pseudocarte topologique sur M et V' un
ouvert de V. Comme U’ = ¢~ !(V’) est un ouvert de U donc de M et que p(p~ (V")) = V', la
restriction de U & U’ au sens des pseudocartes coincide avec la restriction de U a 'ouvert U’ au



sens des pseudocartes topologiques.

2.2 ATLAS

Définition 2.7 — Atlas.
— Soient M un ensemble et U = (U, V,n,p), U = (U, V', n',¢’') deux pseudocartes sur M. On dit
que U et U’ sont €*-compatibles si les conditions de compatibilité suivantes sont vérifiées

(1) (UNTU’) est un ouvert de V et ¢'(UNTU’) est un ouvert de V’;
(i1) les applications de transitions entre U et U’ sont de classe €*.

— Soient M un espace topologique et U = (U, V,n,¢), U’ = (U, V', n',¢’) deux pseudocartes
topologiques sur M. On dit que U et U’ sont €*-compatibles si les applications de transitions
entre U et U’ sont de classe €*.

— Soit M un ensemble. Un ensemble de pseudocartes & = {U,, « € A} est un €*-atlas sur M si
les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) les domaines des U, forment un recouvrement de M ;
(1) pour tous «, 8 € A, les pseudocartes U, et Ug sont €*-compatibles.

— Soit M un espace topologique. Un ensemble de pseudocartes topologiques o7 = {U,, « € A}
est un €*-atlas topologique sur M si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(¢) les domaines des U, forment un recouvrement (qui est donc un recouvrement ouvert) de M;
(ii) pour tous a, 3 € A, les pseudocartes topologiques U, et Uz sont €*-compatibles.

— Soient &7 un €*-atlas sur M. On dit que (U, V,n, ) € &7 (ou plus briévement U) est une carte
de o . Et, si € U, on dit que (U, V,n, ) est une carte de &/ en x.

Remarque 2.8 — Compatibilité pour les pseudocartes. Soient M un espace topologique et U
et U' deux pseudocartes topologiques sur M qui sont ¢*-compatibles en tant que pseudocartes
sur I'ensemble M alors il est évident que U et U’ sont €*-compatibles en tant que pseudocartes
topologiques.

Réciproquement, si M un espace topologique et U et U’ deux pseudocartes topologiques sur
M qui sont €*-compatibles (en tant que pseudocartes topologiques). Alors U = (U, V,n,¢) et
U = (U, V' n' ¢ sont €*-compatibles en tant que pseudocartes sur I'’ensemble M. En effet, U
et U’ sont des ouverts de M donc U N U’ est un ouvert de M contenu dans U et dans U’. Ainsi
UNU’ est ouvert dans U et dans U’. Comme ¢ est un homéomorphisme, on obtient que o(UNTU’)
et ¢'(UNU’) sont ouverts respectivement dans V et V'.

Finalement, pour des pseudocartes topologiques, les ¢’*-compatibilités au sens des pseudocartes
et au sens des pseudocartes topologiques coincident.

Exemple 2.9 — Exemple stupide. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U =
(U, V,n, ¢) une pseudocarte (resp. topologique) de M. Pour tout m € N, la carte vide de dimension
m est €*-compatible avec U. En effet, o(U N @) = @ est un ouvert de R" et @(U N &) est un
ouvert de R™ et les applications de transitions sont les applications vides qui sont de classe €.

Exemple 2.10 — Pseudocartes disjointes. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et
U,U" deux pseudocartes (resp. topologiques) de M. Si les domaines de U et U’ sont disjoints alors
U et U' sont €*-compatibles puisque les applications de transitions sont les applications vides qui
sont de classe €*. On dit que U et U’ sont des pseudocartes disjointes.

Remarque 2.11 — Atlas et atlas topologique. Les remarques 2.3 et 2.8 montrent quun ¢*-atlas
topologique sur l’espace topologique M est un ¢*-atlas sur 'ensemble M.

Par ailleurs, soient M un ensemble, &7 un €*-atlas sur M et .7 une topologie sur M. Pour
que &7 soit un €*-atlas topologique sur (M, .7), il faut et il suffit que les cartes de &7 soient des
pseudocartes topologiques c’est-a-dire que les domaines soient des ouverts de M et les transferts
des homéomorphismes.



En effet, la définition de €*-atlas topologique impose que les cartes de o/ des pseudocartes
topologiques. Réciproquement, on suppose que les cartes de o7 sont des pseudocartes topologiques.
Par hypothése, les domaines des cartes de &/ forment un recouvrement de M. Il reste & vérifier que
les cartes de &7 sont deux a deux compatibles en tant que pseudocartes topologiques. Comme &
est un ¥*-atlas, elles sont compatibles en tant que pseudocarte. La remarque 2.8 montre qu’elles
sont alors €*-compatibles en tant que pseudocartes topologiques.

Remarque 2.12 — Compatibilité et restriction. Soient M un ensemble et U et U’ deux pseudo-
cartes sur M qui sont ¢*-compatibles. Comme o(UNTU’) et ¢’ (UNU’) sont ouverts respectivement
dans V et dans V' et que o1 (p(UNU")) = UNU et o'~ 1(¢ (UNT’")) = UNU’, on peut parler des
pseudocartes U et L['| uny - Comme (UNUHYN(UNTU") =UNU, elles sont €*-compatibles.

La remarque 2.8 montre que ce qui précéde s’applique au cas ou M est un espace topologique
et U et U’ deux cartes topologiques sur M.

Remarque 2.13 — Compatibilité et restriction 2. On considére un espace topologique M et

U= (U, V,n,) et U = (U, V', n, ¢) deux pseudocartes topologiques sur M. Soient U; C U et

U} C U’ deux ouverts de M. Montrons que si U et U’ sont €*-compatibles alors U; = L{|U et
1

u, =u le sont aussi.
R L

Comme ¢ (resp. ¢') est un homéomorphisme, ¢(U; NUY) (resp. ¢’ (U3 NUY)) est un ouvert de
R™ (resp. R™). Par ailleurs, les applications de transition Yuyuy et Yuy, entre Uy et U sont les
restrictions & p(Uy NUY) et ¢’ (U NUY) de Yy et Yy Elles sont donc de classe €.

Remarque 2.14 — Difféeomorphisme. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et
U = (U, V,n,p), U = (U, V' n ¢) deux pseudocartes (resp. pseudocartes topologiques) sur
M qui soient €*-compatibles. Les applications de transitions entre I/ et U’ sont alors des €*-
diffeomorphismes. En effet, ce sont des bijections réciproques 'une de l'autre (voir remarque 2.5)
qui sont de classe €%. Ainsi, si UN U’ # @ alors n = n’. Autrement dit, les dimensions de deux
pseudocartes (resp. topologiques) % *-compatibles dont les domaines se rencontrent sont identiques.

Proposition 2.15 — Prévariété. Soient M un ensemble et & = {(Uy, Vo, N0, ®a), « € A} un
¢*-atlas sur M. 1l existe sur M une unique topologie .7 (appelée topologie associée i <7) telle que
o/ soit un €*-atlas topologique c’est-a-dire telle que pour tout a € A, I'ensemble Uy, soit un ouvert
et vq : Uy — Vi soit un homéomorphisme (remarque 2.11).

De plus, 7 est la topologie la plus fine rendant continue les ¢, ! pour o € A et la moins fine
rendant continue les ¢, pour « € A.

Enfin, soit X un espace topologique X. Une application f : M — X est continue si et seulement
si, pour tout o € A, I'application f o, ! est continue. Une application f : X — M est continue si

et seulement si, pour tout a € A, 'application ¢, o f|f71(U ) est continue.

Preuve. Soit .7’ une topologie telle que, pour tout o € A, I'ensemble U, soit un ouvert et
Yo : Ug — Vg soit un homéomorphisme et considérons U € .7/, On a alors U N U, est un ouvert
de U, et comme ¢, est un homéomorphisme ¢, (U N U,) est un ouvert de V,,. Définissons alors

T ={UcCM, VaeA, ¢a(UNU,) soit un ouvert de V,}
et montrons que .7 est un topologie.
— Comme ¢, (@) = &, on a bien @ € 7.
— Comme ¢4(U,) = V,, on a bien M € 7.
— On considére un ensemble I et pour 7 € I, un élément U; € 7. On pose

U=Ju.

el

On a alors ©a(Ua NU) = p, <U(Ua N Uz)> = U 0a(Us NTU;).

i€l iel
Comme une réunion d’ouvert est ouvert, on obtient que ¢, (U, NU) est un ouvert de V,, et donc
Ue 7.



— On considére un ensemble fini I et pour 7 € I, un élément U; € .. On pose

U=(U:.

i€l

On a alors ‘Pa(Uoz NU) = pa <ﬂ(Ua N Uz)) = m‘pa(Ua NU;);

i€l i€l
la derniére égalité étant valable car ¢, est un bijection. Comme une intersection finie d’ouvert
est ouvert, on en déduit que ¢, (U, NU) est un ouvert de V, et donc U € 7.

Ainsi .7 est bien une topologie sur M. Montrons que Ug € .7 pour tout § € A. Par hypotheése,
pour tous o, § € A, on a (U, NUg) est un ouvert de V,, et donc Ug € 7. Enfin, montrons que
les ¢, sont des homéomorphismes. Comme les ¢, sont bijectives, il suffit de montrer que les ¢,
sont continues et ouvertes. Soit V un ouvert de U,. Comme U, est ouvert, V est un ouvert de M
et donc v, (V) = 0o (VN U,) est un ouvert de V. Ainsi ¢, est ouverte. Soit W un ouvert de V,,
montrons que ¢, (W) € 7. Comme U, = ¢, 1(V,), on a, pour 8 € A,

0s(Up Npa (W) = 95(Us Npa™ (Va NW)) = 05(Ug N Uqs N (W)).
Comme ¢, est bijective, on a Uy, N U = ¢4 (0a(Us NUg)) et donc

e8(Us Npa 1 (W) = vs(0a (9a(Ua NU) NW)) = 1as(pa(Us NUg) NW).

Or, par hypothése, ¢ (Uy NUg) et W sont des ouverts de V,, on en déduit que ¢o(Uy NUg) NW
est aussi un ouvert de V. Ainsi, comme 1,5 est un ¢*-diffeomorphisme, ¢5(Ug N 0o ~H(W)) est
un ouvert de Vz. On a donc ¢, 1(W) € 7 et ¢, est continue. Finalement, les ¢, sont bien des
homéomorphismes.

Montrons a présent que 7 est la seule topologie ayant les propriétés souhaités. Au début de la
preuve, on a vu que si .7’ vérifie les propriétés souhaitées alors .7/ C 7. De plus, si V ¢ .7/, alors
il existe o € A tel que VN U, ne soit pas dans .7”’. Sinon, comme les U, recouvrent M, on aurait

V=J(VnU.)e 7.
acA
Comme U, € 7/, 'ensemble V N U, n’est pas un ouvert de U, et comme ¢, est un homéo-
morphisme, ¢, (V N U,) n’est pas un ouvert de V,. Ainsi V ¢ .7. On obtient donc 7’ C °7.
Finalement, on a bien .7 = 7.

Montrons que 7 est la topologie la plus fine rendant continue les ¢, ~!. Comme les ¢, sont
des homéomorphismes lorsqu’on munit M de la topologie .7, .7 rend continue les ¢, . Soit .7’
une topologie qui rende continue les ¢, ~! et U € 7. L’ensemble (¢, 1) ~(U) est donc un ouvert
de V4. Comme (p,, 1) 71(U) = po(UNU,), on obtient que U € .7 et donc .7’ C 7. Autrement
dit 7' est moins fine que 7.

Montrons que Z est la topologie la moins fine rendant continue les ¢,. Comme les ¢, sont
des homéomorphismes lorsqu’on munit M de la topologie .7, 7 rend continue les ¢,. Soit .7’ une
topologie qui rende continue les ¢, et V € 7. L’ensemble ¢, (V NU,) est alors un ouvert de V.
Comme ¢, est continue pour .7/, on a

Yo Hpa(VNUL)=VNU, €9

et donc V:U(VQUQ)Gﬂ’.

acA

Ainsi .7 C 7. Autrement dit 7 est moins fine que 7.
Si f : M—X est continue alors f o o, ! est continue pour tout a € A. Réciproquement
supposons que f o v, "' est continue pour tout a € A. Soit U un ouvert de X, on a
71U = J U0 N = [Jea H(fowa™)7HU)
acA acA

I est un homéo-

Comme (f o ¢, 1)7H(U) est ouvert (puisque f o, ' est continue) et que g~
morphisme, on obtient que f~1(U) est ouvert.

Enfin, si f : X — M est continue alors

Jo=J) 1w



est continue. Par composition, ¢, f, est continue. Réciproquement, supposons ¢, 0 f, est continue
pour tout o € A et montrons que f est continue. Soit U un ouvert de M, comme les U, recouvrent
M, on a

AU = [ unu,).

a€A
Or UNU, = po Hpa(UNU,)), donc

FHUNUL) = fo ' (UNUqa) = (00 0 fa) H@a(UNUa)).

Comme U € 7, l'ensemble ¢, (U N U,) est un ouvert de V,. Comme ¢, o f, est continue, on
obtient que f~}(UNU,) est un ouvert de X. On en déduit que f~!(U) est aussi ouvert et donc
que f est continue.

Corollaire 2.16 — Prévariété. Soit M un ensemble. Il revient au méme de se donner

(i) un €*-atlas sur M ;
(ii) une topologie 7 sur M et un ¢*-atlas topologique sur M.

Preuve. (=) Il s’agit de la proposition 2.15. (<«=) Il s’agit de la remarque 2.11.

Remarque 2.17 — Topologie. On reprend les notations du corollaire 2.16. On suppose que 1’on
se trouve dans la situtation (i). D’aprés le corollaire 2.16, on est aussi dans la situation (i) (avec
les mémes U,, V,, ny et ¢,). La proposition 2.15 montre qu’il existe sur M une unique topologie
T telle que les U, sont des ouverts (pour 7”') et les ¢, sont des homéomorphismes. Comme les
U, sont déja des ouverts et les ¢, des homéomorphismes pour .7, on en déduit que 7 = 7.
Autrement dit, la nouvelle topologie est la méme que la précédente.

Remarque 2.18 — Veérification. Soient M un ensemble et &7 = {U, = (Uy, Vo, Na, 00), « € A}
une famille de pseudocartes dont les domaines recouvrent M. Pour que .27 soit un ¢*-atlas, il suffit
que les pseudocartes U, et Us soient ¢*-compatibles pour tous o # 3. En effet, pour tout o € A,
on a p,(Uy NU,) =V, est un ouvert de V,, et 9y 1, = idy, est de classe €.

De méme, soient M un espace topologique et & = {Uy = (Un, Va,Na, ¥a), « € A} une fa-
mille de pseudocartes topologiques dont les domaines recouvrent M. Pour que &7 soit un €*-atlas
topologique, il suffit que les pseudocartes topologiques U, et U soient €’*-compatibles pour tous
a # 3. En effet, pour tout o € A, 'application /g1, = idy, est de classe €*.

2.3 ATLAS MAXIMAL

Définition 2.19 — Compatibilité. Soient M un ensemble et o7, &/’ deux €*-atlas sur M. On dit
que &7 et o' sont €*-compatibles si o/ U.a/' est un ¢*-atlas.

Soient M un espace topologique et &7, /' deux € *-atlas topologiques sur M. On dit que &7 et
o' sont €*-compatibles si o/ U.a/' est un €*-atlas topologique.

Remarque 2.20 — Topologie. On counsidére un ensemble M et & = {(U,, Vo, N0, 00), « € A}
et o' = {(UL,V/,,n\,¢), «acA'} deux €*-atlas sur M. Si o/ et o/’ sont €*-compatibles alors
les topologies sur M associées a 7 et 7’ coincident. En effet, .« U ./’ est un atlas sur M. Pour
acAeta €Al les Uy, et les Ul sont des ouverts et les ¢, et les ¢, sont des homéomorphismes
pour la topologie associée a 1'atlas o/ U .o/’. Par unicité (proposition 2.15), les topologies associées
a e, o et o/ U’ coincident.

Attention, il se peut que deux atlas sur M définissent la méme topologie sans étre compatibles
(voir I'exemple 3.13). Autrement dit, la topologie ne détermine pas la structure de €*-prévariété.
De facon heuristique, la notion de prévariété n’est pas purement topologique.

Remarque 2.21 — Inclusion d'atlas. Par ailleurs, si ./ est un ¢’*-atlas (resp. topologique) contenu
dans €*-atlas (resp. topologique) <7’ alors <7 et </’ sont €*-compatibles.
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Remarque 2.22 — Vérifications. Soient M un ensemble (resp. espace topologiques) et &7, </’
deux €*-atlas (resp. topologiques) sur M. Les atlas & et &/’ sont €*-compatibles si, pour tout
U € o et tout U' € o/, les pseudocartes (resp. topologiques) U et U’ sont €*-compatibles.

En effet, comme les domaines des cartes de &7 recouvrent déja M, il suffit de vérifier les condi-
tions de compatibilité entre les cartes. Si les deux cartes considérées sont dans ./ ou dans &/, le
fait que 7 ou &’ soit un €*-atlas (resp. topologique) donne le résultat voulu.

Remarque 2.23 — Compatibilité, atlas et atlas topologique. Dans cette remarque, on compare
les notions de compatibilité entre ¢*-atlas et de compatibilité entre €*-atlas topologiques.

a. Soient M un espace topologique et .7 et &/’ deux ©*-atlas topologiques sur M qui sont €*-
compatibles (en tant qu’atlas topologiques). D’aprés la remarque 2.11, ils sont %*-compatibles
en tant que €*-atlas sur ensemble M.

b. Soient M un ensemble, o7 et &/’ deux €*-atlas €*-compatibles sur M et .7 une topologie. Si
la topologie .7 fait de &7 et o/’ des atlas topologiques sur M (I’'unicité dans la proposition 2.15
montre que J est nécessairement la topologie & 7 et «7’, voir aussi le point ¢), alors &7 et <7’
sont ¢*-compatibles en tant que €*-atlas topologiques sur M. II s’agit de montrer que ./ U o7’
est un ¢’*-atlas topologique. D’aprés la remarque 2.11, il suffit de montrer que pseudocartes de
o U’ sont des pseudocartes topologiques. Comme une pseudocarte de <7 U <’ appartient a
I’atlas topologique &/ ou a D’atlas topologique .7/, on obtient le résultat.

c. Soient M un ensemble, o7 et o/’ deux €*-atlas €*-compatibles sur M. D’aprés la proposi-
tion 2.15 et la remarque 2.20, les topologies associée & & et &/’ coincident et font de & et 7’
des €*-atlas topologiques sur M. Le point b assure que o7 et o/’ sont €*-compatibles en tant
que €*-atlas topologiques sur M.

d. Soient M un ensemble, .7 un €*-atlas €*-compatibles sur M. Si o7’ est un ¢*-atlas topologique
sur M (pour la topologie associée a o7) €*-compatible avec </ en tant qu’atlas topologique
alors le point a montre que <7’ est €*-compatible avec .7 en tant que €*-atlas sur .o7.

e. Soient M est un espace topologique et .7 et &7’ deux €*-atlas topologiques sur M. On suppose
que &7’ et o/ sont €*-compatibles en tant qu’atlas sur 'ensemble M. Comme la topologie de M
fait de o et o7’ des €*-atlas topologiques, le point b montre que o7 et &7’ son €*-compatibles
en tant que ¢*-atlas topologiques sur M.

Lemme 2.24 — Compatibilité et relation d’équivalence. Soit M un ensemble. La relation « étre
€*-compatible » est une relation d’équivalence sur I’ensemble des €*-atlas de M.

Soit M un espace topologique. La relation « étre €*-compatible » est une relation d’équivalence
sur I'ensemble des €*-atlas topologique de M.

Preuve. La réflexivité et la symétrie de la relation « étre €’*-compatible » sont évidentes puisque
o/ U o/ = of est un €*-atlas (resp. topologique) et que &7 U.o/’ = &/’ U .o/. 1l reste & montrer la
transitivité. Commencons par nous ramener au cas topologique. Soient <7, .27’ et &/ trois € *-atlas
sur M tels que &7 et o/’ soient €*-compatibles et o7’ et o/ soient €*-compatibles. D’aprés la
remarque 2.20, o7, o/' et o/" sont des €*-atlas topologiques sur M pour la topologie associé a 7.
Le point b de la remarque 2.23 montre que &/ et </’ (resp. &/’ et &/"") sont €*-compatibles en tant
qu’atlas topologique sur M. Le point d de la remarque 2.23 assure alors que ’on peut se contenter
du cas topologique.

Soient & = {Us = (Ua, Va,Na,¥a), o€ A}, ' = {Ua = (Ulavvlaanlom(pla)a o€ Al} et
A" ={Uy = (UL V" n" "), «c A"} trois €*-atlas topologiques sur M tels que <7 et &7’ soient
%*-compatibles et o7’ et o/ soient €*-compatibles. Montrons que 7 et <" sont €*-compatibles.
Soient (a, ) € A x A”. D’aprés la remarque 2.22, il suffit de montrer que vy,1¢_,, et v, u, sont
de classe €*. Or, pour tout o’ € A’, 'ensemble ¢, (U, NU,, NUY,) (resp. ¢, (Us,NU’, NUY,)) est
un ouvert de ¢, (U, NUY,) (resp. ¢, (U, NU’,)) puisque ¢, (resp. ¢!,,) est un homéomorphisme
et que U}, (resp. Ul,,) est ouvert de M. De plus, la restriction de 1,21, & Ya(Ua NUL, NUL,)
coincide avec la composée de la restriction de Vi1, & pa(Ua NU,, NUL,) et de ¢y u,, 2
¢, (U,NU’, NUY,). Comme chacun de ces deux applications est de classe ¢’ (comme restriction
a un ouvert de fonctions de classe ), leur composée est €’*. Comme

U ¢a(Ua NUL NUL,) = pa(Ua NUL.),
a’eA’
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Vi, est de classe €% sur ©a(UaNU”,). Par un raisonnement analogue, on montre que Yu_ o,
est aussi de classe €.

Remarque 2.25 — Classe d’équivalence. Soient M un ensemble et .7 un €*-atlas sur M. D’aprés
les points ¢ et d de la remarque 2.23, 'ensemble des €*-atlas €*-compatibles avec < et 'ensemble
des €*-atlas topologiques (pour la topologie associée & .7) €*-compatibles (en tant qu’atlas topo-
logiques) avec &7 coincident.

Soient M un atlas topologique et .27 un ¢*-atlas topologique sur M. D’aprés les points a et e
de la remarque 2.23, I'’ensemble des ¢*-atlas sur ’ensemble M qui sont ¢*-compatibles avec 7 et
I'ensemble des €*-atlas topologiques €*-compatibles avec &/ coincident.

Proposition 2.26 — Atlas maximal. Soient M un ensemble et &7 un €*-atlas sur M. La réunion
de tous les €*-atlas €*-compatibles avec o7 est un €*-atlas noté o7,.x compatible avec 7. L’atlas
Gmax est I'unique €*-atlas maximal (pour Iinclusion) contenant 7.

Soient M un espace topologique et ./ un %*-atlas topologique sur M. La réunion de tous les
€*-atlas topologiques €*-compatibles avec o7 est un €*-atlas topologique noté o7, .« compatible
avec 7. L’atlas “pax est I'unique €*-atlas topologique maximal (pour l'inclusion) contenant 7.

Preuve. Commencons par les atlas topologiques. Comme o7 est un ¢*-atlas ¢*-compatible avec
', on a o C Hpax et donc les domaines des pseudocartes de . recouvrent M. Montrons la
compatibilité entre les pseudocartes de @pax. Soient U = (U, V,n, @) et U' = (U, V') n/,¢’) deux
pseudocartes topologiques de .. 1l existe &7’ (resp. &) un €*-atlas €*-compatible avec o7
contenant U (resp. U'). D’aprés la définition 2.19 et la remarque 2.21, o/ U&7’ (resp. &/ U &/") est
un ¢*-atlas €*-compatible avec &7. Par transitivité (lemme 2.24), on obtient que ./ U.o/' U.o/" est
un ¢*-atlas contenant U et U’. Ainsi, les applications de transitions 1y et Yy sont de classe
%*. On en déduit que max est un €*-atlas.

Passons au cas non topologique. Considérons @, .« la réunion de tous les €*-atlas €*-compa-
tibles avec o7. D’aprés la remarque 2.25, max est la réunion de tous les €*-atlas topologiques (pour
la topologie associée & «7) €*-compatibles avec 7. D’aprés ce qui précéde, @ax est un €*-atlas
topologique contenant .o7. Ainsi, d’aprés la remarque 2.11, o7y,a, est un €*-atlas contenant o7

Montrons la propriété de maximalité de Fyay. Si @’ est un €*-atlas (resp. topologique) conte-
nant @ax, il contient 27 et est donc compatible avec &7 (remarque 2.21). Par définition de ax, on
a o' C Gmax et donc Fpax = </'. Finissons par Punicité de P’atlas cherché. Si o7’ est un €*-atlas
(resp. topologique) maximal contenant .27 alors, d’aprés la remarque 2.21, 27’ est ¢*-compatible
avec &/ donc il est contenu dans &,,,. Par maximalité de &/, on a &' = ;.. =

Ainsi, chaque classe d’équivalence de €*-atlas contient un représentant privilégié : la réunion
de tous les éléments de la classe d’équivalence.

Lemme 2.27 — Cartes d'un atlas maximal. Soient M un espace topologique, &/ un ¢*-atlas
topologique maximal sur M et U = (U, V,n,¢) € &. Pour tout ouvert U; de U, U; = Z/l|U est
1

une carte de 7.

Soient M un ensemble (resp. espace topologique), &/ un %*-atlas (resp. topologique) sur M et
U une pseudocarte (resp. topologique). Si U est €*-compatible avec toutes les cartes de <7 alors
U € Hax.

Preuve. Comme U est €*-compatible avec toutes les cartes de <7, la remarque 2.13 montre que U;
est €’*-compatible avec toutes les cartes de 7. Ainsi .7 U{U;} est un €*-atlas puisque les ouverts
de o recouvrent déja M. Par maximalité de o7, on obtient que U; € <.

Par hypothése, .2, = o/ U{U} est un €*-atlas puisque les ouverts de %7 recouvrent M. Comme
o/, contient 7, il est €*-compatible avec o7 et donc U € o C Hpax.

Exemple 2.28 — Carte vide. Soit M un ensemble (resp. espace topologique) et &/ un atlas
alors . contient toutes les cartes vides c’est-a-dire pour tout m € N, (&, &, m, &) € Hpax. En
effet, d’aprés 'exemple 2.9, les cartes vides sont ¢’*-compatibles avec toutes les cartes de .o7. Le
lemme 2.27 montre qu’elles appartiennent a o7, .x.
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3 LA CATEGORIE DES PREVARIETES

3.1 LES OBJETS : LES PREVARIETES

Définition 3.1 — Prévariété. Une prévariété de classe €% ou €*-prévariété est un couple (M, .o7)
formé d'un ensemble et d'un ¢*-atlas maximal ou de fagon équivalente un couple (M, .A) formé
d’un ensemble et d’une classe d’équivalence de €*-atlas.

On dit que I'atlas .7 munit ’ensemble M d’une structure de €*-prévariété.

Remarque 3.2 — Prévariété. Tout couple formé d’un ensemble (M, o) formé d’un ensemble et
d’un €*-atlas détermine sur M une structure de €*-prévariété. Il suffit de considérer ’atlas maximal
associé & &7 (proposition 2.26). Lorsqu’on parlera de la structure de variété d’un ensemble muni
d’un atlas, il s’agira de cette structure naturelle associée a ’atlas maximal.

Proposition 3.3 — Propriétés locales d'une prévariété. Soient (M,.o7) une €*-prévariété et
x € M. 1l existe une base de voisinages de = formée de domaines de cartes contractiles et connexes
par arcs. En particulier, les domaines des cartes en z forment une base de voisinage de z et M
est localement connexe, localement connexe par arcs, localement simplement connexe, localement
contractile. De plus, pour tout & € M, le singleton {z} est fermé dans M.

Preuve. Il existe une carte (U,V,n,¢) de & en x. L’ensemble V est un voisinage de ¢(z).
Comme V est localement contractile (puisque localement convexe), il existe une base de voisi-
nage V,(,) de o(z) formée d’ouverts contractiles et connexes par arcs (par exemple, les boules de
centre ¢(z) de rayon r pour r suffisamment petit). Comme ¢ est un homéomorphisme, 'ensemble
{(p‘l V), Ve V«P(z)} est une base de voisinage de = formée d’ensembles contractiles et connexes
par arcs. Comme ¢~ 1(V’) C U, le lemme 2.27 donne le résultat. Comme un espace contractile et
connexe par arcs est connexe et simplement connexe, on obtient aussi la locale simple connexité et
la locale connexité de M. Enfin, si y # x, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage ouvert de y
ne contenant pas x. Soit U une carte de &/ en y. Si x appartient au domaine U de U alors, comme
U est séparé, il existe deux ouverts U, et U, contenant respectivement x et y contenu dans U et
d’intersection vide. L’ouvert U, convient. Si x n’appartient pas a U alors U convient.

3.2 EXEMPLES DE PREVARIETES

Exemple 3.4 — Ouvert de R". Soit U un ouvert de R™. Alors & = {U/ = (U, U, n,idy)} est
un €*-atlas sur U. En effet, U est ouvert dans U et recouvre U, idy est un homéomorphisme de
U sur l'ouvert U de R™ et comme il n’y qu’une carte, la remarque 2.18 montre que &/ est bien
un %*-atlas. D’aprés la remarque 3.2, on peut alors munir U d’une structure de %€*-prévariété.
Lorsque l'on parlera de la structure de prévariété d’un ouvert de R™, il s’agira de cette structure
de prévariété (sauf mention explicite du contraire). L’atlas maximal @4, est alors la réunion
de I’ensemble des pseudocartes topologiques de U de dimension n dont le transfert est un €*-
diffeomorphisme et de I’ensemble des cartes vides. En effet, soit U’ = (U, V,m, p) € Hpax. Alors
U est une pseudocarte topologique de U. Par hypothése, U’ est compatible avec . Or U'NU = U’
et Yy = ¢ et Yyy = @t Ainsi, la remarque 2.14 montre que ¢ est un €*-difféomorphisme et
m = n (sauf si U = & auquel cas U’ est une carte vide). Réciproquement, si U’ = (U, V,m, )
est une pseudocarte topologique de dimension n dont le transfert est un ¢*-diffeomorphisme alors,
comme Yy = @ et Yy = ¢~ ' sont de classe €%, U et U’ sont €*-compatibles. Le lemme 2.27
montre que U’ € o ax.

Exemple 3.5 — Ouvert d’un espace vectoriel normé. Soient (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé
de dimension finie n, U un ouvert de E et f un isomorphisme linéaire de E sur R™. La continuité
des applications linéaires en dimension finie assure que l'application f est un homéomorphisme
de E sur R™. En particulier, f(U) est un ouvert de R™ et f|U réalise un homéomorphisme de

U sur f(U). Finalement, comme U est un ouvert de U et recouvre U, la remarque 2.18 montre
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que of = {L[ = (U, f(U),n, f|U )} est bien un €*-atlas sur U. D’aprés la remarque 3.2, on peut

alors munir U d’une structure de €*-prévariété. Lorsque 1'on parlera de la structure de prévariété
d’un ouvert d’un espace vectoriel normé, il s’agira de cette structure de prévariété (sauf mention
explicite du contraire).

Par ailleurs, on remarque que la structure de €*-prévariété construite ne dépend pas du choix
de l'isomorphisme linéaire f. En effet, si g : E—R" est un isomorphisme linéaire alors 'atlas
B = {V = (U,g(U),n,g|U )} est €*-compatible avec o/ puisque les pseudocartes U et V sont

€*-compatibles. En effet, les applications de transition entre U/ et V sont données par g o f
et fog™!
Fo9™ )

Enfin, remarquons que I'application id : R™ — R™ est bien stir un isomorphisme linéaire. L’exem-
ple 3.4 des ouverts de R" est donc un cas particulier de celui-ci.

f(U)
qui sont de classe €% comme restrictions d’applications linéaires.

Exemple 3.6 — Groupe linéaire. L’ensemble GL(E) C Endy(E) est naturellement muni d’un
structure de prévariété. En effet, GL(E) est un ouvert de Endg(E) puisque GL(E) = det ™" (R*)
et que R* est un ouvert de R et det une application continue. De méme, GL,,(R) peut étre muni
d’une structure de prévariété.

Exemple 3.7 — Sphére. Soit S"~! = {(21,...,2,), 21?+---+x,% =1} la sphere unité de
R™ pour la métrique euclidienne. On considére les points N = (1,0,...,0) et S = (—1,0,...,0)
de S"~1 appelés respectivement pole nord et pole sud et les deux ouverts Uy = S"~1 \ {N} et
Ug = S*»1 \ {S} de S"~!. On va montrer grace aux projections stéréographiques que Uy et Ug
sont homéomorphes 4 R" 1.

Soit py la projection stéréographique de sommet N & x € Uy on associe le point d’intersection
de la droite (Nz) avec I'hyperplan H d’équation z; = 0. L’application réciproque ¢ associe au
point z appartenant & I’hyperplan H le deuxiéme point d’intersection de S*~! avec la droite Nz.

Déterminons des expressions analytiques pour py et gn. Soit © = (z1,...,2,) € Un. On cherche
A € R tel que py(z) = (1,0,...,0) + A(1 — 21, —22,...,2,) € H. Comme N est le seul point de
S~ tel que x1 = 1 puisqu’alors z2% + ...+ 2,2 = 0, on obtient A = —(1 — 1)~ ! et donc
1
/
=—0,22,...,2,) .

P () 1—x1( Ty Tn)

Réciproquement, soit z = (0, z2,...,2,) € H. On cherche A € R tel que
gy(z) = (1,0,...,0) + A(1, —2a, ..., —x,) € S"1 et ai(z) #N.

On obtient T+ A2+ A2 (202 + -+ 2,2) =1,
c’est-a-dire A+ A2 (14222 + -+ 2,2) = 0.

La solution A = 0 donne N que l'on exclut. On obtient donc A = —2(1 4+ x4+ ach)*l et
- 1
Sl a2 a2
Les expressions trouvées vont nous permettre de construire une structure de prévariété sur S*—1.
Pour cela, on considére les applications
Un — R

PN 1
x=(21,...,2p) —

an () (w224 422 — 1), 229,...,22y) .

R71 — Un
et gn: ( ) 1
r=(T2,...,Tn) —
2, ) $22+"'+$n2+1

Comme N est le seul point de S*! tel que x; = 1 puisqu’alors z22 + ... + 2,2 = 0, I'application
pN est bien définie et continue. Par ailleurs, gn est bien a valeurs dans S"~! puisque

(222 4+ + 22 — 1,270,...,23,) .

(w22 + - 42,2 = 12 F 4w + -+ 4x,? = (222 + -+ 2,2+ 1)2
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i R e |

De plus 1
plus, P T i
donc gy est & valeurs dans Uy et continue. Montrons & présent que py et gy sont des bijections
réciproques 'une de lautre. Si (z1,...,x,) € Uy alors
mo® 4w’ 27, 2z,
(1 —2)2 1—x 1—m
o Tly-yTp)) = , ey
gn o pn((71 n)) $22+“.+$n2+1 $22+"'+$n2+1 x22+---+$n2+1
(1 —a1)? (1 —x1)? (1—x21)2
La relation 212 + - - - + 2,2 = 1 assure alors que gx o px((21,...,%5)) = (71, ...,2y,). De plus, pour
(r2,...,2,) € R"1 on a
_x22+---+xn2—1_ 2
i R B 2 R e o
2x9 219
[N 1 2 2 1 2 2
d’oupn o gn((22, ..., 2p)) = + 22 +2 + Zn e Rl +2 + Zn = (z2,...,Tpn).
L+ap2 4 + 2,2 T4+ a22 4 + 2,2

Ainsi py et gy sont des homéomorphismes réciproques 'un de I'autre.
On passe & présent au cas du pole sud. De fagon analogue, on définit les applications

Snfl Ny {S} _ Rnfl

ps: 1
x:(xlv"'azn)'—)l_’_x(% ,l‘n)
Rr—1 Sn—1 {S}
et gs: 1
= n)H—— 1-— 2 n272 7"')271 .
x (1'2, , T ) 1+I22++$n2( ($2 + t+z ) T2 z )

Comme S est le seul point de S*~! tel que 21 = —1 puisqu’alors x22 + ... 4+ 2,2 = 0, I'application
pg est bien définie et continue. Par ailleurs, g est bien a valeurs dans S*~! puisque

(w224 2,2 = )2+ dw? 4+ +4x,? = (22 + -+ 2,2+ 12
1—($22+"'+$n2)
w2+ a2 41

donc gs est & valeurs dans Ug et continue. Montrons & présent que psg et gs sont des bijections

De plus, # —1

réciproques 1'une de lautre. Si (21, ...,2,) € Ug alors
w4’ 22 2z,
(1+$1)2 1+ 2 1+2
o T, eno,Tn)) =
gs pS(( 1 ) n)) 1‘22+'~~+l‘n27 £C22+'~~+£Cn27 ) 1‘22+~~~+l‘n2
1+ U 142"
(1+l‘1) (1+l‘1)2 (1+£B1)
La relation 12 + -+ 4+ 2,2 = 1 assure alors que gs o ps((21,...,2,)) = (21,...,7,). On a aussi
ps 0 gs = idgn—1. De plus, pour (z2,...,2,) € R*1 ona
R ST D
T+ a2 4+ +x,2  l+a2+- +a,2]
229 27
N 1 2 ... 2 1 2 4 ... 2
d’otips o gs((w2, ..., Tn)) = o2 +2 £ Zn e + 22 +2 S = (z2,...,70).
L+ao2 4+ 2,2 T+a2 4+ a2

Ainsi ps et gs sont donc des homéomorphismes réciproques I'un de 'autre.
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Finalement Ux = (Un,R""1 n —1,pn) et Us = (Us,R" 1. n — 1,ps) sont des pseudocartes
topologiques. Comme Uy U Ug = S™ !, les domaines des pseudocartes recouvrent S*~!. Enfin,
comme pg(N) = 0 et pn(S) =0, on a ps(Ux NUg) = R*"1 < {0} et pn(UnNUg) =R {0} et
les applications des changements de cartes sont données par

R {0} — R {0}
1

=PsSOpPN i ( ) 1
Loy, Tp) —m ——————————
2 " T2 4+ ...+ x,2

-1
PN © Ps
(T2, ..y Tn)

Elles sont de classe €. Ainsi {Ux,Us} est un €*-atlas sur S"~!. La remarque 3.2 montre que I'on
peut munir S*~! d’une structure de €*-prévariéte.

Notation 3.8 — Application produit. Soient X, X', Y, Y’ quatre espaces topologiques, f : X — X’
et g : Y — Y’ deux applications continues. On note f x g : X x Y — X’ x Y’ I’application donnée
par (z,y) — (f(z),9(y)). La propriété universelle du produit montre qu’elle est continue pour les
topologies produits sur X x Y et X’ x Y’.

Exemple 3.9 — Produit de prévariétés. Soient M et N deux espaces topologiques. On munit M
(resp. N) d'un ¢*-atlas & = {(Ua, Vas Na, Pa), @ € A} (vesp. = {(U,, V., nl,¢.), a € B}) et
M x N de la topologie produit. On va munir ’ensemble M x N d’une structure de €*-prévariété.

Pour (a, 8) € A x B, les applications ¢, x go'ﬁ réalisent des homéomorphismes de U, X U'ﬁ sur
Vo x Vj (voir notation 3.8). Or, par définition de la topologie produit, U, x Uj; est un ouvert de
M x N et V, x Vg est un ouvert de R™ 45 Ainsi (Uq % U'ﬁ7 Vo X Vb, Ne + n'ﬁ, Do X go%,) est une
pseudocarte topologique. De plus, les domaines de ces pseudocartes topologiques recouvrent M x N
puisque

U Uaxty— <UUaxU’ﬁ>U (Uua>xw UM U~ M.

(a,8)EAXB BEB \acA BEB \a€cA peEB
Enfin, considérons «, o’ € A et 3,3 € B. On pose
W= (Us x Uy) N (U, x Up,) = (Ua NUG) x (Uz NUR,) .
L’application

b= (2ax @)y, © (o x e)) (P X GH)W) — (o x 2y ) (W)

[w

-1
-1
ya s .
s’écrit aussi = o X o .
¥ ((‘Oa|UaﬂUa/ (90""|UamUa,) ) <('DO“U’BHU23, ((‘Oa"ume'B,) )

Comme une application d’un ouvert de R? dans R7 est de classe €* si et seulement si chacune de
ses j composantes l’est, I'application 1 est de classe €% (ses n,s premiéres composantes sont celles
de Paar et les nj, suivantes celles de g5 (notation de la proposition 2.15)). Ainsi, I'ensemble

{(Ua XUlgvvaXVIgana'i‘nlga@a X(Plﬁ)v (a,ﬁ) GAXB}

est un ¢*-atlas sur M x N appelé atlas produit et noté o/ x % (Attention, il ne s’agit pas de
l’ensemble produit &7 et de #). La remarque 3.2 montre alors que ’on peut munir M x N d’une
structure de € -prévariété. Par ailleurs, on remarque que la structure de €*-prévariété obtenue ne
dépend pas des atlas choisis dans les classes d’équivalence de & et de 4. En effet, la construction
de latlas produit montre immédiatement que si &7’ (resp. #’') est 'atlas maximal contenant <&/
(resp. B), on a (o x B) C (' x B') et donc & x B et o' x B’ sont €*-compatible et définissent
le méme €*-atlas maximal sur M x N. Lorsqu’on évoquera une structure de €*-prévariété sur un
produit de ¢*-prévariété, il s’agira de celle construite ici (sauf mention explicite du contraire).

Exemple 3.10 — Produit d’ouverts. Soient n,m € N et U un ouvert de R™, V un ouvert de R™.
Montrons que la structure de prévariété sur U x V obtenue par produit des structures de U et de
V coincide avec celle obtenue comme ouvert de R**™,
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D’aprés l'exemple 3.4, le €*-atlas &/ = {(U, U, n,idy)} (resp. & = {(V,V,m,idv)}) définit la
structure de prévariété sur U (resp. V). Le €*-atlas &7 x % (voir exemple 3.9) est alors donné par
g x B ={(UxV,UxV,n+m,idy x idy)}. Comme idy x idy = idyxy, latlas & x £ n’est
autre que I'atlas définissant la structure de €*-prévariété sur U x V comme ouvert de R™+™,

En particulier, la structure de prévariété de R™ coincide avec la structure de prévariété produit
de R x - xR.

Exemple 3.11 — Produit d’ouverts d’espace vectoriel normé. Soient E, F deux R-espaces vecto-
riels normés de dimension finie respective m et n et U un ouvert de E, V un ouvert de F. Montrons
que la structure de prévariété sur U x V obtenue par produit des structures de U et de V coincide
avec celle obtenue comme ouvert de E x F.

Soit f : E—R™ (resp. g : F—R™) un isomorphisme linéaire. D’aprés la remarque 3.5, le €*-
atlas & = {(U, f(U), m, f|U )} (resp. & = {(V,g(V), n.g., )}) définit la structure de prévariété
sur U (resp. V). Le €*-atlas &/ x % (voir exemple 3.9) est alors donné par

o x B={(UxV,f(U) x g(V),n+m, fj xg,)}
Comme f|U X9y = (f x g)|va et que 'application f x g : E x F — R™™ realise un isomor-

phisme linéaire, 'atlas &/ x % n’est autre que l'atlas définissant la structure de €*-prévariété sur
U X V comme ouvert de E x F.

Exemple 3.12 — Ensembles et prévariétés discrétes. Soit M un ensemble. Pour z € M, on
note ¢, 'unique application de {z} dans {0} = R. On considére la famille de pseudocartes & =
{({z},{0},0,¢,), x € M}. Comme les domaines des pseudocartes sont deux a deux disjoints,
elles sont ¢’*-compatibles (exemple 2.10). Enfin, comme M = U e {2}, on en déduit que o7 est un
%*-atlas sur M. On peut donc munir M, grace & <7, d’une structure de ¢’*-prévariété (remarque 3.2)
que 'on note Mgisc. La topologie associée & 7 est alors la topologie discréte puisque, pour tout
x € M, les ensembles {x} sont ouverts.

Exemple 3.13 — Autres structures de ¢"-prévariété sur R.  Soit & > 1. Considérons I'ap-
plication ¢ : t +— t3 (ou plus généralement, ¢ un homéomorphisme de R qui n’est pas un €*-
diffSomorphisme). Alors {(R,R,1,p)} est un ¢*-atlas sur R. En effet, R est ouvert dans R et
recouvre R, ¢ est un homéomorphisme de R sur 'ouvert R de R et comme il n’y qu’une carte,
la remarque 2.18 montre que {(R,R,1,¢)} est bien un atlas. D’aprés la remarque 3.2, on peut
alors munir R d’une structure de €*-prévariété. Cette structure ne coincide pas avec celle donnée
dans 'exemple 3.4. En effet, les deux atlas {(R,R,1,¢)} et {(R,R,1,id)} ne sont pas compatibles
puisque ¢ = @ o id™! n'est pas un €*-diffcomorphisme. Ils ne définissent donc pas le méme atlas
maximal et donc pas la méme structure de ¢*-prévariété sur R. Cependant, les topologies associées
a chacun de ces atlas sont les mémes (la topologie standard de R).

Exemple 3.14 — Ry. On considére 'ensemble M = (R*) [[ {a4,a—}. L’objectif est de munir M
d’une structure de ¢’*-prévariété pour laquelle la topologie associée n’est pas séparée. On considére
pour cela le recouvrement donné par M = Uy UU_ avec Uy = (R*)U{ay} et U_ = (R*)U{a_}.
Les applications

U+—>R U_. —R

P+ x sizeR* et P x sizeR*
r . r .
0 siz=ay 0 siz=a_

sont des bijections. De plus, Ut NU_ =R* et o (U NU_) = p_(U;NU_) = R* sont des ouverts
de R. Enfin, les applications

-1
b=y no. O (P o) Pe-(UsNUD) =R — e (U-NUy) =R°

-1
et YE =9y, hu. © (<p+|UmU7) tor (U NU-)=R*—p_(U_NU4) =R~

sont égales & idg- et donc des €*-diffeomorphismes. Ainsi, & = {(Uy,R,1,¢4),(U_, R, 1,0_)}
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est un %*-atlas sur M. La remarque 3.2 montre que I’on peut munir M d’une structure de &*-
prévariété.

La topologie induite sur M par l'atlas & n’est pas séparé. En effet, si V (resp. V_) est un
voisinage de a4 (resp. de a_) alors comme ¢4 (resp. ¢_) est un homéomorphisme, ¢4 (V) (resp.
v—(V_)) contient un intervalle | —e; ,e4 [ (resp. | —e_ ,e_[) avec e4 > 0 (resp. e— > 0). Ainsi
| —er,er[N{0}CViet]—e_,e_[~{0} C V_. Et donc en considérant £ = inf(e4,e—) > 0, on
a@#]|—e,e[~{0} C V_NV, et donc tout voisinage de a4 rencontre tout voisinage de a_ ce
qui contredit la séparation.

Exemple 3.15 — Intervalle non ouvert. Soient J =]0,1[et I =[0,1[. On va munir I d’une
structure de €*-prévariété dont la topologie associée n’est pas connexe (en particulier, ce ne sera
pas la topologie induite par celle de R). On note ¢y : {0} C I—RY I'unique application (qui
est bijective) de {0} dans R°. Le quadruplet Uy = ({0}, R, 0, ) est alors une pseudocarte. Par
ailleurs, Uy = (J,J,1,id;) est bien sr une pseudocarte. Comme Uy et U; sont disjointes, elles
sont €*-compatibles (voir I'exemple 2.10). Comme I = J U {0}, I'ensemble &/ = {Uy,Us} est un
¢*-atlas sur I et munit I d’une structure de ¢*-prévariété. De plus, {0} et J sont des ouverts pour
la topologie associée a o/. Comme ils recouvrent I et sont disjoints, I n’est pas connexe.

3.3 LES MORPHISMES : APPLICATIONS DE CLASSE %€*

Proposition-Définition 3.16 — Applications de classe ©* en un point. Soient (M, .«7), (N, %)
deux €*-prévariétés, f: M — N une application et € M. On dit que Papplication f est de classe
€* en x si les propositions équivalentes suivantes sont vérifiées.

() Il existe une carte en = notée U = (U, V,n, p) et une carte en f(z) notée U’ = (U, V', n/,¢’)
telles que U N f~1(U’) soit un voisinage de z dans M et

-1
uw = fo ) eun ) — )
soit de classe €% en p(z).
(i) Pour toute carte U = (U, V,n,p) en z et toute carte U’ = (U', V', n’,¢’) en f(z), UN f~1(U’)
est un voisinage de x dans M et I'application
—1
e =4 1o ( ) sewn - )
est de classe €% en o(z).
(741) f est continue en x et il existe une carte en x notée U = (U, V,n, ) et une carte en f(z)
notée U' = (U, V', n/,¢’) telles que
fuur =¢' o fo (

soit de classe €% en ¢(z).
(tv) f est continue en x et pour toute carte Y = (U, V, n, p) en z et toute carte U’ = (U, V', n/, ¢’)
en f(x), lapplication

Juwr =¢'o fo <
est de classe €% en o(z).

Aluns-1un

Aluns-1ur

-1
ungy) AUNT U — (V)

-1
oy ry)  F#UNIU) = (V)

On dit que I'application fir est l’application f lue dans les cartes U et U'.

Preuve. Remarque. Demander que U N f~1(U’) soit un voisinage de = assure que (U N f~1(U"))
est un voisinage de ¢(x) puisque ¢ est un homéomorphisme. Ainsi, cela a bien un sens pour
I'application fi d’étre de classe €% en p(x). De méme, si f est continue en x, U = (U, V,n,¢)
une carte en z et U’ = (U’ V', n’ ) est une carte en f(z) alors UN f~1(U’) est un voisinage de .
Ainsi, cela a bien un sens pour 'application fyyr d’étre de classe €% en ¢(x).

(i) = (¢). Comme &7 est un atlas, il existe une carte en . De méme, il existe une carte en f(z).
(i) = (ii). Par composition par ¢'~! et <p| Unf—i(un Ihypothése (i) assure que f| P est
continue en z. Comme U N f~1(U’) est un voisinage de z, on en déduit que f est continue en z.
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Soient (Uy, V1, n1, 1) une carte en x et (U}, Vi, nf, ¢]) une carte en f(z). Comme f est continue
en x, f~1(U}) est un voisinage de = dans M. Ainsi U; N f~(U}) est un voisinage de x dans M. On
considére les applications

-1
g =0 7o ( ) aln D) — e )
21
Y=y, °© (¢1|UOU1> P er(UNULY) — o(UNUy)

et V=g (Flopw) F F U N T)
L’ensemble U” = Uy N f~4(U) N UN f~1(U’) est un voisinage de = dans M. Ainsi ¢;(U”) est
voisinage de ¢1 () dans ¢1(U; N f~1(UY)). De plus, on a

= / [e) 1 O
p1(U") e fuu w|<ﬂ1(

En effet, par définition de U”, on a 1 (U”) C ¢1(UNUy). On peut donc calculer

P(p1(U")) = (U") C o(UN f7HU) N f71(UY)).
On en déduit que (fru 0 ¥)(p1(U")) C ¢’ (U] NTU’) et finalement (¢’ o frusr 0 1) (91 (U”)) a bien
un sens. L’égalité résultant alors simplement de l’associativité de la composition. Or 1 est de
classe €% en () et envoie 1 (x) sur ¢(x). Par hypothése, fyur est de classe €% en ¢(z) et
fuw (p(z)) = @' (f(x)). Enfin ¢ est de classe €% en ¢'(f(x)). Par composition, la restriction
de fuyu; & ©1(U”) est de classe €% en ¢y(z). Comme ¢;(U”) est un voisinage de ¢1(x) dans
©1(Ur N f71(UY)), Papplication fy,y; est de classe €% en .
(i) = (it4). On a vu dans la preuve de (i) = (i7).que (i) implique la continuité de f en x.
(iii) = (i). La remarque montre que UN f~1(U’) est un voisinage de .
(iv) = (ii). La remarque montre que U N f~1(U’) est un voisinage de z.
(i4) = (iv). Omn a vu que (it) = (i).et que (i) implique la continuité de f en x.

P uins-1

(*)

Juyg

U”) )

Remarque 3.17 — Continuité.  Les hypothéses (i) et (i7) assure la continuité de f en z (sous-
entendu pour les topologies de M et N associée aux atlas o7 et A).

Proposition-Définition 3.18 — Application de classe €.  Soient (M,.o), (N, %) deux &*-
prévariétés et f : M — N une application. On considére &’ (resp. #') un €*-atlas sur M (resp. sur
N) contenu dans .7 (resp. dans ). On dit que I'application f est de classe € si les propositions
équivalentes suivantes sont vérifiées.

(i) f est de classe €% en x pour tout x € M.
(i) Pour tout U = (U, V,n,p) € o et tout U’ = (U, V', n’, ') € B, 'ensemble UN f~1(U’) est
un ouvert de M et 'application f lue dans les cartes U et U’ est de classe €*.
(i) Pour tout U = (U, V,n,p) € & et tout U' = (U, V', n’,¢') € #', I'ensemble UN f~1(U’) est
un ouvert de M et 'application f lue dans les cartes U et U’ est de classe €*.
(iv) f est continue et pour tout U = (U, V,n, ) € o et tout U’ = (U, V', n’,¢") € B, application
f lue dans les cartes U et U’ est de classe €.
(v) f est continue et pour tout U = (U, V,n,p) € &' et tout U' = (U, V', n',¢") € &', Vapplica-
tion f lue dans les cartes U et U’ est de classe €.

On note €*(M, N) I’ensemble des applications de classe % de M dans N.

Preuve. (i) = (i%i). et (iv) = (v). sont évidentes puisque &/’ C o et B’ C A.
(iv) = (ii). et (v) = (iii). résulte du fait que f~1(U’) est un ouvert (puisque f est continue
et U’ ouvert) donc U N f~1(U’) est ouvert.

(ii) = (iv). et (iii) = (v). Par composition par ¢'~!

et <p| Unf-1(u) ? on en déduit que

f| Unf—1(un est continue. Comme les UN f~1(U’) sont des ouverts de M qui recouvrent M (puisque

o, B (resp. ' et PB') sont des €*-atlas), on en déduit que f est continue sur M.

(151) = (i). Soit z € M. Comme &7’ (resp. #’') est un atlas sur M (resp. sur N), il existe une
carte (U, V,n, ) en = appartenant a &/” (resp. une carte (U, V', n/, ¢') en f(x) appartenant a %’).
Par hypothése, I’application fiyr est de classe €% sur I'ouvert (U N f~1(U’)) qui contient ¢(x)
et donc de classe €% en o(z). Ainsi, d’aprés la proposition-définition 3.16 (i), f est de classe €*
en x.
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(i) = (ii). Comme f est continue en x pour tout z, f est continue. On en déduit que f~1(U")NU
est ouvert. Il reste & montrer que fi est de classe €% en ¢(x) pour tout z € UnN f~1(U’). Soit
r € UN f~YU’). Comme (U, V,n, ) est une carte, le lemme 2.27 montre que

w = (U N fﬁl(U/)a SD(U N fﬁl(U/))a n, ¢|Uﬂf*1(U/) )
est encore une carte. Ainsi % est une carte en x pour tout z € UnN f=1(U’) et (U, V', n/,¢’) est
une carte en f(z). La proposition-définition 3.16 (i7) montre que fiy est de classe €% en o(z).

3.4 EXEMPLES D’APPLICATIONS €*

Exemple 3.19 — Application constante. Soient (M, .«7), (N, %) deux €*-prévariétés et f : M — N
une application constante. Montrons que f € €* (M, N). L’application f est continue et pour toute
carteU € o7 et V € A, Vapplication f lue dans les cartes U et V est constante ou vide (si le domaine
de V ne contient pas le singleton image de f) et donc de classe €*. La proposition-définition 3.18(iv)
permet de conclure.

Exemple 3.20 — Quvert de R". Soient U un ouvert de R™ et V un ouvert de R™. Montrons
qu’une application de classe €’ pour les structures de variétés sur U et V données par I'exemple 3.4
n’est rien d’autre qu'une application de classe €% au sens classique.

Soit f : U—V est une application de classe €* au sens classique alors f est continue et comme
la structure de prévariété sur U (resp. sur V) est donnée par Patlas construit a partir de la carte
(U, U, n,idy) (resp. (V,V,m,idv)), la proposition-définition 3.18(iii) assure que f est de classe €*
au sens des prévariétés si

-1
f=idyvofo (id|Unf1(V)> UNfY{V)=U—=V

est de classe €% (au sens classique) ce qui est le cas par hypothése.
Réciproquement, si f est une application de classe €% au sens des prévariétés alors d’aprés la
proposition-définition 3.18(iii), on a

-1
_; : . -1 _
f=idyo fo (1d|Umf1(V)) :UNnf~4(V)=U->V
est de classe € au sens classique.

Exemple 3.21 — Ouvert d’un espace vectoriel normé. Soient (E, || - ), (F,]| - ||) deux espaces
vectoriels normés de dimension finie, U un ouvert de E, V un ouvert de F, f un isomorphisme
linéaire de E sur R" et g un isomorphisme linéaire de F sur R". Montrons qu’une application de
classe €% pour les structures de variétés sur U et V données par I'exemple 3.5 n’est rien d’autre
qu’une application de classe €’* au sens classique.

Soit ¢ : U— V est une application de classe €* au sens classique alors f est continue et comme
la structure de prévariété sur U (resp. sur V) est donnée par Patlas construit a partir de la carte
(U, f(U),n, f|U) (resp. (V,g(\/),m,g|v )), la proposition-définition 3.18(ii7) assure f est de classe

€* au sens des prévariétés si

—1
Y=g, °po <f|Ump1(v)> UngTi (V) =U-V

est de classe €% au sens classique. Or f et g sont isomorphismes linéaires et donc des €*-difféo-

morphismes. Ainsi 9|y ©t f _1| HO) sont de classe €. Par composition, 1 est de classe €% au sens
classique (puisque ¢ est).

Réciproquement, si ¢ est une application de classe €* au sens des prévariétés alors d’aprés la
proposition-définition 3.18(#i¢), 'application

-1
Y=g cpo (f|Ump1(v)) UNgT (V) =U—V
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1
la(v)
de classe €* puisque g~! et f sont de classe €% et que U et g(V) sont des ouverts.

est de classe €% au sens classique. Par composition, ’application ¢ = ¢~ oo f|U est alors

Application 3.22 — Calcul vectoriel et matriciel. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie
et A une R-algébre de dimension finie (sur R). Les résultats qui suivent s’appliquent en particulier
lorsque E = A et A =R, C, Endg(E), M, (R).

L’application somme s : (z,y) € E? — z+vy € E (resp. I'application opp : # € E— —x € E) est
linéaire et donc de classe €% au sens classique. Elle est donc de classe €% au sens des prévariétés
(exemple 3.21) entre la prévariété produit E x E (exemple 3.11) et la variété E (exemple 3.5).
Autrement dit, s € €%(E x E,E) (resp. opp € ¢*(E,E)).

L’application produit p : (z,y) € A? — xy € A est bilinéaire et donc de classe €* au sens
classique. Elle est donc de classe €% au sens des prévariétés (exemple 3.21) entre la prévariété
produit A x A (exemple 3.11) et la variété A (exemple 3.5) c’est-a-dire p € €*(A x A, A).

Par ailleurs, pg : (z,y) € GL(E)? — 2y € GL(E) et p : (z,y) € GL,(R)? — zy € GL,(R) sont
les restrictions & des ouverts d’applications bilinéaires entre espaces vectoriels réels. On en déduit
que pg € €*(GL(E) x GL(E), GL(E)) et p € €*(GL,(R) x GL,(R), GL,(R)).

Pour finir, les applications z € GL(E) — 27! € GL(E) et z € GL,,(R) — z~! € GL,(R) sont
de classe €* au sens classique et donc au sens des prévariétés.

Application 3.23 — Applications a valeurs dans un espace d’applications linéaires. Soient (M, &)
une ¢*-prévariété, F,G deux R-espaces vectoriels de dimension finie et f : M — Homg(F,G).
Montrons que les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) f est de classe €*.
(ii) L’application (x,v) — f(z)(v) appartient & €*(M x F,G)
(iii) Pour tout v € F, 'application (x — f(x)(v)) appartient & €*(M, G).
(iv) Pour toute base & = (v1,...,v¢) de F, les £ applications (x — f(z)(v;)) appartiennent a
¢+ (M, G).
(v) 1 existe une base & = (v1,...,v¢) de F telle que les £ applications (z — f(x)(v;)) appar-
tiennent & €% (M, G).

(i) = (ii). L’application (z,v) — f(z)(v) est la composée de I'application f x idp (qui est €*)
avec I'application bilinéaire (donc €*) (¢, w) € Hom,(F,G) — ¢(w) € G, on obtient le résultat
voulu.

(ii) = (iii). L’application z — (x,v) appartient & €*(M,M x F) puisque chacune de ses deux
projections est €% (la premiére projection est idy; et la deuxiéme projection est constante). Par
composition, avec I'application (z,v) — f(z)(v) qui est de classe €%, on obtient le résultat voulu.
(i5i) = (v). et (iv) = (v). sont évidentes (puisqu’il existe une base de F).

(v) = (1). Commencons par remarquer que ’application

' {HomR(F,G) — G*
" o (o), p(vr))

est un isomorphisme linéaire. Ainsi p est un ¢*-difféomorphisme.

L’hypothése (iv) et la propriété universelle du produit 3.30 assure que lapplication z —
(f(x)(v1),..., f(x)(ve)) appartient & €*(M,G"). Par composition avec p~!, on en déduit que
f est de classe €.

Exemple 3.24 — Carte. Soient (M,.o7) une €*-prévariété et (U, V,n, ) une carte de <. L’ap-
plication =1 : V— M est de classe €*. En effet, elle est continue (puisque ¢ est un homéomor-
phisme). Comme la structure de prévariété sur V est donnée par 'atlas construit a partir de la
carte (V,V,n,idy), il suffit de montrer grace a la proposition-définition 3.18(iii) que pour toute
carte (U, V' ) n', ") de &7

-1
/ -1 : . —1\—1 / I(TT!
dov o () VNG U )

est de classe €%. Or VN (o~ 1)71(U’) = p(UNU’), le fait que < soit un atlas donne le résultat.
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Exemple 3.25 — idy. Soit (M, /) une €*-prévariété. L'application idy est de classe €. En
effet, idy est continue et pour toutes cartes (U, V,n, @) et (U, V' n/,¢’) de o7, 'application
-1

¢ o <<p| UmU')_l = ¢ oidy o <<p| UmU’) :UNU — ' (U)

est de classe €% par définition d'un atlas. La proposition-définition (i7) montre alors que idyy est
de classe €.

Exemple 3.26 — Applications €* et prévariété discréte. Soient M un ensemble, Mgjs. la
€*-prévariété discréte associée (voir I'exemple 3.12), (N, %) une €*-prévariété et f : M — N une
application. Montrons que f est de classe ¢*.

Soit € M. On considére la carte i = ({z},{0},0,2 +— 0) de Mgisc en z (voir 'exemple 3.12)
et une carte et V = (U, V,n,¢) € & en f(z). L’application f lue dans les cartes U et V est alors
donnée par ¢ : R” — U qui est bien sir de classe €% au sens classique.

Ainsi lorsque l'on part d’une prévariété discréte, on est toujours de classe €%. Mais que se
passe-t-il lorsque 'on arrive dans une prévariété discréte ?

Soient M un ensemble, Mgjs. la €*-prévariété discréte associée (voir 'exemple 3.12), (N, %)
une ¢*-prévariété et f : N— M une application. Montrons que les propositions suivantes sont
équivalentes

(i) f est de classe €% ;
(#i) f est continue;
(#i7) f est localement constante.

(11) < (297). résulte du fait que la topologie sur M est discréte.

(i) = (i1). résulte des définitions.

(iii) = ((i)). résulte du fait qu’étre €* est une propriété locale et du fait qu'une application
constante est €*.

En fait, comme f est continue, il suffit de montrer que I'application f lue dans les cartes est
de classe €. On considére = € N. 1l existe un ouvert U de N tel que la restriction de f & x est de
classe €*. Quitte & considére I'intersection de U avec un ouvert qui est le domaine d’une carte de
2 en x, on peut supposer que U (voir la remarque ?7?) est le domaine d’une carte U de % en x. Si
V est une carte de Mgisc en f(x), application f lue dans les cartes U et V est constante donc de
classe €% au sens classique.

Deuzieme démonstration. On considére la carte V = (f(z),{0},0, f(x) — 0) et U une carte de
A en x. L’application f lue dans les cartes U et V est constante.

3.5 LA CATEGORIE DES €*-PREVARIETES

Proposition 3.27 — Composition d’applications €*. Soient (M, .«7), (N, %) et (P, %) trois €*-
prévariétés et f: M— N et g : N— P deux applications de classe €*. L’application go f : M — P
est de classe €.

Preuve. Montrons que g o f est de classe € en x pour tout € M. Comme f et ¢ sont continue
(proposition-définition 3.18), I'application g o f est continue et donc continue en z. Soient U =
(U,V,n,p) € & une carte en z, (U, V', n/,¢") € P une carte en f(z) et V= (U", V' n" ") e®
une carte en g(f(z)). Le lemme 2.27 montre que
W=Un 1 (U) N L g L (Um)
est le domaine de la carte W = U|W de o/ contenant x. De plus, 'application
(go flwy =¢"o(go f)op™ (W) — " (U")

se décompose alors en

-1
(9o flwy = (s@” °go <<P’|g1(UN)nU,> ) o (¢ o foy™h) 1 (W) —¢"(U").
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Comme f est de classe €%, application ¢’ o f o 1)~! est de classe €% en 9(z) et envoie 1) (z) sur

¢'(f(x)). De méme, le caractére €% de g assure que I'application ¢ o g o (@’*1| . ) est de
.

classe €% en ¢'(f(x)). Ainsi par composition (g o f)yyy est de classe €% en 1(x) ce qui, d’aprés la
proposition-définition 3.16 (iii), montre que f est de classe €% en x.

Corollaire 3.28 — La catégorie des ¥*-prévariétés.  Soient (M, <), (M, &) et (P, %) trois
€ *_prévariétés. La proposition 3.27 montre que la composition fournit une application

. {%k(M,N) x €*(N,P) — €*(M,P)
' (f,9) —gof

Comme, d’aprés I'exemple 3.25, idy; € €% (M, M), les €*-prévariétés forment une sous-catégorie de
celle des espaces topologiques.

Exemple 3.29 — Applications projections. Soient (M, .«7) et (N, %) deux €*-prévariétés. On
munit M x N de la structure de ¢*-prévariété produit (exemple 3.9). Montrons que les projections
canoniques py : M x N— M et px : M x N — N sont de classe €*. Elles sont continues (puisque la
topologie sur M x N est la topologie produit). Soit (x,y) € M x N. Montrons que py; est de classe
€* en (z,y). 1l existe une carte (U, V,n, ) de & en = pm((z,y)) et une carte (U, V', n’,¢’) de
2 en y. Par définition de la structure de €*-prévariété sur M x N, le quadruplet

(U X U/’V X V/’n+n/’so X 90/)
est une carte pour M x N en (z,y). L’application

(e xNUxT)Npu~'(U)) =V xV —V
popumo(px @)t {
(v,v") — v
est alors de classe €% comme restriction d'une application linéaire. La proposition-définition 3.16(7)
montre que py; est de classe €% en (1, y). La proposition-définition 3.18(i) montre alors que py est
de classe €. De méme, py est de classe €.

Montrons & présent que M x N est un produit de M et N dans la catégorie des €*-prévariétés.
Soient (P, %) une ¢*-prévariété, fur € €% (P, M) et fx € €*(P,N). Comme fy et fx sont continues
et que M x N est muni de la topologie produit, la propriété universelle du produit (pour les
espaces topologiques) montre qu’il existe une unique application continue f : P —M x N telle que
pmo f = fm et pyo f = fn. L’application f est donnée par f : p — (fm(p), fn(p)). Montrons que
f est de classe €. Soient (U, V,n, ) une carte de € et (U’ x U, V' x V" n/ +n" ¢ x ¢") une
carte de l'atlas produit &/ x 4. On a

p(UN 71U x U") = o(Un fu” (U) N ™' (U"))
L’application

(@' x "o fopt: {@(U N A (U N AT UY))) — VX VY
| z — (@' o fmopH(x), 9" o fnop ()

est de classe €% puisque chacun des facteurs I'est. En effet, ¢’ o fyy o o~ ! est de classe €% sur

©(UN fyr 1 (U)) puisque fyr est de classe €% et ¢’ o fyrop™" est de classe €% sur o(UN fx 1 (U"))
puisque fx est de classe €*. Finalement, on a bien f € €*(P,MxN). Pour finir, si g € €*(P, MxN)
vérifie pp o g = fum et pn o g = fx alors comme g est continue, la propriété universelle du produit
pour les espaces topologiques montre que g = f.

Ainsi f : P—M x N est une application alors f est de classe €* si et seulement si py o f et
px o f sont de classe €*. En effet, il existe une unique application g € €*(P,M x N) telle que
pmog=puofet pnog=pnof. Daprés la propriété universelle du produit, ’ensemble des
applications h qui vérifient pyy o h = py o f et py o h = py o f est réduit au singleton f. On en
déduit que f =g € €%(P,M x N).

Application 3.30 — Application produit. Soient M, M’, N, N’ quatre €*-prévariétés et f : M — N,
f': M/ — N’ deux applications de classe €*. Montrons que ’application
fxfmm)eMxM—(f(m),f'(m)eNxN
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est de classe €%. On note py; : M x M/ — M la premiére projection. De méme, on note pyr/, px et
pnv. Comme pyo (f x f') = fopu € €¥(M x M’,N) et pxro (f x f') = fopwr € €F(M x M/, N').
On en déduit le résultat souhaité grace & 'exemple 3.29.

Application 3.31 — Algébre des fonctions €*. Soit (M, .27) une prévariété de classe €*. Montrons
que I'ensemble €% (M, R) (resp. €% (M, C)) est une sous-R-algébre (resp. sous-C-algébre) de I'algébre
des fonctions de M dans R.

D’aprés 'exemple 3.19, les fonctions constantes sont des classe €*. En particulier, Iapplication
nulle et 'application unité appartiennent & ¢’* (M, R) (resp. €*(M, C)). Pour f, g € €*(M,R) (resp.
f,9 € €F(M,C)), on a (f x g) € €¥(M x M,R x R) d’aprés l'application 3.30. En composant avec
s:(z,y) ERxR—oax+yeR (resp. s: (2,y) ECxC—oax+yeCetp: (z,y) ERxR—oayeR
(resp. p : (z,y) € C x C— xy € C) qui sont de classe €% d’aprés 'application 3.22, on obtient que
f+ge @ (MR) et fg € €*(M,R) (resp f +g € €*(M,C) et fg € €%(M,C)).

Application 3.32 — Module des fonctions €*. Soient (M,.o7) une €*-prévariété et F un es-
pace vectoriel réel (resp. complexe) de dimension finie. Montrons que I’ensemble €% (M, F) est un
€* (M, R)-module (resp. un €*(M, C)-module).

Pour f,g € €*(M,F), ona (f xg) € €*(MxM, R xR) d’aprés 'application 3.30. En composant
avec s : (,y) € F x R— 24y € F qui sont de classe €% d’aprés application 3.22, on obtient que
f+g€E*M,F). Ainsi €%(M, F) est un sous-groupe de .Z (M, F).

Soit A € Z(M,R) et f € #(M,F). La loi - définie par (A - f)(z) = Mx)f(z) muni .Z (M, F) est
un .# (M, R)-module (resp. .# (M, C)-module). Il suffit alors de montrer que pour A € €*(M,R) et
feEE*(M,F),ona\-fe€*M,F). Or, d’aprés application 3.30, (f x \) € €%(M x M, F x R).
En composant avec (z,1) € F x R— pz € F (resp. (7, 1) € F x C— px € F) qui est de classe €*
puisque bilinéaire (voir Pexemple 3.21), on obtient que A - f € €*(M, F).

On considére # = (eq,...,er) une R-base de F et #* = (my,...,m) sa base duale. Les appli-
cations

P {Cgk(MvF) - (%k(MvR))e " N {(%k(Ma]R))e I %k(MaF)
N e .
f — (mof,...,mof) (f1,-o fo) — fier + -+ fees

sont des isomorphismes de ¢’*(M, R)-modules réciproques I'un de I’autre.

En effet, comme 7; est R-linéaire, m; est de classe € (exemple 3.21). Par composition, m; 0 f €
€*(M,R) et ® est bien définie. On note u; 'application constante sur M égale a e; est de classe
&* (exemple 3.19). L’application fie; + - -- + freg s’écrit aussi f1-u1 + -+ + fo - ug et donc est de
classe €*. Autrement dit, ¥ est bien définie.

Comme A et B* sont des bases duales 'un de autre, ¥ et ® sont des bijections réciproques
I'une de 'autre.

Enfin, comme les 7; sont R-linéaires, on a, pour f,g € €*(M,F) et x € M,

O+ 9)(@) = (M (f(&) T+ g@))s- s mel f(2) + g(a)) =
(M (@) m( @) + (71 (g(@)), .., elg(2))) = D)) + B(g) ()

Enfin, comme les 7; sont R-linéaires, on a, pour f € €*(M,F) et A € €*(M,R) et x € M,
(A@g\(}{))((x)) = (mA@)f(@)), ..., mA@) f(2) = AMz)(m1(f (@), .., me(f(2))) = Mz)2(f)(z) =

. x

3.6 DIFFEOMORPHISME DE CLASSE %*

Définition 3.33 — Diffeomorphisme. Soient (M, /), (N, %) deux €*-prévariétés et f: M—N
une application. On dit que f est un €*-difféomorphisme de (M, /) sur (N, %) si f € €*(M,N)
et s'il existe g € €*(N, M) tel que fog =idy et go f = idy.

Soient (M, &), (N, %) deux €*-prévariétés, on dit que (M, <7) et (N, %) sont €*-difféomorphes
¢'il existe un ¢*-diffSomorphisme de (M, /) sur (N, 8).

Remarque 3.34 — Langage catégorique. Un %*-diffsomorphisme n’est rien d’autre qu’un
isomorphisme dans la catégorie des €*-prévariétés.
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Remarque 3.35 — Diffeomorphisme. On peut formuler la définition 3.33 de la facon suivante : un
¢*-diffeomorphisme est une application bijective de classe €% dont la bijection réciproque est de
classe €%. On en déduit alors immédiatement que la bijection réciproque d’un ¢*-difféomorphisme
est aussi un €*-diffeomorphisme. De méme, comme la composée de deux applications de classe
%% est de classe €%, on en déduit que la composée de deux F*-difféomorphismes est un -
diffsomorphisme. Enfin, grace a I'exemple 3.25, idy est un €*-difféomorphisme de (M, .«/) sur
(M, 7). Finalement, on obtient que la relation « étre difféomorphe » est une relation d’équivalence
sur tout ensemble de ¢*-prévariété.

Attention, une bijection de classe €’* n’est pas nécessairement un ¢*-difféomorphisme (voir les
exemples 3.36, 3.37 et 3.38).

Exemple 3.36 — t+— 3. L’application t € R — ¢ € R est de classe €% au sens classique
donc de classe €% entre les structures classiques de prévariété sur R (exemple 3.20). Comme la
bijection réciproque n’est pas de classe €% au sens classique, elle n’est pas de classe €% au sens
des prévariétés.

Dans la suite de cet exemple, on va comparer la structure de €*-prévariété sur R obtenue dans
I'exemple 3.13 et la structure classique de prévariété sur R. Pour simplifier les notations, on note
R la structure de l'exemple 3.13 et R la structure classique.

L’application idg : R — R est de classe €’* mais n’est pas un ¢ *-difféomorphisme. En effet, dans
le deux cas, la topologie sur R est la méme donc idg est continue. De plus, d’aprés la proposition-
définition 3.18(v), il suffit de vérifier idg lue dans les cartest = (R, R, 1,idg) et V = (R, R, 1,¢ +— t3)
est de classe €% (au sens classique). Or cette application n’est autre que t — t3. Montrons que la
bijection réciproque idg : R — R nlest pas de classe €%. Cela résulte de ce que I’application idg
lue dans les cartes V et U n’est autre que t — </t qui n’est pas €*. _ N

Par ailleurs, application f : t — t% est un €*-diffecomorphisme de R sur R. En effet, dans le
deux cas, la topologie sur R est la topologie classique donc f et f~! sont continues. L’application
f lue dans les cartes V et U est alors idg qui est de classe €% (au sens classique) et I’application
f~! lue dans les cartes U et V est aussi idg qui est de classe €.

Ainsi, sur ensemble R, on a construit deux structures de €*-prévariétés distinctes mais €*-
difféeomorphe.

Exemple 3.37 — Rgisc. On considére les €*-prévariétés Ryise (voir I'exemple 3.12) et R (notation
de l'exemple 3.36). Montrons que application idg : RdiSCHI@ est de classe €% mais n’est pas
un ¢*-difféomorphisme. Elle est continue puisque la topologie sur Rgis est la topologie discréte.
D’apreés la proposition-définition 3.18, il suffit de montrer que pour tout x € R, application idg
lue dans les cartes U, = ({x},R%0,¢,) et V = (R, R, 1,idg) est de classe €* (au sens classique).
Or cette application est application 0 € R? — z € R qui est de classe €*. De plus, la bijection
réciproque de idr est idg mais elle n’est pas continue car la topologie usuelle de R n’est pas la
topologie discréte. Ainsi idg n’est pas un ¢*-difféomorphisme.

Exemple 3.38 — Cercle. On reprend les notations des exemples 3.15 et 3.7 On considére la
€*-prévariété 1 de 'exemple 3.15. Montrons que la bijection de I dans S' donné par
I — St
f:

est de classe €% mais n’est pas un €*-diffeomorphisme.

Comme I n’est pas connexe (pour la topologie associée & sa structure de prévariété) et que S!
lest, la bijection réciproque de f n’est pas continue et donc n’est pas de classe €.

Mountrons que a présent grace a la proposition-définition 3.18(v) que Papplication f est de classe
€*. On commence par remarquer que les applications

. —1 _
foap ©Udioar™) et fp 0 olwo™)

t eQiﬂ't

sont continues. En effet, la premiére est 'application ¢t — e?™* classique et la deuxiéme est issue

d’un singleton. La proposition 2.15 assure alors que f est continue pour la topologie associée a
la structure de prévariété sur I. Il s’agit & présent de vérifier que ’application f lue dans les
cartes de {Up,Us} et {Un,Us} est de classe €*. On remarque que f~1(Uy) = J et f~H(Us) =
[0,1/2[U]1/2,1[ Commengons par Uy et Uyn. Comme f~1(Ux) N {0} = @, application f lue
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dans les cartes Uy et Ux est Papplication vide et donc de classe €%. Passons a Uy et Us. Comme
f71(Us) N {0} = {0}, l'application f lue dans les cartes Uy et Us est Iapplication 0 € R® — 0 € R
qui est de classe €% (puisqu’issue de R°). Pour Uy et Uy, on obtient f~1(Ux)NJ = J et I'application
f lue dans les cartes Uy et Uy est application de classe €*

sin 27t

te 0,1 —_—
€10,1]~ 1 — cos 2mt

Enfin, pour Us et Uy, on a f~*(Us)NJ =]0,1/2[U]1/2,1[et lapplication f lue dans les cartes

Uy et Us est Papplication de classe €*

sin 27t

t 0,1/2{Uul1/2.,1 B
€10,1/2[u]1/2, ['_)1+cos27rt

Finalement f est bien de classe €*.

La proposition-définition 3.46 et 'exemple 3.54 permettrons de donner une autre rédaction du
fait que f est de classe €*. On vérifie que f est de classe €% entre I et C (ce qui est moins long
que ce qui précéde puisqu’on peut choisir sur C un atlas qui n’a qu’une carte). Ensuite, f est a
valeur dans la sous-prévariété St donc f € €*(I,S?).

Exemple 3.39 — idy. Soient (M, <), (M, %) deux structures de €*-prévariété sur M. Montrons
que si application idy; est une €*-diffeomorphisme alors o7 = %.

On va montrer que & et Z sont compatibles. D’aprés la remarque 2.22, il suffit de montrer
que toute carte de <7 est €*-compatibles avec toute carte de 4. Soient U = (U,V,n,p) € o et
U = (U, V' n' ¢) € . Comme idy € €%((M, o), (M, %)), I'application

-1
’[puu/ = (‘0/ o ldM (@) (()0| UﬂU’) :UnN U/ — QO/(U/)

est de classe €. De méme, comme idy € €% ((M, ), (M, %)), I'application 1., est de classe €.
Ainsi les fonctions de transitions entre I et U’ sont de classe €% et U et U’ sont €*-compatibles. On
en déduit que U A’ est un €*-atlas. Par maximalité de % et %', on obtient B = B' = BUA'.

3.7 SOUS-PREVARIETES

Notation 3.40 — Sous-espace vectoriel. Soient m > n deux entiers naturels. On note

R ={x=(x1,...,2m) €ER™, xpy1 ==, =0}
le sous-espace vectoriel de R™ formé des vecteurs dont les m — n derniéres coordonnés sont nulles
et 7" l'isomorphisme linéaire donné par

R — R”
e
(1., Zn,0,...,0) — (z1,...,2,) .

Définition 3.41 — Bonne carte. Soient M un ensemble, .7 un ¢ *-atlas sur M, N un sous-ensemble
de M et z € N. On dit que (U, V,m, ) € o est une bonne carte en x pour N, s’il existe n < m tel
que (U NN) soit un ouvert de R”.

Remarque 3.42 — Restriction de bonne carte. Soient M un ensemble, .7 un €*-atlas sur M, N un
sous-ensemble de M et x € N. Silf = (U, V,m, ¢) est une bonne carte en x alors, pour tout ouvert U’
contenu dans U, 4| . est une bonne carte en z pour N. En effet, on a e(U'NN) = o(U")Ne(UNN).
Comme ¢ est un homéomorphisme ¢(U’) est un ouvert de R™. Ainsi o(U'NN) = (p(U)NO)NR"
(ot O est un ouvert de R™) est un ouvert de R}

Lemme 3.43 — Carte associée. Soient M un ensemble, o7 un €*-atlas sur M, N un sous-ensemble
de M,z € Net (U, V,m, ) € & est une bonne carte en  pour N. On pose Uy = UNN, pn = lus
et Vx = 7" 0 on(Un). Le quadruplet

Un = (UN,VN,n, w0 SDN)
est une pseudocarte topologique sur N appelée carte associée a U
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Preuve. D’apreés le corollaire 2.16, &/ munit M d’une topologie. L’ensemble N est donc aussi
un espace topologique grace a la topologie induite. Par définition de la topologie induite, Uy
est un ouvert de N. L’application 7]" est un isomorphisme linéaire et donc un homéomorphisme.
On en déduit que Vy est un ouvert de R™ puisque ¢n(Unx) = ¢(Un) est un ouvert de R
Enfin, ox : Ny — on(Uyn) est un homéomorphisme (puisque ¢ en est un) et par composition
' o N @ Uy — Vi est un homéomorphisme.

Lemme 3.44 — Calcul différentiel. On suppose k > 1. Soient W un ouvert de R™, W’ un ouvert
de R™ et v : U— U’ un €*-diffeomorphisme. On considére n < m, n’ < m’, Vc Uet V' C U’
tels que V soit un ouvert de R, V' un ouvert de R? et (V) = V. Onam =m/, n = n' et
I’application

oo (m) T m (V) = (V)

est un €*-diffeomorphisme.

Preuve. Comme ¢ est un ¢*-difféomorphisme, on a m = m/. Soit iy (resp. iy+) l'inclusion de
V (resp. V') dans R™. L’application iy (resp iy+) est de classe €% puisque c’est la restriction a
Vouvert V (resp. V') de R} (resp. R!"}) de lapplication linéaire d’inclusion de R (resp. R7}) dans
R™. Par composition, I'application 1 oiy (resp. ¥ "Loiv/) est de classe €% et envoie V sur V' (resp.
V'’ sur V). De plus, 9 o iy et 1»~! o iy, sont des bijections réciproques 1'une de 'autre. Donc V et
V' sont ¢*-difféomorphes. En particulier, n = n’. De plus, comme 7™ = ﬂ'::%/ est un isomorphisme
linéaire, il réalise un ¢*-difféomorphisme entre V et 7/"(V) et entre V/ et 7 (V’). Le résultat
s’obtient alors par composition.

Proposition 3.45 — Atlas associé. On suppose k > 1. Soient M, .7 un €*-atlas sur M, N un
sous-ensemble de M. On suppose que, pour tout z € N, il existe une bonne carte de .27 en x pour
N. L’ensemble

N ={Un, Tz €N, Uy soit associée a une bonne carte de o/ en x pour N}
est un €*-atlas sur N.

Preuve. D’aprés le lemme 3.43, les éléments de @y sont des cartes topologiques. De plus, 'hypo-
thése montre que le domaine des pseudocartes de @ recouvrent N. Enfin, montrons la condition
de compatibilité entre les éléments de @/. Soient Un, U € I, n (resp. n’) la dimension de Un
(resp. Uf). On note U = (U, V,m,p) € & et U' = (U, V', m/,¢’) € & deux bonnes cartes telles
que Un (resp. UY) soit associée a U (resp. U'). 1l s’agit de montrer que

w7 o (¢ o o (m) T A (p(UNT NN)) — 7 (o' (UN U NN)).

On va pour cela appliquer le lemme 3.44 & W = p(UNU’), W = ¢ (UNU’), ¥ = ¢ 0!,
V=¢p(UNU NN), V'=¢(UNT NN). Il s’agit donc de vérifier que V (resp. V') est ouvert dans
R”" (resp. R™). Or ¢ est bijective, donc V = o(UNU' NN) = o(UNN)Ne(U’). Comme o(UNN)
est ouvert dans R et ¢(U’) ouvert dans R™, on obtient le résultat voulu. On montre de méme
que V' est ouvert dans Rﬁ/.

Proposition-Définition 3.46 — Sous-prévariété. On suppose k > 1. Soient (M,.o) une %€*-
prévariété, N un sous-ensemble de M. On suppose que, pour tout « € N, il existe une bonne
carte de o/ en x pour N. Il existe une structure de €*-prévariété sur N. On dit que N est une
sous-€* -prévariété de M.

L’inclusion i : N — M est un morphisme de €*-prévariétés. De plus, pour toute €*-prévariété
(P, %) et tout f € €%(P,M) tel que f(P) C N alors I'application fx : P — N déduite de f est de
classe €*.

Preuve. En reprenant les notations de la proposition 3.45, o/ est un €*-atlas. Donc, grace a la
remarque 3.2, N peut étre muni d’une structure de ¢*-prévariéteé.

Par définition de la topologie induite, i est continue. Montrons que 4 est de classe €* en 2 pour
tout 2 € N. Soit € N. On considére U = (U, V,m, ¢) € & une carte qui est une bonne carte en
x pour N, Un € o/ la carte associée et n la dimension de Uy. L’application

poiopn 1:x € (UNN) =z € pU)
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est la restriction a 'ouvert (U NN) de R?, de lapplication linéaire d’inclusion de R dans R™.
Elle est donc de classe €*. Finalement, d’aprés la proposition-définition 3.16(i), I'application 7 est
bien de classe €* en z. La proposition-définition 3.18(i) montre que i € €*(N, M).

Encore, par définition de la topologie induite, ’application fy est continue. Montrons que
fx est de classe €% en p pour tout p € P. Soit p € P. On considére (U',V',n/,¢') € € et
U= (U,V,m,p) € & une carte qui est une bonne carte en f(p) = fn(p) pour N, Un € o\ la carte
associée et n la dimension de Ux. Comme f est & valeurs dans N, I'application

YN =pnofuoy i (U'N i (Un)) — o(UNN)

ne différe de I'application ¢ = @ o fx o @’71 co'(U' N f7HU)) — ¢(U) que par I'espace d’ar-
rivée. Comme v est €%, on en déduit que f est aussi ¢*. Finalement, d’aprés la proposition-
définition 3.16(7), application fx est bien de classe €% en p. La proposition-définition 3.18(7)
montre que fy € €%(P,N).

Remarque 3.47 — Structure de sous-prévariété.  On suppose k > 1. Soient (M, o) une €*-
prévariété, N un sous-ensemble de M et o/’ C &7 un €*-atlas sur M. On suppose que, pour tout
x € N, il existe une bonne carte de &7’ en x pour N. On en déduit que, pour tout x € N, il existe
une bonne carte de &7 en = pour N. On reprend les notations de la proposition 3.45. Les atlas @]
et @/ sont €% compatible puisque o C . Les structure de €*-prévariété sur N induite par les
atlas o7 et @Ay sont donc les mémes.

Proposition 3.48 — Caractérisation de la structure d’une sous-prévariété. Soient (M, <) une
€*_prévariété, X un sous-ensemble de M, Z un €*-atlas sur X et ¢ : X — M P’inclusion.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour toute prévariété (N,.o7’) et toute f € €*((N,.«"), (X, %)), application i o f appartient
A (N, (M, )).
(i") Pour toute €*-prévariété (N,.o7’) et toute application f : N — X
fedH (N, "), (X, %)) — iofed (N, '), (M, o)).
(i") i € €M(X, Z), (M, «)).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(ii) Pour toute prévariété (N, /') et toute application f € €*(N, M) telle que f(N) C X, I’appli-
cation induite par f est de classe €* entre (N, &7') et (X, A).
(ii') Pour toute €*-prévariété (N, /') et toute application f : N — X
iof e €*(N, &), M,)) = fe k(N o), (X, B)).
On suppose que X est une sous-¢*-prévariété de M et on note %’ le €*-atlas maximal associée
A cette structure ¢*-prévariété de X. L’atlas &' vérifie (i) et (ii). De plus, si & vérifie (i) et
(i1) alors B = Z' et la structure de €*-prévarieté (X, %) coincide avec celle obtenue comme
sous-%F-prévariétée de M.

Preuve. (i) = (i/). s’obtient par composition grace a la proposition 3.27.

(i) = (i). est évidente.

(i) = (i"). Comme idx € €*((X, %#), (X, %)), (i) montre que i oidx =i € €*((X, B), (M, &)).
(i) = (i¢’). Comme D'application induite par i o f n’est autre que f, (i4) montre que f est de
classe ¢*.

(i¢') = (i7). Onnote g : N — X I'application induite par f. Par construction, elle vérifie f = iog.
Comme, par hypothése, f est de classe €%, (ii') montre que g est de classe €*.

D’aprés la proposition-définition 3.46, %’ vérifie (i") et (7).

Comme i est de classe €% entre (X, %) et (M, o) et & valeurs dans X et que & vérifie (i),
'application idx (qui est I’application induite par i) est de classe €* entre (X, %) et (X, %).
Comme i € €*((X, %4),(M, <)) (puisque % vérifie (7)) La proposition-définition 3.46 montre que
idx (qui est Papplication induite par i) est de classe €% entre (X, %) et (X, %#'). Ainsi idx est un
¢*-diffeomorphisme de (X, %) dans (X, %) et donc B = %' (exemple 3.39).
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3.8 EXEMPLE DE SOUS-PREVARIETES

Exemple 3.49 — Ouvert d'une prévariété. On suppose k > 1. Soient (M, .27) une ¢*-prévariété
et U un sous-ensemble ouvert de M. Alors U est une sous-¢*-prévariété de M et on a

= {(UmU’,w(UﬂU’) ), (U, V,n,p) € o tel que UN U £ @}.

' (‘0| unu’

En effet, si (U, V,n,¢) € & est une bonne carte en x pour U alors x € UN U’ et donc
UNU # @. Réciproquement, si (U, V,n,p) € & et UNU’ # &, montrons que (U, V,n, ) est
une bonne carte en € UNT’. Comme U est ouvert dans M, UNU’ est un ouvert de U’. Comme ¢
est un homéomorphisme, on en déduit que (UNT’) est un ouvert de R™ = R”. Ainsi, (U, V,n, )
est une bonne carte en x pour U. Enfin, il reste & montrer que tout € U est contenu dans une
bonne carte. Si z € U, il existe une carte (U', V,n, ¢) de & en x. Comme x € UNU’, ce qui précéde
montre que (U, V,n,¢) est une bonne carte en = pour U.

Application 3.50 — Carte. Soient (M, /) une €*-prévariété et U = (U, V,n,p) € &/ une carte
de M. Montrons que ¢ réalise un ¢*-diffeomorphisme entre U et V.

Comme I'exemple 3.24 montre que ¢~ ! est de classe €%, il suffit de montrer que ¢ est de classe
€*. Comme U recouvre U, la remarque 2.18 montre que {U/} est un ¢*-atlas sur U. De plus, comme
UNU = U, I'exemple 3.49 montre que U € ;. Ainsi I'atlas {U} et o#; sont €*-compatibles et
définissent la méme structure de €*-prévariété sur U. Comme la structure de prévariété sur V
peut étre définie par latlas V = (V,V,n,idyv) et que ¢ est continue, pour vérifier que f est de
classe €%, il suffit de vérifier que I'application ¢ lue dans les cartes I et V est de classe €%
(proposition-définition 3.18(v)). Or cette application est idy qui est bien €*.

En particulier, on en déduit par composition que les applications

{cgk(U,R) . G*(V,R) t {%k(V,R) — ¢*(U,R)

1

[ foem [ = foy

sont des bijections réciproques 'une de l'autre.

Exemple 3.51 — Ouvert de R®. Soient U un ouvert de R™ et V un ouvert de U. Montrons
que la structure de €*-prévariété de V obtenue grace a celle de sous-€*-prévariété de U (voir
exemple 3.49) coincide avec la structure usuelle.

On consideére la carte U = (U, U, n,idy). Elle vérifie UNV = V. D’aprés ce que l'on a vu dans
Iexemple 3.49, U est une bonne carte en x pour tout x € V. Comme R} = R" et 7] = id, la
carte Uy est donnée par Uy = (V,V,n,idy). Comme Uy appartient & 'atlas maximal définissant
la structure de €*-prévariété de V obtenue gréace a celle de sous-¢*-prévariété de U et que Patlas
{Uy} définit la structure classique, on en déduit que ces deux atlas sont compatibles et définissent
donc la méme structure de €*-prévariété sur V.

Exemple 3.52 — Quvert d’un espace vectoriel normé. Soient E un espace vectoriel de dimension
finie n, f : E—R"™ un isomorphisme linéaire et U un ouvert de E et V un ouvert de U. Montrons
que la structure de €*-prévariété de V obtenue grace a celle de sous-€*-prévariété de U (voir
exemple 3.49) coincide avec la structure usuelle.

On considére la carte i = (U, f(U), n, f| . ). Elle vérifie UNV = V. D’aprés ce que I'on a vu dans
Iexemple 3.49, U est une bonne carte en x pour tout x € V. Comme R} = R" et 7;; = id, la carte
Uy est donnée par Uy = (V, f(V),n, f|V ). Comme Uy appartient a ’atlas maximal définissant la

structure de €% -prévariété de V obtenue grace a celle de sous-€*-prévariété de U et que Iatlas
{Uy} définit la structure classique, on en déduit que ces deux atlas sont compatibles et définissent
donc la méme structure de €*-prévariété sur U.

Exemple 3.53 — Produit de sous-prévariétés. Soient (M, o), (M', &/’) deux prévariétés et N
(resp. N) une sous-variété de M (resp. M’). Montrons que N x N’ est une sous-variété de M x M’
Soit (n,n') € N x N’. Par hypothése, il existe une bonne carte i = (U, V, m, ¢) en n pour N et
une bonne carte U’ = (U, V', m/, ¢’) en n’ pour N’. Montrons que la carte
V=UxU,VxV m+m ¢x¢)
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est une bonne carte en (n,n’) pour N x N’ (a composition prés du transfert par une application
linéaire bijective). Comme (U x U’') N (N x N') = (Uy) x (Uy/), on a

(o X ¢)((U x U) N (N X N')) = o((Un))  9((U). /
Or, par hypothese, il existe j, j" € N tel que p((Ux)) x ¢((Uy,)) est un ouvert de RY* x R7". Comme

/ . . N . . ~ 4
RY x R} s’identifie (aprés permutation des variables) & un ouvert de R}Tg?ﬂ

définition 3.46 permet alors de conclure.

. La proposition-

Exemple 3.54 — Sphére.

3.9 APPLICATIONS DES SOUS-PREVARIETES

Remarque 3.55 — Ouverts d’une prévariété. Soient (M,.o7) une €*-prévariété et U, V deux
ouverts de M tels que V C U. Comme V est ouvert dans U et dans M, V hérite de deux structures
de sous-€*-prévariétés (exemple 3.49) et donc de deux structures de ¢*-prévariétés (proposition-
définition 3.46). Montrons que ces structures de ¢ *-prévariété coincident.

On note iy : V—U (resp. iM : V—M, resp. i¥ : U— M) Dinclusion, BY (resp. B, resp.
%’%\J/I)l’atlas sur V (resp. sur V, resp. sur U) donnée par la structure de sous-prévariété de V dans U
(resp. de V dans M, resp. de U dans M). On va utiliser la proposition 3.48 avec X = V et 2 = %y
pour montrer que ﬁg coincide avec l'atlas ' = %{\,/I associé a la structure de sous-prévariété de
M de V.

La proposition 3.46 montre que i\, € €*((V, 8Y), (U, ZM)) et iM € €*((V, BM), (M, &)). Par
composition, on en déduit que i = iMoil € €F((V, BY), (M, o)) et donc BY vérifie le point (i)
de la proposition 3.48.

Soient (N, /') une ¢*-prévariété et f : N— V. On suppose que i\t o f € €*((N, "), (M, &)).
Comme z¥ = z% o zg et que U est une sous-variété de M, on en déduit, grace a la proposition 3.46,
que iV o f € €F((N, &), (U, #M)). Comme iM = iM 04l et que V est une sous-variété de U, on
en déduit, grace a la proposition 3.46, que f € €*((N, &), (U, AY)) et donc BV vérifie le point
(#4") de la proposition 3.48.

Ainsi Y vérifie (i) et (i) de la proposition 3.48 et coincide avec %Y. La structure de -
prévariété de U reste donc la méme si on considére U comme un ouvert de M ou comme un ouvert
d’un ouvert U’ de M contenant U. Il est donc naturel de ne pas spécifier 'atlas dont il est question
lorsqu’on évoque la structure de prévariété d’un ouvert d’une prévariété. Dans la suite, lorsqu’on
considérera une structure de prévariété sur un ouvert d’une prévariété, il s’agit de celle obtenue
comme sous-prévariété.

Proposition 3.56 — Restriction. Soient (M, .<7), (N, %) deux €*-prévariétés et f : M — N une
application. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) f € €% (M, N).

(#4) Pour toute sous-variété P de M, fip € €*(P,N).

)
(#it) Pour tout recouvrement ouvert (Uy)aea de M, f|U € ¢*(U,,N) pour tout o € A.
(iv) Il existe un recouvrement ouvert (U, )aca de M tel que f|U € ¢*(U,,N) pour tout a € A.
)

(v) f est continue et pour tout recouvrement ouvert (Vy)aea de N, f |-

€ EH (T (Va), V)

'(Va
pour tout a € A.

(vi) L’application f est continue et il existe un recouvrement ouvert (V,)aca de N tel que
f|f*1(va) € ¢%(f7*(Va), Vo) pour tout a € A.

(vii) Pour tout recouvrement ouvert (Uy)aca de M et tout recouvrement ouvert (Vg)gep de N,
I'ensemble f~1(Vg) N U, est un ouvert de M et l'application induite par f : f~1(Vg) N
U, — Vg est €% pour tout (o, 3) € A x B.

(viig) Il existe un recouvrement ouvert (Uy)aeca de M et un recouvrement ouvert (Vg)gep de
N telle que pour tout (o,3) € A x B, I'ensemble f~1(Vg) N U, est un ouvert de M et
I'application induite par f: f~1(V) N U, — Vg est €*.

30



Preuve. (i) = (i4). On note ip : P — M linclusion. Par définition, on a fip = foip. La
proposition 3.27 et la proposition-définition 3.46 donne le résultat.
(14) = (¢97). Comme U, est un ouvert, ’exemple 3.49 montre que U, est une sous-variété de M.
On obtient ainsi le résultat.
(131) = (v). L’ouvert M forme un recouvrement ouvert de M.
(v) = (vi). Comme f est continue, f~(V,) est un ouvert de M et peut donc étre muni d’une
structure de ¢*-prévariété (exemple 3.49). Ainsi €%(f~1(V4), Vo) a bien un sens. L’ouvert N
forme un recouvrement ouvert de N.
(vi) = (iv). Pour a € A, on note i, : Vo, — N. D’aprés la proposition-définition 3.46, i, €
€*(Va,N). Par composition, on en déduit que

ol Ly =, € G (Va),N).
Comme les f~1(V,) recouvrent M, on obtient le résultat.
(tv) = (i). Comme U, est ouvert dans M et que f| - est continue, on en déduit que f est

continue sur M. Pour z € M, il existe une carte (U,V,n,¢) € & en z et o € A tel que z € U,,.
D’apreés le lemme 2.27 et 'exemple 3.49, U = (UNU,, p(UNU,),n, Ylunu ) est une carte de &

et une carte de la sous-variété U,. Soit V une carte en f(x). Comme UNU, C U,, les applications
f et f|U lues dans les cartes U et V coincident. Or, par hypothése, I’application f|U lue dans

les cartes U et V est de classe €% en o(z). Il en est donc de méme pour f. Ainsi (proposition-
définition 3.16(iii)) f est de classe €* en x pour tout x € M. Finalement f € €*(M,N) grace a la
proposition-définition 3.18(z).

(i) = (vi). D’aprés la proposition-définition 3.18(iv), f est continue. On en déduit que f~1(V,)
est un ouvert de M et donc une sous-¢*-prévariété de M. D’aprés (i) = (i4). , on en déduit que
f| ) € €*(f~1(Va),N) et est a valeurs dans V,,. La proposition-définition 3.46 montre alors

k(f—1
que f|f*1(VQ) €Y (f (Va)ava)'

(i) = (vii). Comme f est continue, on a f~'(Ug) N U, est ouvert dans M. Le point (i)
montre alors que la restriction de f & f~1(Ug) N U, est de classe €* De plus, f(f~1(Ug)NU,) C
f(f~1(Up)) € Ug. Ainsi f induit une application de f~*(Ug) N U, dans Ug qui est de classe €*
grace & la proposition-définition 3.46.

(vii) = (viii). résulte du fait qu'il existe des recouvrements ouverts de M et N (par exemple (M)
et (N)).

(viii) = (i). On fixe 8 € B. La famille (f71(Ug) N Uy)aeca est un recouvrement ouvert de
f71(Ug). Comme Plapplication f : f~1(Uz) N U, — Ug est la restriction a f~1(Ug) N U, de lap-
plication f: f~1(Ug) — Ug, I'implication (iv) = (i). montre que f: f~1(Ug) — Ug est de classe
¢*. L'implication (vi) = (i). montre que f est de classe €*.

Application 3.57 — Restriction de ¢*-diffeomorphismes. Soient (M,.«7), (M, &/') deux €*-
prévariétés, f : M — M’ un €*-diffeomorphisme, N une sous-variété de M et N’ une sous-variété de
M’. Si f(N) = N’ alors la restriction fx de f a N réalise un ¢*-difféomorphisme de N sur N'.

En effet, d’aprés la proposition 3.56, fx : N — M’ est de classe €%. Comme fy est & valeurs dans
N, la proposition-définition 3.46 montre que fx : N — N’ est de classe €. En appliquant le méme
raisonnement a f~ : M’ — M qui vérifie f~*(N’) = N, on obtient le résultat souhaité puisque la
restriction de f a N et celle de f~! a N’ sont des bijections réciproques 'une de l’autre.

Application 3.58 — Restriction de %*-diffeomorphismes. Soient (M,.«7), (M, /') deux €*-
prévariétés, f: M — M’ une bijection. 4 = (Uy)aea (resp. ' = (UL )nea) un recouvrement ouvert
de M (resp. M').

On suppose que, tout a € A, 'application f induise un ¢*-difféomorphisme f,, de U, sur V,.
Montrons que l'application f est un ¢*-difféomorphisme.

Comme f est bijective, Phypothése assure que f~1(V,) = U, et f(Uy) = f‘rl(Ua = V,.
La proposition 3.56 (vi) appliquée & f et au recouvrement Y’ (resp. f’ et i) assure que f (resp.
f~1) sont de classe €.
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3.10 CONSTRUCTION DE PREVARIETES PAR RECOLLEMENT

Proposition 3.59 — Recouvrement par des ouverts. Soient M un espace topologique et (U, )aca
un recouvrement ouvert de M. On suppose que, pour tout a € A, ensemble U, est muni d’une
structure de €*-prévariété. On note <7, I’atlas maximal associé a cette structure. Pour o, 3 € A,
on pose Uys = U, NUg et on note &7 (resp. /§) l'atlas maximal associé a la structure de
€*-prévariété induite sur I'ouvert Uyg de U, (resp de Ug) par celle de U, (resp. celle de Ug).

Il existe une structure de ¢*-prévariété sur M telle que la structure induite par M sur U, soit
(Uq, @) si et seulement si o7 = g pour tout a, 3 € A.

De plus, s’il existe une structure de €*-prévariété sur M telle que la structure induite par M
sur U, soit (Uy, #,) alors elle est unique.

Preuve. S’il existe une unique structure de ¢*-prévariété sur M telle que la structure induite par
M sur U, soit (Uq, o7 ), la remarque 3.55 montre que 7% = s pour tout o, 8 € A.

Passons & la réciproque. Montrons que % = Uyca &, est un €*-atlas topologique sur M. Soit
(U,V,n, ) € o,. Comme U est un ouvert de Uy, U est un ouvert de M et (U, V,n,p) € o, est
donc une pseudocarte topologique de M.

Soient U = (U,V,n,p) € o, et U = (U, V',n,¢') € o/3. Montrons que U et U’ sont €*-
compatibles. Le lemme 2.27 montre que V = Z/l| vrur S . Comme le domaine de V est inclus

dans U,g, on en déduit que V € P (voir 'exemple 3.49). Par un argument identique, on obtient
que V' = U'| vnor € 3 puis V' € /5. Ainsi V' et V sont %¢*-compatibles puisque 7 = A et
donc U et U’ aussi puisque Yyyr = Yy et Yy = Yy (voir la définition 2.2 pour les notations).

De plus, les domaines des cartes de .7, recouvrent U, pour tout o € A et que les U, recouvrent
M, on en déduit que les domaines de pseudocartes de 2 recouvrent M. Ainsi Z est bien un € *-atlas
sur M. On note .o/ I'atlas maximal de M contenant 4. Comme o7, C & C &/ et que les domaines
des cartes de &7, sont contenus dans U,, on en déduit (voir 'exemple 3.49) que <, est contenu
dans D'atlas maximal associé a la structure de €*-prévariété de U, induite par celle de M. Par
maximalité de <7, on en déduit qu’ils coincident.

Passons a 'unicité. L’atlas %’ associé a une telle structure contient <7, pour tout a € A et
donc A. Ainsi &' et & sont donc €¥*-compatibles. Par unicité de I'atlas maximal compatible avec
%B. On obtient le résultat voulu.

Proposition 3.60 — Recollement de prévariété. Soit (M, )aca une famille de €*-prévariétés. On
suppose que, pour tout a € A, il existe une famille d’applications ¢, : M, — M vérifiant

() @o est injective pour tout o € A ;

(”) M= UaEA(Poz(Moz) ;
(iii) o5 (p3(Mp)) est un ouvert U,p de M, pour tout o, 3 € A;
(iv) pal oz Uga — Uyg est de classe €%,

Il existe sur M une unique structure de ¢*-prévariété telle que les ¢, (My) soient des ouverts
de M et les ¢, : My — 0 (M,) des €*-difféomorphismes.

Preuve. Supposons qu’une telle structure existe sur M. Les ¢, (M, ) forme un recouvrement ouvert
de M. Comme les ¢, : My — ¢q(M,,) sont des €*-difféomorphismes, la structure de ¢*-prévariété
sur ¢, (M, ) est nécessairement celle obtenue par transfert de structure de celle de M,, via ¢,. La
proposition 3.59 (derniére proposition) montre qu’une telle structure est unique.

D’apreés la proposition 1.4, il existe une unique topologie sur M telle que les ¢, (M, ) soient des
ouverts de M et les ¢, soient des homéomorphismes. On considére alors sur ¢, (M,) la structure
de €*-prévariété obtenue par transfert de structure de celle de M, via @g.

D’aprés la proposition 3.59, il suffit de vérifier que les structures de %*-prévariété induite
par va(Ma) et ps(Mg) sur @o(Ma) N ps(Mg) coincident. Or, o (Ma) N p(Mp) = pa(Uaf) =
¢p(Uga). Comme ¢, (resp. pg) induit un €*-diffeomorphisme de Uyg (resp. Ugy) sur po(Uag)
(resp. ¢(Uga)), voir la remarque 3.64 et Papplication 3.57) la structure induite par ¢q(Mq) (resp.
wa(Mg)) sur po(Ma) N pg(Mg) n’est autre que celle obtenue par transfert de structure de Uygp
(resp. Ugq) via @4 (resp. ¢g).
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Comme ¢, 0 957! : Ugy— Ugyp est un ¢*-diffeomorphismes, les deux structures de €*-

prévariété sur o (Ma) N @s(Mg) coincident. On a bien le résultat voulu.

Proposition 3.61 — Recollement de prévariétés. Soient (Mg, % ),c, une famille de ¢k
prévariétés. On suppose que pour tous «, 3 € A, il existe un ouvert U,g de M, un ouvert Ug, de
Mg et un ¢*-diffcomorphisme ©8a : Uag — Ug, vérifiant les conditions suivantes :

(1) Una = My et 9aq = idp,, pour tout a € A.
(%) Pour tous a, 8,7 € A, la restriction goga de pga & Uyp N U, réalise un ¢*-diffeomorphisme
de Uap N Uay sur Uga NUgy et @, = 2500},

On considére M l’espace topologique obtenu par recollement des M, le long des U,z au moyen
des ¢34 Il existe sur M une unique structure de E*-prévariété telle que ¢y : My — 1o M, soit un
¢*-diffeomorphisme. On dit que M est la €*-prévariété obtenu par recollement des My, le long des
Uapg au moyen des ppq et que les 1, sont les « €*-diffésomorphismes associés ».

Preuve. Commengons par une remarque. Appliquons la condition (4) et la condition (i7) avec a = .
On obtient alors Uag N Upa = Uag, Uga N Ugq = Ugy, ¥Ga = Ppa est un ¢*-diffeomorphisme de
Uap sur Upgy et idu,, = ©ga © Pap- Ainsi pap et ppo sont des %*-diffcomorphismes réciproques
I'un de l'autre.

D’aprés le lemme de transfert de structure 3.62, on peut munir, via 9,, 'ensemble 1), (M,)
d'une structure de ¢*-prévariété telle que 1, : My, — 0o (Mg) soit un ¢*-difféomorphisme. Comme
Ya(Ma) NY3(Mg) = 14 (Uag) = ¥3(Ugq) (voir le point (iv) de la proposition 1.1), on en déduit
que 1, induit un €*-diffsomorphisme de U,p sur ¢, (My) N9s(Mg). Ainsi la structure de €*-
prévariété sur 1, (My) N13(Mg) induite par celle de 1 (M) (resp. par celle de 1g(Mpg)) coincide
avec celle obtenue par transfert de structure de celle de U,g via 1), et celle de Ug, via 1g. Comme
z/;a| Uos = Y30p8q et que pg, est un €*-diffeomorphisme, I’atlas obtenu par transfert de structure

sont les mémes.

Lemme 3.62 — Transfert de structure. Soient (M,.%7) une €*-prévariété, N un ensemble et
f : M— N une bijection. Il existe sur N une unique structure de ¢*-prévariété telle que f soit
un ¢*-diffeomorphisme. On note f.(</) I'atlas maximal sur N associé & cette structure de €*-
prévariété. L’atlas maximal f, (<) est donné par

f*(ﬁf){(f(U),V,n,cpofl ) (U,v,n,@ed}

F)

Soient (M/, /") une ¢*-prévariéte, g : M’ — N, h : N — M’ deux applications. L’application g est
€* si et seulement si f~tog : M/ — M P’est. L’application h est € si et seulement si ho f : M — M’
lest.

Soient (M, .«7) une €*-prévariété, N un espace topologique et f : M — N un homéomorphisme.
Il existe sur N une unique structure de ¢*-prévariété telle que f soit un ¢*-difféomorphisme.
On note f, (/) l'atlas maximal sur N associé & cette structure de €*-prévariété. L’atlas maximal
f«(7) est donné par

f*(JZ{) = {(f(U)aVanv(pof_I“(U)

), (U, V,n,¢) ed}

Soient (M’,.<7') une €*-prévariété, g : M’ =N, h : N— M’ deux applications. L’application
g est €% si et seulement si f~!' o g : M'— M Dest. L’application h est €* si et seulement si
hof=':M— M lest.
Preuve. Soit U = (U,V,n,¢) € &. Montrons que f.(U) = (f(U),V,n,po f=1
pseudocarte de N. Par composition, ¢ o f~1
R™.

Soit U' = (U, V',n/,¢') € . Montrons que f«U) et f.(U") sont €*-compatibles. L’ensemble
Yo f_1|f(U) (F(UYNFU)) =po f1 (U) f(UNU")) = p(UNTU’) est ouvert dans V. De méme,

|y
I'ensemble ¢’ o f~1 (FAU)NFU)) =¢ o ft e (f(UNTU") = ¢ (UNT’) est ouvert dans

) est une
s

| o) est bien une bijection de f(U) sur Pouvert V de

| vy ()
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V’. Enfin, comme ¥, @)@y = Yuur €t V5, @y w) = Yuu, on en conclut que fo(U) et f.(U")
sont €*-compatibles.

Par ailleurs, comme les domaines des cartes de &/ recouvrent M et que f est bijective, les
domaines des pseudocartes de f, (<) recouvrent N. Ainsi f.(</) est bien un ¢*-atlas sur N. On
note alors #Z atlas maximal sur N contenant f, (/).

Pour U € o/, on a f~1 (f.()) = U. On en déduit que f~', (%) est un €*-atlas contenant
/. Ainsi, par maximalité de <7, on obtient f~! (%) = «/. Comme f.(f~',(U)) = U pour tout
U € B, on en déduit que B = f. ().

Montrons que 'application f est un homéomorphisme. La topologie sur N est 'unique topologie

telle que f(U) soit un ouvert et po f*1| o) soit un homéomorphisme pour tout (U, V,n,¢) € o

(voir la proposition 2.15). Or ¢ est un homéomorphisme de U sur V, on en déduit que f~! St

e
| 1)
un homéomorphisme de f(U) sur U pour tout U domaine d’une carte de /. Comme les domaines

des cartes de & forment un recouvrement ouvert de M et que les f(U) pour U domaine d’une carte
de o forment un recouvrement ouvert de N, on en déduit que f est un homéomorphisme.

De plus, lapplication f lue dans les cartes U € &7 et f.(U) n’est autre que idy qui est de
classe €*. Ainsi, comme f est continue en x, on en déduit que f est de classe € en  pour tout
appartenant au domaine de I (voir la proposition-définition 3.16). Comme les domaines de cartes
de &7 recouvrent M, on en déduit que f est de classe €% en x pour tout x et donc f est de classe
%" (voir la proposition-définition 3.18).

De plus, 'application f~! lue dans les cartes V = f.(U) € fo(&) et U = f71(V), € o nest
autre que idy qui est de classe €*. Ainsi, comme f~! est continue en z, on en déduit que f~! est
de classe €% en 2 pour tout x appartenant au domaine de V (voir la proposition-définition 3.16).
Comme les domaines de cartes de f. (<) recouvrent M, on en déduit que f~! est de classe €% en
x pour tout = et donc f~! est de classe €% (voir la proposition-définition 3.18).

Si g est €% alors par composition par Iapplication f~! de classe €%, on obtient le résultat
voulu. Si f~1 o g est €% alors par composition par I'application f de classe €%, on obtient le
résultat voulu.

Si h est €% alors par composition par 'application f de classe €%, on obtient le résultat voulu.
Si ho f est €% alors par composition par 'application f~! de classe €*, on obtient le résultat
voulu.

Passons au cas topologique. Soit U = (U, V,n, ) € /. Montrons que f.(U) = (f(U),V,n,po
f _1|f(U) ) est une pseudocarte topologique de N. Comme f est un homéomorphisme, on obtient

1

que f(U) est un ouvert de N et par composition, p o f~ e

louvert V de R™.

Soit U' = (U', V', n/,¢') € o/. Montrons que f.(U) et f.(U') sont €*-compatibles. Cela résulte
immédiatement des égalités ¢ ) -y = Yuur et Yy s w) = Yuu-

Par ailleurs, comme les domaines des cartes de &/ recouvrent M et que f est bijective, les
domaines des pseudocartes de f, (<) recouvrent N. Ainsi f.(</) est bien un ¢*-atlas sur N. On
note alors #Z atlas maximal sur N contenant f, (/).

Pour U € o/, on a f~' (f«(d)) = U. On en déduit que f~!, (%) est un €*-atlas contenant
/. Ainsi, par maximalité de </, on obtient f~! (%) = «. Comme f.(f',(U)) = U pour tout
U € B, on en déduit que B = f.().

De plus, Papplication f lue dans les cartes U € & et f.(U) n’est autre que idy qui est de
classe €. Ainsi, comme f est continue en z, on en déduit que f est de classe €% en z pour tout
appartenant au domaine de U (voir la proposition-définition 3.16). Comme les domaines de cartes
de &7 recouvrent M, on en déduit que f est de classe €% en x pour tout x et donc f est de classe
€* (voir la proposition-définition 3.18).

De plus, I'application f~! lue dans les cartes V = f.(U) € fu(o) et U = f71(V), € & nest
autre que idy qui est de classe €*. Ainsi, comme f~! est continue en z, on en déduit que f~! est
de classe €% en x pour tout z appartenant au domaine de V (voir la proposition-définition 3.16).
Comme les domaines de cartes de f.(<) recouvrent M, on en déduit que f~! est de classe €% en
x pour tout x et donc f~! est de classe €% (voir la proposition-définition 3.18).

Si g est €* alors par composition par Iapplication f~! de classe €%, on obtient le résultat
voulu. Si f~1' o g est €% alors par composition par Iapplication f de classe €%, on obtient le

est homéomorphisme de f(U) sur
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résultat voulu.

Si h est €% alors par composition par I'application f de classe €*, on obtient le résultat voulu.
Si ho f est €% alors par composition par 'application f~! de classe €*, on obtient le résultat
voulu.

Passons & la propriété d’unicité. Soit (N, %) une structure de €*-prévariété sur N telle que
f: (M, o) — (N, %) soit un €*-diffsomorphisme. Alors, par composition f o f~! = idy est un
¢*-diffeomorphisme de (N, £) sur (N, f.(#/)). L’exemple 3.39 montre alors que % = f. ().

Remarque 3.63 — Transfert consécutif. Soient (M,.) une ¢*-prévariété, N, P deux ensembles
et f:M—Netg:N—P deux bijections. On a alors g.(f«(2)) = (go f)«(&).

Soient (M, <) une €¢*-prévariété, N, P deux espaces topologiques et f : M— N, g : N — P deux
homéomorphisme. On a alors g.(f«(27)) = (g o f)«().

En effet, (g o f)«(«) est I'unique atlas maximal % sur P tel que go f : (M, &) — (P, %) soit
un ¢*-difféomorphisme. Comme f : (M, ) — (N, f. (7)) et g : (N, fu(=)) — (P, g« (f«(&7))) sont
des €*-diffeomorphismes, on en déduit, par composition, que go f : (M, &) — (P, g« (f«(27))) est
un ¢*-difféomorphisme. Ainsi g.(f.(7)) = (go f). ().

Remarque 3.64 — Transfert. Soient (M,.«7), (M, &/') deux €*-prévariétés et f : M— M’ une
bijection. Montrons que f est un ¢*-diffeomorphisme de (M, /) sur (M’,.o7’) si et seulement si
fo() = o' si et seulement si f~!, (&) = .

On a f.(&/) = &’ si et seulement si f~!, (/') = . Comme f est un €*-difféomorphisme de
(M, o) sur (M’, f.(7)), on en déduit que si f.(=/) = &', alors f est un €*-difféomorphisme de
(M, &) sur (M/, o7").

Si f est un €*-difféomorphisme de (M, .o7) sur (M’, /'), alors par unicité, on obtient le résultat
souhaité.

Lemme 3.65 — Produit par une prévariété discréte. Soient (M,.«7), (N, %) deux €*-prévariétés,
F un ensemble et Fyis la €*-prévariété discréte associée. On considére une application v M x
F—N. Pour f € F, on note ¢y : M x {f} —N la restriction de ¢ & M x {f} et ¢/ : M—=N
Papplication m — o(f, m). Montrons que les propositions suivantes sont équivalentes

(1) ¢ est de classe €% ;
(ii) g est de classe €% pour tout f € F;
(iii) ¢/ est de classe €’* pour tout f € F.

Comme la topologie sur F est discréte, {f} est un ouvert de F et donc M x {f} est un ouvert
de M x F. 1l est donc muni d’une structure de €*-prévariété.
(i) = (i1). Comme ¢y est la restriction d’une application %* a une sous-€*-prévarieté, elle est
€* (voir la proposition ?7?).
(i) = (i). La famille (M x {f}){ser} forme un recouvrement ouvert de M x F. Comme ¢ est
la restriction de ¢ d’une application €* & M x {f}, la proposition ?? montre que ¢ est €*.
(ii) < (iii). L’application py : M x {f} — M est la restriction a la sous-¢*-prévariété M x {f} de
I'application premiére projection. Elle est donc €. L’application if:meMm— (m,f) € MXF est
de classe €% car chacune de ces deux composantes ’est et & valeurs dans M x { f}. Donc I’application
m + (m, f) est de classe €% en tant qu'application de M dans la sous-%*-prévariéteé M x {f}.
Comme pyoiy = idy et iy o py = idyx sy, on en déduit que py et iy sont des diffeomorphismes
réciproques I'un de l'autre. Or, p; = ¢/ opy et pyoiy = /. Ainsi p; est € si et seulement si o/
lest.

Proposition 3.66 — Groupe discret et prégroupe de Lie.  Soit G un groupe et Ggjsc la €*-
prévariété associée. Alors Ggisc est un prégroupe de Lie appelé prégroupe de Lie associé a G.

Preuve. Ggisc X Gaise est muni de la topologie discréte. L’application m : (z,y) € Gaise X Gdisc —
2y ' Gaisc est donc continue et ainsi de classe €% (voir exemple ?7).

Proposition 3.67 — Action de groupe discret.  Soient G un groupe, Ggisc le prégroupe de Lie
associé a G et (M, ) une €*-prévariété et ® : G x M — M une action du groupe G sur 'ensemble
M.

Les propositions suivantes sont équivalentes
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(1) Gaise agit de fagon €% sur M c’est-a-dire ® est €*.
(i) Pour tout g € G, 'application ®9 : m s gm = ®(g, m) est €*.
(iii) G agit sur M par €*-diffeomorphisme c’est-a-dire pour tout g € G, I'application ®9 : m
gm = ®(g,m) est un €*-diffeomorphisme.

Preuve. L’équivalence de (i) et (i¢) résulte simplement du lemme 3.65. On a bien siir (i4¢) implique
(ii). Enfin, comme ®9 ®9 = &99 et ¢ = idy (puisque P est une action de G sur M), on en déduit
que PIPY " =idy = B9 D9. Ainsi, D9 et 9 ' sont des ¥*-diffeomorphismes réciproque I'un de
I'autre.

Proposition 3.68 — Quotient par un groupe fini.  Soient (M,.«7) une €*-prévariété séparée
et G un groupe fini de ¢*-difféomorphismes de (M,.<7). On suppose que l’action de G sur M est
libre. On note 7 : M — M/G la surjection canonique. Il existe sur M/G une unique structure de
€*-prévariété telle que 7 soit de classe €.

3.11 FAISCEAU

Proposition 3.69 — Faisceau des fonctions €*. Soit (M, &) une €*-prévariété. On note Ouv(M)
I'ensemble des ouverts de M. Pour U € Ouv(M), on pose F(U) = ¢*(U,R). Alors F muni de la
restriction des applications est un faisceau en R-algébres sur M localement isomorphe au faisceau
des fonctions de classe €% sur un ouvert de R™. On dit que F est le faisceau des fonctions €% de
M et on le note €*(M).

Réciproquement, soient M un espace topologique et F un faisceau en R-algébre sur M localement
isomorphe des fonctions de classe €% sur un ouvert de R™. Alors, on peut munir M d’une structure
de €*-prévariété dont le faisceau des fonctions €% est M.

Preuve. Tout ouvert de M étant une ¢*-prévariété (exemple 3.49 et 3.55), €*(U,R) a bien un
sens et est une R-algébre (application 3.31). Si V C U sont deux ouverts de M alors V est un ouvert
de U et la proposition 3.56 montre que la restriction 4 V d’une fonction de €*(U, M) appartient &
€*(V,M). Comme la restriction est un morphisme d’algébres, on en déduit que F est un préfaisceau
en R-algébres.

Par ailleurs, soient U € Ouv(M) et (U;);e1 un recouvrement ouvert de U. Pour ¢, j € I, on note
U;; = U; N U;. On considére une famille (f;);c1 de fonctions telles que f; € €*(U;, R) pour tout
1€let fi|Uij = fj|Uij pour tout ¢,j € I. Comme les f; coincident deux & deux 1a ou elles sont
définies, il existe une unique application f : U— R telle que f|Uv = f;. En effet, pour z € U;, on a
nécessairement f(x) = f;(z) et comme les U; recouvrent U, f est entiérement définie. De plus, si x
appartient aussi & Uj, on a f;(z) = fi(z) par hypothése et la valeur de f ne dépend pas du choix
de i € 1. Enfin, comme f|U € €*(U;,R), la proposition 3.56 montre que f € €*(U,R). Ainsi F
est bien un faisceau en R—afgébres.

Pour finir, si (U, V,n, ) est une carte de M alors ¢ réalise un isomorphisme de faisceaux entre
F|U et le faisceau des fonctions de classe €% sur V (exemple 3.50).

Réciproquement, on note O ’ensemble des ouverts U de M tel qu’il existe n € N tel que F|U
soit isomorphe au faisceau des fonctions de classe €% sur un ouvert de RN forme un recouvrement
ouvert de M. Par hypothése, les ouverts de O forment un recouvrement ouvert de M. De plus, si
U e O (resp. U € 0), il existe un ouvert V de R™ (V' de R™) et un homéomorphisme ¢ : U— V
(resp. ¢’ : U' = V') tel que Pk = €*(V) (resp. <p'*F| v = €*(V")). En particulier, (U, V,n, @)
(resp. (U, V', n/,;¢’)) est une pseudocarte topologique sur M. Pour simplifier les notations, on
introduit ¢ = ooy ©F P = g0'|UmU, , W=p(UNU) et W =¢'(UNT’). On en déduit que

VW) = (VD g = Flone = @ V) = 0TIERW)
Ainsi ¢ o)’ et Y’ 01~ sont de classe € et les ouverts de O forment un ¢*-atlas sur M auquel
on peut attacher une structure de ¢*-prévariété (remarque 3.2).

Par ailleurs, (U, V,n,¢) est une pseudocarte topologique pour la structure de ¢*-prévariété

que lon a construite sur M. Grace a I'isomorphisme associé a ¢, le faisceau F| - s’identifie & €% (U)

36



(voir I'application 3.50). Ainsi F et ¢’*(M) sont isomorphes.

Proposition 3.70 — Application de classe ¥*. Soient (M, .«7) et (N, %) deux €*-prévariétés et
f : M — N une application continue. L’application f est €* si et seulement si pour tout ouvert U
de N et tout g € ¢¥(U,R), on a

9o, 1y € UTU)R).

Preuve. (=) Comme f est continue, f~1(U) est ouvert dans M et peut donc étre muni d’une
structure ¢*-prévariété (exemple 3.49). Ainsi €%(f~1(U),R) a bien un sens et d’aprés la proposi-

tion 3.56, f| F-1U) € €*(f~1(U),N). De plus, comme f| F-1U) est & valeur dans la sous-prévariété

) € €*(f~1(U),U). Par composition,

1 (U
de U de N, la proposition-définition 3.46 montre que f I

Ly EEUTHULR).

<) Soient U = (U, V,n,¢) une carte de o7 et V = (U, V', n/, ©’) une carte de 4. On va montrer
¥ ®

que 'application f lue dans les cartes U et V est de classer €*. Comme f est continue, f _1(U’ )

est ouvert dans M et donc W = UN f~(U’) aussi. On pose ¢ = Pl W — p(W). Le lemme 2.27

montre que (W, (W), n,1) est une carte de «/. On en déduit, grace a 'exemple 3.24, que ¢! est
de classe €% sur o(W). Pour i € [1, n'], on note 7; : V' — R la restriction a V' de Iapplication
i® coordonnée. Comme m; est de classe €% et ¢ € €*(U’, V') (application 3.50), on en déduit
que m; o @ € €*(U',R). L’hypothése montre alors que f; = m 0o po f € €*(f~1(U'),R). La
proposition 3.56 assure que la restriction & W de f; est de classe €*. Par composition, on obtient
que fiop~t € €F(o(W),R). L’exemple 3.20 montre que 'application f; 01)~! est de classe €% au
sens classique. Or f; 01 ~! n’est autre que la ¢ coordonnée de 1’application f lue dans les cartes I
et V. Comme une application entre un ouvert de R” et un ouvert de R™ est €* si et seulement si
ses n’ coordonnées le sont, on en déduit que I'application f lue dans les cartes U et V est €*. La
proposition-définition 3.18(iv) montre que f € €*(M,N).

“1u
on en déduit que g o f|f
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4 FIBRE VECTORIEL

Proléegomeénes 4.1 Pour éviter d’alourdir les notations, lorsqu’on rencontrera la notation p; ou
pa, elle désignera toujours la premiére (resp. deuxiéme) projection d’un produit de deux ensembles
sur le premier (resp. deuxiéme) facteur. Le cadre de travail indiquera sans ambiguité les ensembles
en question.

Par ailleurs, dans la suite, on rencontrera trés souvent la situation suivante. Soient U, V, F trois
ensembles, p: V—U et ¢ : V—U x F deux applications tels que p = p;1 o ¢.

Soit U’ € U. Montrons que ¢(p~1(U’)) C {U'} x F = p;}(U’). Soit y € p~1(U’). Comme
p1(p(y)) = p(y) = z, on obtient 'inclusion souhaité. On en déduit que ¢ induit une application
de p~1(U’) dans U’ x F que I'on note ¢y : p~1(U’) — U’ x F. Lorsque que U = {z}, on note
YU’ = Px-

Par ailleurs, comme

pHU) = p 7M@) et UxF=||p o) = || {z}xF),

zeU zeU’ xzeU’

on en déduit que YU = |_| Pz
zeU’

En particulier, avec U’ = U, on obtient
V=p U= |_|p_1(30)7 UxF= |_|({x}><F) et p=py= |_|90;c-
zeU zeU zeU

De plus, on en déduit que ¢ (resp. pu) est bijective si et seulement si ¢, Uest pour tout € U
(resp. © € U’). Dans ces conditions, ¢ (resp. ¢ur) réalise une bijection de V (resp. p~(U’)) sur
UXF (resp. U x F). Enfin, remarquons que, grace au critére précédent, la bijectivité de ¢ implique
celle de ¢yr.

4.1 DEFINITION

Définition 4.2 — Fibré vectoriel. Soient K € {R,C}, (M, &) et (E, %) deux €*-prévariétés. On
dit qu'une application p € €*(E, M) est un €*-fibré vectoriel sur K si, pour tout = € M, I'ensemble
p~1(z) est muni d'une structure de K-espace vectoriel telle que, pour tout x € M, il existe un
voisinage ouvert U de z, un K-espace vectoriel F de dimension finie et un ¢*-diffcomorphisme
¢ :p 1 (U)— U x F tels que le diagramme suivant commute

@

p~1(U) UxF
p \ %
o1 () .

et tels que, pour tout y € U, I'application ps o ¢, : p~1(y) — F soit K-linéaire.

On dit que M est la base du fibré vectoriel, E est 1’espace total, E, = p~1(x) est la fibre de p
au dessus de x, U un ouwvert distingué ou ouvert trivialisant pour p, @ une trivialisation de p de
fibre F au-dessus de U et (U, F, ) une carte trivialisante pour p. On dit que U est le domaine de
la carte trivialisante (U, F, ¢).

Si K = R (resp. K = C), on dit que p est un €*-fibré vectoriel réel (resp. complexe) plutot
qu'un ¢*-fibré vectoriel sur R (resp. C). Lorsqu’on souhaite souligner la base du fibré vectoriel, on
dit que p est un €*-fibré vectoriel au-dessus de M.

On note Fiby x((E, %), (M, &/)) 'ensemble des €*-fibrés vectoriels sur K de E dans M.

Remarque 4.3 — Abus de langage.  Par abus de langage, on dit parfois que E est un fibré
vectoriel au dessus de M. On sous-entend ainsi les atlas o7 et & et ’application p.

38



Remarque 4.4 — Linéarité. Comme ¢ est un €*-diffeomorphisme, ’application @y est bijective
(voir les prolégomeénes 4.1). De plus, ps réalise une bijection entre {y} x F et F, donc ps o ¢, :
p~1(y) = F qui est linéaire par hypothése, est un isomorphisme.

Par ailleurs, Comme ps réalise une bijection entre {y} x F et F, on peut munir {y} x F d’une
structure de K-espace vectoriel de dimension finie par transfert de structure via po. Autrement dit,
pour v,w € F et A € K, on pose

Wv)+@w) =@ v+tw) et Ay, v) = (y, \v).
Avec cette structure d’espace vectoriel sur {y} X F, s’assurer que ps o ¢, est linéaire est équivalent
& s’assurer que ¢, est linéaire.

En particulier, si U est un ouvert de M, F un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ :
p~1(U) — U x F une application, alors ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U si et seulement
si ¢ est un €*-diffeomorphisme, p = p; o ¢ et, pour tout y € U’, I'application y est linéaire.

Remarque 4.5 — Dimension des fibres. Soient (M, .27) et (E, %) deux €*-prévariétés et p : E— M
un ¢*-fibré vectoriel sur K. On considére U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de
p au-dessus de U de fibre F.

La remarque 4.4 montre que, pour tout x € U, 'application ps o ¢, réalise un isomorphisme
K-linéaire de p~1(z) sur F. En particulier, application z — dimg(p~!(z)) est constante sur U
égale a dimg (F).

En considérant pour tout x € M, un ouvert U, contenant z et trivialisant pour p, on en
déduit que I'application z +— dimg K(p~!(z)) est localement constante donc constante sur chaque
composante connexe de M. En particulier, si M est connexe, toutes les fibres de p ont la méme
dimension.

Si toutes les fibres de p ont la méme dimension r, on dit que p est un €*-fibré vectoriel sur K
de rang (sur K) r. On note alors rg xK(p) = r pour le rang de p sur K. En particulier, on peut
toujours parler du rang d’un fibré vectoriel au-dessus d’une variété connexe.

Remarque 4.6 — Choix de la fibre d’une trivialisation. Soient (M,.«?) et (E, %) deux €*-
prévariétés et p : E— M un ¢*-fibré vectoriel sur K. On considére U un ouvert trivialisant pour
p et o une trivialisation de p au-dessus de U de fibre F. On va construire une trivialisation de p
au-dessus de U dont la fibre est 'un des K.

Soient G un K-espace vectoriel vérifiant dimg F = dimg G et f : F— G un isomorphisme K-
linéaire. Montrons que application ¢ = (idy X f) o ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U de
fibre G.

Comme f est un ¢*-difféomorphisme, on en déduit que idy x f : Ux F—U x G est un
¢*-diffcomorphisme. Ainsi, 1) est un ¢*-diffeomorphisme, p; 09 = p et

p2othy =p2o(idy X f)ows = foprops
est linéaire.

En prenant G = K4m«F on obtient le résultat voulu.

Remarque 4.7 — Quvert trivialisant. Soient (M, .«7) et (E, %) deux €*-prévariétés et p : E— M
un ¢*-fibré vectoriel réel sur K. Soient U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de
p au-dessus de U. Montrons que tout ouvert U’ contenu dans U est un ouvert trivialisant pour
p et que @y est une trivialisation de p au-dessus de U’ (la notation ¢y est définie dans les
prolégomeénes 4.1).

Comme ¢ est un €*-difféomorphisme, que p~1(U’) (resp. U’ x F) est un ouvert de p~1(U) (resp.
U x F), l'application 3.57 montre que ¢y est un ¢*-diffeomorphisme. De plus, par restriction, le
diagramme

L) —F - U'xF

W 1<N pd

est commutatif et py o ¢, : p~1(y) = F est K-linéaire pour tout y € U’.
Comme, pour tout z € M, il existe un ouvert trivialisant contenant x, on en déduit que les
ouverts trivialisant contenant x forment une base de voisinage de z. De plus, en considérant 1’in-
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tersection d’un domaine d’une carte de &/ en = et d’'un ouvert trivialisant pour p, le lemme 2.27
et ce qui précéde montre qu’on peut choisir un ouvert trivialisant contenant x qui est le domaine
d’une carte de &7 en x.

Remarque 4.8 — Trivialisation commune. Soient (M,.«7) et (E1, %1), (E2, $2) des €*-prévariétés
et p1: E1 =M et pa : Eo — M un €*-fibré vectoriel sur K.

Pour j € {1,2} et pour & € M, il existe un ouvert trivialisant U; pour p; contenant z. La
remarque 4.7 montre que U; NUs est un ouvert trivialisant & la fois pour p; et p2. En appliquant une
nouvelle fois la remarque 4.7, on en déduit que les ouverts contenant x qui trivialisent simultanément
p1 et po forment une base de voisinage de .

De plus, en considérant (U, ),em une famille d’ouverts qui trivialisent simultanément p; et po
tels que z € U, pour tout x € M, on obtient un recouvrement ouvert de M par des ouverts qui
trivialisent simultanément p; et ps.

Exemple 4.9 — Fibré trivial. Soient (M,.«7) une %*-prévariété et F un K-espace vectoriel de
dimension finie. La premiére projection p; : M x F — M de la €*-prévariété produit M x F dans M
est un €*-fibré vectoriel sur K appelé fibré vectoriel trivial sur M de fibre F et noté Trivf/l. En effet,
pour tout x € M, I'ensemble p; ! (z) = {2} x F est muni d’une structure de K-espace vectoriel de
dimension finie (grace a celle de F via p3). De plus, pour tout € M, M est un voisinage ouvert
de z, le diagramme

idMxr

M) =MxF —" > MxF

S A

M

est commutatif et idyxgn est un €*-diffeomorphisme. Enfin, (idyxr). = id{yxr est K-linéaire.

Si F = {0} est P'espace vectoriel nul, on note Trivy; le fibré trivial associé. On dit que Trivy,
est le fibré nul au-dessus de M.

Exemple 4.10 — Fibré produit. Soient (M, &), (M, &'), (E, %), (E', #') quatre €*-prévariétés,
p:E—-Metp : E'—-M deux fibrés vectoriels sur K. L’application p x p’ : EXx E' =M x M’
est un fibré vectoriel sur K. Soient (x,2’) € M x M'. L’ensemble (p x p/)~!(z,2') = E, x E/, est
muni d’une structure de K-espace vectoriel (produit de celles de E; et E/,) de dimension finie.
On considére U (resp. U’) un ouvert trivialisant pour p (resp. p’) contenant x (resp. contenant z’)
et ¢ (resp. ¢') une trivialisation de p (resp. p’) au-dessus de U (resp. U’) de fibre F (resp. G).
L’ensemble U x U’ est alors un ouvert de M x M’ contenant (x,z’). De plus, (p x p/)"1(U x U’) =
p~1(U) x p'H(U’) et ¢ x ¢’ est un €*-difféomorphisme de p~(U) x p'~}(U’) dans U x F x U’ x G.
Onpose 0 : UxF x U x G— (UxU') x (F x G) le €*-diffeomorphisme obtenu par permutation
des variables et 1) = g o (¢ X ¢’). Le diagramme

P

(pxp) MU x U (Ux U) x (FxG)

pxp/ /

UxU

est alors commutatif et v est un €*-diffeomorphisme comme composée de ¢*-difféomorphisme.
Enfin, Papplication ¢, o) : Ex x El, — {(z,2")} x (F x G) est bien R-linéaire. En effet, il s’agit
de la composée de I'application linéaire produit de ¢, et ¢,
0z X @t Ey x B, — ({2} xF) x ({2} x G).
et de la restriction de o
({z} x F) x {2’} x G) — {(z,2)} x (F x G)
{ ((z,0), (", w))  — ((2,2), (v, w))

qui est évidemment linéaire.
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Proposition 4.11 — Restriction. Soient (M, &), (E, %) deux €*-prévariétés, p : E— M un €*-
fibré vectoriel sur K et N C M un sous-variété de M. L’ensemble p~!(N) est une sous-variété de E

et p|p71(N) :p~1(N) — N est un €*-fibré vectoriel sur K que ’on note px.

Preuve. Montrons que p~1(N) est une sous-variété de E.

Premiére démonstration. L’application p est une submersion et 'image réciproque par une
submersion d’une sous-prévariété est une sous-prévariété.

Deuzieme démonstration (a la main). On considére e € p~*(N), n = p(e) € N. Les re-
marques 3.42 et 4.7 montrent qu’en considérant 'intersection d’'un domaine d’une bonne carte
en n pour N et d’un ouvert trivialisant pour p, on obtient un ouvert U trivialisant pour p qui
est le domaine d’une bonne carte U = (U, V,m, 1) en n pour N. On note ¢ : U—TU x R™ une
trivialisation de p au-dessus de U (voir la remarque 4.6).

Montrons que (p~1(U),V x R™,m + n, (1) x idg~) o ) est une bonne carte en e pour p~1(N).
Comme p est continue, p~1(U) est ouvert. De plus, p(e) = n € U, donc e € p~(U). Comme V est un
ouvert de R™, 'ensemble V x R™ est bien ouvert de R™*". Enfin, ¢ est un €*-diffeomorphisme de
p~1(U) sur UxR™ et 1 x idgn est un homéomorphisme de Ux R™ sur V x R™, donc par composition,
6 = 1 X idgn 0 ¢ est bien un homéomorphisme. Par ailleurs, grace au prolégoménes 4.1, ’ensemble

S(p~1(U) Np~ (N)) = 6(p~(UNN)) = (¢ x idg~)((UNN) x R?) = (U NN) x R™.

est un ouvert de R”*" puisque /(U N N) est un ouvert de R™,.

Montrons & présent que py est un fibré vectoriel. La proposition-définition 3.46 montre que px
est €%. Soit n € N. L’ensemble px~!(n) = p~!(n) est muni d'une structure d’espace vectoriel.
Soient U est un ouvert trivialisant pour p contenant n et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U.
L’ensemble N N U est un ouvert de N contenant n. De plus, px " H(UNN) = p~1(U) np~}(N) =
p~1(UNN) est une sous-variété de p~1(U) et UNN est un sous-variété de U. Ainsi Papplication 3.57
montre que ¢ induit un €*-difféomorphisme pn de p~*(UNN) sur (UNN) x R™. Par restriction,
le diagramme

p~L(UNN) ¢ (UNN) x R"
M pry
UNN

est commutatif. Enfin, 'application ps o cpN| =pgo <p| ‘() est linéaire.
PN p—(n

~1(n)
Remarque 4.12 — Restriction a un ouvert. La proposition 4.11 s’applique en particulier aux
ouverts de M.

4.2 MORPHISME

Prolégoménes 4.13 — Application induite. Soient M, M’, E et E’ quatre ensembles et u : E — M,
u B —-M, f:E—E et g: M— M quatre applications. On suppose que le diagramme suivant
commute

!

E——F

M —= 1
Montrons que f(u~t(z)) C v'~1(g(z)). Pour e € u=t(z), onav/(f(e)) = g(u(e)) = g(x) c’est-a-dire
fle) € v’ (g(x)). On en déduit que f induit une application de u='(z) dans u'~*(g(z)) que 'on
note pour simplifier f,.
En effet, en choisissant M = M’ et g = idy, on retrouve la situation des prolégoménes 4.1. La
notation f, introduite ici est donc une généralisation de la notation des prolégoménes 4.1.
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Définition 4.14 — Morphisme de fibrés vectoriels.  Soient (M, o), (M, «7’), (E, &) et (E', %)
quatre €*-prévariétes, p : E—M et p’ : E' =M’ deux €*-fibrés vectoriels sur K. On dit qu'un
couple (f,g) formé d’une application f € €*(E,E’) et d'une application g € €*(M,M’) est un
morphisme de €*-fibrés vectoriels sur K si le diagramme suivant commute

Il

M —>= M’
et, pour tout x € M, f, : E;, — E;(x) est K-linéaire.
On note Hom,, i (p,p’) I'ensemble des morphismes de ¢*-fibrés vectoriels sur K de p dans p'.
On note Hom%K(p, p') I'ensemble des morphismes de €*-fibrés vectoriels sur K de p dans p’ dont
la deuxiéme composante est g.

Remarque 4.15 — Catégorie des fibrés vectoriels. Soient (M, <), (M, &"), (M", /"), (E, ),
(E', %) et (E",B") six €F-prévariétés, p : E—M, p' : E' =M et p” : B —M" trois €*-fibrés
vectoriels sur K. On considére (f,g) € Hom,, x(p,p’) et (f',g') € Hom, x(p',p"”). Montrons que
(f's9")o(f,9) :==(f of,g og) € Homy x(p,p"). D’aprés la proposition 3.27, f'o f € CF(E,E") et
g' og € €*(M,M"). De plus, le diagramme

/

E——E ——E"
pl lp/ lp//
M _9. M —— M"

commute. Enfin, pour tout € M, lapplication (f’ o f), entre E, et E;’,(g(x)) est la composée de
fz Eg HE;(@ et de f'g( E;(x) — Eg/(g(x)). Elle est donc K-linéaire.
Le couple id, = (idg, idm) € Homy, k (p, p). En effet, le diagramme

E E
pl lp
idm

M—M

idg
_—

commute et, pour tout z € M, 'application f, : E, — E, est 'identité et donc K-linéaire.

On a bien stir (f”,g") o ((f,9') o (f,9)) = (f"o f o f.g"0og"0g) =((f",9") o (",9') o ([, 9),
idy o (f,9) = (f,9) et (f',g') oid, = (f,¢'). Ainsi, les €*-fibrés vectoriels sur K forment une
catégorie.

Exemple 4.16 — Morphisme nul. Soient (M, o), (M, &), (E, %) et (E', #’) quatre prévariétés
de classe €%, p : E—M, p’ : E' =M’ deux fibrés vectoriels et g € €*(M,M’). On considére
I’application f_g e € By 0€ E;(p(e)). Montrons que ( g,g) € Hom?R(p,p’). On a bien str
P’ o fg(e) = gop(e) pour tout e € E. De plus, pour 2 € M, 'application fg?x = 0 est linéaire. Il reste
a montrer que fg est de classe €*. Soient U’ un ouvert trivialisant pour p’ et ¢ une trivialisation
de p au-dessus de U’. On note W = p~1(g~}(U)) = gil(p’fl(U’)). Comme ps o @ est linéaire, on
a py oo fgo(e) = 0 pour tout e € W. Ainsi py o p o ( est de classe €% (puisque constante).
0 _ 0 0
Deplus,onaploch(fg|W)—pO(g|w g|w)
de classe €*. Comme ¢ est un €*-diffeomorphisme, on en déduit, par composition par ¢! que
est de classe €*. Comme, on peut recouvrir M’ par des ouverts trivialisants pour p’, la

0

9lw )

)=y °Py - L’exemple 3.29 assure alors que @ o (
0
9lw

proposition 3.56 montre que fg est EF.

Exemple 4.17 — Morphisme entre fibrés triviaux. Soient (M, .«7), (N, .&’) deux €*-prévariétés,

F,G deux R-espaces vectoriels de dimension finie et Trivy : M x F — M, Trivg : N x G — N les
¢*-fibrés vectoriels triviaux.
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Montrons que 'application
- {Homm(mvﬁd,mvﬁ) — €*(M, Homg (F, G)) x €*(M, N)
riv:
(f.9) — ([z = (v (p2o f)(2,0))],9)

est une bijection dont la bijection réciproque est
.y {%k(M,HomR(F,G)) x €*(M,N) — Hom,, p(Trivl, Trivy)
Tiv':
(. 9) — ((z,v) = (g(2), ¢(z)(v)), 9)

Comme (f,g) € Homy, (Trivy,, Trivy), Papplication (v — (pa o f)(z,v)) est R-linéaire (comme
composeée de application v — (z,v) qui est linéaire par définition de la structure d’espace vectoriel
sur z X F et de 'application linéaire ps o f, : {z} x F— G). De plus, comme pour tout v € F,
I'application 2 + (pz o f)(x,v) est de classe €%, I'application 3.23 montre que x +— (v + (pg o
f)(x,v)) est de classe €*. Ainsi Triv est bien définie.

L’application f : (z,v) — (g(z),¢(x)(v)) appartient & €*(M x F,N x G) puisque chacune
de ses composantes est de classe €% (la premiére est g o Trivf/l, la deuxiéme est la composée de
¢ x idp avec I’application bilinéaire (donc €*) (a,v) € Homg(F,G) — a(v) € G). De plus, on
a bien siir, Triv§ o f = g o Trivl; et Dapplication f, : {z} x F— {g(z)} x G n’est autre que
Papplication (z,v) — (g(z),p(z)(v)) qui, du fait que p(z) est linéaire et au vu des structures
d’espace vectoriel de {z} x F et de {g(x)} x G, est linéaire. Enfin, comme g € €*(M,N), on en
conclut (f,g) € Homk’R(Trivg/[, Trivg) et Triv’ est donc bien définie.

Enfin, on a Triv o Triv'(¢,9) = ((z — (v — @(x)(v))),g9) = (v, 9). Et, Triv’ o Triv(f,g) =
(2,0) — (g(2), (p2.0 £)(,v)), 9) Comme pour tout (z,v) € M x F, on a g(z) = (g0 Trivk,)(z,v) =
(Trivio f)(z,v), on obtient Triv/oTriv(f, g) = ((z,v) — ((Trivgof)(z,v), (p2of)(z,v)), 9) = (f, 9).

Exemple 4.18 — Fibré produit. Soient (M,.o7), (M, &"), (E, 8), (E', #') quatre €*-prévariétés,
p:E—=Metp : E—M deux €*-fibrés vectoriels sur K. On note py; : M x M’ — M (resp.
pE : Ex E'—E) la premiére projection et pppy : M x M/ — M’ (resp. pp/ : E x E' = E’) la deuxiéme
projection. Alors p1 = (pg,pm) (resp. p2 = (pr/,pPmr)) est un morphisme de fibrés vectoriels de
p x p' dans p (resp. de p x p’ dans p’).

En effet, pg et py sont de classe €%, le diagramme

ExE 2 >E

M x M 2 M

est commutatif et I’application induite par pg entre (E x E')(; .y = E; X E/, et E; est la premiére
projection qui est bien linéaire puisque la structure d’espace vectoriel sur E, x E/, est la structure
produit. Un raisonnement analogue montre que ps est bien un morphisme de fibrés vectoriels.

On considére a présent (M”,.o7"), (E”, ") deux €*-prévariétés, p” : E' —M" un ¢*-fibré
vectoriel réel et (f, g) € Hom, x(p”,p) et (f',9') € Hom,, g(p”,p’). Montrons qu'il existe un unique
morphisme F de fibrés vectoriels de p” dans p x p’ tel que p1 oF = (f,g) et p2oF = (f',¢').

Si un tel F = (u,v) existe alors, par définition de la composition des morphismes de fibrés
vectoriels, on a (pg o u,pp o v) = (f,g9) et (prr o u,pmr 0o v) = (f’,g’). La propriété universelle
du produit (d’ensembles) appliquée & E x E’ (resp. M x M’) montre alors u : EY - E x E’ (resp.
v:M”" —M x M’) est uniquement déterminée. Il s’agit de application ¢’ — (f(e”), f'(¢”")) (resp.
m” — (g(m”), g’ (m"))). On obtient ainsi 'unicité de F vérifiant p; oF = (f, g) et paoF = (f', ¢').

Par ailleurs, comme f et f’ (resp g et g’) sont de classe €, 'exemple 3.29 montre qu’il existe
une (unique) application u : E” — E x E (resp. v : M — M x M’) de classe €% vérifiant pgou = f
et prrou = f' (resp. py ov = g et pyv 0 v = g'). Montrons que (u,v) € Homy g(p”,p x p').

Comme

pmovop” =gop’=pof=popgou=puo(pxp)ou
et pwovop’=gop’=pof =poprou=pwo(pxp)ou,
on obtient, grace a la propriété universelle du produit (d’ensembles), que v o p” = (p X p') o u,
autrement dit, le diagramme
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E’/—U>EXE/

p//l lpxp/

M/ —> M x M’
commute.
Par ailleurs, pour ¢’ € M”, on a v(z”) = (g(z"), ¢'(«")) et 'application u,~ : EY, — (E x
E' )U(a”) - Eg(a”) X Eg (x') qui est donnée par uﬂ?”( //) ( ( ) /( )) (fz”( H)vf;;” (6//)) est
linéaire (puisque f, et f., le sont).
Ainsi p X p’ est le produit de p et p’ dans la catégorie des fibrés vectoriels.

Proposition 4.19 — Critére technique. Soient (M,.«7), (M, &"), (E, #), (E', #') quatre €*-
prévariétés, p : E—M et p/ : E' — M’ deux €*-fibrés vectoriels sur K. On considére f : E — E’
et g : M— M deux applications vérifiant p’ o f = g o p, f, est K-linéaire pour tout z € M et
g € (M, M).
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est €F;

(i) (f,9) € Homy, x (p,p');
(#40) il existe une famille F = (Uy = (U, Fo, @a))aca (resp. F' = (Ug = (Ug,Fg,93))sen) de

cartes trivialisantes pour p (resp. p’) vérifiant M = UaeaUq (resp. M/ = UgepUpg) et

U, Ng Y (Up) — Homg (Fa, Gg)
z L (p209069(x))0fxO(p2090a1-)_1
est EF.
(iv) Pour toute famille # = (Uy = (Un, Fa,¥a))aca (resp. F' = (Ug = (Ug,Fg,8))sen) de
cartes trivialisantes pour p (resp. p') vérifiant M = U,ea U, (resp. M/ = UgepUpg), lapplica-
tion

{Ua Ng~*(Ug) — Homy (F,,Ggp)
1

€ (p2°90ﬁg )o feo(p20Yay)”
est €F.

Preuve. (i) < (ii). résulte de la définition.
(i) = (iv). Les applications py o PBy(z): fz et (p2 0 @a,) ! sont K-lindaires. Ainsi (ps o @Bg(x)) o
20 (20 Pay) ! € Homg(Fa, Gp)

Comme p~1(U, Ng=1(Up)) C p~ (g7 1(Up)) = f_l(p'_l(Ug))7 on en déduit que f(p~*(Uy N
g 1 (Up))) C p’fl(Ug). Ainsi, la proposition 3.56 montre que f induit une application de classe €*
entre les ouverts p~1(Uy N g~ 1(Upg)) et p'~ ' (Up).

Grace aux prolégomeénes 4.1 et a Papplication 3.58, ¢, induit un €*-difféomorphisme entre
P HUaNg 1(Up)) X Fy et Uy xp'~1(Up) et g un €*-diffeomorphisme entre p’ ' (Ug) et Ug x Fg.
Par composition, on obtient que "application

v=ygofop, t:(U,Ng 1 (Ug)) x Fo — Ug x Fg.
est de classe €%.
Or, pour (z,v) € (Uy Ng~*(Ug)) X Fu, on a
Y((@,v)) = (9(x), (P2 © 5 y(,) © fr © (P20 Pay) (V).

En effet, on a ¢, ' ((z,v)) € E, (puisque p(pa 1 (z,v)) = p1 0 pa(pat) = ). On en déduit

que f(pa'((z,v)) = fulpa " ((2,v)) € E'g(z) €t (p2 0 Pay)(pa'((2,v))) = v. Comme (p2 © ¢a,)
réalise une bijection de E, sur Fa, on en déduit que v, ~1((7,v)) = (P2 © Ya,) (V)
Finalement, on obtient

Y(z,v) = o flpa  ((2,0)) = (Prowso fowa  ((x,v),p2 0950 fuopa ' ((2,0)))
= (' o fopa " ((2,0)), (P2 0¢py() 0 fro (P20 soaz) '(v))
= (9(2), (P2 0 P8y (1)) © fo © (P20 ay) "1 (V) -
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L’application p2 0 ¢ : (z,0) — (P2 0 Qg ) © fo o (P20 o) t(v) est donc de classe €F. Avec
I’application 3.23, on obtient le résultat souhaité.

(iv) = (iii). Comme p et p’ sont des €*-fibrés vectoriels sur K, il existe une famille .# (resp.
Z') de cartes trivialisantes pour p (resp. p’) dont les domaines forment un recouvrement ouvert
de M (resp. M').

(i6) = (7). L’application 3.23 montre que (2,v) — (P2 0 Pg,(,)) © fa © (P2 © Pa,) "' (v) est de
%*. On en déduit que (z,v) — (g(x), (p2 o Sﬁﬁg(x)) o fz 0 (p2 0 Ya,) 1(v)) est de classe €% (ses
deux composantes le sont puisque la premiére est g o py). ¥ est €. Comme vp et ¢, sont des
difféomorphismes, on en déduit que f: p~1(U, Ng~ (Ug)) — ¢ 1(Up) est €*. La proposition 3.56
montre que f lest.

Exemple 4.20 — Restriction. Soient (M, .«7), (E, ) deux %*-prévariétés, p : E— M un fibré
vectoriel et N C M un sous-prévariété de M. On note i : N — M (resp. j : p~}(N) — E) I'inclusion et
px le fibré obtenu par restriction a N (voir la proposition 4.11). Montrons que (j, i) € Homy, g (px, p)-

La proposition-définition 3.46 montre que i et j sont continues (N et p~!(N) sont des sous-
€*-prévariétés respectivement de M et E). De plus, on a bien stir po j = i o py et, pour € N,
Papplication 7, : pﬁl(x) — E, = p~1(z) n’est autre que I'identité qui est linéaire.

Montrons & présent que pour toute prévariété (E'; ') et tout fibré vectoriel p’ : E/ =M
I’application 4

. {Hom%R(p’,pN) — Hom;, 5 (', p)
f — (j o f,9)
est une bijection.

Par hypothése, on a (f,idx) € Homy g(p’,px). Par composition, on en déduit que (j o f,4) €
HomLR(p’,p). Ainsi T' est bien a valeurs dans Homy g (é,p")p. De plus, si f' € Homl,;/,[R(p’,pN)
veérifie (j o f,i) = (jo f',i), on a f = f’ puisque j est injective. Ainsi I' est injective. Enfin, si
(f';i) € Homy, g (4,p")p alors po f = iop’. On en déduit que f est a valeurs dans p~1(N). Autrement
dit, il existe f” : E” —p~1(N) telle que j o f/ = f’ qui est de classe €* (voir la proposition-
définition 3.46) On a alors i opx o f” = pojo f” =po f' Comme (f’,i) € Homy, p(i,p')p, on en
déduit que i o py o f”/ = 70 p et par injectivité de 7, on obtient py o f” = p. De plus, pour = € N,
I'application f”, : E”, — pn~!(z) = E, n’est autre que 'application f’, qui est linéaire.

Proposition 4.21 — Structure de €*(M,R)-module. Soient (M, o), (M', "), (E, %), (E', %)
quatre €*-prévariétés, p : E— M et p’ : E' — M’ deux fibrés vectoriels. Pour tout g € €*(M, M’),
I’ensemble Homi’R(p, p') peut étre muni d’une structure de ¢’*(M, R)-module.

Preuve. Soient (f,g),(f’,g) € HomiR(p,p’), x € Metec€E,; Ona alors f(e) et f'(e) appar-
tiennent & E} ). La structure d’espace vectoriel de E| ) donne alors un sens a f(e)+ f'(e). On défi-
nit alors 'application (f+f') : e € E = f(e)+f’(e) € E'. Montrons que (f+ f', g) € Hom{ 5 (p, p’).
Comme, pour e € Eg, ona (f+f')(e) € E ). On en déduit que (p"o (f+ f'))(e) = g(x) = g(p(e)).
De plus, pour = € M, on a bien stir, par définition, (f + f)z = fo + f',. D’ou (f + f). est linéaire.
Il reste & montrer que f + f’ est de classe €’*. On considére U’ un ouvert trivialisant pour p’ et ¢’
une trivialisation de p’ de fibre F au-dessus de U’. On note p; : U x F = U (resp. p2 : U x F—>F)
la premiére (resp. deuxiéme) projection, U = g=1(U’) et
W =p 1(U) = (gop) " (U) = [/ (U") = £/~ (01 (U))
Comme ps o p est linéaire, on en déduit que pour e € W, on a

(P20 @) ((f + [/, (€)) = (P20 @) (f(e) + f'(e)) = (P20 @ o f)(e) + (p2 0 @ o f')(e).

[w

Ainsi, pQngo((f—l—f')wv): (p20<po(f|w))+(p2090o(f/|w))-

Comme ps, @, f et f’ sont de classe €%, on en déduit que py o @ o ((f + f’)|w) est de classe
€* (voir I'application 3.32 et les propositions 3.46 et 3.56). De plus, on a py o @ o ((f + f/)
ol + 1),

¢ est un €*-diffeomorphisme, on en déduit, par composition par ¢! que (f + f’ )|W est de classe

w) =
) = go(p|W ). L’exemple 3.29 assure alors que o ((f + f’)|w ) de classe €*. Comme

%*. Comme, on peut recouvrir M’ par des ouverts trivialisants pour p’, la proposition 3.56 montre
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que f + f’ est €*. Ainsi, en posant (f,g) + (f',g) = (f + f',g), on définit une loi de composition
interne sur HomZV]R(p7 ).

Soient (f, g) € Homz,R(p,p’), A€ EF(M,R),z € Mete € E,. Onaalors f(e) appartient & E;(z)'
La structure d’espace vectoriel de Ef ) donne un sens a A(z)f(e). On définit alors 'application
A-f):e€cEw— )\( (e))f(e) € E". Montrons que (X - f,g) € Hom} (p,p’). Comme, pour e € Ey,
ona (A- f)(e) € Ef . On en déduit que (p'o (A f))(e) = g(x) = g(p(e)). De plus, pour z € M,

on a, par définition, (A - )z = A(z)fz. D’ou (A f), est linéaire. Il reste & montrer que A - f est
de classe €%. On considére U’ un ouvert trivialisant pour p’ et ¢’ une trivialisation de p’ de fibre
F au-dessus de U’. On note p; : U x F—TU (resp. p2 : U x F = F) la premiére (resp. deuxiéme)
projection, U = g~ 1(U’) et

W=p~'(U)=(gop) (U) = f(p''(U))

Comme py o ¢ est linéaire, on en déduit que pour e € W, on a

(P20 @) (A~ f)y, (€)) = (20 @) (A(p(e))f () = Alp(e))(p2 0 @ o f)(e).

Ainsi, p2oo((A- ) =Aep)y, -(2opo(fiy, )

Comme pz, ¢, A et p sont de classe €%, on en déduit que pz o ¢ o ((\- f)|w) est de classe €%
(voir lapplication 3.32 et les propositions 3.46 et 3.56). De plus, on a p; o p o ((A- f)|w) =
"o ((X- f)|w )=go (p|w ). L’exemple 3.29 assure alors que ¢ o ((A - f)|w ) de classe €*. Comme
¢ est un €*-diffsomorphisme, on en déduit, par composition par ¢! que (A - f )|w est de classe

€*. Comme, on peut recouvrir M’ par des ouverts trivialisants pour p’, la proposition 3.56 montre
que A - f est €%. Ainsi, en posant X - (f,g) = (A- f,g), on définit une action de €*(M,R) sur
Hom  (p, p").

La loi 4 est bien str associative puisque pour (f,g), (f',9), (f”,9) € Hom] (p,p’) et e € E, on
a

(f+ 1)) = fle)+ (f'(e) + f7(e)) = (f(e) + f'(e)) + f(e) = ((f + F') + f")(e) -
La loi + est bien siir commutative puisque pour (f,g), (f',g) € HomZ’R(p,p’) ete€ E,ona
(f+1)(e) = fle)+ ['(e) = f(e) + fle) = (f" + f)(e)-
Le morphisme nul ( 907 g) est élément neutre pour + puisque pour (f,g) € Hom%R(p,p’) et e € E,
on a

(f + f)e) = fle) + 0= f(e) =0+ fe) = (fg + f)(e) .
On considére A : M — R P'application constante égale & —1 qui est de classe €% (exemple 3.19).
Pour (f,g) € Homy p(p,p') et e € E, on a (A f,g) € Hom} ¢ (p,p’) et
(f+X-f)le) = fle)+ (—f(e)) =0=f(e).

Ainsi (M\f, g) est 'opposé de f pour la loi + et (HomZ,R(p,p’), +) est un groupe abélien.

Pour A € €*(M,R), (f,9),(f,g) € Homy (p,p') et e € E, on a

(A-(f+1))(e) = Alp(e))(f(e) + f'(€)) = Ap(e)) f(e) + Alp(e)) f'(e) = (A~ f+A- f)(e).
Pour A, u € €%(M,R), (f,g) € Hom{ 4 (p,p’) et e € E, on a

(A +p) - f)e) = (Ap(e)) + n(p(e))) fe) = Alp(e)) f(e) + u(p(e)) fe) = (- f + - f)(e).
Pour A\, pu € €% (M, R), (f,9) € Homy (p,p') et e € E, on a

(M) - f)(e) = (Ap(e))nlp(e))) f(e) = Mp(e))(u(p(e)) f(e)) = (A (- f))(e).

On considére A : M — R Iapplication constante égale & 1 qui est de classe € (exemple 3.19). Pour
(fag) € HOIH%]R([),])/) et e € Ev on a (>‘ ' fa g) € Homz,R(pap/) et

(A @) = f(z).
Ainsi Hom{ i (p,p’) est bien un €% (M, R)-module.
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ISOMORPHISME DE FIBRES

Définition 4.22 — Isomorphisme de fibrés vectoriels. Soient (M, <), (M, &"), (E, #) et (E', #’)
quatre €*-prévariétés, p : E—M un €*-fibré vectoriel sur K au-dessus de (M,.o7) et p’ un €*-
fibré vectoriel sur K au-dessus de (M, /’). On dit que (f, g) € Homy, (p,p’) est un isomorphisme
de €*-fibré vectoriel sur K s’il existe (f’,g’) € Homy, g (p',p) tels que (f',g') o (f,g) = id, et
(fag) © (flag,) = idp'

On dit que p et p’ sont €*-isomorphes s’il existe un isomorphisme de €*-fibrés vectoriels de p
dans p’.

Remarque 4.23 — Langage catégorique. Un isomorphisme de %*-fibré vectoriel n’est rien
d’autre qu'un isomorphisme dans la catégorie des €*-fibrés vectoriels.

Remarque 4.24 — Difféomorphisme. On reprend les notation de la définition 3.33. On a immé-
diatement la caractérisation suivante. Soit (f,g) € Homy, g (p,p’). Alors (f, g) est un isomorphisme
si et seulement si f et g sont des €*-difféomorphismes.

On suppose que (f, g) est un isomorphisme. Par définition de la composition des morphismes de
fibrés, ona fo f' =idw, f'of =idg, gog’ = idmr et ¢’ 0 g = idym avec f’ et ¢’ de classe €* puisque
(f,9') € Homy, z(p',p). Comme f et g sont €%, on obtient f et g sont des ¢*-diffcomorphismes.

On suppose f et g sont des €*-diffeomorphismes. Comme pog = fop’, on obtient que f~top =
p'og tavec f7 et 7! de classe €. De plus, pour y € M/, I'application f~!, : E}, = E -1, est
Pinverse de f, : E, HE;(z) avec ¥ = g~ 1(y) et est donc linéaire. Ainsi (f~1,¢g71) € Homy, g (p', p)
et (f,9)o(f1 g7 =idy et (f71,97") o (f,9) =id,

On dit que le morphisme (f~1, g71) est I'inverse de (f, g). La définition montre que I'inverse d’un
isomorphisme de €*-fibré vectoriels est un isomorphisme de ¢*-fibré vectoriels. La caractérisation
ci-dessus et les remarques 3.35 et 4.15 montre que la composée de deux isomorphismes de €*-
fibrés vectoriels est un isomorphisme de ¢*-fibrés vectoriels. Enfin, grace a I'exemple 3.25, id,,
est isomorphisme de €*-fibré vectoriel d’inverse id,. Finalement, on obtient que la relation « étre
%*_isomorphe » est une relation d’équivalence sur tout ensemble de €*-fibrés vectoriels.

MORPHISME AU-DESSUS D’UNE BASE

Exemple 4.25 — Quvert trivialisant. Soient (M, /), (E, %) deux €¢*-prévariétés, p : E— M un
fibré vectoriel, U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U de fibre
F. Alors ¢ est un isomorphisme de fibré au dessus de U entre py et p; : U x F— U.

En effet, ¢ est un €*-diffeomorphisme. On a bien str, p; o p = p et pour = € U, ¢, est linéaire
(remarque 4.4).

Remarque 4.26 — Morphisme de fibrés. Soient (M, .«7), (E, %), (E', #') trois €*-prévariétés,
p:E—M,p : E' —M deux ¢*-fibrés vectoriels sur K, 4 = (U, )aea un recouvrement ouvert de
Met f: E—E telle que p' o f = f’ et f, est linéaire pour tout z € M. Pour simplifier, on note
Pa = Pu, et pl, =0y, -
Montrons que les propositions suivantes sont équivalentes
(i) f € Homyx (p,p');
(ii) f est €%
(#1) fu, € Homl,;/,[K(pa,p;) pour tout o € A
(iv) fu, est €% pour tout a € A.
La définition de Hom%K(p,p') montre que (i) < (ii).
Par ailleurs, comme p’ o f = p, les prolégomeénes 4.1 donnent un sens a fy_. De plus, on a bien
str p), o fu, = pa, pour « € Uy, et fu,, = fr est linéaire. Ainsi (iit) <= (iv).
Enfin, comme f~1(p'~1(U,)) = p~1(U,) (puisque p’ o f = p) et que les (p'"1(Uy))aea forment
un recouvrement ouvert de E’, la proposition 3.56 (vi) montre que ’équivalence de (i) et (iv).

Proposition 4.27 — Critére technique. Soient (M,.«7), (E, #), (E', #') trois €*-prévariétés, p :
E—M et p : E' =M deux €*-fibrés vectoriels sur K. On considére f : E— E’ une application
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vérifiant p’ o f = p, f, est K-linéaire pour tout z € M.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est €F;
(i6) f € Homply (p, ) ;
(747) il existe une famille (4, = (Ua,Fa, @a))aca (resp. (U, = (Un,F'o,¢',))aca) de cartes
trivialisantes pour p (resp. p’) vérifiant M = U,ea U, et

{Ua — Homy (F,, FL)
r (pg © @fm) o fzo (pg © ‘Pax)_l

est €.
(iv) Pour toute une famille (U, = (U, Fa, @a))aca (resp. (U, = (Un, F'a, ¢’ 0))aca) de cartes
trivialisantes pour p (resp. p’) vérifiant M = U,eca U, lapplication

{Ua — Homg (F,,F.)
r = (pg © QDIag;) ofzo (pg o ‘Paz)_l
est €.

Preuve. (i) < (ii). résulte de la définition.

Remarque. Soit (U, F, ¢) (resp. (U, F’,¢’))une carte trivialisante pour p (resp. p’). Pour z € U,
les applications ps o ¢',, fu et (p2 o p,) "' sont K-linéaires. Ainsi (p2 o ¢,) o fro (p2ow.) ! €
Homg (F, F') En reprenant les notations des prolégomeénes 4.1, Papplication f fournit une applica-
tion fy € p~1(U) —>p’_1(U). On a alors, pour (z,v) € Ux F

Y=y o fuop Hz,v) = (2,(p20¢';) 0 fao (P20 ¢a) ' (v))

En effet, on a o= 1((z,v)) € E; (puisque p(p =1 (x,v)) = p1 0o (¢~ (z,v)) = ). On en déduit
que f(e 1 ((z,v) = fo(e H(z,v)) € By et (p2 0 @) (¢ ((x,v))) = v. Comme (p3 o ¢,) réalise
une bijection de E, sur F, on en déduit que ¢~ ((z,v)) = (p2 0 v) " 1(v)

Finalement, on obtient

Y(z,v) = ¢ o fle7 ((z,v))) = (pro¢ o fop  ((x,v)),p20¢ 0 fo oo™ ((z,v)))
= (p' o fop H((z,v),(p2o¢,) 0 foo (P2ops) (V)
= (z,(p2oy',) o fuo(p2ops)" (v)).

Comme p; 0 1) = id o p; est €%, on en déduit que 'application v est €% si et seulement si
(z,v) — (p2o¢',) o fro(paop.) ! est €F. Avec I'application 3.23, on obtient que 1 est €* si et
seulement si x +— (p2 0 ¢’,) 0 fr 0 (p2op,)~t € Homy(F,F’) est €*.

Comme ¢ et ¢’ sont des €*-difféomorphismes, on en déduit que v est €% si et seulement si fy
est. Ainsi fy est €% si et seulement si x — (p2 0 ¢',) 0 fz 0 (p2 0 p,)~! € Homy (F, F’) Dest.

(i) = (iv). Comme f est €%, la remarque montre que fy, l'est pour tout o € A. On obtient
ainsi le résultat souhaité grace a la remarque qui précéde.

(iv) = (i4i). La remarque 4.8 montre que de telles familles existent.

(iii) = (i). La remarque ci-dessus montre que fy, est €% pour tout a € A. La remarque montre
alors que f est €*.

Proposition 4.28 — Caractére local des morphismes de fibrés. Soient (M, &), (E, %), (E',%#’)
trois €*-prévariétés, p : E— M, p’ : E' — M deux ¢*-fibrés vectoriels sur K et 4 = (U, )qea un
recouvrement ouvert de M. Pour simplifier, on note p, = pu,, et p, = p'y,_ -

L’application

Hom,'y (p,p’) — [] Hom}'x (pa, P))
Ru N acA

f — (fu.)aca

est un morphisme injectif de €% (M, K)-modules dont I'image est

Fy= {(fa)aeA € I;IAHomkM,K(pavpix)7 V(a,ﬁ) € A2, (fa)UaB = (fﬁ)UaB}'
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Preuve. D’apreés la remarque 4.2, Ry est bien défini. Montrons que Ry est un morphisme de
€* (M, R)-module. Soit f, f’ € HomkMK(p,p’). Pour tout a € A, e € p~*(U,) on a

(f + fua(e) = f(e) + f'(e) = fu.(e) + v, (e) .

Ainsi (f + f)u. = fu. + 'y, pour tout aw € A. Soit A € €*(M,K). Soit a € A et e € p~1(Uy).
On note z = p(e). On a alors

(A Nua(©) = X@)f(e) = (O, - fu)e) = (- fu.)(e)
Ainsi (- f)u, = A+ fu, pour tout a € A. Finalement Ry est €*(M, R)-lindaire.
Montrons que Ry est bien a valeurs dans Fy. Comme, pour o € A, on a

fUa: |_| fa

€Uy

Ainsi pour (a, 3) € A%, on a
(fUa)UQB - (fUB)UQB = fUag = |_| Jz

z€Uqp

et donc Ry est bien & valeurs dans Fy.
Soit f, f' € Hom%K(p,p’) tel que Ry (f) = Ry(f'). Pour e € E, on pose z = p(e). Il existe o € A
tel que z € U,. On a alors

fle) = fu.(e) = f'uy,(e) = f'(e)
Ainsi f = f’ et Ry est injective.
Soient (fo)aca € Fy et © € M. 1l existe a € A tel que € U,. On pose alors fy = fo, :
E; — E’;. L’application f, ne dépend pas du choix de § € A tel que x € Ug puisque (fa)u,, =
(fg)u,, et donc

(fa)z = ((fa)Uap)z = ((f8)Uas)e = (f5)a -
On pose alors f:|_|fx:E:|_|Ex—>E’:|_|E’m.

rzeM zEM reM
On a bien sir p’ o f = p, Papplication induite par f de E, — E/ est f, qui est K-linéaire. Enfin,
fu. = fa est de classe €% donc f est €%. On en conclut que f € Hom%K(p,p') et Ry(f) = (fa)aea-

FIBRE IMAGE RECIPROQUE

Proposition-Définition 4.29 — Fibré image réciproque. Soient (M, o), (N, %), (E, %) trois
€*-prévariétés, p : E— N un fibré vectoriel sur K et g € €%(M, N). L’ensemble

M B = {(z,¢) € M E, g(z) = p(e)}
est une sous-¢*-prévariété de M x E. On note p; : M x E— M (resp. ps : M x E— E) la premiére
(resp. deuxiéme) projection et g*(p) (resp. fp) la restriction de p1 (resp. p2) & M gx, E. L’application
g*(p) est un fibré vectoriel et (f,,g) € Homy, k(9" (p),p)-

Fonctorialité. Soient (M', o), (N', '), (E',€") trois €*-prévariétés, p’ : E' — N’ un ¢*-fibré
vectoriel sur K et g’ € €%(M/,N’). On considere (h,u) € Homy, ¢ (p,p) et v € €F(M, M) tels que
uog =g owv. On définit

M gXp E—M g’ Xp’ E
Rv,u,h :
{ (z,e) +— (v(z),h(e)).
Alors (Ry,u,n,v) € Homy, g (g*(p), ¢ (1)).

Soient (M”,.@"), (N", #"), (E",€") trois €*-prévariétés, p” : E” — N” un ¢*-fibré vectoriel
sur K et ¢ € ¢*(M”,N”). On considére (h/,u') € Homy g (p/,p") et v/ € €F(M',M") tels que
u'og’ = g"ov". Ona (Ry w/ v/, V)0 (Ruuhs v) = (Rurow,u’ou,hroh, v'0v) €t (Ridy,idyidg» 1dN) = idgsp)-

Propriété universelle. On a la propriété universelle suivante : pour toutes ¢*-prévariétés (P, .o7)
et (F,%) et tout €*-fibré vectoriel ¢ : F — P sur K, ’application
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o {Hom?@’iK(q,g*(p)) — Hom{% (g, p)
| (f0) = (fyofigow)

est une bijection.

Remarque 4.30 — Reformulation. La propriété universelle de la proposition-définition 4.29
peut se résumer ainsi se donner un élément de Hom{ (g,p’) revient & se donner un élément

Homy's (4, 9" (9"))-

Preuve. Soit (z,e’) € M gxy E’. On considére une carte U = (U, V,n,9) en  de M et une carte
(U, V' n/ o) en y = p'(€') telle que U’ soit un ouvert trivialisant pour p’ au-dessus de U’ (voir la
remarque 4.7). On note ¢ une trivialisation de p’ au-dessus de U’ de fibre R™. Montrons que

V=(Uxp HU),Vx V' xR™ n+n'+m,(idy x ' xidg=) o (¢ x ¢))

est une presque bonne carte en (z,€’) pour M 4x,» E’. Comme p est continue, U x p~!(U’) est bien
str un ouvert de M x E’ (pour la topologie produit). Par ailleurs, V x V/ x R™ est un ouvert de
Rt/ +m Enfin, 'application 9 x ¢ est un homéomorphisme de U x p~1(U) sur V x U’ x R" et
Iapplication idy X 7 x idgs est un homéomorphisme V x U’ x R™ sur V x V/ x R™ de R*tn'+m.
Par composition, on en conclut que V est une carte en (z,e’) de la prévariété produit M x E’. On
pose ¥ = idy x ¢ x idgn) o (1) x ¢) De plus, on a ¥((M gx,y E') NU X p~1(U")) = Lyrogoy-1 x R™
ol I'yrog0-1 st le graphe de I'application ' o g o 1. En effet,

U(z,e') = (Y(x), ¢ oprop(e),p2op(e)) = ((x), " op(€),p2 0 p(e')) =
(1/1(93)71/)' o g(m)aPQ o 30(6/)) € Fw’ogow*1 x R™.

Et si (y,9" o goy~t(y),v) € [yrogoy-1 X R™. Par surjectivité de 4, il existe x € U tel que
y = ¢(x). Comme ¢’ o gop~ 1 (¢(z)) = ¢'(g9(z)) € V, on en déduit que g(x) € U’. Par surjectivité
de p2 o ¢, on en déduit qu’il existe e’ € E’g(x) tel que et pa o p(e’) = v. On a alors (z,e’) €
(M g%y E') N U x p~1(U’). En effet, on a p(e/) = g(z) (puisque ¢’ € Ej ), zeUete e p~H(U)
(puisque p(e’) = g(x) € U’).

Montrons que p est un fibré vectoriel. L’application est de classe €% puisque c’est la restriction &
une sous-prévariété de application premiére projection (voir la proposition 3.56 et 'exemple 3.29).
Pour z € M, on a,

p i) = {(z,¢) e Mx B, p'(e) = g(x)} = {2} x B},
par définition de p. La seconde projection réalise une bijection de {z} x E g(z) SUT E; (2)" Par transfert

de structure, on obtient donc une structure de R—espace vectoriel sur p~1(z).

Soient = € M, U’ un ouvert trivialisant pour p’ contenant g(x) et ¢ une trivialisation de p
(de fibre R™) au-dessus de U’. L’ensemble g~!(U’) est un ouvert de M contenant z. De plus,
W=p g (U) = {(z,¢) e MX B/, /(€)= g(x) = (g 0 p)(r,’) € U'}. Lapplication

A:(z,e)ep g (U)) = (x,p20p(e)) € g7 H(U') x R™.
est un ¢*-diffeomorphisme dont le diffeomorphisme réciproque est B : (z,v) — (z, 0~ ((g(z), v)).
L’application A est bien & valeurs dans g~1(U’) x R™ puisque g(x) = g(p(x,€’)) € U’. L’application
B est bien a valeurs dans p~!(g~'(U’)) puisque p'(¢ " (g(x),v)) = pi(g9(x),v) = g(z) € U’ et
g(p1(B(z,v))) = g(z) € U'. Par ailleurs, A est de classe €* puisque ses deux composantes le sont.
De plus, pz o B est la composée de g x idgm et de ¢~ 1. Ainsi B est de classe €*. Pour finir, pour
(z,e') € M gxy E', on a
(BoA)(z,€') = (z, 07 (9(x), p2((€'))))

Or g(x) = p'(¢') = p1(p(€')), donc
(Bo A)( e') = (2,9 pr(p(e), p2(0(€"))) = (z, 07 (0(e")) = (x,€).
Et, pour (z,v) € g~ 1(U’) x R™, on a
(AOB)( v) = (2. (p2 0 9) (¢~ (9(x),v))) = (2. palg(),v)) = (.0).

On a bien sir p(x,e') =2 = p; o A(x,e’) pour tout (x,e’) € p~Lg=1(U’) c’est-a-dire que le

diagramme suivante commute

p g™ H(U)

g
\ pTy

g~ (U)

“LU) x R™
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Enfin, la restriction & p~1(x) = {2} x E'g(z) de Papplication py o A est donnée par (z,e’) —
p2 o p(e’). Comme la structure d’espace vectoriel sur {z} X E’g (z) €St obtenue par transfert de

structure et que pa o ¢ _, est linéaire, on en conclut que (p2 o A)| est linéaire.

9(@) p=H(z)

Montrons que (f,g) € Homy, g(p, p’). Les applications f et g sont de classe €* (voir la propo-
sition 3.56 et 'exemple 3.29 pour f). Pour (z,€¢’) € M gxy E', on a (g o p)(z,€') = g(z) = p'(¢') =
(p' o f)(x,€’), autrement dit le diagramme suivante commute

M gxp E f—> E

M— >N
et lapplication f, : p~1(z) = {x} x E'g(z) —>E;(m) est bien str linéaire par construction de la
structure d’espace vectoriel sur p~—!(x).

Passons a la fonctorialité. Montrons que I’application R, ., 5 est bien définie. On remarque que
pour (z,e) € M g%, E alors (v(x), h(e)) € M’ g%,y E'. En effet,

p'(h(e)) = u(p(e)) = u(g(z)) = ¢'(v(x)).

Ainsi, l'application R, . 5 est bien définie. Comme elle coincide avec I’application v X h : M X
E' — MxE" qui est €% et envoie la sous-variété M ,x, E dans la sous-variété M’ ;x,y E/, application
Roy,un est €%, Par construction de g*(p) et ¢’*(p’), on a bien stir, pour (z,e) € M ;x, E,

9" () o Ruun((z,€)) = ¢ (') ((v(), h(e))) = v(x) = vo g*(p)((z,e)).
Dot ¢"*(p') © Ry,u,n = v o g*(p). De plus, pour z € M, on a,

g () Hw) = {z} xp~Hg(a)) et g () (o) = {v(@)} x (g (v(2))) =
{v(@)} x p' " (u(g()))

d’ou (Rv,u,h)z : (l‘, 6) i (’U(l‘), hg(a‘) (6))

Les structures de K-espaces vectoriels construites sur g*(p)~!(z) et ¢""(p’) (¢’ (v(x))) assurent
que (Ry u,n)z est K-linéaire. Ainsi (Ry,u,n,v) € Homy, x (9" (p), g*(p"))-

Par composition, on a (h'oh,v'ov) € Homy, k (p,p”) et g ov'ov = u’ ouog. Ainsi, Ry/ovuou,hron
est bien définie. De méme, on a (idg,idy) = id, € Hom, x (p, p) et idx 0 g = g o idwm.

Pour (z,e) € M gx E, on a bien sar

Ror im0 Ro (2, €)) = Roy e (0(2), h(e)) = (' (0(2)), B (h(€))) = Rurov,uounon((; €))

et Ridl\/lyidNyidE ((:L'a 6)) = ((l‘, 6)) = idy pes E((ma 6)) :

Vérifions a présent la propriété universelle. On a (f, w) € Hom,, x (g, g*(p)) et (fp, g) € Homy k(9" (p), p)-
Par composition, on en déduit que (f, o f,gow) € Hom{% (¢,p). Soit (f1,w) € Homy'r (g, 9™ (p)
tel que (fpo f,gow) = (fpo fi,90w). Comme

foof=feofi et g'p)of=woq=g"(p)ofi,

la propriété universelle du produit fibré (d’ensembles) montre que f = f;. L’application I' est
injective.

Par ailleurs, si (f,g o w) € Hom{%'(¢,p). On a po f = gow og. La propriété universelle

du produit fibré (d’espaces topologiques) montre qu’il existe une (unique) application continue
h:F— M gx, E vérifiant f = f, o h et woqg = g*(p) o h. Elle est donnée par

e hie) = (wogq(e), f(e)).

Sid:Mgx, E—M x N désigne U'inclusion, alors par définition de g*(p) et fp, onapio(ioh) =
g*(p)oh =woqet pyo(ioh) = f,oh = f. Ainsi i o h est de classe €* (exemple 3.29). On en
déduit que h est de classe €% (proposition-définition 3.46).

Par ailleurs, on a g*(p) o h = w o ¢ et, pour € M’ application h, est donnée par

hy e (wogqle), fle)) = (w(x), f(e)) = (w(x)afw(x)(e)) € {w(z)} x Egow(a') = g*(p)_l(w(m))'
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Comme py 0 hy = f, est linéaire (puisque (f, g ow) € Hom{ (p,)), on en déduit, par transfert
de structure, que h, est linéaire et donc (h,w) € Homy g (q, g*(p))

Démonstration de la fonctorialité grace a la propriété universelle. On remarque que la démons-
tration de la propriété universelle n’a pas utilisé la fonctorialité. On note f, : M g%, E—E (resp.
for : Mgy E' — E') la restriction de la premiére projection. On a (f,,9) € Hom{ i (g*(p), p) et
(h,u) € Homy, g (p, p). Par composition, (ho f,,uo g) € Homy k(9" (p),p’). Comme uog=g'owv,

ona (ho fy,uog) € Homi:fg (g*(p),p’) Par la propriété universelle (appliquée a p’), il existe un

unique élément he Homy, k (v, g*(p))g™*(p') tel que f oh= ho f,. La démonstration de la propriété

universelle donne ’expression de h. Pour (z,e) € Mg, E, on a

h((z,e)) = (vo g (p)((z,€)), ho fp((z,€))) = (v(z), h(e)) .

On retrouve bien la méme expression que précédemment.

Application 4.31 — Cas particuliers. On utilise souvent la fonctorialité dans la situation suivante
plus simple. M’ = M, N' = N, ¢ = g et u = idy et v = idy. Pour h € HomgK(p,p’), on a
(h,idx) € Homy x(p,p’) et g oidy = idy o g. On a alors (Ry u,n,idy) € Homy (9% (p), g*(p'))-
Autrement dit, Ry p € Hom%K(g*(p),g*(p’)). Dans ces conditions, on note g*(h) plutdot que
Ry, u,n- Lapplication g*(h) est alors donnée par
M X, E — M %, E/
7 (h): { 9%p 9%p

(z,e) — (x,h(e))
La propriété universelle s’applique aussi souvent dans une situation plus simple. Avec M’ = M
et w = idy;. On obtient ainsi la bijection

o {HomkM,K(q,g*(p)) — Homj x (q,p)
' f — (fpo f,9)

dont la bijection réciproque est donnée par
{HomZ,K(q,p) — Hom}'g (¢, 9% (p))
(h,9) (e (ale), h(e))) .

Exemple 4.32 — Isomorphisme.  Soient (M, .«7) une ¢*-prévariété et N une sous-¢*-prévariété
de M. On note i : N— M l'inclusion qui est de classe €% (voir la proposition-définition 3.46).
On considére une ¢*-prévariété (E, %) et un fibré vectoriel p : E— M. Montrons que les fibrés
vectoriels py et i*(p) sont isomorphes (voir la proposition 4.11). On note j : p~!(N) — E Iinclusion
qui est de classe €% et f : N;x, E—E la restriction de la deuxiéme projection.

Comme py : p~1(N) — N est un fibré vectoriel et que (j,i) € Homi,R(pN,p), (voir la proposi-
tion 4.11 et ’exemple 4.20), la proposition-définition 4.29 assure qu’il existe une unique morphisme
de fibré vectoriel au-dessus de N (noté f’) vérifiant f o f' = j.

Comme *(p) est un fibré vectoriel et que (f,7) € Homz’R(i*(p),p), Pexemple 4.20 montre qu’il
existe un unique morphisme de de fibré vectoriel au-dessus de N (noté f”) vérifiant j o f” = f.

On a alors jo f” o f/ = fo f' = j et, par injectivité de j (ou par la propriété univer-
selle de I'exemple 4.20), on obtient f” o f’ = id,-1(x). De plus, par composition, f' o f" €
HomkMR(i*(p),i*(p)) et vérifie fo f'o f’ = jo f" = f = foi*(p). L'injectivité de I'y assure
que f"o f" =id;(p).

Ainsi f’ et f” sont des isomorphismes de fibré vectoriel au-dessus de N réciproque 'un de
I’autre. Ils sont données par

frie—=(pnle),i(e)) = (ple)e) et f":(ne)—e

4.3 SECTION
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Définition 4.33 — Section d'un fibré vectoriel.  Soient (M, <), (E, %) deux €*-prévariétés,
p: E—M un fibré vectoriel et U un ouvert de M. On dit qu’une application s : U— E de classe
€ est une €*-section de p au-dessus de U si po s =idy.

On dit qu'une application s : M — E de classe €% est une €*-section de p si s est ¢*-section
de p au-dessus de M.

On note Ty (p, U) 'ensemble des €*-sections de p au-dessus de U.

Remarque 4.34 — Section. Soient (M, .«), (E, %) deux ¢*-prévariétés, p : E—M un fibré
vectoriel et U un ouvert de M. Une %*-section de p au-dessus de U n’est rien d’autre qu’une
%*-section de py.

En effet, si s est une ¢*-section de p au-dessus de U alors p o s(z) = z pour tout x € U
et donc s(x) € p~!(U). L’application s : U—p~1(U) est donc de classe €* (remarque 3.46) et
pyos=pos=idy.

Si s est une €*-section de py alors s : U—E est €% (comme composée de s : U— p~1(U) et
dei:p '(U)—E) et pyos=pos=idy donc s(x) € p~(U). L’application s : U—p~1(U) est
donc de classe €% (remarque 3.46) et py o s = po s = idy.

Exemple 4.35 — Section nulle. Soient (M, /), (E, %) deux €*-prévariétés et p : E— M un fibré
vectoriel. On définit 'application s : # € M — 0 € E,-1(,). Montrons que c’est une €*-section
de p. On a bien str p o sy = idy. Il reste & montrer que sq est de classe €*. Soient z € M et U,
un ouvert contenant x et trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U,. Pour
tout y € Uy, on a so(y) = ¢ 1(y,0). Or, d’aprés I'exemple 3.29, application y € U, — (y,0) est
de classe €% sur U, puisque les deux composantes sont de classe €% (il s’agit de idy, et d'une
application constante). Ainsi, par composition, la restriction de sq & U, est de classe €*. De la
proposition 3.56, on déduit que sq est de classe €.

Proposition 4.36 — Structure de ¥*(M,R)-module. Soient (M, .«7), (E, %) deux €*-prévariétés
et p: E— M un fibré vectoriel. Pour f,g € I'y(p,M) et A € €*(M,R), on pose

frgra— fla)+g(@) et X fra—=Mz)f(2)
Alors f + g et Af appartiennent a I'y(p, M).
Le triplet (I'x(p, M), +,-) est alors un % (M, R)-module.
Preuve. Soit z € M. Comme f et g appartiennent a T'y(p,M), f(x) et g(z) appartiennent a

E,. la structure d’espace vectoriel de E, alors donne un sens a f(z) + g(z). En particulier, on a
(f+g)(x) € E; et donc (po (f + g))(z) = z. De méme, A(z) € R donc A(z)f(z) a bien un sens et

p-(A-f)lx) =z

Il reste & montrer que f + g et A - f sont de classe €. On considére U un ouvert trivialisant
pour p et ¢ une trivialisation de p de fibre F au-dessus de U. On note p; : U x F—TU (resp.
p2 : U x F— F)la premiére (resp. deuxiéme) projection.

Commengons par f 4+ g. Comme ps o ¢ : E;, — F est R-linéaire, on en déduit que pour x € U,
on a

(P20 @)((f + 9|, () = (P20 ) (f(x) + 9(z)) = (P20 @ o f)(x) + (P20 P o g)(x).

Ainsi, pzogo((f+9),) = (2000 () +(p2opo(g,)):

Comme po, @, f et g sont de classe €%, on en déduit que py o p o ((f +g) est de classe

)
€* (voir I'application 3.32, les propositions 3.46 et 3.56). De plus, on a p; o o ((f + g)|U) =
po ((f+ g)|U) = idy. L’exemple 3.29 assure alors que ¢ o ((f + g)|U) de classe €*. Comme ¢ est
un ¢*-diffsomorphisme, on en déduit, par composition par o~ que (f + g)|U est de classe €.

Comme, on peut recouvrir M par des ouverts trivialisants pour p, la proposition 3.56 montre que
f+ g est €F.
Passons a A - f. Comme p3 o ¢ : E; — F est R-linéaire, on en déduit que pour x € U, on a

(P20 @) (A~ f), (@) = (P2 0 @)(A(@) f(2)) = Al)(p2 0 © f)(2).

Ainsi, p2o@o((A-f) ) =A-(p2owo(f] )
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Comme ps, ¢, f et A sont de classe €%, on en déduit que pz o p o ((\- f)|U) est de classe €%
(voir application 3.32, les propositions 3.46 et 3.56). De plus, on a p; o ¢ o ((\- f)|U) =po
((A- f)|U) = idy. L’exemple 3.29 assure alors que ¢ o ((A- f)|U) de classe €*. Comme ¢ est un
¢*-difféomorphisme, on en déduit, par composition par o~ que (X - f )| - est de classe €. Comme,
on peut recouvrir M par des ouverts trivialisants pour p, la proposition 3.56 montre que A - f est
c*.
La loi + est bien siir associative puisque pour f,g,h € I'y(p,M) et € M, on a
(f + (g + 1)) = f(x) + (9(x) + h(z)) = (f(z) + g(x)) + h(z) = ((f +9) + h)(2).

La loi 4 est bien stir commutative puisque pour f,g € T'x(p,M) et x € M, on a

(f+9)(x) = f(z) +g(x) =g(z) + f(z) = (9 + [)(=).

La section nulle sg est élément neutre neutre pour + puisque pour f € I'y(p, M) et £ € M, on a

(f +50)(@) = f(x) + 0= f(z) =0+ f(x) = (s0 + f)(2).
On considére A : M — R P'application constante égale & —1 qui est de classe €% (exemple 3.19).
Pour f € Ti(p,M) et z € M,ona A f € Tx(p,M) et

(f+2-N)x) = f@) + (= f(2)) = 0= s0(x).
Ainsi Af est Popposé de f pour la loi + et (I'y(p, M), +) est un groupe abélien.
Pour A € €*(M,R), f,g € Tx(p,M) et z € M, on a

(A (f+9)(@) = AM2)(f(2) + 9(x)) = M) f(2) + Az)g(z) = (A f+A-g)(2).
Pour A\, u € €*(M,R), f € Tx(p,M) et x € M, on a

) f
(A +p) - )x) = (M) + p(@) f(2) = M) f(2) + ple) f(2) = A f+p- f)(@).
Pour A\, u € €%(M,R), f € Ti(p,M) et x € M, on a

(M) - (@) = (A@)p(x)) f(2) = M) (u() f(x) = (A (- f))().
On considére A : M — R I'application constante égale a 1 qui est de classe €% (exemple 3.19). Pour
feTr(p,M)etze M,ona - fe€Tk(p,M) et

(A @) = flz).
Ainsi (T (p, M), +) est bien un €*(M, R)-module.

Exemple 4.37 — Section du fibré trivial de fibre F. Soient (M, .<7) une €* prévariété, F un
R-espace vectoriel de dimension finie et p : M x F— M le fibré vectoriel trivial de fibré F. On note
po : M x F —F la deuxiéme projection qui est de classe €*. Montrons que les applications

N {Fk(p,M) — ¢*(M,F) Al {‘fk(MvF) — I'e(p, M)
[ (e (2, f(2))

sont des isomorphisme de €% (M, R)-modules réciproque I'un de I’autre.

Soit s € I'x(p, M), par composition, on a bien py 0 s € €*(M,F). Ainsi A est bien définie. Soit
f € €*(M,F), comme po A’(f) = idy et pao A'(f) = £, 'exemple 3.29 montre que A’(f) est bien
de classe €*. De plus, comme p o A’(f) = idy, on a A’(f) € Tx(p, M) et A’ est bien définie.

Par ailleurs, on a bien siir, A o A’'(f) = f pour tout f € €*(M,F). Pour s € I'x(p, M), on a
A’ o A(s) = (x — (x,p2(s(x)))). Comme py o (A’ o A(s)) =paoset po(A'oA(s)) =idy =pos,
on en déduit grace a la propriété universelle du produit (d’ensembles) que (A’ o A)(s) = s.

Il reste & montrer, par exemple, que A’ est €*(M, R)-linéaire. Soit f € €*(M,F) et A\ €
EF(M,R). On a A'(\- f) = (z — (2, \(z)f(x))). Au vu de la structure d’espace vectoriel sur la
fibre {z} x F, on a A/(\- f) = (z — \(z) - (z, f())). Au vu de la structure de €*(M, R)-module
sur Ik (p, M), on obtient A’(X- f) = X- A(f).

Soit f,g € €*(M,F). On a A'(g+ f) = (x — (x,9(x) + f(x))). Au vu de la structure d’espace
vectoriel sur la fibre {z} x F,ona A'(g+ f) = (z — (z, f ( )) + (z,9(x))). Au vu de la structure
de €*(M, R)-module sur Fk(p, M), on obtient A’(g+ f) = A'(g) + A’( ).

S — p20S

Lemme 4.38 — Faisceau localement libre. Soient (M, .<7), (E, %) deux € *-prévariétés, p : E— M
un fibré vectoriel et V C U deux ouverts de M. L’application
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{Fk(U,p) = Fk(UapU) I Fk(vap) = Fk(vapV)
puv(p):

: v

est un morphisme de ¢*(U, R)-modules.

Ainsi U — TI'x (U, p) muni des applications py v est un Oy-module localement libre noté ' (p).

Soient (E’, %') une €*-prévariété, p’ : E' — M un fibré vectoriel et f € Hom%R(E, E’). Alors f
induit un morphisme de Oy-module de T (p) dans T'y(p’) noté (fo).

Soient (E”, %") une €*-prévariété, p” : E” — M un fibré vectoriel et f’ € HomkMR(E’, E"). Alors
((f" o f)o) = (f'0) o (fo). De plus, on a (idyo) = idp, (). Enfin, I'application

. {Homiﬁg(p,p’) — Homg,, (Tk(p), Tk (p"))
f — (fo)
est un morphisme de €*(M, R)-modules.
Preuve. D’aprés la proposition 3.56, 8y est de classe €*. De plus, p o (s|v) =(po s)|v = idy.
Ainsi 8y € I'(V,p) et pu,v(p) est bien définie.
De plus, pour 5,5 € T'y(U,p) et x € V, on a

(54 ), () = (5 )(@) = 5(2) + 5'(2) = (5, )(@) + (5], @),
et pour s € I'y(U,p), A € €¢(U,R) et 2 € V, on a
(- 8))y (2) = (A 5)(@) = A@s(x) = N, @3y, (@) = Oy 510 )(@) = O (51, ))(@)

Montrons que I';(p) est un faisceau. Soient W C V C U trois ouverts, on a bien str, (pyv w(p) o
puv(p))(s) = Slw = pu,w(p)(s). Ainsi I'y(p) est un préfaisceau. Soient U un ouvert de M et Uj;¢q
un recouvrement ouvert de U. Pour 4, j € I, on note U;; = U;NU;. On considére une famille (s;);e1
de fonctions telles que s; € 'y (U;, p) pour tout i € I et s; U, = Si|y, bour tout i,j € I. Comme
les s; coincident deux & deux 1a ou elles sont définies, il existe une tllJnique application s : U—E
telle que s = s;. En effet, pour s € U;, on a nécessairement s(x) = s;(x) et comme les U;

i

recouvrent U, s est entiérement définie. De plus, si x appartient aussi a4 Uj, on a s;(z) = s;(z) par
hypothése et la valeur de s ne dépend pas du choix de ¢ € 1. Enfin, comme S|y, € €%(U;,E), la

proposition 3.56 montre que s € €*(U, E). Enfin, pour z € U, il existe i € I tel que x € U;, d’otl
pos(z) =posi(r) =z et pos=1idy. On a donc bien s € I'y (U, p) et T'x(p) est bien un faisceau.
La premiére partie de la proposition montre que I'y(p) est un faisceau de Oy-module.

Soient U un ouvert trivialisant pour p et ¢ un trivialisation de p au-dessus de U de fibre R".
On a alors le diagramme commutatif

Tk (V,p) —== T} (V, p1) —22> ¢*(V, R") —2> (¢*(V, R))"

ﬂv,w(p)l lpw,v(m) l|w l|w

PR(W,p) = TR(W,pr) 5 €5 (W, R?) — (€W, R))"

Sur la premiére (resp. deuxiéme) ligne, tous les morphismes sont des isomorphismes de €% (V, R)-
modules (resp. €*(W,R)-modules). Sur les colonnes, les morphismes sont des morphismes de
¢*(V,R)-modules. Ainsi ® o (p20) o (po) induit un isomorphisme de Oy-modules de T'x(p)
sur (Oy)".

Soient U un ouvert de M et s € I'y(p, U). L’application f os: U—E est de classe €% puisque
f et s le sont. De plus, comme f € Hom%R(p,p’), onapofos=pos=idy. Ainsi, la composition
par f envoie I'y(p, U) dans I'y(p’, U). Soit g € €*(U,R). Pour = € U et par linéarité de f,, on a

folg-s)(x) = fg(x)s(x)) = falg(x)s(x)) = g(x)fo(s(x)) = g(x) f(s(x))) = (g (fos))(z).
Soient V C U deux ouverts de M et s € T'y(p,U). On a

pun @) os) = (Fos), = Folsyy) = F o (pun()s):
Ainsi f induit par composition un morphisme de Op-modules de T'x(p) dans Ty (p').
Soient U un ouvert de M et s € Ty(p,U). Ona (f'o f)os= f'o(fos)etidgos=s.

lu
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Soient f, f € Homk (p, ) U un ouvert de M, s € T'x(p,U) et z € U. Par définition de la
somme sur Hom;, R(p p'), on

L(f + /) (s)(x) ((f + ) 0s) (@) = fals(@)) + [1u(s(2)) = (fos)(2) + (f 0 8)(2) =
T (f)(s)(2) + Te(f')(5)(@)

)
Soient f € Homy; Me(p,p), g € €%(M,R), U un ouvert de M, s € T'(p, U) et 2 € U. Par définition
de 'action de €*(M, R) sur Homk’R(p,p ) et Homy (Fx(p), 'r(p’)), on a
Ti(g- f)(s)(x) = ((g- f)os)(x) = g(a)f(s(x)) = (9], - (fos))(@) = (g-Tw(f))(s)(x) .

Lemme 4.39 — Section et morphisme de fibré. Soient (M,.7), (E, %) deux €*-prévariétés,
p: E—M un €*-fibré vectoriel sur K et U un ouvert de M. Les applications

s5U. Ik (pa U) - HomkM,K(Trivﬁap) =T (HO_I’I]((, TI'iV%vIK,p), U)
' s — ((x,A) — As(2))

. {HomkMK(mvE,p) = T (Hom((, Triv)'K, p), U) — Tk (p, U)
et nY: '

f — (z— f(z,1))

sont des isomorphismes de €% (U, K)-modules réciproque I'un de 'autre.
Les familles § = (6")ycouwr) et 1 = (1Y)uecouv(v) sont des isomorphismes de OF;-modules
réciproque 'un de l'autre.

4.4 CONSTRUCTION DE FIBRES VECTORIELS

RECOLLEMENT DE FIBRES VECTORIELS

Proposition 4.40 — Recollement de trivialisation. Soient (M, /) une €*-prévariété, E un en-
semble, p : E — M une application telle que p~*(x) soit muni d’une structure de K-espace vectoriel,
pour tout € M et 44 = (Uy)aea un recouvrement ouvert de M.

Pour tout o € A, on suppose qu’il existe un K-espace vectoriel F, de dimension finie, une appli-
cation ¥, : p~1(Uy) — Uy x Fy, vérifiant p = py 01y et a, : p~1(x) — {2} X F, est une bijection
K-lindaire, pour tout z € U,. On suppose, de plus, que, pour tout (a, 3) € A2, application

{Uag =U,NUg — Homg(Fy, Fp)

z — (p2013,) 0 (P20 1ay)
est de classe €.
Il existe sur E une unique structure de €*-prévariété telle que p soit un €*-fibré vectoriel sur
K et (Uy, Fqo,tq) une carte trivialisante pour p pour tout a € A.

Preuve. Soit z € U,. Comme p; o ¢, = p, les prolégoménes 4.1 donnent un sens & l'appli-
cation t,,. Comme po réalise un isomorphisme K-linéaire entre {z} x F, et F,, Papplication
(p2 0 Yay) ' : Fo —p~t(z) a bien un sens et est lindaire. On en déduit que, pour z € Uy, on a
(p2opg,) o (p2o 1/)%)71 € Homg (Fq, F3). Enfin comme 9, est bijective, pour tout z € Uy, les
prolégoménes 4.1 montrent que v, est bijective.

Pour a € A, on considére les prévariétés produits M, = U, X F, et les applications injectives
Yo = o ' : My — E. Montrons que Pon peut appliquer la proposition 3.60. Comme les U,

recouvrent M, on a
E=p M) = [Jp'(Ua) = |JwaM
acA a€A

Par ailleurs, pour «, 8 € A, I'ensemble

Yot ops(Mg) = a1 (p7'(Up)) = (powa) ' (Ug) =p1~(Up) = Uag x Fa
est bien un ouvert de M. Enfin, 'application g, = gaﬁfl 0@q : Ugg X Fo — Ugq x Fjg est donnée
par (z,v) — (z, (¥, © (waz)_l)(v)). Sa premiére composante est idy,, et donc de classe €*. Sa
deuxiémg composante est de classe €% grace a I'application 3.23. On en déduit que Ygq est de
classe €".
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La proposition 3.60 montre qu’il existe un unique ¢*-atlas % sur E telle que p~*(U,) soit un
ouvert de E et ¢, : p~1(U,) — U, x F,, un €*-difféomorphisme.

On en déduit alors que 'application p : p~1(U,) — U, est de classe €% comme composée de
Yo et p1 qui sont €%, Comme (U, )aca est un recouvrement de M, la proposition 3.56 (vi) montre
que p est €*. Comme v, est un €*-difféomorphisme, que p 01, = p; et que pg 0 94, est linéaire
(puisque psy : {x} x Fy = F, lest), on en déduit que p est un fibré vectoriel et (Uy, Fq, 1) une
carte trivialisante pour p.

Si ' est un ¢*-atlas sur E telle que p : E — M soit un ¢*-vectoriel sur K et (Uy, Fo, %) une
carte trivialisante pour p. Alors, par continuité de p, I'ensemble p~1(U,) est un ouvert de E. De
plus, comme 1, est €*-diffeomorphisme, la proposition 3.60 assure que & = #'.

Définition 4.41 — Cocycle. Soient (M,.«7) une €*-prévariété, 4 = (U,)aea un recouvrement
ouvert de M et r € N. Pour (o, 3) € A2, on pose Uyg = U, N Ug et pour (o, 3,7) € A3, on pose
Uagy = Ua NUg N U,. On considére, pour tout («, ) € A%, une application gos : Uag — GL,(K)
de classe €.

On dit que la famille (gag)(a,3)ea> est un cocycle de U a valeurs dans GL,(K) si les deux
conditions suivantes sont vérifiées.

(1) gaa(x) = idgr pour tout x € U, et tout o € A.
(i1) idgr = gap(2)gpy(2)gya(x) pour tout € Uyg, et tout (a, 3,7) € A3.

Exemple 4.42 — Exemple fondateur. Soient (M,.«7), (E, %) deux €¢*-prévariétés et p : E—M
un ¢*-fibré vectoriel sur K. On considére un recouvrement $f = (Ua)aca de M par des ouverts
trivialisants pour p et, pour « € A, une trivialisation ¢, de p au-dessus de U, de fibre K" (voir
la remarque 4.6). Pour (a, 3) € A2, on pose U,z = U, N Ug et pour (a,3,7) € A3, on pose
Uagy = U NUgNU,.

Soient 8 € A et z € Ug. Laremarque 4.4 montre que I’application (p20p,,) est un isomorphisme
linéaire. On peut donc définir, pour (a, 3) € A2,

Unpg — Homy (K™8, K")
Gap-

T — (P20 Payg)o (P2ows,)!

Par définition des gng, on a bien stir, pour a € A et (a, 3,7) € A3

Ve €Uy Gan(r) =idgra et Ve € Unsy, 9a8(2)98+(2)gya(r) = idgra -

Montrons que gag est de classe €% pour tout (, 3) € A2. L’application (z,v) € Uspy x K™ —
Jap(z)(v) n'est autre que 'application paopgop, ! qui est €*. Le critére (i) de 'application 3.23
montre que gos est €F.

On suppose, de plus, qu’il existe r € N tel que dimg p~*(z) = r pour tout z € M, autrement
dit que toutes les fibres ont la méme dimension. Comme 7, est la dimension de la fibre de p en
z € U, (voir la remarque 4.6), on en déduit que r, = 7 pour tout @ € A. Ainsi gog est & valeurs
dans Endy (K”). Comme p 0 q,, et p2opg, sont bijectives, on en déduit que go5(z) est inversible.
Ainsi gog est a valeurs dans 'ouvert GL,(K) de Endg(K"). L’application gag : Uag — GL(K) est
donc de classe €* (voir la proposition 3.46).

Remarque 4.43 — Conséquences de la structure de cocycle. Soient (M, .«7) une €*-prévariéte,
U = (Uy)aea un recouvrement ouvert de M, r € N et (gas)(a,8)ca> un cocycle de U & valeurs dans
GL, (K).
En appliquant le point (ii) de la définition 4.41 au triplet (o, 3,a) € A®, on obtient
Va € Ugg, 9op(7)gpa(T)gaa (z) = idkr.
Finalement, le point (i) montre que gog(x) est l'inverse de gga(z) pour tout = € Uyg.
On en déduit que go(2)gs(T) = ga(z) pour tout (o, 8,7) € A3 et z € Uyg,.

Proposition 4.44 — Construction de fibré vectoriel.  Soient (M, .«7) une €*-prévariété, U =
(Ua)aea un recouvrement ouvert de M, 7 € N et (gap)(a,8)ca2 un cocycle de 4 a valeurs dans
GL,(K). Pour o € A, on considére la ¢*-prévariété produit E, = U, x K", on pose Vag = Uy xK”
et on note p¢ : Uy X K" — U, la premiére projection. L’application
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. {Vag — Vga
P2\ () — (@, gpa(@)®))

est un ¢*-diffeomorphisme. On note (E, %) la €*-prévariété obtenue par recollement des E,, le
long des Vo5 au moyen des pg, et 1, les €*-diffeomorphismes associés.

Il existe une unique application p : E— M telle que po 1), = p§ pour tout a € A. L’application
p est un fibré vectoriel sur K.

Preuve. Montrons que la €*-prévariété obtenue par recollement des E,, le long des V, 5 au moyen
des ¢gq est bien définie.

Comme U,g est un ouvert de U,, Vg est un ouvert de E,. La premiére composante de ¢gq
est idy,,, et donc €*. D’aprés I'application 3.23 (ii), la deuxiéme composante de ©Ba €st %*. On
en déduit que pg, est de classe %*. De plus, d’aprés la remarque 4.43, on a Pap © Ppa = idg, et
Dap © Ppa = idg, . Ainsi a5 est un €*-diffeomorphisme de Vo sur Vg,.

De plus, le point (i) de la définition 4.41 montre que Voo = Eq €t 9aq = idg, . Enfin, pour
(o, B,7) € A2, on a, grace a la remarque 4.43,

VagNVay =Ugygy x K7 et Vga NVgy = Uggy x K"
et (%5 0 Do) (@ 0) = (@, 9,5(2)g50 (1) (1) = (@, gya(@)(0)) = 2, (2, 0)
On peut donc bien considérer la €*-prévariété obtenue par recollement des E,, le long des V,5 au
moyen des @gq.

Pour tout o, 8 € A et tout (x,v) € Vug, on a o Ygalz,v) = pf((x,gag)(v)) =z = p1(z,v).
La proposition 1.1 montre qu’il existe une unique application p : E — M telle que po vy, = p§ pour
tout o € A. Comme 1), est un €*-diffeomorphisme et que p; est de classe €, on en déduit, par
composition par ¥, "', que p| GolEa) est de classe €*. Comme les 1, (E,) forme un recouvrement

ouvert de E, la proposition 3.56 montre que p est de classe €.

Soient z € M et a € A tel que z € U,. On a alors p~1(x) C ¥o(Ey). En effet, si y € p~!(z),
il existe 8 € A tel que y € ¥3(Eg). On peut écrire y = g(z’,v) avec 2’ € Ug et v € K". On
a alors & = p(y) = p(vp(z’,v)) = p(a',v) = 2/ € Uag. Ainsi y = 9p(z,v) avec z € Uyp. En
particulier, on obtient, y = ¥g(x,v) avec (x,v) € Vgq cest-a-dire y € 13(Vga). Le point (iv) de
la proposition 1.1 montre que ¥y € 1o (Vag) C Yo (Eq).

Montrons que 9, induit une bijection entre {z} x K" et p~!(z). Pour tout v € K", on a
p(Ya((z,v))) = p1((z,v)) = 2 dott Yo ({2} x K") C p~1(x). Pour y € p~1(2) C ¥a(Ey), on écrit
y = o (2',v) avec ' € U, et v € K". Comme z = p(y) = p(¥a(z',v)) = p1(2/,v) = 2/, on en
déduit que y € Yo ({z} x K).

On peut alors, par transfert de la structure de K-espace vectoriel de {z} x K" via 9, munir
p~1(x) d’une structure de K-espace vectoriel. Montrons que cette structure ne dépend pas de
I’élément 3 € A tel que = € Ug. En effet, pour 3 € A tel que x € Ug, I'application wgfl 0 Yy :
{z} x K" — {2} x K" n’est autre que I'isomorphisme de K-espace vectoriel id, X gog(x). Les deux
structures (celle induite par 1, et celle induite par ¢g) coincident donc.

Pour x € Uy, onap (z) = Yo ({z} xK"), d’ott p71(Uy) = 90 (Eqs). De plus, on a le diagramme
commutatif

U, x K"

ot ¥y ! est un F¥-diffeomorphisme. Enfin, comme la structure d’espace vectoriel de p () est
obtenue par transfert de structure de celle de {z} x K" via 1), on en déduit que (o '), est
linéaire. Ainsi, grice a la remarque 4.4, et comme les U, recouvrent M, 'application p est un fibré
vectoriel.

4.5 FIBRES ET FONCTEURS
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Proposition 4.45 — Fibré et foncteur. Soient K, K’ € {R,C}, T un foncteur covariant de la
catégorie des K-espaces vectoriels de dimension fini dans la catégorie des K’'-espaces vectoriels de
dimension finie. On suppose que Iapplication

. {HomK<v1,v2) — Homy, (T(V1), T(Va))
' f — T(f)

est de classe ¢*.
Soient (M, .«7), (E, %) deux €*-prévariétés, p : E— M un €*-fibrés vectoriels sur K. On consi-
dére I’ensemble

et I’application

T(E) — M
: {y € T(Ey) — .
Soit 4 = (U, F, ) une carte trivialisante pour p, on définit ’application
T(p)~'(U) — U x T(F)
| { ¢ € T(Ey) +— (x, (T(p2 0 ¢2))(e))

et on note T(U) = (U, T(F), T(¢)).

Soit F = (Ua)aeca une famille de carte trivialisante pour p. On note U, le domaine de . Si
(Ua)aea est un recouvrement (ouvert) de M, il existe sur T(E) un unique ¢*-atlas % tel que
T(p) soit un €*-fibré vectoriel sur K’ et pour tout a € A, (T(Us))aca Soit une carte trivialisante
pour T(p).

Soit #' = (113)gep une famille de carte trivialisante pour p. On note Ug le domaine de $g. Si
(Ug)aep est un recouvrement (ouvert) de M, alors Bz = Bz.

Enfin, pour tout carte trivialisante i pour p, la carte T (L) est trivialisante pour T(p).
Preuve. On commence par montrer que T(p) est bien définie. Pour 2 € M, on considére applica-
tion p, : T(E;) — M constante égale a x. L’application T(p) n’est autre que 'application obtenue
par la propriété universelle de la réunion disjointe d’ensemble.

Soit 4 = (U, F,¢) une carte trivialisante pour p. Montrons que T(p) est bien définie. Pour
z € U,, on considére 'application linéaire

T(p2 0 o) : T(Ez) —T(F).
La structure naturelle d’espace vectoriel sur {z} x T(F) donne une bijection linéaire
T(Ez) — {a} x T(F)
. { y o (@ T209:)(y) = (TP)(Y), TPz 0 02)(y))-

Comme (T(P)~'(U) = | ] (T(E:) et UxTE) = | |({z} x T(F)),

zeU zeU

on en déduit que T(p) = |_| Vg
zeU

que p1 o T(p) = T(p)|T(p)71(U) et que Papplication induite par T(p) entre T(E;) et {z} x T(F)

n’est autre T(p2 0¢,) qui est une bijection K'-linéaire (puisque pz o ¢, est une bijection K-linéaire).
Montrons que les conditions de la proposition 4.40 sont vérifiées.
Pour tout x € M, 'ensemble T(p)~!(z) = T(E,) est muni d’une structure de K’-espace vectoriel.

D’aprés ce qui précéde, on a py o T(ps) = T(p)|T(p)71(U = T(a)s est bijective et K'-linéaire

pour tout z € U,.

Il reste & montrer que 'application
{Ua NUp — Homg (AL(K"=), AL(K"4))
08a:

x> (p2oT(pp),) o (p20T(ga),) "
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est de classe €*. Par définition de T(p,) et T(pg), on a

dpa(®) = T(p20¢p,) o T((P2 0 Par) ™) = T((p2 0 9p,) © (P20 Pas) '),
L’application dg, est la composée de I'application
{Ua NUg — Homg (Fu,Fp)

x o (props,)o (P20 @ay) "

de classe €* (voir I'exemple 4.42) avec I'application
{HomK(FavFﬁ) — Homg (T(Fa), T(Fp))

f — T(f)
qui est €% par hypothése.

La proposition 4.40 permet alors de conclure.

Si.Z’ est une autre famille, en considérant la famille ¢ = .ZU.%’, on obtient un €*-atlas %y tel
que T(p) soit un ¢*-fibré vectoriel sur K’, T(4l,) une carte trivialisante de T(p) pour tout o € A et
T(t3) une carte trivialisante de T(p) pour tout § € B. Par unicité, on obtient B = By = Bg.

Enfin, si 4 est une carte trivialisante, on peut, quitte a rajouter i a la famille %, considérer
que U € Z. Ainsi T () est un bien carte trivialisante pour T(p).

Proposition 4.46 — Fibré et foncteur 2. Soient K,K’' € {R,C}, T un foncteur covariant de la
catégorie des K-espaces vectoriels de dimension fini dans la catégorie des K’'-espaces vectoriels de
dimension finie. On suppose que Iapplication

. {HomK<v1,v2) — Homy, (T(V1), T(Va))
' f — T(f)

est de classe ¢*.

Soient (My,.2%), (Mg, %), (E1, %) et (Ea, %2) quatre €*-prévariétés, 1 : E; — M et go :
E; — M, deux ¢*-fibrés vectoriels sur K et (f, g) € Homy, (g1, g2)-

On consideére 'application

- { T(E1) — T(Eq)
|y e T(E). — T(f2)(v)

et on pose T((f,9)) = (T(f),g). On a T((f,g)) € Homy, x,(T(q1), T(g2))-

Soient (Mg, .@%4), (E3, %3) deux €*-prévariétés, g3 : E3 — Mz un €*-fibré vectoriel sur K et
(flagl) € Homk,K(qQ’ q3)' On a T((flvgl)) © T((fag)) = T((f o flag © gl)) et T(id(h) = id-T(ql)
Preuve. Montrons que T(f) est bien définie. Pour tout x € M, I'application f, : E1, — Egy(,) est

K-linéaire. Par fonctorialité, on a une application T(f,) : T(E1,) — T(Ez4(,)). Or, par construction
de T(E;) et T(Ez), on a T(E1,) = T(E1). et T(E2g(s)) = T(E2)g(z). Comme

L TE). =TE) et [ T(Ey € T(E)

zEM zeM
I’application |_| T(fz): T(E1) — |_| T(E2)g()
rzeM zeM

deéfinit une application de T(E;) dans T(Ez) qui n’est autre que T(f) (qui est bien définie). De
plus, par définition, on a bien str T(gz) o T(f) = g o T(q1) et 'application T(f), n’est autre que
T(f.) qui est K'-linéaire.

Montrons que T(f) est de classe €*. On utilise pour cela la proposition 4.19. On considére
une famille (U, = (Ug, Fa,©a))aca (resp. (Mg = (U, Fg,¢s))sen) de cartes trivialisantes pour
q1 (resp. ¢2) vérifiant M; = UaeaUq (resp. M2 = UgepUg). Comme, pour une carte trivialisante
le domaine de T(4) est celui de i coincide, la proposition 4.45 montre que (T(Hy))aca (resp.
(T(HU3))ser) est une famille de cartes trivialisantes pour T(g1) (resp. T(gz2)) dont les domaines
recouvrent M (resp. M).

Pour tout x € U, N g~!(Up), on a, par définition de T(p,) et T(pz)

P20 T(pa)e = T(p20¢a,) et p2op2oT(ps)g@) = T(p20@sy,)
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On en déduit que
(92 © T(95) ) © T(f2) © (b2 0 T(pa)e) L = T(p2 0 93,0)) © fi © (2 © $ry))

Ainsi, Papplication x — (p2 0 T(¢g)g(x)) © T(fz) 0 (P20 T(pa)z) " est la composée de 'application
z = (p2 0 T(s)g(a)) © T(fe) o (P20 T(pa)z) "t qui est €% puisque (f,g) € Homy, x (q1,g2) (voir la
proposition 4.19) avec 'application T : f € Homg(Fq,Fg) — T(f) € Homy, (F,,Fj;) qui est ¢*
par hypothése. La proposition 4.19 montre alors que (T(f), g) = T(f,g) € Homy, g/ (T(q1), T(g2))-
Soit e € T(E1). On pose = T(q1)(e). On a alors T(f)(e) = T(f).(e) = T(fz)(e) € T(Ez2)g(a)

d’on

TUT) ) =T g T(fz)(€) = T(f g(zy) 0 T(fa)(€) = T(fy(ay © fa)(e) = T((f" o f)z)(e) =
T(f o f)(e).
On obtient ainsi T(f") o T(f) = T(f’ o f) et donc T((f',4")) o T((f,g9)) = T(f' o f,¢ og). De plus,
on a T(id)(e) = T(id).(e) = T(idz)(e) = id(e) = e et donc T(id) = id. D’ott T(idy, ) = idy(q,)-

Proposition 4.47 — Fibré et foncteur 3. Soient K, K’ € {R,C}, T et T/ deux foncteurs covariants
de la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie des K'-espaces vectoriels
de dimension finie. On suppose que les applications

- {HOI’DK(Vl,Vg) — Homy, (T(V1), T(V2))
| fo =T

et T {HomK(VI’VQ) — Homy, (T'(V1), T'(V2))

f — T'(f)

sont de classe €*. On considére une transformation naturelle 7 : T — T’.
Soient (My, <), (E1, %) deux €*-prévariétés, ¢ : E; — M; un €*-fibré vectoriel sur K. On
considére I’application

N { () — T(E)
T y € T(E1), = T(E1,) — 78, (y) € T(E},)

Onary € HomkMK, (T(q1), T(g2)). On définit alors 7, = (7, ,idm) € Homy, g/ (T(q1), T(g2))-
Soient (Ms, @%), (Eq, %) deux €*-prévariétés, go : Eg — My un €*-fibré vectoriel sur K et

(fag) € Homk,K(qh Q2)- On a TI((f7 g)) OTg = Tga © T((fag))
On considére un foncteur covariant T” de la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension

finie dans la catégorie des K’'-espaces vectoriels de dimension finie. On suppose que I'application
. Homg (V1,Va) — Homy, (T”(V1), T"(V2))
v { / — T"(f)
est de classe €. On considére une transformation naturelle 3 : T —T”. On a alors 34, o 75, =
(BoT)g-SiT=T et =1idr alors 7, =1id,,.

Preuve. Montrons que Tél est bien définie. Comme

T(Ey) = | |[TE1,) et T(B)=||T(Ew),
zeM reM

. , .
I'application 7, n’est autre que I'application
Ty = |_| TE,, -
zeEM

De plus, par construction, on a T'(g1) o7, = T(q1) et Télx = 7g,, est K-linéaire. Montrons que 7,
est de classe €. On utilise la proposition 4.19 (avec M = M/, g = id). On considére une famille
(Us = (Ua,Fa, @a))aca de cartes trivialisantes pour ¢; vérifiant My = UaeaU,. Comme, pour
une carte trivialisante le domaine de T(il) est celui de 4l coincide, la proposition 4.45 montre que
(T(Uy))aeca est une famille de cartes trivialisantes pour T(g;) dont les domaines recouvrent M.
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Pour tout « € Uy, on a, par définition de T(p,) et T'(pq)

p2oT(pa)e =T(p20¢a,) et p2oT(pa)s =T (P20 ¢a,)
On en déduit que

(pg © TI(‘Pa)x) O TEy, © (p2 © T(‘Pa)x)_l = Tl(p2 0 Pay) O TEy, © T(pQ o @az) = TF,

Ainsi, Papplication = +— (p2 © T(¢g)4(z)) © T(fz) © (p2 © T(pa)s) " est constante donc €*. La
proposition 4.19 montre alors que 7;, € Homy, g/ (M, T(q1))T'(q1)-

OnaT'((f,9))otg = (T'(f) o1y, 9) et 7, 0 T((f,9)) = (14,0 T(f), ). Il s’agit donc de montrer
que T'(f) o7y = 7,, o T(f). Soit e € T(E1). On pose x = T(q1)(e). Comme T(f,)(e) € Egg(y et
TEay0 © T(fz) = T'(fz) o T, ,, on obtient

T2 0 T(f)(€) = 74, 0 T(f)a(e) = 74, 0 T(fz)(€) = T, 0 T(fz)(€) = T'(fa) 0Tk, (€) = T'(f) oy, (€) -
Soit e € T(E1). On pose = T(g1)(e). On obtient

0 © g, (€) = By, 0 7h,  (€) = B, 0T, (€) = (BoT)g,, (e) = (BoT)g (¢)
Comme idy o idy = idm, on obtient Gy, o 74, = (B0 7).
Soit e € T(E;). On pose = T(q;)(e). Comme 75, = idg,,, on obtient

Tél (e) = 1g,,(e) = e = idp(g,)(e) .

Comme idy = idm, on en déduit que 74, = id,.

Proposition 4.48 — Action de groupe et fibré vectoriel. Soient G un groupe discret, (M, .o7) et
(E, B) deux €*-prévariétés, p : E— M un €*-fibré vectoriel sur K. On suppose que

(i) G agit proprement, librement et de facon €% sur M ;
(ii) G agit proprement et librement sur E;
(iii) Pour g € G, on a (g, g) € End,, x(p) ;

Onnote 7g : E—E/G et my : M — M/G les surjections canoniques. L’application p : E/G —M/G
induite par passage au quotient est un ¢*-fibré vectoriel et (g, my) € Homy, x (p, p)-

Preuve. Soit g € G. Comme (g,g) € Endy, x(p), on a pog = gop. Ainsi p est G-équivariante.
Comme p est G-équivariante, elle induit une application p : E/G — M/G qui est obtenu par passage
au quotient de I’application g o p de classe €*. Ainsi p est €%. Soit y = my(z) € M/G et il existe
un voisinage U de x tel que my réalise un €*-difféomorphisme de U sur l'ouvert my(U) de M/G
(quitte & considérer l'intersection de U avec un ouvert de M contenant z trivialisant pour p, on
suppose que U est trivialisant). On note alors ¢ une trivialisation de p au-dessus de U de fibre K”.

Soit z € M/G et x € M tel que my(z) = z. Montrons que Papplication 7g réalise une bijection
de p~1(z) sur p~1(2). On a

Plre(p™ () = mu(p(p~(2))) € mu({z}) = {2}

Ainsi, 7 (p(2)) € 5(2).
Soient u,v € p~1(x) tels que mr(u) = 7r(v). 1l existe g € G tel que u = gv. Comme p est
G-équivariante, on en déduit que

x = p(u) = p(gv) = gp(v) = gz .

Comme 'action de G sur M est libre, on obtient que g = 1 et donc z = y. Ainsi ng est injective.
Soit u € p~1(z). Il existe e € E tel que u = mg(e). On a alors

mi(2) = z = p(mr(e)) = mu(p(e))

D’ott x = gp(e) et, comme p est G-équivariante, x = p(ge). Ainsi ge € p~1(x) et mr(ge) = mr(e) =
u, d’ott u € Tg(p~1(2)).

Par transfert de structure (via 7g), on peut ainsi munir p~!(2) d’une structure de K-espace
vectoriel. Montrons que cette structure ne dépend pas du choix de z € M tel que mv(z) = =z.
Soient z,y € M tel que py(z) = pm(y) = 2. 1l suffit de montrer que I'application § = g~ ! o g :
p~1(x) — p~1(y) est K-lindaire. Soit e € p~1(z). Calculons §(e). 1l existe (un unique) g € G tel que

y = gx. Montrons que §(e) = ge. Comme 7g(ge) = me(e) € p~1(2) et p(ge) = gp(e) = gz = y, on
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obtient ge € p~1(y). Ainsi ge est I'antécédent (dans p~(y)) de mg(e), autrement dit, d(e) = ge.
Comme ¢ est un automorphisme du fibré vectoriel p, on en déduit que la structure de K-espace
vectoriel de p~1(2) ne dépend pas du choix de z € M tel que my () = 2.

Montrons que I'application 7g réalise un ¢*-difféomorphisme entre p~1(U) et p~1 (my(U)). On

Plre(p~'(U))) = mu(p(p~'(V))) C mu(U)

d’ott me(p~(U)) C p~H(mu(U))

Ainsi g définit bien une application €* de p~(U) de p~ ! (mm(U)) qui est un €*-difféomorphisme
local puisque 75 en est un et que p~(U) et p~(my(U)) sont ouverts. 11 suffit & présent de montrer
que g est bijective.

Soient z,y € p~1(U) tels que mg(x) = 7g(y). Il existe g € G tel que y = gx. Comme p est
G-équivariante, on en déduit que

m™(p(y)) = ma(p(gz)) = mu(gp(x)) = mu(p(x)) .

Or p(x),p(y) € U. Comme 7y réalise un ¢*-difféomorphisme de U sur I'ouvert my(U) de M/G,
on en déduit que p(z) = p(y) = p(gz) = gp(z). Comme Paction de G sur M est libre, on obtient
que g = 1 et donc x = y. Ainsi 7 est injective.

Soit z € p~1(mm(U)). Il existe t € U et e € E tels que p(z) = my(t) et z = mr(e). On a alors

mu(t) = p(z) = p(me(e)) = mu(p(e))

D’ottt = gp(e) et, comme p est G-équivariante, t = p(ge). Ainsi ge € p~1(U) et mg(ge) = 7r(e) = z,
d’on z € m(p~1(U)).

Montrons que ’application

Y = (mm X idgn) o pomp=t: p~Hmm(U)) — mm(U) x K»

est une trivialisation de p au-dessus de my(U) de fibre K". En effet, ¢ est la composée de trois
¢*-diffeomorphismes et donc un ¢*-difféomorphisme. De plus, on a

1 1 1

PLOY =T\ OPLOYOTE ~ =TMMOPOTE =pomWEOTE T =p.

Enfin, pour z € my(U), il existe un unique = € U tel que my () = z. Par construction de la structure
d’espace vectoriel sur p~1(z), 7g réalise une bijection K-linéaire de p~1(2) sur p~1(z) C p~1(U).
Comme ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U, ¢ réalise une bijection K-linéaire de p~!(z)
sur {z} x K". Enfin, my X idg~ réalise une bijection K-linéaire de {z} x K™ sur {z} x K". Ainsi
I'application v réalise une bijection K-linéaire de p~1(z) sur {2z} x K™ et ¢ est bien une trivialisation
au-dessus de my(U).

Ainsi p est un €*-fibré vectoriel sur K.

Par construction 7y et my sont €. Par définition de P, on a mgop = pomy. Enfin, pour z € M,
par construction de la structure de K-espace vectoriel sur p~!(p(x)), 'application induite par g
de p~!(z) dans p~1(my(z)) est K-linéaire.

Proposition 4.49 — Action de groupe, fibré vectoriel et fonctorialité. Soient G un groupe
discret, (M, &), (M, &), (E, #) et (E', #') quatre €*-prévariétés, p: E—Met p' : E' — M’ deux
€*-fibrés vectoriels sur K et (f,h) € Homy, x (p, p'). On suppose que
(i) G agit proprement, librement et de fagon €* sur M et M’ ;
(#4) G agit proprement et librement sur E et E';
(ii) Pour g € G, on a (g, 9) € Endy x(p) et (g, 9) € Endy x(p') ;
(1v) f et h sont G-équivariantes.
On note f : E/G—E'/G, h: M/G—M/G, p: E/G—M/G et p : E'/G— M'/G les applica-
tions induite par passage au quotient. On a alors (f,h) € Hom,, x (p,p’).
Soient (M”, &7") et (E”, %") deux €*-prévariétes, p” : E” — M” un €*-fibré vectoriel sur K et
(f',h') € Homy g (p',p"). On suppose que

(i) G agit proprement, librement et de facon €* sur M" ;
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(#4) G agit proprement et librement sur E”;
(iii) Pour g € G, on a (g, g) € End,, x(p");
(iv) f" et h' sont G-équivariantes.
On note f’ :E'/G—-E"/G, I M'/G—-M"/G, ],)7 : E”/G —M" /G les applications induite par
passage au quotient. On a alors (f/,h') o (f,h) = (f o f,h/ o h) et (idg,idy) = idj.
Preuve. En effet, p et ];’ sont des ¢*-fibrés vectoriels sur K d’aprés la proposition 4.48. On note
™ : M—=M/G, my : M'=M'/G, g : E-E/G et 7y : E' - E’/G les surjections canoniques.
Par ailleurs, f (resp. h) est €% puisqu’elle est obtenue par passage au quotient de 'application
g o f qui €F. - o~ o~
De plus, comme p’ o f = h o p, on a, par fonctorialité, p’ o f = h o p.
T~ ~—1 ~ . . .
Enfin, soit z € M/G. Montrons que 'application f, : p~1(2) —p’ ~(h(z)) est K-linéaire. Soit
x € M tel que mv(z) = z. Par définition de f, on a mg o f = f o mg. Comme 7 réalise une
bijection entre p~1(z) et p~1(2) (voir la démonstration de la proposition 4.48), on obtient que f, =
7y o fromr L. Or 7g est une application K-linéaire entre p~1(z) et p~1(2) (voir la démonstration
de la proposition 4.48), f, est une application K-linéaire de p~!(x) dans p’_l(h(ac)) et g est une
_ ~—1 ~—1~
application K-linéaire de p'~ ' (h(x)) dans p/  (mw(h(2))) = p'  (h(2)) (voir la démonstration de

la proposition 4.48). Par composition, on obtient que f, est K-linéaire ce qui donne le résultat.
En effet, par fonctorialité, on a f’ o f = f’ o ]"v, hoh=h oi~z, idg = idg/q et idy = idy/q-

Proposition 4.50 — Action de groupe et fibré vectoriel et image réciproque. Soient G un groupe
discret, (M, .o7) et (E, %) deux €*-prévariétés, p : E— M un €*-fibré vectoriel sur K. On suppose
que

(i) G agit proprement, librement et de facon €* sur M ;

(ii) G agit proprement et librement sur E;
(iii) Pour g € G, on a (g, g) € End,, x(p)-

On note my : M—M/G (resp. 7g : E—E/G) la surjection canonique et p : E/G—M/G

I’application induite par passage au quotient. L’application

p — ™" (p)
ap:
e — (p(e), me(e))
est un isomorphisme de €*-fibré vectoriel au-dessus de M.
Soient (M’,2’) et (E',#') deux €*-prévariétés, p' : E' — M’ un €*-fibré vectoriel sur K et
(f,h) € Homy, g (p,p’). On suppose que
(i) G agit proprement, librement et de facon €% sur M’ ;
(i1) G agit proprement et librement sur E';
(iii) Pour g € G, on a (g, g) € Endy, x(p');
(iv) f et h sont G-équivariantes.
On note f: E/G—FE/G et h: M/G — M'/G les applications induite par passage au quotient. On
a thw;o ap =y o f.
Preuve. On reprend la notation de la proposition-définition 4.29. D’aprés la proposition 4.48, on a
(75, ™v) € Homp (p, p/). Ainsi T~ (7, mm) € Homl,l/fK(p, m*(P)). Montrons que I'! (g, mv) est

un isomorphisme. Par construction (voir la démonstration de la proposition-définition 4.29), on a
pour e € E,

I~ (e, m)(e) = (p(e), mr(e)) = ap(e).

Ainsi o, = ' Y7, 1) € Hom%K(p, ™* (D).

On va construire la bijection réciproque de a,. Pour (z,y) € M -, x5 E/G, onay € p—* (mm(z)).
D’aprés la preuve de la proposition 4.48, g réalise une bijection 7g , de p~*(z) dans p~! (my(x)).
On pose alors h((z,y)) = 7r,. ' (y) € p~!(x). On définit ainsi une application i : M r,,x; E/G — E.
Par construction, on a g, ~*(y) € p~'(z). On en déduit que, pour (z,y) € M -, ¥z E/G, on a
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ap o h((z,y)) = (p(re. " (9), Te(TEL ™) (Y)) = (2,9)
Pour e € E, on a e € p~*(p(e)). De plus, la bijection 7 ) induite par 75 de p~*(p(e)) dans
p H(mm(p(e))) = p ' (P(me(e))) envoie e sur mg(e). hoay(e) = h(p(e),mE(e)) = TE pe)~(TE(€)) =
e.

On en déduit que h est la bijection réciproque de ay,. Il suffit & présent de montrer que h est
de classe €* (voir la remarque 4.24).

On considére (z,y) € M %3 E/G. D’aprés le calcul effectué ci-dessus, on a ngog = paoa,o0g =
pa. 1l existe un ouvert U de M contenant x tel que my : U— my(U) soit un ¢*-difféomorphisme
de U sur 'ouvert my(U) de M/G. L’ensemble

W = (U x p~'(mm(U))) N M5 E/G

est alors un ouvert de M ;x5 E/G contenant (x,y) (puisque z € U et p(y) = mm(x) € my(U)). De
plus, par construction de g, on a g(W) C p~1(U).

Or la preuve de la proposition 4.48 montre que 7 réalise un ¢*-difféomorphisme g w de
p~1(U) sur I'ouvert p~*(my(U)) de E/G. On en déduit que

Iy =TE oD

Ainsi g est de classe f’“ B

Par définition de f, on a mg/ o f = f o mg. De plus, (f,h) € Homy, k(p,p’) donc hop = fop'
Pour e € E, on a donc

Ry g5 oap(e) =Ry 5(p(e), mr(e)) = (h(p(e)), f(mr(e))) = (f op'(e), mwr (f(e))) = p o f(e).

Proposition 4.51 — Action de groupe et fibré vectoriel et foncteur. Soient K,K' € {R,C}, T
un foncteur covariant de la catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie dans la catégorie
des K’-espaces vectoriels de dimension finie. On suppose que 'application

- {Homle,vz) — Homy, (T(V1), T(Va))
' f — T(f)

est de classe €.
Soient G un groupe discret, (M, ) et (E, %) deux €*-prévariétés, p : E—M un €*-fibré
vectoriel sur K. On suppose que
(i) G agit proprement, librement et de facon €* sur M ;
(#4) G agit proprement et librement sur E;
(ii7) Pour g € G, on a (g, g) € Endy k(p).
Alors G agit proprement sur T(E) pour g € G, on a (g,9) € Endy . (T(p)).

On note T(p) : (TE)/G — M/G l'application induite par l'application G-équivariante T(p) :
TE — M. On suppose que laction de G sur T(E) est libre. On note nrg : TE — (TE)/G la surjection
canonique.

L’application

{(TE) /G — T(E/Q)

mre(v) — T(mE)(v)

est un isomorphisme de €*-fibré vectoriel sur K’ au-dessus de M/G de T(p) dans T(p).

Preuve. Par fonctorialité (proposition 4.46), pour g € G, on a (T(g),9) € End, k. (T(p)). En
particulier, T(g) est un ¢*-difféomorphisme de T(E) et g — T(g) est un morphisme de groupes.
On en déduit une action de G sur T(E) qui est de classe €* puisque G est discret.

D’aprés la proposition 4.48, on peut considérer la €*-prévariété (TE)/G et le €*-fibré vectoriel
T(p) : (TE)/G—M/G sur K'. De plus, (71E, 7m) € Homy, & (T(p), T(p))-

Par définition de 7g, on a 7g o ¢ = 7g. Ainsi, par fonctorialité, on a T(ng) o T(g) = T(mg).
Ainsi T(7g) passe au quotient et définit une application de classe €* donnée par
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{(TE) /G — T(B/C)
mre(v) +— T(mE)(v)

Montrons que cette application est un ¢*-diffeomorphisme. Comme 7g est un difféomorphisme
local, T(7g) en est aussi un. Ainsi, par passage au quotient, on en déduit que 'application étudiée
est un ¢*-diffeomorphisme local. Il suffit de montrer qu’elle est bijective.

Soient v,v" € TE tel que T(7g)(v) = T(7g)(v'). On note T(p)(v) = xz et T(p)(v') = 2’. On a
alors T(7mg)(v) € T(E/G)ry () et T(me)(v") € T(E/G)ry (). On en déduit que my(z) = my(a').
Ainsi, il existe g € G tel que g = z’. On a alors v" = T(g)(v) € T(E), . Comme T(mg) o T(g) =
T(mg), on en déduit que

T(me,)(0") = T(me)(v") = T(me) (V') = T, ) ().
Comme 7g, est bijective, T(7mg,) l'est aussi et donc v = v”. On en déduit que v = T(g)(v) et
donc 7 (T(g)(v)) = mre(v’). Ainsi Papplication étudiée est injective.
Soit w € T(E/G). Comme 7, est bijective, T(mg,) lest aussi. Il existe v € TE, tel que
w = T(ng,)(v) = T(wg)(v). Ainsi, Papplication étudiée est surjective.

Proposition 4.52 — Action de groupe et fibré vectoriel et section. Soient G un groupe discret,
(M, o) et (B, B) deux €*-prévariétés, p : E— M un €*-fibré vectoriel sur K. On suppose que
(i) G agit proprement, librement et de facon €* sur M ;
(#4) G agit proprement et librement sur E;
(ii7) Pour g € G, on a (g, g) € Endy k(p).
Soit s : M — E une section G-équivariante de p. On note s : M/G — E/G Dapplication induite
par s et T'x(p, M)E I’ensemble des sections de p qui sont G-équivariantes. L’application

Fk(pa M)G - Fk(ﬁa M/G)
s —35
est un isomorphisme de €*(M/G, R)-modules.

Preuve. Comme s est G-équivariante, application g o s de classe €* passe au quotient par
I'action de G. On obtient ainsi une application 5 : M/G — E/G de classe €*. De plus, on a, par
fonctorialité, pos =pos = idy = idy/q. Ainsi 5 € I'(p, M/G).

Soient s, s’ € I'y(p, M)%. Comme (g, g) € Endy, k(p), on a, pour z € M,

(s + 5')(gz) = s(gz) + 5'(92) = gs(x) + g (z) = g(s(z) + §'(2)) = g((s + &) (z))

Ainsi s + s' € Ty (p, M)€.
De plus, soit y € M/G et € M tel que my(2) = y. Comme 7y induit une application K-linéaire
de p~1(z) sur p~1(y), on en déduit que,
5+ 5(y) =3(y) +5(y) =t os@) +mpos(@) = o (s+5)(2) = 5+ 5(y))
Ainsi S/J:? =5+5.
Soient s € Tx(p, M)© et A € €*(M/G,R). Comme (g,g) € Endy, x(p), on a, pour z € M,

(A-8)(gz) = Am(gr))s(gz) = A(m(z))gs(x) = g(A(m(x))s(x)) = g((A - s)(x))

Ainsi X - s € Tk(p, M)G,
De plus, soit y € M/G et x € M tel que my1(z) = y. Comme 7g induit une application K-linéaire
de p~!(z) sur p~!(y), on en déduit que,

(A-3)(y) = A»)3(y) = Ar(@))7s 0 s(2) = TR(A(T(2))s(2) = T80 (A~ 8)(@) = A~ s5(y)

Ainsi A -5 =\ s.

Il reste & montrer que l'application est bijective. Soit s € I'y(p,M/G). Pour = € M, on a
somyv(z) € p~1(mum(x)). Or 7 réalise une bijection 7g . de p~1(z) sur p~!(my(z)). Ainsi 7,
somm(z) € p~1(z). Pour € M, en posant 5(z) = 7g , ~'osomy(z), on définit alors une application
5 : M — E. Par construction, on a pos = idy;. Montrons que s est G-équivariante. D’aprés un calcul

de la preuve de la proposition 4.48, on a Tg g, ! o g . (2) = gz pour tout z € p~1(z), d'out

e}
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S(gr) = B,g0 " 0 50 mu(g2) = TEga ! O Th,a(T ) 0 5 0 TM)(2) = T ga " 0 TEL(5(2)) = g(2)

Il reste & montrer que 5 est de classe €%. Par construction, on a 7g 0§ = s o my. On considére
x € U. Il existe un ouvert U de M contenant x tel que my : U — my(U) soit un ¢*-diffcomorphisme
de U sur l'ouvert my(U) de M/G. On a s(U) C p~(U). Or la preuve de la proposition 4.48 montre
que 7 réalise un ¢*-difféomorphisme 7 y de p~1(U) sur I'ouvert p—!(my(U)) de E/G. On en
déduit que

- -1
§ =mg tosom
lu B M
Ainsi 5 est de classe €. On en déduit que 5 € T'y(p, M)© et 5 = s. De plus, comme 507y = Tg 0 S,

on a

s(x) =mp, tosomu(z) =7E. omr(s(z)) = s(x).
Ainsi 5 = s.

Section du fibré trivial G-équivariante si et seulement si la fonction qui lui correspond est
G-équivariante.

Relation ensembliste

X C fHf(X)) avec égalité si f est injective. Soit 2 € X. On a f(x) € f(X) donc z € f~(f(X)).
On suppose f injective. Soit z € f~1(f(X)). On a f(z) = f(x) avec z € X. Par injectivité, on a
z=x € X.Si f7}(f(x)) = {z} pour tout x € A alors f est injective : car si f(x) = f(y), on a
y€ [1(f(z)) donc y = x.

F(f7HY)) C Y avec égalité si f est surjective. Soit 2 € f(f~1(Y)). On a 2 = f(z) avec
x € f~1Y) donc f(x) € Y et donc z € Y. On suppose f surjective. Soit y € Y. On a y = f(z)
avec z € A. Comme f(r) € Y,onaz € f~1(Y) et donc y € f(f~1(Y)). Si f(f~1(B)) = B alors f
surjective car f~1(B) = A.

fX) €Y = X [UY).(2) fX)CY — Xc X)) ()
X CFUY) = f(X) C S(HY) C Y,

FUAFUT) = F(U)AT. UNF-1(T) € U don (UM F~1(T)) € F(U) UNF1(T) € £-1(T)
dott fF(UN f~YT)) C f(f~XT)) C T. Ainsi f(Uﬂf_l(T)) C f(U) NT. Soit z € f(U)NT. On a
2= f(u) avecu € U. Comme z € T,onau € f~! ( ) Ainsi we fTHT)NUet z € f(f~HT)NU).

FXnfHY) = fXnf! ( )) XN ={yeY, FzeXnfH(Y),y=f(x)}
{y €B, FzeXNnfHY),y= } =fX'n f ( )). On a alors y € Y, d’oun légalité.

X quasicompact si et seulement si po : X X Y=Y fermé pour tout espace topologique Y.
On suppose X quasicompact. On note P un espace topologique réduit & un point, fp : X—P
I'unique application qui est continue et ¢y : P X Y — Y I'homéomorphisme canonique. On a alors
p2 = @y o (fp x idy). Ainsi X quasicompact est équivalent & fp propre est équivalent a pour tout
Y, (fp x idy) est fermé est équivalent & pour tout Y, ps est fermé.

Soient V ouvert et F un sous-ensemble, on a VNF € VNF. Soit z € VNF et W un voisinage
de x alors W NV est un voisinage de x donc W NV rencontre F. Ainsi W rencontre VN F et
rx e VNF.

Soit .# une famille localement finie de partie d’un espace topologique X. On note G = Upc #F.
On a alors G = Upe #F. En effet, on a F € G donc F € G d’ott Upe #F C G. Réciproquement, soit
T € CUFegaF = Npeg F. 1 existe un voisinage ouvert V de x tel L que A = {F e 7 VNF # g}
est fini. Comme = Npe o CF, on en déduit que pour tout F € A, F est un voisinage ouvert de x.
L’ensemble V' = VNNpea °F est donc un voisinage de (mtersectlon d’un nombre fini de voisinage
de z). De plus, pour F € # N A ona VNF =g. Ainsi VNF = @. Powr F € A, on a bien sr
VNFCV CF=a. Ainsi VNG =V NUpezF = Upez V' NF = @. Ainsi V' est un voisinage
de 2 qui ne rencontre pas G. D’oit z ¢ G et on a 1’égalité souhaité.
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5 FIBRE TANGENT

Dans cette sous-section, on transfert le calcul différentiel classique sur les €*-prévariétés. On
introduit la notion de vecteurs tangents, d’espace tangent & une prévariété, de différentielle d’une
application... Contrairement au cas des ouverts de R™, I’espace tangent n’est pas I’espace vectoriel
(ou un sous-espace) ambiant (puisqu’il n’y a pas forcément d’espace vectoriel ambiant). En fait, a
chaque point x € M, on va associer un ensemble de vecteurs tangents qui forme 'espace vectoriel
tangent en x a M. Lorsque 1’on regroupe tous ces espaces, on obtient le fibré vectoriel tangent a M.

Dans la suite, on propose trois constructions de I’espace tangent. On montrera que les fibré sont
isomorphes.

VERSION ALGEBRIQUE I

Proposition-Définition 5.1 — Germes de fonctions. Soient (M, .«/) une ¢*-prévariété et = € M.
On note
€r(M) = Oy, = Lim ¢*(U, R).
zeU
la R-algebre des germes des fonctions de classe €% et
evM €F(M) —R
le morphisme d’évaluation en x. L’algébre €*(M) est une R-algébre locale de corps résiduel R et

on a la somme directe de R-espace vectoriel R1 @ Ker (evM)

Soient (M’, /") une ¢*-prévariété et f € €*(M,M’). On pose f(x) = y € M’. La composition
par f induit un morphisme de R-algébres locales f7 : %15“ (M) — €*(M) qui vérifient evMo f = evg/[.
De plus, on a id} = idgr gy Pour (M”, &7") une €*-prévariété et g € €F(M',M”). On a
(9o f)z= 1209,
Preuve.
¢EM)={(U,f), UeOuv,(M), fe€"(MR)}/%

ou Z est la relation d’équivalence donnée par

(U, f)% (V,g) — IWeOw(M), WcUnv, [ =g,

Pour U € Ouv, (M), on définit le morphisme de R-algébres
¢*(U,R) — R
€Vy U
o= fl@)
Pour V. .C U avec V € Ouv,(M), on a evy u = evy v o pu,v. Ainsi elle définit un morphisme de
R-algebres Lim ¢*(U,R) — R que I'on note evi'. Pour (U, f) € €¥(M), on a ev}((U, f)) = f(z).
zeU
Soit A € R, si f est 'application constante sur M égale a A, on a ev%((U, f)) = \). Ainsi evM
est surjective. Son noyau m est donc un idéal maximal de €*(M). De plus, si v ¢ m, il existe (U, f)
tel que (U, f) = v et f(x) # 0. Il existe alors V € Ouvy(x) tel que f(y) # 0 pour tout y € V.
Ainsig = f Iy € €*(V,R*) (voir la proposition-définition 3.46). Par composition avec I'application
x +— z~! (voir 'exemple 3.22), on obtient que g=* € €¥(V,R*) et donc g~ € €*(V,R) (voir la
proposition-définition 3.46). On a alors
(U7 f)(v7g_1) = 1%§(M)

et v est inversible dans f. Ainsi “m C €*(M)* et donc m est 'unique idéal maximal de €% (M) et

R-alg.

€F(M)/m =~ R. En particulier, on en déduit que m est un hyperplan de €*(M). Comme 1 ¢ m,
on obtient la décomposition souhaitée.
Pour U’ € Ouvyy (z), Papplication
Cgk(Ulv R) - Cgk(f_l(Ul)a R)
Comp(f,U’):

9 9w
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est bien définie (voir la proposition 3.70). Soit V' € Ouvyy (z) avec V/ ¢ M/
Comp(f, V') 0 pur v = ps-1(ury,f-1 vy Comp(f, U’).
Ainsi, comme
PE-1(V) @ © PE=1 (U FL(V) = PF(U) e
les morphismes Compyy, , = pg-1(ury,. © Comp(f, U’) vérifient
Compv/,x o pu v = CompU’,x

La propriété universelle de la limite inductive de R-algébre fournit alors un morphisme de
R-algebres fr : (M) — €F(M). Il est donnée par

1T g) = T g0y,

O ()

l(U/

M
x

evM(f2((U',9))) = g(f(x)) = g(y) = ev,M'((U', g))

En particulier, si m, (resp. m,) désigne I'idéal maximal de ¥ (M’) (€F(M)), on a f(m,) C m, et
Comp(f), est un morphisme de R-algebre locale.
L’égalité () montre que

On a alors, par définition de ev

id; (U, g)) = (U, ).
et pour (U’ h) €
9o () = @e N0 e (g0 7,
=TT U)oy
= f;((g’l(U’),hogb
= fzog; (U h))

gof)~1(U) )

gy
)

)

—I(U/

(v

Le morphisme ev} munit R d’une structure de €*(M)-module (que 'on note R, ).

Remarque 5.2 — Restriction. Soient (M, o) une ¢*-prévariété, U un ouvert de M et z € U.
On note i : U—M Dlinclusion qui est de classe ¥*. Montrons que I’application i’ réalise un
isomorphisme entre €% (M) et € (U).

En effet, pour (V,g) €, V est un ouvert de U donc de M et g € €*(V,R). Ainsi (V,g) € et
comme i~ (V) = VN U=V, on obtient

(Vo)) =T WVhgoi ) =(Veg

(x) Ainsi ¢% est surjective.
Soit (V,g) € tel que i%((V,g)) = 0. On a donc

(0,0) =i((V.g) = (VO U,g )

Par définition de Zvy, il existe W C UNV avec W ouvert de U (et donc de M) tel que Iy = 0.
On a alors par définition de %\ (ou comme pw z = Py 4 © PV, W),

)U

Ainsi ¢¥ est injective.
De plus, 'égalité (%) montre que, pour (g, V) € ..., I'élément (g, V) est un antécédent pour i*
de (g, V) . On en déduit que la bijection réciproque de ¥ est donnée par
¢ (U) — €7 (M)

V) — @,V)
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Proposition-Définition 5.3 — Espace tangent 1. Soient (M, /) une ¢*-prévariété et = € M. On
pose

T, (M) = Derg (‘Kf (M), Ry M)

le R-espace vectoriel des dérivations R-linéaires de €% (M) dans R, 1. On dit que T, (M) est I’espace
tangent a M en x.
Soient (M’, /') une €*-prévariété, f € €*(M,R) et y = f(x) € M’. On pose

iy, [T T
e D +—Dof:
On dit que T, (f) est la différentielle de f en .
Soient (M, o), (M, /') et (M", /") trois €*-prévariétés, f : M—M et g : M’ —M" deux
applications de classe €% et x € M. On a alors
To(idm) =idr, oy et Tpa)(g) o Talf) = Talgo f). (1)
Soient (M, &) et (M, /') deux €*-prévariétés, f : M — M’ un €*-difféomorphisme. Alors
T, (f) est inversible et

To(f)™h =Ty (fH). (2)

Soient (M, &) un €*-prévariété, U un ouvert de M et € U. On note i : U— M I’inclusion
canonique. Alors T, (i) : T,(U) — T, (M) est un isomorphisme.

Preuve. L’application T, (f) est bien définie. Soit D € T,;(M). Comme f est un morphisme de
R-algebres Do f est une R-dérivation de %Zf (N) dans le ‘gyk (N)-module obtenu par restriction des
MI
y

scalaires de R, n & ‘Kf (N) via f¥ n’est autre que R, N ce qui donne le résultat voulu.

Les égalités résultent de la proposition-définition 5.1 et précisément du fait que

*

scalaires de R, 1 & %, (N). Comme evy!” = ev)l o f*, le €, (N)-module obtenu par restriction des

idn; = idgr ) et (90 f)a=1i°9Fw-
Ona fof !=idy et f7lof=idy. Comme f~1(f(x)) = z, on obtient, avec (1),
Tm(f) o Tf(m) (fil) = Tf(x)(idM/) = ide(w)(M’) et Tf(l‘)(ffl) (¢] Tm(f) = Tx(ldM) = idTw(M)

La remarque 5.2 montre que T,.(¢) est un isomorphisme.

Remarque 5.4 — Application induite. Soient (M,.27) et (M/,.@") deux €*-prévariétés, f €
€*(M, M), U un ouvert de M et V un ouvert de M’ vérifiant f(U) C V. On note iy : U— M et
tv : V— M’ les inclusions

D’aprés la proposition 3.56 et la proposition 3.46, f induit une application fyv : U—V de
classe €*. Par définition f oiy = iv o fuv. La proposition-définition 5.3 montre alors que

To(f) 0 T2(iv) = T(s(a)) (iv) o Ta(fuv) - (3)

Exemple 5.5 — Ouverts de R™. Soient U un ouvert de R™ muni de sa structure de ¢ *°-prévariété
naturelle et € U. Pouré € [1, n], on note p; : U— R la restriction de application ¢ coordonnée
et «; 'image de (U,p; — pi(z)1) € dans €°(U).

Soit v € R™. On va construire, a I'aide de la propriété universelle de la limite inductive une
dérivation sur €,°(U) correspondant a la dérivation selon v. Pour V ouvert de U, on considére
I’application linéaire

v {%M(V,R) — R
v,T :
f = 0u(f)(z).
Pour W C V avec W € Ouv,(U), on a 8},’}; opuyv = 6;’1 Ainsi, grace a la propriété universelle de
la limite inductive (d’espaces vectoriels), on obtient une application R-linéaire 9, , : €°(U) — R.
Montrer que 0, , est une dérivation.

Soit v, € €°(U). On peut alors écrire v = (V, f) et v = (V/, f) avec (V, f),(V', f') €. On
a alors, par définition de %,




y=(VaVifiw ) Y =NVAVLE ) ety = VAV )
On a alors
0o (1) = aXQV,(mev' Flvav: )
= lyew (@32 Elvave I lvav (f”)axgv/(fl N

= eVE (V)02 (v') + evg (7)) -

Montrons que les applications

AU {Tm(U) — R” QU {Rn — T (U)
e et :

D +— (D(m1),...,D(awm))

I — 81,’1

sont des isomorphismes R-linéaires réciproques I'un de I'autre.
La structure de R-espace vectoriel sur T,(U) montre que AV est R-linéaire. Par ailleurs, pour
tout V € Ouvy(z), I'application v +— Y, est R-linéaire. L’application v ~ (9Y )VeOuvy (z) st

v,T v,z
donc R-linéaire. La propriété universelle de la limite inductive assure alors que v — 0,  est linéaire.
Notons (eq, ..., e,) la base canonique de #. On note alors 9; , plutot que O, 5. On remarque
que
Oix(aj) = Biz(pu.e(pj — pi(2)1)) = 07, (pj — ps(2)1) = bi ;- (*)
Soit v = (v1,...,v,) € R™. On a alors

Alzj o 65(7’) = (Ovz(a1),...,0pz(an))

Par linéarité de ©Y et grace a la remarque (%), on obtient

aﬂ,x(ai) = Zlvjaj’z(ai) =V;.
J:
Ainsi AU 0 ©V(v) = v.
Soit D € T, (U). Calculons ©YoAY. On pose v = (D(a1), . ..,D(ay)). On a alors Y o AY(D) =
Ov,z- Montrons que D = 0, 5. Soit v € €°(U). Comme les boules ouvertes de centre z de rayon

assez petit forment une base de voisinage de x, on peut écrire v = (V, f) ot V est une boule ouverte
de centre x contenu dans U. D’aprés le lemme d’Hadamard, on peut écrire

f=Ffl@1+ i(pi —pi(ac)l)h/gi avec ¢; € €°(V,R)

i=1

Pour i € [1, n], on note v; = (V,g;). De plus, on a (V, (p; fpi(:c)l)|v) = o;. Comme D et 9, ,

sont des dérivations et que ev(q;) = 0, on obtient
D(7) = f(x)D(1) + ;(gi(x)D(ai) +evy (ai)D(gi)) = ggi(I)D(ai)
et Do,x(7) = 22 9i(7) 0y .z (i) -
i=1
Comme v = (D(a),...,D(ay)), on en déduit par linéarité de ©F et grace a I'égalité (x)

81,,;8(041-) = éD(aj)é)j,x(ai, ) = D(Oél)

o8

et donc Ov,z(7) = >_gi(x)D(a;) = D(v) .

i=1

Ainsi OV o AY(D) = D.
On considére a présent un ouvert V de R™ (muni de sa structure naturelle de ¢ °°-prévariété)
et f:U—V une application de classe €>°. Montrons que, pour tout z € U, on a

A}/(x) o T(f)a o (AY) " =dfa. (4)
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On note ¢; : R™ — R Dl'application i® coordonnée ainsi que sa restriction a V et (§; I'image de
(V.¢i — ai(f(x))1) € dans €, (V).
Soit v € R™. Par définition, on a

(A}/(x) o T(f)a o (AD) ™M) (W) = (Ouw 0 f1(Bi))ief1,n']

)V. Ainsi

Pourie[1,n'],ona B; = (V,(¢g —qo f(z))1

¥’ (UNU’)

(£)z(8:) = (U, (gio f = gio f(x)1))
Finalement, par construction de 9, on a
Oz o (f)2(Bi) = dalgio f —gio f(2)1)(v)
= qi o da(f)(v)
Les i composantes de (A}, o T(f)z0(AF)™") et d(f)(v) sont donc égales, pour tout i € [1, n']

ce qui donne I’égalité voulue.
En particulier, si V est un ouvert de U et f =i : V — U est l'inclusion, on obtient 1’égalité

AU o T(i), = AY (5)

U

On suppose ici k = oo.

Proposition 5.6 — Dimension finie. Soient (M, &) une € *°-prévariété et € M. L’espace vectoriel
T, (M) est de dimension finie égale & dim, (M).

Preuve. D’aprés le lemme 3.3, il existe un ouvert U € Ouvy(z) qui est le domaine d’une carte
(U,V,n,p) € &. D’aprés la proposition-définition 5.3 et I'application 3.50, T4 (p) et Ty (z)(¢™ 1)
sont, des isomorphismes réciproques I'un de I'autre.

Comme T, (i) réalise un isomorphisme, on en déduit que Ty(4) (V) et T,(M) sont isomorphes.
Gréace a l'exemple 5.5, on en déduit que est T, (M) est de dimension n = dim, (M).

Proposition-Définition 5.7 — Fibré tangent. Soient (M, /) une &>°-prévariété. On considére
I’ensemble

TOM) = || T (M)
zeM
T(M) — M
Pwm:
DeT,(M) — z.
Soit U = (U, V,n, 1) une carte de &7. On note ¢ : U— M l’inclusion. On définit 'application
( { prl(U) — Ux R"

DeT,(M) — (=, Az(x) 0 Tyu(1h) o Ty(i)™h)

et I'application

et on note T(U) = (U, R, T(v))).

Soit @’ = (Uy)aeca un €*-atlas sur M contenu dans 7. 1l existe sur T(M) un unique €*-atlas
By tel que py soit un €F-fibré vectoriel réel et pour tout a € A, (T(Us))aca soit une carte
trivialisante pour py. De plus, on a By = Py En particulier, T(U) est une carte trivialisante
pour py, pour tout U € 7.

Soient (M’, &7’) une €°°-prévariété et f € €°°(M,M’). On considére I'application

| { T(M) — T(M)
Y € TLOM) — To(f)(y) € Ty (M)

Alors (T(f), f) est un morphisme de € *°-fibré vectoriel réel.

Soient (M”, &) une €*-prévariété et f' € €*(M',M”). On a (T(f'), f') o (T(f), f) = (T(f' o
f)a f/ © f) et (T(ldM)v 1dM) - idPM'
Preuve. On commence par montrer que py est bien définie. Pour x € M, on considére ’application
Pz : T (M) — M constante égale a x. L’application py; n’est autre que Papplication obtenue par la
propriété universelle de la réunion disjointe d’ensembles.
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Montrons que T(¢)) est bien définie. On reprend les notations de l'exemple 5.5. Soit U =
(U,V,n,9) € &. Pour x € U, on considére alors I"isomorphisme linéaire

Oy = AX(@') 0 Ty(1h) o Ty(i)™t: T (M) —R™.
Avec la structure naturelle d’espace vectoriel sur {x} x R™, on en déduit une bijection R-linéaire
T,(M) — {z} x R"
e { D (5. 0u.(D)).
On définit alors la bijection

| | T.M) — | | ({a} xR

oy = |_| Cup: { @€V €U
zeu D € To(M) — (z,0,(D)) = (pm(D), du»(D)) .
Comme put(U) = | |ToM) et | |({a} xR") =UxR",
zeU zeU

Papplication ¢y n’est autre que T(¢). Ainsi T(¢)) est bien définie, vérifie p; o T(v)) = pm. L'ap-
plication induite par T(¢) entre py~(z) = T(M) et {x} x R™ n’est autre que &y, qui est une
bijection R-linéaire.

Montrons que les conditions de la proposition 4.40 sont vérifiées. D’aprés la proposition 5.6,
I'ensemble py ! (z) = T, (M) est muni d’une structure de R-espace vectoriel de dimension finie.

Comme &' est un ¢*-atlas sur M, les domaines des cartes de ./’ recouvrent M.

Il suffit donc de montrer que, pour Y = (U,V,n,¢) € & et U = (U, V' n/ ¢) € &,
I’application

UNU — Homg(R™, R™)
61’”’{’: / —1 -1
v (p2oT(Y)s) ™" o (p2 o T(Y)z)
est de classe ¥°°. On va montrer que, pour x € UNU’, on a
e () = dy(ay (' 0 ™).

Pour cela, onnote i : U—=M, ¢ : U =M, 4 : UNU - U, i : UNU =V, j; : p(UNU") >V
et jo : ¥ (UNU’) =V’ les inclusions. Par définition, on a

S () = AZ’(w) 0T,(1") 0o Tyu(i") Lo Ty(i) o Tu(vh) Lo Az(x)_
Gréce a (2) et (5), on en déduit que

1

Suarer (x) = A%, 0 T4 (52) ™0 T (1) 0 T (i) 7L 0 T (1) © T (1) 1 0 Ty (1) 0 (ALY )) 7

On note Yyy : UNU =yp(UNT') et Yy : UNU =4/ (UNT) les applications induites
respectivement par v et 1)’ et ¥ = 1yyr o Tﬁ[_nly- On va montrer que

(Tyr(a)(d2)) " 0 Tu (1) 0 Ty (@) 71 0 Ty (i) 0 T () ™1 0 Ty (J1) = T(P) ()
L’égalité (3) appliquée a ¢ : U=V, UNU' C Uet »(UNTU’) C V donne
To(¥) ™t 0 Ty(a)(j1) = Te(ir) 0 To(Yuur)
De méme, pour 1/, on obtient
Tw’(x)(j2)71 © Tz(w/) = Tm(w%U/) o Ta:(i2)71
On pose j : UN U’ — M, l'inclusion. Comme j =i oi; = i’ 0 iz, on obtient grace a (1)
Ty(i1) ™! o Te (i)~ = Tu(s) " et Ty (i) o Tolin) = Ta(4)
Ainsi, on obtient
(T () (1)) H 0 Ta(¥) 0 Ta(i) ™ 0 T (i) 0 Ty (Y1) 0 Ty (2) = T (¥y1) © Tar(dhuwr) ™
D’apres (2) et (1), on a
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To(Whu) 0 To(uu) ™t = Ta(Wiu) © Ty (uu ) = Ty@) @iy 0 Yuw ') = Ty (V)

Finalement, on obtient grace a (4)

S () = A 0 Ty (W) 0 (ALY T = dyo) ¥ = iy (7 0 91
Comme &7 est un €>°-atlas, on en déduit que &4/ est de classe €°°. 1l existe une unique structure
de € *°-prévariété sur T(M) telle que pyp soit un € °°-fibré vectoriel sur M et (U, R™, /) une carte
trivialisante pour pyp.

Comme &7’ C o/ et que 'atlas B, est telle que py soit un €*-fibré vectoriel réel, T(U) une
carte trivialisante de py pour tout U € & Par unicité, on obtient B, = HAB. En particulier,
la structure de ¢*-prévariété sur T(M) ne dépend pas du choix du sous-atlas de 7. Ainsi, pour
U € of est une carte trivialisante, on obtient que T(U/) est un carte trivialisante pour py;.

Montrons que T(f) est bien définie. Pour tout 2 € M, I'application T, (f) : T4 (M) — T gz (M’)
est R-linéaire. Comme

| | Te(M) =T(M) et | | Ty M) € TQW),

zeM zeEM
l’application |_| To(f) : T(M) — |_| Ty (M)
zeM zeEM

définit une application de T(M) dans T(M’) qui n’est autre que T(f) qui est donc bien définie. De
plus, par définition, on a bien str py o T(f) = f o py et Papplication T(f), n’est autre que T, (f)
qui est R-linéaire.

Montrons que T(f) est de classe €*. On utilise pour cela la proposition 4.19. Soient U =
(U, V,n, ) e o et U = (U, V' ,n/¢))) € &’

Onnote W=p(UN f LU ))eti:U—=M, i :UNfYU)-U,i:U—-Metj:W—V
les inclusions.

Pour tout x € UN g~ (U’), on a, par définition de T(¢)") et T(z))

P2oT(h)e =AY 0 Ta(®)oTo(i) ™ et paoT(W) () = AV (ay) © Triay () 0 Ty ()"
Il s’agit donc de montrer que I’application
§:m =AY oy © Tiran (@) 0 Ty (i)™ o To(f) 0 Tu(i) 0 Tu () L0 AY )
est €. Grace a (5), on en déduit que
§(x) = A@\[f’/(f(z)) o T(pay (W) o Tf(ag)(il)_1 0 Ty (f) 0 T (i) 0 Ty ()" o Ty (1) 0 (Az,v(z))_l

On note fyy : UN f~1(U") = U’ et Yyy : UN f~1(U’') = W les applications induites par f et .
L’égalité (3) appliquée a9 : U—V, UNg Y(U) C Uet W C V donne

To(¥) ™! 0 Ty(a)(j1) = Te(ir) 0 To(Yuur)

De méme, pour f, on obtient

Tf(ac)(i/)i1 o Tm(f) = Tz(fUU/) o Tz(i1)71

-1

Ainsi, on obtient

5(z) = AY (f@;)) 0 Ty (') 0 Ty (') "1 0 Tu(f) 0 Tu(i) 0 To(p) " o Tw( Y1) o (A"
A'lb (f(a)) o Tf(a)(wl) © Tz(fUU/) o Tz(ll) oT, ( ) a:("(/}UU’) (A}Lv(x))il
=AY iy © Tra) @) 0 To(four) o To(Wuu) o (A ,) "

Comme l’application f =1 o fyu o huy " qui est Papplication f lue dans les cartes U et U’ est
de classe € par hypothése, on obtient, grace a deux (2) et (1),

Tty (®¥') 0 Tal(fovr) © Ta(Puw) ™t = Ty (¥') 0 Tul(f) © Ty (W ™) = Ty (¥ o f oy ™)

Finalement, on obtient grace a (4)
(@) = AV pay © Tu@ (@ 0 fopuu ™) o (AN )7 = dy() (¥ o fory™)

L’application § est donc de classe €°.
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Comme la famille (T(U))ycer (resp. (T(U'))ycar) forme une famille de cartes trivialisantes
pour py (resp. pjy) dont les domaines recouvrent M (resp. M’), la proposition 4.19 montre alors
que (T(f), f) € Homy, g (pn, prr)-

Soit e € T(M). On pose x = pm(e). On a alors T(f)(e) = Ty (e) € Ty, (M’), d'ott, avec (1), on
obtient

T()(T(f)(e) = Ty@) (f') o Ta(f)(e) = Ta(f o f)(e) = T(f o f)(e).

On obtient ainsi T(f") o T(f) = T(f" o f) et donc (T(f"),¢") o (T(f),9) = (T(f' o f),g" o g). De
plus, avec (1), on a

T(idm)(e) = Ty (idm)(e) = idr, () (€) = e = idrr(e)
et donc T(idM) = idT(M)- Ainsi (T(ldM), ldM) = idpM

Exemple 5.8 — Le cas d’un ouvert de R". Soit U un ouvert de R"™ qu’on munit de sa structure
canonique de € *°-prévariété. Comme le domaine de la carte i = (U, U, n, id) recouvre U, on obtient
en reprenant les notations de la démonstration de la proposition-définition 5.7 (puisque 7 = idy et
¥ = idy) que P'application

T(U) — UxR"
Pu: U
est un isomorphisme de fibré vectoriel.

Exemple 5.9 — Le cas d’un ouvert de M. Soient (M, o) une ¢°°-prévariété, U un ouvert de M
qu’on munit de sa structure canonique de % °°-prévariété et i : U— M l’inclusion. Montrons que
Papplication T(¢) induit un isomorphisme de € *°-fibré vectoriel réel au-dessus de U entre T(U) et
T(M)y.

Par construction, T(7) réalise une bijection de T(U) dans T(M)y et puy = pmoT(¢) = pmyoT(4)
et T(i), = Tx(¢) est R-linéaire.

On va utiliser la proposition 4.27. On considére &/’ I’ensemble des cartes de &7 de la forme
(U, V,n,9) on U C U. D’aprés exemple 3.49, les cartes de &’ forment un ¢ *°-atlas pour U.
L’exemple 4.20 et la proposition-définition 5.3 montre que la famille (T(U))ye o forme une famille
de carte trivialisante pour py et (pm)u.

D’aprés les calculs de la démonstration de la proposition-définition 5.3 et ceux de la proposi-
tion 4.27, on a

T() o T(i) o T(¥) ™" : (,0) = (2, dy(a) (Y0 i 09 ™) (v)) = (2, v)

est un €*-diffsomorphisme. On en déduit que T(i) en est un.

VERSION ALGEBRIQUE II

Proposition-Définition 5.10 — Espace tangent 2. Soient (M,.«7) une €*-prévariété et z € M.
On note m, I'idéal maximal de €5°(M).

T (M) = (mg/(mg)?)*
On dit que T, (M) est l’espace tangent & M en x.

Soient (M’,.o7") une €*-prévariété, f € €*(M,M’) et y = f(x) € M'. L’application f} induit
une application T, (f) : Tp(M) — Ty, (M'). On dit que T, (f) est la différentielle de f en .

Preuve. On note m, l'idéal maximal de € °(M’). Comme f;(m,) C m, (voir la proposition-

définition 5.1), on a fX((my)?) C (m,)% Par passage au quotient, on obtient une application
77 tmy/(m,)? —m,/(my)2. On pose alors T, (f) = 7.
Proposition 5.11 — Isomorphisme. Pour (M, .«7) une €*-prévariété et = € M, on note TL(M)

(resp. T2(M)) I'espace tangent en = & M de la proposition-définition 5.3 (resp. proposition-définition 5.10).
Il existe un isomorphisme M : TL(M) — T2 (M).
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De plus, pour (M’,.&7’) une €*-prévariété et f € €*(M,M’), on note TL(f) (resp. T2(f)) la
différentielle de f en 2 & M de la proposition-définition 5.3 (resp. proposition-définition 5.10). Le
diagramme suivant est alors commutatif

Tl
1 (M) =L 1 (0

wi’ll lw%>
T2(f)
T2 (M) —= T3 (M)

Preuve. Construisons ¢M. On note m,, 'idéal maximal de €%(M). Soit D € TL. Pour 7,7’ € m,, on
a DY) = evM(y)D(y) + evM(7/)D(y) = 0. On en déduit que D((m;)?) = 0. Ainsi la restriction
de D & m, passe au quotient et définit une application linéaire D : m,/(m;)? — R c’est-a-dire
D € T2(M). On pose alors M (D) = D (les propriétés de la restriction et du passage au quotient
montre que M est R-linéaire).

Construisons ¥ I'isomorphisme réciproque de ¢). On note 7 : m; —m,/(m;)? la surjection
canonique. Soit v € T2(M). D’aprés la proposition-définition 5.1, on peut considérer application
premiére projection p : €¥(M) = R1 & m, —m,. On définit alors ¥} (v) = v o 7 o p. Montrons
que YpM(v) € TL(M). Pour v,~" € €¥(M), on pose

y=A+v et Y =N+~ avec AMNER et v,y €m,.
On a alors
Yo (V) (1) = Y (W) ANT+ (M + XNy +791)) avee My + Ny 7] € mg.
On obtient ainsi ¥ (v)(vy') = v o T(Ay; + N1 + 717;). Comme v, € (m,)?, on en déduit que

P () (7)) =vor(M] + Nm) = dwon(y)) + Nvom(n) = A (0)(v) + N (v)(7) -

Comme evM(y) = X et evM(y) = X (puisque m, est le noyau de ev)!

Uy (v) € TL(M).

Soit v € T2(M). La restriction & m, de ¥ est v o 7. Par unicité de ’application obtenue par
passage au quotient, on en déduit que v = M (M (v)).

Soit D € TL(M). On a (Do D), = Dorm = Dy, - Comme D est une R-dérivation, on a

D(R1) = 0. Comme Domop(R1) =0, on en déduit, grace a la décomposition de la proposition-

définition 5.1 pM((D)) = Domop=D.
Montrons & présent que le diagramme est commutatif. Soit D € TL(M). On note 7y, :

), on obtient le fait que

my

m, —m,/(m,)? la surjection canonique. Par définition, @%;)(T%A(D)) est I'unique application g
telle que g o mp(p) = Do f;|m .
Y

Or T (oM (D)) = TY(D) = D o fz. Par définition de f7, on a f o Tf(e) = T O f;|my . Par

définition de D, on a Dow = Dy, . Ainsi

5of_;o7rf(x) = D|mw of;|my = (Dof;)|my.

VERSION GEOMETRIQUE

Proposition-Définition 5.12 — Espace tangent 3. Soient (M, .«/) une %*-prévariété. On note

AM{(Z/[,IE,”U)EJZ/XMX |_|R”, U carte de &7 en z, vGRdim“}
neN

On considére sur Ay la relation %)y définie par
U, z,0) U, 2" V) = =10, v =dyu)(¢ o o H(v)

ou ¢ (resp. ¢’) désigne le transfert de U (resp. U'). Alors %\ est un relation d’équivalence.

On dit que T(M) = Ay /% est le fibré tangent de M. Lapplication (U, x,v) € Ay —x € M
passe au quotient par %y et défini une application py : T(M) — M. On dit que py~t(z) = T, (M)
est l’espace tangent a M en x.
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Il existe sur T(M) une structure de €*-prévariété telle que py soit un €*-fibré vectoriel réel.

Soient (M’,.@7’) une €*-prévariété, f € €*(M,M’). L’application f induit une application
T(f) : T(M) — T(M’) telle que (T(f), f) soit un morphisme de €*-fibré vectoriel réel. Pour = €
M, on note To(f) : To(M)— T, (M) I'application induite par T(f). On dit que T,(f) est la
différentielle de f en x.

Soient (M”, .&7"") une €*-prévariété, g € €% (M’, M"). On a alors

(T(gof),gof) = (T(g)7g)O(T(f)7f) et (T(idM)vidM) :idPM'

Remarque 5.13 T.(M) = ...

VERSION DYNAMIQUE

5.1 FIBRE COTANGENT

Proposition-Définition 5.14 — Fibré cotangent. Soient (M, .«7) une ¢ *°-prévariété. On considére

I’ensemble
T (M) = | | (T.(M))*
reM
T*(M) — M
et I'application Dyt
y € (To(M))" +— .

Soit U = (U, V,n, 1) une carte de «7. On note i : U— M linclusion. On définit 'application

pi H(U)  — U xR
T () * LAV =1y —1
y € (Ta(M))" — (2, (Aymy 0 Ta(®) 0 Ta(i)™) )
et on note T*(U) = (U,R™, T*(¢))).

Soit &' = (Uy)aea un €>-atlas sur M contenu dans 7. 1l existe sur T*(M) un unique 4°-
atlas By tel que py; soit un € °-fibré vectoriel réel et pour tout o € A, (T*(Uy))aca soit une carte
trivialisante pour p};. De plus, on a By = ZB.y. En particulier, T*(U) est une carte trivialisante
pour pj;, pour tout U € &7.

Preuve. Il s’agit de I'application de la proposition ?? au fibré T(M) et au foncteur contravariant
« dual ».

5.2 DIFFERENTIELLE

Proposition-Définition 5.15 — Différentielle.  Soient (M, .o7) une €*-prévariété et f : M—R
une application de classe €*. On note ¢y, : T(R) — R x R I'isomorphisme de €*-fibré vectoriel de
I’exemple 5.8 appliqué & U = R. Pour z € M, on considére I'application linéaire

proypyoT.(f) = AD}(z) o T, (f): To(M)—R.

que l’on note df(z). On dit que df(x) est la différentielle de f en x.

Pour tout z € M, df(z) € (T,(M))*. De plus, pour D € T,(M), on a df(z)(D) = D(f) ou f
désigne 'image de f dans €2°(M). L’application df : z — df(z) appartient a I'so (pyg, M). On dit
que df est la différentielle de f.

Preuve. Par définition, T, (f) et AD}(I) sont linéaires. Ainsi df(z) lest. Par pour D € T, (M), on
a

df(2)(D) = AF,, o To(f)(D) = D(f;(a))
ol « désigne I'image de idy dans ‘fffz)(R). Par définition de f¥, on obtient que f¥(a) est 'image
de idy o f = f dans €2°(U). Ainsi, df(z)(D) = D(f).
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Comme df(z) € (T(M))*, on a py; o df = idm. Il suffit donc de montrer que df est de classe
E>.

On considére pour cela une carte U = (U, V,n,¢) € &/. On note ¢ : U— M l'inclusion. Par
construction de la structure de €*-prévariété sur T(M)* (voir I'exemple ?? et la proposition-
définition 5.7), on dispose de la trivialisation

. w e (Tz(M)*) I (ZaWOTz(i)OTx(w)_l O(Az(x))_l)
Par définition de df,, on obtient, pour x € U,
(T* () 0 df)(@) = T*(W)(Af,) = (2, A, 0 Tu(f) 0 Tuli) 0 Tu() L o (AY, )71,
Le calcul de la preuve de la proposition-définition 5.3 appliqué a la carte U de &7 et a la carte
(R,R,1,idg) de R montre que
(T*(¢) 0 df)(z) = dy)(for™).
Ainsi, comme f o1 et ¢ sont €°°, on en déduit que T*(¢)) o (df)|U est de classe €°°. Or 1y est

un ¢*-difféomorphisme, on déduit que (df )|U est de classe ¥°°. Ainsi la restriction de df a tout

ouvert U qui est le domaine d’une carte de &7 est de classe ¥°°. La proposition 3.56 montre que
df est de classe €°°.

Exemple 5.16 — Si U est un ouvert de M.  Soient (M, /) une €*-prévariété, f : M — R une
application de classe €%, U un ouvert de M et i : U— M I’inclusion. Montrons que, pour z € U,

@f), = T@ed(,) (6)

Comme f|U = foi,o0na, pour z € U,

d(f), @) = AR o Tu(f, ) = ARy 0 Tu(f) 0 Tuli) = df (&) 0 T i) = "Tu(0) (df(2)).

ce qui donne le résultat souhaité.

Exemple 5.17 — Si U est un ouvert de R™.  Soit U un ouvert de R™. On considére la structure
naturelle de ¥ °°-prévariété sur U donnée par la carte U = (U, U, n,id). L’application

T™(U) — Ux (R")*
T*(id):
y € To(U) 7 (2,w 0 Ty (i) 0 To(id) "' o (AF) ™)
réalise un isomorphisme de € *°-fibré vectoriel réel. Montrons que, pour f € €*(U,R), on a

pa o T*(id) odf = Df. Le calcul de la preuve de la proposition-définition 5.15 appliqué a la carte
U montre que T*(id) o df(z) = (x,D,(f)) ce qui donne le résultat.

Lemme 5.18 — Ecriture d’'une forme différentielle.  Soient (M, .o7) une *°-prévariété et U =
(U,V,n,¢p) € o/ et L€ N. Pouri € [1, n], on note p; : V— R Papplication ¢ coordonnée et ¢; =
p;o1. On note Z¢([1, n]) U'ensemble des parties a £ éléments de [1, n] et pour I € Z([1, n]),
Q/JI:d"LZ)Z'l /\"'/\dl/}il OflI:{’il,...,iz} avec 11 < - - < ip.
L’application
(¢>(U,R))? 1) — Qf(U)

(Mrez,((1,n) >, fidyn

leZy([1,n])
est un isomorphisme de ¢ (U, R)-module.
Preuve. Le cas ¢ = 1. Montrons que p; o A;f(z) o Ty(¢h) = Aﬁi(x) o Ty (1) = deps(x) pour tout
x € U. Pour i € [1, n], on note «; (resp. ;) I'image de p; € €°°(V,R) (resp. ¢; € €>°(U,R))

dans €, (V) (resp. €5°(R)).

Par définition, on a, pour D € T,(U),
pio A, 0 T,(6)(D) = D(¥: (1))
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Or, par définition de %, I'élément ¢} (a;) n’est autre que 'image de p; 0 Y% >° (U, R) dans €.°(U).
Comme p; o9 = 1;, on obtient, grace a la proposition-définition 5.15

; O AZ(;C) +()(D) = D(6;) = dopi (x)(D).

Proposition-Définition 5.19 — Différentielle. Soient (M &) une € *>°-prévariété. Pour tout £ € N,
il existe un unique morphisme de faisceaux abéliens d : T (pi;) — T'oo (pi1 ") vérifiant les propriétés
suivantes

(1) dp est la différentielle ;

(41) Pour tout o € T (piy, U) et B € Too(pf, U), on a

dorm(a Ay B) = de(@) Au B+ (—1)fa Ay dm(B) ;
(idd) dy o do = 0;
Preuve. Explicitons la signification du point (7). On utilise l'identification de 'exemple 4.37
pour définir dy. Pour U € Ouv(M), on note iy : U— M linclusion. Pour f € Foo(pl*\;[O,U) =
T (Trivyy, U), on pose
dg (f) = T*(iv) o d(p2 o f).

D’apreés la proposition-définition 5.15, d(paof) € T' (101*\;[17 U). Par composition, dJ (f) € T'w (101*\;[17 U)
(voir le lemme 4.38). Soient f,g € T's (101*\;[O7 U) et x € U. Par définition de la somme de deux sec-
tions, on a pa o (f +g) = pa o f + pa 0 g. De plus, comme d est additive et T*(iyy) est un morphisme
de € °-fibré vectoriel réel, on obtient

A5 (f +9) = T*(iv) o d(p2 o (f + 9))

T*(iv) o (d(pz o f +p20oyg)
T*(iv) o (d(p2 o f) +d(p2 0 9))
T*(iy) od(pz o f) + T*(iy) o d(p2 © g)

Soit V € Ouv(M) vérifiant V C U. On note i : V— U l'inclusion. On a alors
Q¥ (f1,) = T(iv) od(pz o (f1,,)) = T*(iv) 0 d((p2 o f)

Comme iy 0 iy = iy, on a T*(iy) = T*(iy) o T*(i{}). L’égalité (6) montre alors
aY(f,) = T(iv) o T*(Y) 0 d((p2 0 S}, ) = T (i) o (Alpz 0 )}, = Y (f), -

Ainsi dy est bien morphisme de faisceaux abéliens.

Supposons qu’une telle famille d’application existe et montrons qu’elle est unique.

Soit U le domaine d’une carte de & et a € ' (pﬁ,[, U), on peut écrire a comme une somme de
terme de la forme fd(g1) A--- A d{ge. On peut alors écrire grace a (ii)

dg (@) = dg'f AdF (g1) A+ NG ge + f A dy (A5 (g1) A -+ AdG ge)
Montrons que dy (d§ (g1) A -+ Ad§ge) = 0. On va montrer par récurrence sur i que
dy (df (g1) A+ A dfge = (=1)'d§ (g1) A+ A (g3) A de—i(dF (gia) A+ AdE (90))

Pour ¢ = 0 le résultat est trivial. Le point (i4) montre alors que

|V)'

de—i(dg (giy1) A--- A dF (ge)) =
AV dF (giv1) A dF (gig2) A Adg (ge) — G (gir1) A de—i—1(dF (gig2) A+ Adg (ge)) -

Comme dY o dj = 0, on obtient le résultat voulu. En particulier, avec i = ¢ — 1, on obtient
dy (dg (g1) A+~ Adfge = (=1)71d (g1) A -~ A d (df (ge)) = 0. Ainsi &y (a) = df/(f) A dF (91) A
A dg(gg). A1n51 on obtient que dy est uniquement déterminé pour tout ouvert U qui est le
domaine d’une carte de /. Comme les domaines des cartes de & recouvrent M, on en déduit que
dy est unique.
On définit ensuite au-dessus d’une carte et on vérifie que c’est compatible puis on utilise le
critére de recollement...
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6 CONNEXION SUR UN FIBRE VECTORIEL

Définition 6.1 — Connexion. Soient (M, &), (E, %) deux €°-prévariétés et p : E— M un €>°-
fibré vectoriel sur K. Une connezion V = (Vu)ucouv(u) sur le fibré vectoriel p est un morphisme
de faisceaux de groupes abéliens de I'y(p) — I'r(p ® py;) vérifiant pour tout U ouvert de M, toute
section de s € T'y(p, U) et toute f € €*(U, K)

Vu(fs) = s @ df + FVu(s). (1)

Remarque 6.2 — Linéarité. Soit A € K, en appliquant 1’égalité (1) a la fonction constante f =
on obtient que Vy est K-linéaire pour tout U ouvert de M. Ainsi V est un morphisme de faisceau
de K-espaces vectoriels.

Exemple 6.3 — Fibré trivial. Soient (M, .«7) une €*-prévariété, F un K-espace vectoriel et Trivg/[
le fibré trivial de fibre F. Le faisceau des sections de Trivl; s’identifie au faisceau des fonctions de
classe €% a valeurs dans F et p ® pj; s’identifie au faisceau des formes différentielles & valeurs dans
F.

Soient U un ouvert de M, f € €*(U,F), # = (ey,...,e,) une K-base de F et %* sa base duale.
Pour f € €*(U,F), on peut écrire

i
f=2giei
=1

,
avec g; = ¢;* o f € €%(M,K). On définit alors df = > dfie;.

=1

n
Pour toute décomposition f = > u;f; avec f; € F et u; € €%(M,K), on a
i=1

df = > duifi.
=1

T
En effet, en posant f; = ) vije; avec 7;; € K, on obtient,
j=1

d’ot, grace a la K-linéarité de d, on obtient

df = Zld { Z:l’yijui} €5 = Z Z’yijduiej == Zld’ulfZ
1= 1= 1=

j=li=1

Pour g € €%(U,K) et f € €*(U,F),onadg- f =g-df + fdg. En effet, pour f = Y fie;, on
=1

7

T
ag-f=> gfie;. Ainsi
i=1

1(dgfiez- + gdfie;) = fdg+ gdf .

d(g- f) = 2 d(gfi)ei =

r r
=1 1=

Ainsi d définit bien une connexion.

Proposition 6.4 — Différence de connexions. Soient (M, &), (E, %) deux & °°-prévariétés
et p : E—=M un ¥°°-fibré vectoriel sur K. Deux connexions V et Vi sur p alors V — V; €

Hom o, (I (p), Tk (p % py)) = L'k (py ® Endg 1. (p))-
Réciproquement, si V est une connexion sur p et w € Homy(T'k(p), Tk(p x p3y)). Alors V 4+ w
est une connexion sur p.

Preuve. Bien sir, V — Vi est un morphisme de faisceaux abéliens. Soient U un ouvert de M,
f€€*(U,K) et s € Tx(p,U), on a

(VU =V (f-s)=s@df+ fVY(s) —s@df — V17 (s) = F(VV = VV1)(s).
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On a V 4+ w qui est un morphisme de faisceau abélien. Par ailleurs, Soient U un ouvert de M,
f€€*(U,K) et s €T,(p,U), on a

(VY +w)(f-s)=s@df + fVY(s) + fwY(s) = s@df + f(VY +wY)(s).

Exemple 6.5 — Connexion sur un fibré trivial. Soient (M, .«7) une €*-prévariété, F un K-espace
vectoriel et Trivi; le fibré trivial de fibre F. Toute connexion sur Trivi; est de la forme d 4w on d

est la différentielle (6.3) et w € T'x(p}; ® Ende(Trivf/I)). Or EndK,k(TriVE/[) = Trivf/[nd“‘(F). Ainsi
toute connexion sur Trivl; est de la forme

V=d+> fiw; avec f; € Endg(F),w; € Q'(M),]fini
iel

V(s)(z) = (ds)(z) + %fﬁ(S(x))wi(x)
On suppose k = +o0o. Une connexion s’étend en une famille de morphismes de faisceau de
C-espaces vectoriels
VY Q4 @ Tr(p) — Q4™ @ Di(p).
En effet, au-dessus du domaine U d’une carte de &/ qui est un ouvert trivialisant pour p, on a
Q% @ Tk(p)(U) = Q4 (U) ®o, ) Tk(?, U). On peut définir VU par
ViV (a®s) =dla® s+ (—1)Pa A V(s)
En effet, Papplication B : (a, s) — d%a ® s + (—1)Pa A V(s) est C-bilinéaire et vérifie
B(fa,s) =d(fa) @ s+ (—1)PfanV(s) =daA fs+df ha®@s+ (—1)PfaAV(s) =
da A fs+ (-1)Pandf@s+ (—1)PaAn fV(s) =daA fs+ (=1)Pa AV(fs) =Bla, fs)

elle passe au produit tensoriel et définit une application C-linéaire. De plus, si V C U, alors
V est le domaine d'une carte de o/ qui est un ouvert trivialisant pour p, Qf; @ T'k(p)(V) =
0 (V) ®0,(v) Tk(p, V) et le morphisme de restriction est donné par pu v ® py,v. Ainsi, comme d?
est un morphisme de faisceaux et V, on obtient,

ve(a® 8y = (dia), @5 + (1P, AV(s), =dieg ) @5 + (—1)Pey AV(s )=
V‘?’V((a®s)|v)

lv

On obtient ainsi le résultat souhaité.
Définition 6.6 — Courbure. Soient (M, <), (E, %) deux € °°-prévariétés, p : E— M un €*°-fibré
vectoriel sur K et V une connexion sur p. La courbure de la connexion V est le morphisme de
faisceau de K-espaces vectoriels R = V! o V : Ty (p) — Q2 ® Tk (p).

On dit que V est plate ou sans courbure si R = 0.

Proposition 6.7 Soient (M, &), (E, %) deux €*°-prévariétés, p : E— M un €°°-fibré vectoriel
sur K et V une connexion sur p.

VitVi(a® s) = VI (d9(a) @ s + (—1)a A V(s)) = d9T1d?(a) @ s + (—=1)9T1d9(a) A V(s) +
(—1)9a A V(s).

Exemple 6.8 — Fibré trivial et connexion plate. Soient (M, .«7) une €*-prévariété, F un K-espace
vectoriel, Trivy le fibré trivial de fibre F et V = d+w une connexion sur Trivy; (voir exemple 6.5).
La connexion V est plate si et seulement si dw +w Aw = 0.
En effet, si V est plate alors en posant w = >_ fiw;, on obtient

i€l
dw+wAw=7>3 fid(ws) + Y fifjwi A w;
i€l i€l
Or, pour s € OF(U), on pose s(x) = > s;(z)e; avec s; € O¥(U)
j€d
V(@) = dsla) + £ Ale))os(0) = e ales + LAl w)os(z)
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et done VY (s)(2) = 3 V(e = g @)e;) ) + SV = fley)og @) () =

%}dQSj(x)ej —d(s )( ) AV(z =€) + Zﬁ(eﬁ d(s; (2)wi(2)) — s(2)wi(z) A V(2 = fi(e;)) =
>, —d(sj)(@) A X_filej)wilx) + Zfz(e] ( (s5) (@) Awi(z) + 55(2)d(wi) (@) — 8 (2)wi(z) AV (2 —

JjeJ i€l

file;)) =
%(%fi(ej)sj(x)d(wi)(fﬂ) = sj(@)wi(x) A _%fz" (filej))wir (2)) =
%fi(s(x)) (wi) (@ )+( ZGI fi fi(s(2))wi (z) A wi(x).

car V(z — [f)(z) = d(z — f) + Lfi(Hwi(z) = L fi(Hwi(z) et d(z — s(z)w(z))(z) =

i€l i€l
ds(x)w(x) + s(x)d(w)(x).
D’ou le résultat. Réciproquement, en appliquant avec s(x) = y constante, on obtient la réci-
proque.
On note v la fonction constante égale 4 1. On a pour VV f = V(df + fw) = d%2f —df A Vv +
fAdw—wAVf=df Adv—df Aw+ fdw—wAdf —wAwf = f(dw + w Aw).

CONNEXION, CONNEXION PLATE ET SOMME DIRECTE

Proposition 6.9 — Somme directe. Soient (M, .«7), (E1, %) et (Ea, Bs) trois €*-prévariétés et
q1: E1—M, ¢ : Es =M deux €*-fibrés vectoriels sur K.

Pour p € N, les fibrés vectoriels QO ® (1 @ g2) et (¥ ® ql) (QP ® g2) sont canoniquement
1somorphes (V01r exemple ??). Ainsi, Pour j € {1,2}, on note i} € Hom,, (2" ®¢;, 2 ® (¢1 g2))
(resp. 7% € Homy, 1 (2P @ (q1 © g2), W @ ¢5)) les homomorphlsmes canoniques (voir 'exemple 77)
obtenus par composition avec I'isomorphisme entre QP ® (g1 ® ¢2) et (2P ® q1) D (2P ® g2).

Soit V; (resp. V2) une connexion sur g; (resp. g2). Alors V = i}V 179 +i3V,r§ est une connexion
sur ¢1 @ qz2. De plus, pour j € {1,2}, on a

T WV =y, r = TIVzOrO Vil = i}Vj = i}r}Vz’? et V; = T}Vig.

3'ir
Réciproquement, si V une connexion sur g1 &¢s alors, pour j € {1, 2}, le morphisme V; = rjl- Vi?
est une connexion sur g;.

Preuve. Montrons que V est une connexion. Par composition et somme (voir la proposition ??), V

est un morphisme de faisceaux abéliens. De plus, comme 7“5-’ et i;’ sont Ok-linéaires pour j € {1, 2}

et p € {0,1}, on a, pour un ouvert U de M, f € Ok(U) et une section s de ¢; @ ¢ au-dessus de U
V(fs) =iiVi(fri(s)) +i5Va(fry(s)) =

ip(df @ rY(s)) + i (fV(ri(s))) +is(df @19(s)) +iz(fVa(ri(s))) =
i (df @ r9(s)) +iz(df @ 19(s)) + f(i1Vir(s) + i3Vird(s)) = df @ s+ fV(s)

Comme, i3 = 0, 791 = 0 et pour j € {1,2} et p € {0,1}, on a r¥if = id, on en déduit que

rivi¥ = r{itvirid + r{ilVordi? = v,

et iV = rliiVird + rlilVar§ = Vird
et Vi¥ = iiVir%§ + il Vordil = itv,
puis que itrivi{ =itvy; = vi¥ et rivilr) = vir{ =riv.

De méme,

riVi9 = Vs, riV = Vard, Vil =ilvy, iyriViy = Vi et  riViyr§ =riv.

Réciproquement, si V est une connexion sur q; & g2 alors, comme 7’? et zj sont Ok-linéaires
pour j € {1,2} et p € {0,1}, on a, pour un ouvert U de M, f € Ok(U) et une section s de g;
au-dessus de U

Vi(fs) =iV (fij(s)) = rj(df ®ij(s)) + rj(FV(i5(s))) =
rHdf @ i9(s)) + f(riVid(s) = df @ s+ fV,(s).
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Remarque 6.10 — .  Soient (M,.«7), (Ey, %) et (Eg, %) trois €*-prévariétés et q; : By — M,
g2 : E5 — M deux €*-fibrés vectoriels sur K.

La proposition 6.9 permet de construire & partir d’'une connexion sur ¢; et sur g une connexion
sur ¢q; P qo et, & partir d’'une connexion sur ¢; & ¢o, une connexion sur q; et sur ¢s.

Si Vi (resp. V2) est une connexion sur ¢; (resp. g2) alors la connexion sur ¢; (resp. g2) construite
A partir de la connexion sur ¢; @ ¢ donnée par V; et Vs n’est autre que Vl (resp. Va).

Réciproquement, si V est une connexion sur q; @ ¢go qui vérifie ’I“IV’L r = rlv pour j € {1,2}
ou i; ’I“IV’L sz pour j € {1,2} alors la connexion sur g; @ ¢2 constrmte a partlr des connexions
sur q1 et qg données par V n’est autre que V.

En effet, on a

% — ZIVITI + 22V2T2 — Zl’l“IV’Ll?“l + 227“2v27/27'2 V“?‘l + v27/2’r2 V(’Lﬂ“l + 227"2) V

ou V= i1V1rd +i3Vard = iiriVilr? +ilrdVaidrd = ilriV + idriVe = (itr] +idrl) V=V

Les hypothéses effectuées sur V assurent que V(s1,0) est de la forme (¢1,0) et V(0, s2) de la
forme (0, t2).

Proposition 6.11 — Somme directe et connexion plate. Soient (M, %), (E1, %) et (Ea, %2)
trois €*-prévariétés et g1 : E1 — M, go : Eos — M deux €*-fibrés vectoriels sur K.

Pour p € N, les fibrés vectoriels QO ® (g1 @ g2) et (¥ ® ql) (QP ® g2) sont canoniquement
1som0rphes (v01r Pexemple 7?). Ainsi, Pour j € {1,2}, on note i} € Homy, i (2" ®¢;, % ® (¢1 ©g2))
(resp. ¥ € Homy, 1 (P @ (q1 © ¢2), W @ ¢5)) les homomorphlsmes canoniques (voir 'exemple 77)
obtenus par composition avec I'isomorphisme entre QP ® (g1 D ¢2) et (2P ® 1) D (P ® g2).

Soient V une connexion sur q; @ ¢o et V1 et Vs les connexions sur ¢; et go construite & partir
de V. On suppose que V vérifie T}Vz’? =7 IV pour j € {1,2} ou ’LI’I“IV’L Vi? pour j € {1,2}.
Alors V est plate si et seulement si Vy et Vg le sont.

Soient V; (resp. V2) une connexion sur ¢; (resp. g2) et V la connexion sur ¢; @ g2 obtenue a
partir de V1 et Va. Alors V est sans torsion si et seulement si Vi et Vs le sont.

Preuve. Soient V; (resp. V3) une connexion sur ¢; (resp. ¢2) et V la connexion sur ¢; @ g2 obtenue
a partir de V1 et V5. Montrons que V est sans torsion.
On va montrer que V¢ = 47 V%? 417 v1r? Au-dessus d’'un ouvert de M qui trivialise ¢; et
g2 et qui est une carte de &7, on a I'(QP ® qj,U) OP(U) @ I'k(p, U) d’ou
Vi(a® (s1,82)) = di(a) ® (s1,82) + (~1)Ia A V(s1, 52). {Vir] +i3Viri(a ® (s1,52)) =
{Virf(a® (s1,82)) +i5Viri(a ® (s1,52)) =
iIVi(a®s1) + igVQ(a ® s3) =
i1(d(a) @ s1 + (—1)9a A Vi(s1)) +i4(d%(a) @ s2 + (—1)%a A Va(s2)) =
(d?(a) @ (s1,82) + (=19 A (i1Vi(s1) + 13 V2(s2)) =
(d?(a)® (s1,52) + (*U"OM(' Vir{(s1, 52) +i3Vari (s, 52)) = d?(@) ® (s1,52) +(=1)9aAV(s1, 52).
Ainsi, on a VIV = (i3Virl +i3Vird) (i1 Vir) +iiVard). Comme rlil, = §;;/id, on obtient,

J }/
VIV = 2Vivir) +i3Vivyer) =0

puisque Vi et V3 sont plates.
Montrons que V§ = T?HV%?. En effet, on a

Vila®s) =di(a) @ s+ (—1)%a AV (s)

et qHti (a®s) = r?“Vq(a ® (s,0)) = r?“(dq(a) ® (5,0) + (-1)9a A V(s,0)) =
di(a) ®@ s + (71)‘104 /\7”1V21( ) =d% (o) ® s+ (=1)%a A Vi(s).

Si V vérifie les hypothéses alors V? aussi. En effet, Zqul qHqu (a®s) = i;”l "yia @
(5,0) = T (@) © (5,0) + (~1)%a A V(s,0)) = d¥(a) © (5,0) + (~1)%a A AriVil(s)
di(a) ® (s 0) + (=1)%a A Vi (s).

Viil(a®s) = Via®(s,0) = (d(a)@(s,0)+(=1)9aAV(s,0) = d?(@) @ (s,0)+(—1)2a AV (s).

r IV (@ ® (s1,82) = 1] V(@ ® (55,0) = 1] (dY) @ (s1,0) + (= )qoé AV(s1,0)) =
d9(a) @514 (—1)?aAr;V(s1,0) == dq(Oé)®51+(71)qa/\7"1v107"0(51,52) d9(a) ®@s1 4+ (—1)%aA
T;V(Sl,SQ).
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rITIVI(a® (s1,50) == rTT(d9(a) @ (51, 52) + (—1)7a AV (s1, 52)) = d?(a) ® (s1,0) + (—=1)%a A
riV(s1,52).

Réciproquement, si V est sans torsion et vérifie les hypothéses, on a ViV, = r2Viilrl Vil =
r?2V1Vi{ = 0. De méme avec Vs.
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