CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LES VARIETES HOLOMORPHES

1.1 RAPPEL D’ALGEBRES

1.1.1 DERIVATIONS

Proposition-Définition 1.1 — Dérivation. Soient k& un anneau commutatif unitaire, A une k-algébre associative
unitaire commutative, M un A-module et D : A — M une application. On dit que D est une k-dérivation de A
a valeurs dans M si D est k-linéaire et pour tous a,b € A, on a

D(ab) = aD(b) 4+ bD(a) .
L’ensemble Dery (A, M) des k-dérivations de A & valeurs dans M est un sous-k-module de Hom,, (A, M).
Preuve. Soient A\, € k et D,D’ € Derg(A, M), on a AD + uD’ est k-linéaire et, pour tous a,b € A,
(AD+uD")(ab) = AD(ab)+ pD’(ab) = A(aD(b)+bD(a)) +p(aD’(b)+bD'(a)) = a(AD+pD’)(b) +b(AD+uD’)(a) .
Ainsi AD + uD’ est une k-dérivation de A a valeurs dans M. u
Proposition 1.2 — Dérivations. Soient k£ un anneau commutatif unitaire, A, B deux k-algébres associatives

unitaires, ¢ : A — B un morphisme de k-algébres unitaires et M un B-module. On note My le A-module M
obtenu par restriction des scalaires de B & A via . On a alors 'application k-linéaire

\ Derk(B,M) — Dery (A, My)
. D — Dogp.

De plus, si ¢ est un isomorphisme de k-algebres associatives unitaires alors A, est un k-isomorphisme.

Preuve. Comme ¢ est un morphisme de k-algébres, la structure de k-module sur M induite par restriction des
scalaires de la structure de B-module coincide avec la structure de k-module sur M induite par restriction des
scalaires de la structure de A-module M. Par ailleurs, comme ¢ est k-linéaire, on a 'application k-linéaire

N {HmﬁﬁB,M)»HmﬁﬁAﬂM)
. f —fop.
11 suffit donc de montrer que si D € Derg(B, M) alors D o ¢ € Der(A, My). Or
Va,b e A,Dog(ab) =D(p(a)p(b)) = (b)(D o p)(a) + ¢(a)(Dop)(b) =b- (Doy)(a) +a-(Dop)b).

Ainsi D o ¢ € Derg (A, Ma).

On note Mg le B-module obtenue & partir de M par restriction des scalaires via ¢~!. Comme My est
obtenu par restriction des scalaires via ¢, la structure de B-module sur M donnée par Mg et la structure initiale
coincide. Ainsi 'application

Ap—1:

{Derk(A, Ma) — Dery (B, Mp)
©

f — fopT!.

est en fait & valeurs dans Der (B, M). Comme A, o )\;1 = idper, (a,Ma) €6 Ay © )\;1 = idper, (B,M), On obtient le
résultat voulu. [
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1.1.2 APPLICATIONS MULTILINEAIRES

Notation 1.3 Soient £,n € N deux entiers. On note

Il,n:{fey([[lag]]a[[lan]])v Vi # j, f(z)#f(])}a

I’ensemble des applications injectives de [1, £] dans [1, n].
On note Z([1, n]) Pensemble des parties a ¢ élément de [1, n].

Définition 1.4 — Signature et applications injectives. Pour f €I, ,, on pose

Inv(f) = Card {(i,j) € [1, €], ©<j, f()>f()},

le nombre d’inversion de f et on définit la signature de f par e(f) = (—1)™v(/),

Remarque 1.5 — Lorsque £ =n. La définition de la signature d’une permutation a partir du nombre d’inver-
sions assure que, lorsque ¢ = n, la signature d’une application injective de [1, ¢] dans [1, n] n’est autre que
la signature de cette bijection au sens usuel. u

Lemme 1.6 — Application injective. Pour J = {j1,...,5:} € Z([1,n]) avec j1 < --- < ji, on pose
fyii€e[1,4]~ j;. L’application f; est 'unique application strictement croissante de [1, £] dans [1, n] dont
I'image est J.

L’application

o — fio0

S — Iy
Afy s

est induit une bijection de &, sur Pensemble des applications injectives de [1, £] dans [1, n] dont I'image est
J. De plus, on a e(f; 0 0) = (o).
Preuve. Soit 0 € &,. Comme fj est injective, on a fj o o est injective et donc Ay, est bien définie. Montrons
que Ay, est injective. Soient 0,0’ € &, telles que fyoo = fyoo’. Pour tout i € [1, £], on a donc j (i) = j, (i)
Ainsi 0(i) = 0'(4) et donc 0 = ¢’. Déterminons I'image de Ay,. Soit 0 € &,. Comme o est surjective, I'image
de fj oo n'est autre que I'image de fy c’est-a-dire J. Réciproquement, soit f € I, tel que f([1,¢]) = J.
L’application f; induit une bijection g; : [1, £] — J. De méme, f induit une bijection £ [1,¢]—J. On définit
alors o =gy lof EG etona fyoo = A, (o) = f. En effet, par définition de gj, on fy o gy~! = id;. Ainsi,
pour f € Iy, tel que f([1, £]) = J, Pantécédent de f par Ay, est gy~'o f.

La propriété sur les signatures résulte alors simplement de la stricte croissance de f; qui assure que Inv(f;o
o) =Inv(o).

Remarque 1.7 Pour f € Iy, il existe une unique application strictement croissante de [1, ¢] dans [1, n]
qui a méme image que f. En reprenant les notations du lemme précédent, il s’agit de fi, () et on a (f)

(fim ()~ 0 f). -

FORMES MULTILINEAIRES

Proposition-Définition 1.8 — Application multilinéaire alternée. Soient A un anneau commutatif unitaire,
E,F deux A-modules et ¢ € N. Soit f : E = F une application multilinéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes

(1) Pour tout (vy,...,v,) € Ef tel qu’il existe i € [1, £] avec v; = viy1, on a f(vy,...,v) = 0.
(i1) Pour tout (vq,...,ve) € E tel qu'il existe 4,5 € [1, ¢] avec i # j et v; = v;, on a f(v,...,v) = 0.
Si f vérifie ces propriétés, on dit que f est une application £-linéaire alternée.

Preuve. (i) = (i) est évident.

(i) = (i3).  Soit (v1,...,v) € Ef tel qu’il existe i,j € [1, £] avec i # j. On va montrer par récurrence sur
|i —j| que f(v1,...,v¢) = 0. L’hypothése (i) correspond au cas ou |i — j| = 1. Supposons que 'hypothése vérifiée
lorsque 1 < |i — j| < 7 avec r < £ — 1. On considére (vy,...,v) € Ef avec v; = v;4r11. On a alors
Comme f est multilinéaire, le point () donne
0= f(v1,..,Vim1,0; + Vig1,Vi + Vig1,Vig2, ..., 0¢)
= f(U1, Ve 1, Vi1, Vig 1, Vig2, -+ 5 V) + (U1, 00 Vi1, Vi1, Vs Vig2s -, V)
+f(’l)1, ey Ui—1,V55, U341, V542, - - .,’Ug) + f("Ul, ey Ui—1,V5, 05, V42, - -« ,’U@)

= f(’Uh-~~,Ui717%’0i+17w+2;-~~,’Ue) +f(”01,--~,U¢71avz‘+1,viavz‘+2,--"Ue)-
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Ainsi f(v1,...,0) = —f(v1,...,Vi—1, Vit1, Vi, Vix2, ..., V). On pose alors w; = v; si j # 4,4+ 1 et w; = viq1
et wit1 =v;. Comme r+i+1>i+1,0na wiy1 = v = Vppitl = Wrt14i- Comme (r+144) — (i +1) =r,
I’hypothése de récurrence s’applique et donne

f(’Ul7 ey Ui—1, V541, U4, Ui42,5 - -« ,’Ug) = f(wl, . ,wg) =0.
Ainsi f(vy,...,v) =0.
Proposition-Définition 1.9 — Application multilinéaire antisymétrique. Soient A un anneau commutatif

unitaire, B, F deux A-modules, £ € N et f : E* = F une application multilinéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes

(i) Pour tout (vy,...,v,) € Ef et touti € [1,£—1],0on a

f(’l)l, ooy Ui—1, V541, U4, Vi42, - - .,’Ug) = 7f(’l)1, . ,’U@)

(43) Pour tout (vy,...,v,) € Ef et tout o € &,

f(va(l)a s 700(5)) = E(J)f(vla B Ul) :
Si f vérifie ces propriétés, on dit que f est une application £-linéaire antisymétrique.

Preuve. On commence par démontrer le résultat suivant : soit f : E* — F une application (pas nécessairement
multilinéaire) alors

G:{O—€6€; V(’Ul,...,’l)g)GEe, f(va(l)a"'ava(é)):E(J)f(vla"'avl})'

est un sous-groupe de &,.
Comme ¢(id) = 1, on a id € G. Soient 0,0’ € G et (v1,...,v,) € EX. Pour i € [1, ], on pose w; = v, (;).
On a alors

f(va’(a(l))a s 700’(0'(5))) = f(wa(l)a s wa(@)) = E(O—)f(wla R ’LU@)
= E(O—)f(fua’(l)a EEEE) va/(f)) = E(O—)E(J/)f(vla B Ul)
- E(O—/J)f(vla ERR Ul) :

Ainsi 0’0 € G. On pose w; = v,-1(¢;y. On a alors
E(O—_l)f(vla LR Ul) = E(O—)_lf(w:-;(l)a .. '7“4;(2)) = E(J)_IE(O—)f(wlla D) wz) = f(vafl(l)a ey ’1)071(@)) .

Ainsi 07! € G. Ainsi G est un sous-groupe de &,.

Pour i € [1, ¢ —1], on note 7 ;41 la transposition qui échange i et 7 + 1. La propriété (i) signifie que 7; ;11
appartient & G pour tout ¢ € [1, £ — 1]. La propriété (i) signifie que G = &,. Le résultat provient alors que
fait que Sy est engendré par la famille (7 ;4+1)1<ige—1- =

Remarque 1.10 — Alternée implique antisymétrique. Soient A un anneau commutatif unitaire, E, F deux
A-modules, £ € N et f: E - F une application multilinéaire.

Montrons que si f est alternée alors f est antisymétrique et que si f est antisymétrique et F n’a pas de
2-torsion alors f alternée. L’hypothése « F n’a pas de 2-torsion » signifie que pour x € F alors 2z = 0 implique
x = 0. C’est le cas, par exemple, si 2 est inversible dans A et donc en particulier si A = k est un corps de
caractéristique différente de 2.

On suppose f alternée. On va montrer que f vérifie le point (i) de la proposition précédente. Il s’agit de
montrer que, pour tout (’Ul, ...,Up), 00 a

f(’Ul, ey Ui—1, V541, U5, V42, - - - ,Ug) = —f(’Ul7 e ,Ug) .
Par hypothése, on a
f(vla sy Vi1, (U'L + vi+1); (vi + vi+1);vi+27 s ,'Ug) =0.

La multilinéarité de f donne alors

0= f('Ul,---,'Ui—17Ui+1,'Ui+17'Uz‘+2,---,'Ue) +f(U1,...,Ui_l,’()i+1,vi,’()i+2,...,Ug)
+f(1]1, ey Vi1, Vi Vi1, Vg2, - - - ,Ug) + f(’Ul7 ey Vi1, Vi, Uiy Vg2, . .. ,Ug)
= f(’Uh-~~,Ui717%’0i+1,w+2;-~~,’Ue) +f(711,--~,U¢71,Uz‘+1,vivvz‘+2,--"Ue)-

On obtient ainsi le résultat voulu.
Réciproquement, on suppose f antisymétrique et F n’a pas de 2 torsion. Soit (v1,...,vs) tel que v; = v;y1.
Par antisymétrie, on a

f(’l)l,. ..,’Uz) = 7f(’l)1,. ey V=15 V41,5 Uy Vi4-2, - - .,'Ug) .
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Comme v; = v;41, on en déduit que f(vy,...,v7) = —f(v1,...,v). Ainsi 2f(vy,...,v,) = 0. Comme F n’a pas
de 2-torsion, f(v1,...,v¢) =0 et f est alternée. L]

Lemme 1.11 — Application antisymétrique et signature. Soient A un anneau commutatif unitaire, E, F deux
A-modules, ,n € N et v : E* - F une application /-linéaire antisymétrique. On considére (vy,...,v,) € E™.
Pour une partie J = {i1,...,i,} € P([1, n]) avec j1 < ---j¢, on pose vy = (vj,,...,vj,). Soit f €Iy, on a

v(vpay, - vp@) = (f)v(Vm () -

Preuve. On pose J = Im(f) = {i1,...,i¢} avec i3 < ---iy. En reprenant les notations du lemme 1.6, on peut
écrire f = fy oo avec o € Gy. On a alors

v(vfay, -5 Vpe)) = l/(’l)ia(l) ey via(@))
L’antisymétrie de v donne alors
v(vey, - p0)) = (@) (v, .. 0i,) = e(o)r(vy).

Le lemme 1.6 donne alors v(vsy, ..., v5)) = (f)V(Vim (5))- L]

Lemme 1.12 — Développement et application multilinéaire alternée. Soient A un anneau commutatif
unitaire, E un A-module et ¢,m,n € N. On considére deux familles (v1,...,v,) € E" et (wy,...,w,) € E™
telles que, pour tout ¢ € [1, m], il existe une famille (a;;)1<j<n € A™ telle que

n
w; = Zaijvj.
Jj=1

On note M = (a5)1<i<m,i<j<n € Mm n(A) la matrice obtenue. Pour I = {i1,... i/} € Z([1, m]) avec
i1 < -+ < ig, on pose wy = (Wi ,...,w;,). De méme, pour I = {iy,...,ig} € P([1,n]) avec i1 < --- < iy,
on pose v; = (Viy, ..., v, ). Enfin pour I, J € Z([1, m]) x Z([1, n]), on note ayy le mineur de M obtenu en

extrayant les lignes de M dont I'indice est dans I et les colonnes de M dont I'indice est dans J.
Soient F un A-module et v : E — F une application /-linéaire alternée. Pour I € Z,([1, n]), on a

v(wy) = > argv(vy) .

JeZe([1,4])

Preuve. On pose I = {i1,...,4¢} avec iy < --- <i,. On a alors, grace a la multilinéarité de v,
viwr) = v(wiy, ..., w;,)
n n
=v Z iy j1Vj1s s Z Qigjp Vs
Jji=1 Je=1

4
= Z H aikjky(vjlv"'avjtz)

(J1,-de)€[1,n]¢ k=1
4

= > IT @i smyv(viqys - Vi)
FeF([1,0].[1,n]) k=1

Si f e F([1,r],[1,n]) n’est pas injective, il existe i # j tel que f(i) = f(j). Ainsi vyy) = vy et
v(v(1), -+ -5 Vpy) = 0 puisque v est alternée. On en déduit que

v(wr) = 3 <H aikf(k)> v(Upays- s Vf(r) -
f€len \k=1
Le lemme 1.11 montre alors que
viw) = > (H aikf(k)) e(f)v(vims) -
fE€len \k=1

En distinguant les éléments de I, suivant leur image, on obtient

v(wr) = > < > e(f) I1 aikf(k)> v(vy) .
JeZ,([1,n]) \{f€L,n, Im (f)=T} k=1

En utilisant les résultats du lemme 1.6, on obtient

ceSy

vw) = 3 ( 2, (o) I1 aika(a(k))) v(vg)-
JeZ(([1.n]) k=1
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Finalement, en notant J = {j1,...,J¢} € Z([1, n]) avec j1 < ... < jg, on obtient

v(wr) =

.
> < > e(o) I1 az'kja<k>> v(vy) = > anv(vy).
sem,([1,n]) \0€&, kel sea [0, n])

1.2 RAPPELS TOPOLOGIQUES

L’objectif de cette section est d’isoler les résultats topologiques utiles en vue de I’étude des variétés holo-
morphes afin de ne pas alourdir, le moment venu, les démonstrations par des faits généraux.

1.2.1 RECOLLEMENT D’ESPACES TOPOLOGIQUES

Une variété holomorphe est un espace obtenu par des recollements convenables d’ouverts de C™ et dont
la topologie vérifie des propriétés globales de séparation et de séparabilité. Dans cette sous-section, on aborde
ce probléme du recollement d’espaces topologiques. On y compare trois points de vue équivalents d’un méme
probléme : le recollement le long d’ouverts (remarque 1.14, proposition-définition 1.16 et proposition 1.19). La
proposition 1.13 étudie, quant & elle, les propriétés d’unicité et méme d’universalité des espaces obtenus par
recollement. Son intérét repose sur le fait que les constructions effectuées dans la proposition-définition 1.16 et
la proposition 1.19 vérifient ses hypothéses.

Proposition 1.13 — Quelques propriétés des espaces recollés. Soient (M, 7, )aca une famille d’espaces
topologiques. On considére un espace topologique (M, ) et, pour @ € A, une application ¢, : M, — M. On
suppose que (¢o(Mg))aeca est un recouvrement ouvert de M et que, pour tout o € A, application ¢, réalise
un homéomorphisme de M, sur ¢, (M, ). Pour (o, 3) € A%, on pose Ung = 0o~ (05(Mg)).

Soit N un ensemble. On note .% (®,N) I'ensemble des familles (f,)aca telles que, pour tout a € A, f, soit
une application de M,, dans N et, pour tout (o, 3) € A%, on ait

1 _ 1
(fo© Pa )|<Pa(Ua5) (5000 )|<P6(Uﬁa)

ar N or

L’application AII:IA"I’ : { FOLN) Z(®.N)

9 > (9°¢a)aea
est bijective. En particulier, pour tout (ga)aca € % (®,N), il existe une unique application g : M — N telle que
g 0 Yo = go pour tout a € A.

Soit N’ un espace topologique. On note €' (®,N’) I'ensemble des familles (f,)aca € F(P,N’) telles que pour
tout a € A, lapplication f, soit continue. L’application Aﬂ"b induit une bijection entre €' (M, N’) et € (P, N’).
Autrement dit, si f est une application de M dans N’ alors f est continue si et seulement si pour tout o € A,
Papplication f o ¢, : M, — N’ est continue. En particulier, pour tout (gq)aca € € (®,N’), il existe une unique
application g : M — N’ telle que g o ¢, = g, pour tout a € A. De plus, 'application g est continue.

Soient (M’,.7') un espace topologique et, pour o € A, une application ¢! : M, — M. On suppose que
(¢l (Ma))aea est un recouvrement ouvert de M, que, pour tout o € A, lapplication ¢, réalise un homéomor-
phisme de M, sur ¢, (M,) et que, pour tout (a, 3) € A%, on a @;_1(<p'ﬁ(Mg)) = Upg et

s 09 =9p " 0 Pa : Uag = Upan

Il existe un unique homéomorphisme ¢ : M — M’ tel que § o ¢, = ., pour tout a € A. En particulier, .7 est
l'unique topologie sur M telle que 4 (M) soit un ouvert de M et ¢, : My, — 9o (M,,) soit un homéomorphisme
pour tout o € A. La topologie .7 est la topologie la plus fine sur M rendant continue les ¢, pour a € A et la

moins fine rendant continue les ¢, ! pour o € A. Elle est donnée par
T ={UcCM, VaeA, ¢, ' (UNgaMy)) € a}.

Remarque 1.14 — Quelques propriétés ensemblistes. Soient (M, ),ca une famille d’ensembles. On considére
un ensemble M et, pour tout a € A, une application injective p, : M, — M. Pour (a,3) € A2 on pose
Uas = 0o (p3(Mg)). Montrons que ¢o(Usg) = ©3(Uga) = ©a(Ma) N @a(Mg) pour tout (a, 3) € A2.

Soit x4 € Uqagp (resp. yg € Ugy). Par définition de Uyg (resp. Ugy), il existe zg € Mg (resp. Yo € My)
tel que wa(za) = @a(as) (resp. va(¥s) = Ya(¥a)). On en déduit que zg € Ugqy (resp. yo € Uqp) puis que
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©a(Uap) = ©8(Uga) et ©a(Ua) C @a(Ma) N ea(Mg). Pour y € po(My) N @s(Mg), il existe z, € M, et
zg € Mg tels que y = 9o (Ta) = ¢a(xs). On a alors 4 € 9o (ps(Mg)) = Uag, Aot y € 00 (Uag).

Par ailleurs, si, comme dans I’énoncé de la proposition 1.13, M et les M, sont des espaces topologiques, les
©0a(Mg) des ouverts de M et les ¢, des homéomorphismes de M, sur ¢, (M,), alors, pour tout (a,3) € A2
I'ensemble U,g est un ouvert de M, et ¢! o ¢g: Ugy — Uyg est continue.

En effet, comme ¢g(Mg) est un ouvert de M et ¢, continue, on obtient que Uyp est un ouvert de M,,.
Or Papplication ¢, réalise une bijection de @, sur po(My). On peut donc définir v, ! : 9o (My) — M,. Par
définition de Ugq, on a ¢5(Uga) C 0o (My). Ainsi ¢, topg : Ugy — M, a bien un sens. Enfin, par définition de
Uag, on obtient que ¢, ! o ¢g : Ugy — Uyp est bien définie. Enfin, comme ¢, et 3 sont continues, on obtient
que po ' o g Ugy — Uyp est continue.

Preuve. Montrons que Agl’q} est bien a valeurs dans .% (®,N). Pour tout @ € A, on a f o ¢, : My — N. Il s’agit

donc de montrer que (f 0@, 0@~ = (fopgo @ﬁ_1)| . Or

1
)|<Pa(Uaﬁ) vs(Uga)

(fowaowa‘1)| et (fopgops™

_ 1 _
¢aUag) f| #a(Uap) )|‘PB(UBQ) B f| ¢p(Upa)
La remarque 1.14 montre que ¢o(Uag) = v3(Uga), ce qui donne le résultat souhaité.

Montrons 'injectivité de AII:IA"I). Si fops, =gop, pour tout a € A. On obtient, par composition a droite
par o',
Novtts) = gntun)”

Comme les po(M,,) recouvrent M, on obtient f = g.

Montrons la surjectivité de AN®. Soient (ga)aca € Z(®,N) et z € M. Comme les o (M,) recouvrent M,
il existe @ € A tel que x € p,(M,). On pose alors g(x) = go © @o '(z). Montrons que g est bien définie. Si
x € pg(Mpg) alors, d’aprés la remarque 1.14, on a x € pg(Mg) Na(Ma) = pa(Uag) = ¢3(Ugqa). Or la famille
(9o )aca appartient & .Z(®,N), donc (950 ¢35 1) (z) = (9o © o 1)(z). Ainsi g est bien défini et par définition

9| (M) = g © 0o ! pour tout & € A. En particulier, on a g o ¢, = g, pour tout a € A.
Pa a

Montrons que Ag{"ﬁ induit une bijection de € (M, N’) sur € (®,N’). Il suffit que montrer que
AN (@ (M, N')) = €(®,N').
Si f : M— N’ est continue alors, par composition, f o ¢, est continue pour tout o € A. On en déduit que
Af/[’q)( f) € €(®,N'). Si f o, est continue pour tout o € A alors par composition avec application continue

Yo 1, on obtient que f est continue pour tout @ € A. Comme les p,(M,) forment un recouvrement

| Pa (Ma)
ouvert de M, on en déduit la continuité de f.

Passons a présent a I’étude de 4. Soit N un espace topologique. On note € (®’,N) l'ensemble des familles
(fa)aea telles que, pour tout a € A, f,, soit une application continue de M, dans N et, pour tout (a, 3) € A2,
on ait

1 -1
le) / = O /
Vot N =209 ) 0,0)
En appliquant ce qui précéde a I'espace M’ et aux applications ¢/, et a 'espace topologique N, on obtient que

I’application

M/

o {%(M’, N) — €(®',N)

9 (9°¢a)aca

1

est une bijection. Par ailleurs, on a pg=1 o ¢, = 90/6_ 0@l : Upg — Ugq. Alnsi

—1 —1 —1
(Paope ) = pp o ¥ = g oy

@;(U@ﬁ) ‘P&(Uaﬁ) ‘Plg(Uﬁa)

On en déduit que (pq)aca € €(P,M). Il existe donc une unique application continue ¢ : M’ — M telle que
0" o), = va. De méme, la famille (¢!,),eca appartient a € (P, M'). Il existe donc une unique application continue
§: M—M telle que § o v, = ¢,.
Les applications continues d o ' : M’ — M’ et idyy vérifient
VaeA, dod" opl, =d0ps =, =idw o, .
Donc idy; = § o §’. De méme, les applications continues &’ o § : M — M et idy vérifient
Va €A, 0 o0dows =00¢l, =po=1idm o p,.
Donc idy = § 0 ¢’. Finalement ¢ et ¢’ sont des homéomorphismes réciproques I'un des 'autre.
Si .71 est une topologie sur M telle que les ¢, (M, ) soient des ouverts de .77 et les ¢, : My — ©q (M) soient
des homéomorphismes. Comme (p5) ! (pa(Ma)) = Uga et o571 0o = 57! 04, on peut appliquer le raison-
nement précédent a l'espace topologique M’ = (M, .77). On en déduit qu’il existe un unique homéomorphisme
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5 (M, 7)— (M, .7) telle que §; o o, = @, pour tout o € A. Mais idy est 'unique application g de M dans
M vérifiant g o o = @q. Ainsi, 61 = idy est un homéomorphisme de (M, .7) sur (M, 77) c’est-a-dire T = J].

Donnons une deuxiéme démonstration de 'unicité de la topologie sur M qui fasse des ¢, (M,) des ouverts de
M et des ¢, des homéomorphismes. Cette démonstration présente I'avantage de donner I’expression souhaitée
pour .7. On définit 7/ = {UCM, VaeA, ¢ ' (UNpa(Ma)) € Zo} et on considére une topologie
1 sur M telle que, pour tout a € A, l'ensemble po(M,) soit un ouvert de M et ¢, : My — ¢o(My) un
homéomorphisme. Soient U € J; et a € A. L’ensemble U N ¢, (M,) est donc un ouvert de ¢, (M,) et comme
o est un homéomorphisme ¢, 1 (U N p,(My)) est un ouvert de M. Ainsi % C 7.

Par ailleurs, si V ¢ 77, alors il existe o € A tel que VNpo (M) ¢ Z1. Sinon, comme les pg(Mg) recouvrent
M, on aurait

V= U (VNesMg)) € 7.
BEA
Comme ¢,(M,) € Z1, ensemble V N ¢,(M,) n’est pas un ouvert de ¢,(M,). Ainsi, comme ¢, est un
homéomorphisme, ¢, 1 (V N ¢4(My)) n’est pas un ouvert de M, et donc V ¢ .7;. On obtient donc % C 7/
et finalement, 9 = 9.

En particulier, comme .7 est une topologie telle que les ¢, (M,,) soient ouverts de M et les ¢, des homéo-
morphismes, on en déduit que J = 7 et que J est une topologie sur M. On obtient ainsi I'unicité puisqu’on
a une description explicite de 7.

Montrons que 7 est la topologie la plus fine rendant continue les p,. Comme les ¢, sont des homéo-
morphismes lorsqu’on munit M de 7, la topologie 7 rend continue les .. Soit .77 une topologie sur M
qui rende continue les ¢, et U € 7;. L’ensemble ¢, (U) est donc un ouvert de M,. Comme ¢, 1(U) =
Yo YU N@pa(My)), on obtient que U € 7 et donc 77 C 7. Autrement dit .75 est moins fine que 7.

Montrons que .7 est la topologie la moins fine rendant continue les ¢, ~!. Comme les ¢, sont des homéo-
morphismes lorsqu’on munit M de .7, la topologie .7 rend continue les ¢, ~'. Soit 75 une topologie qui rende
continue les p, ! et V € 7. L’ensemble p, 1 (V N, (Mg)) est alors un ouvert de M,,. Comme g, = o ! est
continue pour 77, on a

ga_l(@a_l(v N¢a(Ma)) = (pa © ga)_l(v Npa(Ma)) = (idcpa(Ma))_l(V Npa(Ma)) =VNpaMa) € A

et donc V= U (VNea(My)) € 7.
acA
Ainsi 7 C 2;. Autrement dit 7 est moins fine que .7;. u

Remarque 1.15 — La topologie 7. On a vu dans la démonstration de la proposition 1.13 que
S ={UcM, VaeA, oo ' (UNpa(Ma)) € T0}
est une topologie sur M telle que o (M,,) soit un ouvert de M et ¢, un homéomorphisme de ¢,. La preuve
de cette assertion reposait sur la comparaison de 7 avec la topologie 7 de M. Nous donnons ici une preuve
directe de cette assertion.
— Comme ¢, (@ Npa(Ma)) = o (D) = @, on a bien & € F;.
= Comme ¢, 1M N pa(My)) = 0o (a(My)) = Mg, on a bien M € 7.
— On considére un ensemble I et pour 7 € I, un élément U; € 77. On pose

U= U,.
i€l
On a alors Vo Hpa(My) NU) =@, 1 <_L€JI(<,0Q(MQ) N Ul)) = _LEJI Yo HpaMa)NU;) .

Comme une réunion d’ouverts est un ouvert, on obtient que ¢, (0o (My) N U) est un ouvert de M, et donc
UeS.

— On considére un ensemble fini I et pour 7 € I, un élément U; € 7. On pose

U=NU.
1€l
Onaalors g~ (pa(Ma) N U) = o] (@IWM@) mm)) — o™ (el ).

Comme une intersection finie d’ouverts est un ouvert, on en déduit que @, (9o (May) NU) est un ouvert de
M, et donc U € 9.

Ainsi 7 est bien une topologie sur M. Montrons que ¢g(Mg) € 73 pour tout 5 € A. D’aprés la remarque 1.14,
pour tout a € A, on a pg(Mg) N pa(Ma) = pa(Uag). Ainsi, comme ¢, est injective, on a po "1 (ps(Mg) N
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©a(Mq)) = Ugp est un ouvert de M. Ainsi pg(Mg) € 7. Enfin, montrons que les ¢, sont des homéomorphismes
de M,, sur 'ouvert ¢,(M,) de M muni de la topologie induite par .73. Comme les ¢, sont injectives, il suffit
de montrer que les ¢, sont continues et ouvertes. Soit V un ouvert de ¢, (M,). Comme ¢,(M,) € 1, on en
déduit que V € 7 et donc v, "H(VNpa(My)) = @ 1 (V) est un ouvert de M,,. Ainsi ¢, est continue. Soit W
un ouvert de M, montrons que ¢, (W) € ;. Comme p,(W) C 9o (My) et ., est injective, on obtient grace a
la remarque 1.14,

@B(Mﬁ) N ‘Pa(w) = @ﬁ(Mﬁ) n (Poz(Moz) n (Poz(w) = (Poz(Uozﬁ) N ‘Pa(w) = ‘Pa(UaB NW).

Par définition de g4, on a alors

w5~ (ps(Mp) N pa(W)) = 957 (pa(Uap NW)) = (957" 0 pa)(Uas NW).

Comme W est un ouvert de M, I'ensemble WNU,g est un ouvert de U,z. Comme gogfl 0, est un homéomor-
phisme de Uayg sur Ug, (d’homéomorphisme réciproque ¢, ! o ¢3), on en déduit que ¢z~ (s(Mg) N pa(W))
est un ouvert de Ug, donc de Mg. Ainsi, po(W) € 71 et ¢, est ouverte. Finalement, les ¢, sont bien des
homéomorphismes de M, sur ¢, (M,). n

La proposition-définition 1.16 définit la notion de recollement d’espaces topologiques : & partir d’une famille
d’espaces topologiques (M, Z,) vérifiant de bonnes propriétés (point (i) et (ii) ci-dessous), on construit un
espace topologique M dans lequel des parties des My, (les Ugyg et Ug,) ont été identifiées.

Proposition-Définition 1.16 — Recollement d’espaces topologiques par des ouverts. Soient (Mg, 7,),c une
famille d’espaces topologiques. Pour tout (a, 3) € A%, on se donne un ouvert U,z de M, et un homéomorphisme
Yga : Uag — Ug, vérifiant :
(1) Usa = My, et oq = idym, pour tout @ € A
(i) Pour tout (a, 3,7v) € A3, la restriction d)ga de 154 & Uap N Uqy réalise un homéomorphisme de Uag N Uqy
sur Uga N Upy et 90, =125 0 Ve -

On note X= || M,
acA
I’espace topologique réunion disjointe des M, et i, : M, — X l'injection canonique. Sur X, on considére la

relation # donnée par yZz si
H(Oz,ﬁ) EAQ, Jzo € Usg, 3Tz € Ugq, y:ia(xa), z:ig(xg) et wga(xa) =xg.

La relation & est une relation d’équivalence. On note (M, .7) l'espace topologique quotient de X par Z, = :
X — M la surjection canonique et ¢, = mo i, : My — M. On dit que M est Pespace topologique obtenu par
recollement des M, le long des Uyg au moyen des g, et que les ¢, sont les homéomorphismes associés.

Pour tout o € A, 'ensemble ¢, (M,,) est un ouvert de M et ¢, un homéomorphisme de M,, sur ¢, (M,,). De
plus, on a

(i) M= LEJASDa (Ma);

(iv) V(e,0) € A%, Uap =o' (ps(Mp));

(U) V(Oé,ﬂ) GAQa Vo GUaﬁa wﬁa(xa)zgpﬁilowa(xa)-
(vi) V(a,) €A% pa(Uap) = 95(Usa) = ¢a(Ma) Nps(Mg).

Soit N un ensemble. On note % (¥, N) I'ensemble des familles (f,)aca telles que, pour tout o € A, f, soit
une application de M, dans N et, pour tout (a, 3) € A2, on ait fa|U = fg 0. L’application
B

Ay
g = (9°¢Pa)aca

est bijective. En particulier, pour tout (g )aca € % (¥, N), il existe une unique application g : M — N telle que
g0 Yo = go pour tout a € A.

Soit N’ un espace topologique. On note € (¥, N’) Uensemble des familles (fq)aca € F (¥, N’) telles que pour
tout o € A, I'application f, soit continue. L’application AE/{"I’ induit une bijection entre (M, N’) et € (¥, N’).
Autrement dit, si f est une application de M dans N’ alors f est continue si et seulement si pour tout a € A,
Papplication f o ¢, : M, — N’ est continue. En particulier, pour tout (gq)aca € € (¥, N’), il existe une unique
application g : M — N’ telle que g o ¢, = g, pour tout a € A. De plus, application g est continue.

Remarque 1.17 — Homéomorphisme. Appliquons la condition (i) et la condition (ii) avec &« = «. On
obtient alors Uag N Uaa = Uag, Uga N Upa = Upga, V5, = ¥ga est un homéomorphisme de Uqyp sur Ug, et
idu,, = ¥ga © Yas. Ainsi Yaps et ga sont des homéomorphismes réciproques I'un de I'autre. u
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7

Fig.1.1 Recollement d’espaces topologiques

Preuve. Montrons que & est une relation d’équivalence. Commencons par la réflexivité. Soit y € X, il existe
a € Aetzy, €M, = Uy, tel que y = in(2q). Comme Y0 (zs) = x4 par (i), on en déduit que yZy. Passons
a la symétrie. Soient y,z € X tels que yZz. 1l existe (o, 3) € A%, 2, € Uyg et 25 € Ug, tels que y = i (74),
z =1g(xg) et Yga(za) = zg. Comme 1,5 est la bijection réciproque de 1g, (remarque 1.17), on a Yag(x8) = Tq
et donc zZy. Enfin, terminons par la transitivité. Soient x,y,z € X tels que Zy et yZz. 1l existe o, 5 € A,
o € Ugp et zg € Ugy tels que z = iq(xq), ¥ = ig(x) et Yga(ta) = z5. Il existe ',y € A, zg € Ugry et
zy € Uyg tels que y = ig(zp/), 2 = iy(zy) et ¥yp (x3) = z. Par définition de X et injectivité de ig, on obtient
B =0 et xg = xg € Ugq N Ugy. L’hypothése (i7) montre qu’il existe un (unique) zf, € Uag N Uy, tel que
xg = wga(x;) = Y3a(xq). L'injectivité de ¢g, montre que x4 = ), € Uas N Uqyy. On en déduit alors, grace a
(i1) et a la remarque 1.17, que
Ty = Yys(wp) = V55(78) = 155(Y 5, (Ta)) = Va(ta) = ¥ya(@a) € Uya -

Ainsi % z. Finalement Z est réflexive, symétrique et transitive. C’est une relation d’équivalence.

On note alors M = X/Z et .7 la topologie quotient de celle de X. Soit o € A et U, un ouvert de M,,. Montrons
que ¢q (U, ) est ouvert dans M. Par définition de la topologie quotient, il s’agit de montrer 71 (4 (Uy)) est un
ouvert de X. Or, on a

T H¢a(Ua)) = L is(¥ga(Uap NUaq)) -
BeA

Montrons cette égalité. Soit y = ig(xg) avec 3 € Yga(Ua N Uqag) C Uge. Comme a5 et gq sont des
bijections réciproques l'une de Pautre (remarque 1.17), 'élément xzo = tas(xg) appartient & Uyag N U,. En
posant z = i,(7,), on obtient yZx c'est-a-dire m(y) = 7(z) = @a(va). Ainsi y € 771(pa(Uy)). Montrons
Iinclusion réciproque. Soit y € 7 1(pa(Uy)). 11 existe 2, € U, tel que 7(ia(2a)) = ¢a(ra) = 7(y). En
posant z = i4(Z4), on obtient zZy. Par définition de Z, il existe o, 8 € A, zo € Uyg et 25 € Ugy tel que
z = iu (o) et y = ig(xg) et Yao(xq) = xg. Par définition de X et injectivité de iy, on obtient a = o/ et
To = o € Uag N U,. Alnsi y = ig(zg) € ig(¥84(Uas N Uy)). On obtient donc 1'égalité souhaiteé.

Montrons que cette égalité assure que 7 1(¢4(Uy)) est un ouvert de M. Soient «, 8 € A. Comme U,z N U,
est ouvert dans Uyg et que 15, est un homéomorphisme, on en déduit que ¥go(UasNUy) est un ouvert de Ug,
et donc de Mg. Ainsi, par définition de la topologie de la réunion disjointe, i3(1ga(Uas N Uy)) est un ouvert
de X. Finalement, par réunion, 7= (p,(U,)) est ouvert dans X. On en déduit que ¢, (U,) est un ouvert de M.
L’application ¢, : M, — M est donc une application ouverte et ¢, (M,) est un ouvert de M.

Par ailleurs, ¢, est continue comme composée des applications continues i, et 7. De plus, ¢, est injective.
En effet, si po(2a) = pa(z),) alors iq(zq)Z ia(x),). Or o est I'unique élément 5 € A tel que iq(zo) € ig(Mg)
(resp. ia(z),) € i3(Mg)) et i, est injective. La définition de % montre que 24 = @aa(Zq) = z,,. Finalement ¢,
est injective, ouverte et continue. C’est donc un homéomorphisme de M,, sur son image ¢, (M,,) qui est ouverte
dans M.

Montrons (#¢3). Comme 7 est surjective, on a
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M=n(X) = U 7(ia(Ma)) = U @a(Ma).
acA a€A

Montrons (iv). Soit o € Uag. On pose 3 = 9¥ga(ra) € Uga C Mg. On a alors, par définition de Z,
ia(Ta)RZip(xp) et donc po(Ta) = moia(Ta) = moig(zs) = pg(rg). Ainsi 24 € ¢, (93(Mg)). Réciproquement,
si zo € @ (03(Mg)) alors, il existe x5 € Mg tel que po(za) = ps(z5). On a donc iy (r4)Z ig(xs). Comme
a (resp. B) est I'unique élément 7 de A tel que iq(za) € (M) (rvesp. ig(zg) € iy(M,)) et que i, et ig sont
injectives, on en déduit que x4 € Uyg, 25 € Ugy €t Ygq(xa) = xg. En particulier, x, € Uqyg.

Montrons (v). Pour x, € Ugg, on pose zg = 34(2q) € Ugq. La définition de # montre iq(xq )% ig(xa)
c'est-a-dire pq(Ta) = pa(xs). Ainsi g7 (pa(T4)) = 25 = Vga(Ta)-

Enfin, montrons (vi). C’est un conséquence directe de la remarque 1.14. Donnons-en une autre démonstration
utilisant les propriétés propres a la situation. Soient («, 8) € A% et y € va(Ma) N s(Mg). 1l existe x, € M,
et zg € Mg tel que y = pq(xq) = pa(zg). Ainsi iq(zq)Z is(xs). Comme a (resp. ) est I'unique élément v de
A tel que iq(zq) € iy(M,) (resp. ig(zg) € iy(M,)) et que in et ig sont injectives, on en déduit que zo € Uqg,
xg € Ugq et Ypa(xa) = x5. En particulier, on obtient y € 0o (Uag) et y € ©3(Uga).

Soit y € wa(Uap). Il existe x4 € Uag tel que y = pa(za). On pose 23 = Y5q(2q) € Ugq. La définition de #Z
assure que i (2 )Zig(xg) cest-a-dire y = po(xa) = pg(rs). Ainsi y € p3(Uga) et y € pa(Mqa) N pa(Mg).

De méme, si y € p3(Ugq), on obtient y € o (Uag) et y € vo(Ma) Neg(Mpg).

On reprend les notations de la proposition 1.13. L’expression de g, obtenue au point (v) montre que
F(U,N) = #(?,N) et €(U,N') = €(¥,N’). De plus, comme les ¢, (M,) forment un recouvrement ouvert
de M et que les ¢, : My — @0 (M) sont des homéomorphismes, la proposition 1.13 donne alors les résultats
souhaités. u

Remarque 1.18 — Bijectivité de AII:I,fq'. On a montré que l'espace topologique (M, Z) obtenu par recollement
des M,, le long des U,z au moyen des g, et les homéomorphismes ¢, vérifient les hypothéses de la proposi-
tion 1.13. On a ainsi obtenu une preuve de la bijectivité de AII:I/I"I’. Cependant, la construction explicite de M
permet de donner une autre démonstration de la bijectivité de A?A"P.

Injectivité de Aij{"y. Si fows = gows pour tout « € A. On a (fom)oi, = (gom)oi, pour tout € A. Ainsi,
la propriété universelle de la réunion disjointe montre que f o m = g o . La propriété universelle du quotient
(ou la surjectivité de 7) montre alors que f = g.

Surjectivité de AII:I/I"I’. Soit (ga)aca € F(¥,N). Par la propriété universelle de la réunion disjointe, il existe
une application g : X — M telle que goi, = g,. Montrons que g est compatible avec Z. Soient y, z € X tels que
yZz. ll existe o, B € A et x € Uyg, 23 € Upq tels que y = iq(a), 2 = ig(23) et ¥ga(ra) = 3. On a alors

g(y) = go ia(xa) = ga(za) = gﬁ(wﬁa(xa)) = gﬁ(zﬁ) = go ig(l‘[j) = g(z) .
La propriété universelle du quotient montre qu’il existe une application g : M — N telle que g = go 7. On a
donc gop, =gomoi, =goi, = gs pour tout a € A. u

La proposition suivante donne un critére d’existence et d’unicité d’une topologie sur un ensemble M vérifiant
certaines propriétés ensemblistes proches de celles de la proposition 1.13. Elle assurera ’existence et 'unicité de
la topologie associée a l’atlas d’une variété holomorphe.

Proposition 1.19 — Construction de topologie. Soient M un ensemble, ((M,, 7, ))aca une famille d’espaces
topologiques. On suppose que, pour tout a € A, il existe une famille d’applications ¢4 : M, — M vérifiant

(i) Va e A, 0o est injective;
(i1) M= U ¢a(Ma);
a€A
(ZZZ) v (OL, 6) € A2a Uaﬁ = Saa_l(cpﬁ(Mﬁ)) € Tu;
(iv) V(a, B) € A2, VYap = @a Lo g : Ugy — Uyp est continue.

Les familles (Uag)(a,8)ea2 €t (Vap)(a,8)caz vérifient les conditions (i) et (i4) de la proposition-définition 1.16.
De plus, il existe sur M une unique topologie 7 telle que, pour tout o € A, ’ensemble ¢, (M,,) soit des ouverts
de M et ¢, : My — @a(My) un homéomorphisme. La topologie 7 est la plus fine sur M rendant continue les
Yo pour a € A et la moins fine rendant continue les ¢, ! pour o € A. Elle est donnée par

T ={UcM, VaeA, oo (UNepa(Ma)) € Tt

Preuve. Montrons que (Uag)(a,g)ca> €t (Yap)(a,p)ea> vérifient les conditions (i) et (i7) de la proposition-
deéfinition 1.16. Par hypothése (iii), Uag est un ouvert de M, et Ug, est un ouvert de Mg.

Montrons que les applications ¢ag et g, sont bien définies et sont des homéomorphismes. D’aprés (i),
I'application ¢, réalise une bijection de @, sur ¢,(Mg). On peut donc définir v, 1 : ¢4 (My) — M,. Par
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définition de Ugq, on a 95(Uga) C 0o (My). Ainsi ¢, " topg : Ugy — M, a bien un sens. Enfin, par définition de
Uqg, on obtient que ¥g4 : Ugq — Uqypg est bien définie. Comme, par définition de ¢q3 et 154, on a 954 0 Yog =
idy,, et Yap 0 Ypa = idu,,, le point (iv) montre que Yo et Y5, sont des homéomorphismes réciproques I'un
de lautre.

Par définition, on a Uy, = My, et 1nq = idMm,, . Le point (i) de la proposition-définition 1.16 est vérifié.

Montrons le point (ii) de la proposition-définition 1.16. Soit («,3,v) € A3. Comme o5 (resp. 1,g) est
un homéomorphisme de Uqg (resp. Uyp) sur Ug, (resp. U,p), la restriction 13, de ¢ga & Uay NUgp est un
homéomorphisme de Ugyy N Uqng sur ¥54(Uay N Ugg). Comme ¢, est bijective, on a

¥ga(Uay NUap) = 05~ (Pa(Uay NUap)) = 057 (Pa(Uay)) N s~ (Pa(Uas)) = Usa N~ (0a(Uas)) -
La remarque 1.14 et les définitions de Ug, et Ug, donnent alors

¥8a(Uay NUap) = Uga N @5~ (pa(Ma) N ©v(My)) = Uga N 05 (pa(Ma)) N Saﬁ_l(SDV(MV)) =Upa NUgy .
De plus, les définitions de ¥gq, 143 €t 1y, montrent immédiatement que wga =50 wga.
Les hypothéses (i) et (i) de la proposition-définition 1.16 sont vérifiées. On peut donc considérer I’espace Y
obtenu par recollement des M, le long des U, au moyen des 9g,. On note ¢/, les homéomorphismes associés.
On considére alors la famille (¢qo)aca. Par définition des 134, on a (‘Oa|Ua5 = g 0 go. La proposition-

définition 1.16 appliqué a espace Y montre qu’il existe une unique application g : Y — M telle que go ¢!, = ¢q.

Montrons que g est bijective. Comme g o ¢!, = ¢,, on obtient que v, (M,) C ¢g(X) pour tout a € A. Le
point (#¢) montre alors que g est surjective. Soient z,y € Y tels que g(z) = g(y). Par définition de l’espace
obtenu par recollement, il existe o, 8 € A, zo € My et x5 € M, tels que x = ¢, (za) et y = pj(25). En
composant par g, on obtient 1'égalité o (xo) = @p(xg). Ainsi, par définition des ¥gq, on a ¥Ygq(xq) = zg. Et
donc, en reprenant les notations de la proposition-définition 1.16, on en déduit que io(z4)Z ig(zg) c’est-a-dire
T =1y.

Par transfert de structure, il existe une unique topologie sur M telle que g soit un homéomorphisme. Comme
¢, (M) est un ouvert de Y, on en déduit que g(¢,,(M,)) = ¢a(Mg) est un ouvert de M et par restriction,
¢ induit un homéomorphisme de ¢, (My) sur ¢o(M,). Par composition, on obtient que g o ¢!, = ¢, est un
homéomorphisme de M,, sur ¢, (Mg).

La proposition 1.13 permet alors de conclure au sujet de 'unicité de la topologie cherchée et des propriétés
qu’elle vérifie. =

Remarque 1.20 — Bilan. Pour finir cette sous-section, on constate ’équivalence des trois points de vue
développés ci-dessus sur le recollement d’espaces topologiques. De fagon précise, soit ((Ma, Z4))aca une famille
d’espaces topologiques. Il revient au méme de se donner :

1. Pour tout (, ) € A2, on se donne un ouvert U,z de M, et un homéomorphisme ¥, : Ung — Ug, vérifiant :
(1) Uga = M, et ¥oq = idy, pour tout o € A
(ii) Pour tout (a, 3,7) € A3, larestriction d)ga de Y84 & UagNUqy réalise un homéomorphisme de UagNUqy
sur Ug, N Ug, et wga =S50V,
2. Un espace topologique (M, .7) et, pour tout o € A, une application @, : My — M telle que (pq(Ma))aca
soit un recouvrement ouvert de M et ¢, un homéomorphisme de M, sur ¢, (M,).
3. Un ensemble M et, pour tout o € A, une application injective p, : M, — M telle que

(i) M= U va(Ma);
acA
(iv) V(e,B8) € A% Uag = pa" ' (ps(Mp)) € Ta;
(v) V (o, B) € A2, Yo topg:Ugq— Uys soit continue. L]

En effet, la remarque 1.14 montre que 2 = 3, la proposition-définition 1.16 assure que 1 = 2 et la proposition 1.19
donne I'implication 3 = 1.

1.3 CARTE ET ATLAS

Dans cette section, on définit les notions de cartes et d’atlas et on étudie leurs propriétés élémentaires utiles
pour la suite. On insiste en particulier sur la notion d’atlas maximal et de classe d’équivalence d’atlas qui
meéneront & la notion de prévariété holomorphe.
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1.3.1 PSEUDOCARTES

On commence par ’étude des briques élémentaires des atlas : les pseudocartes sur un ensemble et les pseu-
docartes topologiques sur un espace topologique. Le lien entre deux pseudocartes est assuré par les applications
de transition. Ce sont les conditions de compatibilité sur les applications de transition entre pseudocartes et une
condition globale de recouvrement qui donnent la notion d’atlas (voir la définition 1.35).

Définition 1.21 — Pseudocartes.

— Soit M un ensemble (resp. un espace topologique). On dit qu'un
quadruplet & = (U, V, n, ) est une pseudocarte (resp. une pseu-
docarte topologique) sur M si U est une partie de M, V un ouvert
de C" et ¢ : U—V une bijection (resp. U est un ouvert de M,
V un ouvert de C" et ¢ : U—V un homéomorphisme). On dit
que U est le domaine de la pseudocarte U, n sa dimension et ¢
son transfert et on note U = dom(U).

— On considére un ensemble (resp. un espace topologique) M et
U= U, V,n ), U = U,V n ¢) deux pseudocartes (resp.
topologiques) sur M. On dit que les applications

1
tue = &)y © (50| UmU') HpUNT) —¢(UNUY)

-1
et ’l/}u/u = 90| Unu e} (QD/| UﬂU/) : QO/(U n U/) i QO(U N U/)
sont les applications de transition entre U et U’.

W= (UNU) W=¢(UnU)

Remarque 1.22 — Pseudocarte et pseudocarte topologique. Soit M un espace topologique. Une pseudocarte
topologique sur M est toujours une pseudocarte sur I’ensemble M. =

Exemple 1.23 — Carte vide. Soient M ensemble (resp. un espace topologique). Pour tout m € N, le quadruplet
(2,9, m, D) est une pseudocarte (resp. topologique) de M appelée carte vide de dimension m. L]

Le lemme suivant donne les propriétés élémentaires des fonctions de transition entre deux pseudocartes : ce
sont des bijections réciproques I'une de 'autre.

Lemme 1.24 — Bijectivité. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U, U’ deux pseudocartes
(resp. deux pseudocartes topologiques) sur M. Les applications de transitions s et 1y sont des bijections
réciproques 'une de Pautre (resp. des homéomorphismes réciproques I'un de 'autre).

Preuve. On pose U = (U, V,n,p) et U’ = (U, V', n',¢"). La restriction de ¢ (resp. ¢’) réalise une bijection
(un homéomorphisme, dans le cas topologique) de UNU’ sur o(UNT’) (resp. sur ¢’ (UNTU’)). Par composition,
on en déduit que ¥y et Yy sont des bijections (des homéomorphismes, dans le cas topologique) réciproques
I'une de l'autre. u

La remarque suivante présente un outil bien pratique pour les raisonnements qui vont suivre : la restriction
d’une pseudocarte.

Remarque 1.25 — Restriction. Soient M un ensemble, U = (U, V,n, )
une pseudocarte sur M et V' un ouvert de V. On pose U = o1 (V).
Le quadruplet (U, V' n, . ) est une pseudocarte sur M notée U|U/ et
appelé restriction de U a U’. En effet, V' est ouvert dans V donc dans
C" et Pl réalise une bijection entre U’ et V.

Soient M un espace topologique, U = (U, V,n, ¢) une pseudocarte to-
pologique sur M et U’ un ouvert de U. Le quadruplet (U’, ¢(U’), n, Pl )
est une pseudocarte topologique sur M notée U| - et appelé restriction
de U 4 U'. En effet, U’ est ouvert dans U donc dans M. De plus, comme
© est un homéomorphisme ¢(U’) est ouvert dans V donc dans C". Enfin,
¢|,,, réalise un homéomorphisme entre U’ et p(U").

Soient M un espace topologique, Y = (U, V,n,¢) une pseudocarte
topologique sur M et V' un ouvert de V. Comme U’ = o~ 1(V’) est un
ouvert de U donc de M et que p(o (V') = V', la restriction de U & U’
au sens des pseudocartes coincide avec la restriction de U/ a I'ouvert U’
au sens des pseudocartes topologiques. u
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1.3.2 ATLAS

La notion d’atlas repose sur deux conditions : une condition globale de recouvrement et une condition locale
de compatibilité entre pseudocartes (voir la définition 1.35). On commence par présenter de fagon détaillée cette
notion de compatibilité entre pseudocartes.

COMPATIBILITE

La compatibilité entre deux pseudocartes porte naturellement sur les fonctions de transitions entre ces
pseudocartes : on impose leur holomorphie. En particulier, dans le cas non topologique, cela impose le fait
que les domaines de définition de ces fonctions de transition soient ouverts (condition (i) ci-dessous). Aprés
avoir donné la définition, on étudie les propriétés élémentaires de la compatibilité, en particulier celles liées &
I’holomorphie ou & la restriction.

Définition 1.26 — Compatibilité entre pseudocartes.

— Soient M un ensemble et U = (U, V,n,p), U = (U, V', n/ ¢") deux pseudocartes sur M. On dit que U et U’
sont compatibles si les conditions de compatibilité suivantes sont vérifiées

(1) (UNTU’) est un ouvert de V et ¢'(UNTU’) est un ouvert de V';
(i) les applications de transitions entre U et U’ sont holomorphes.

— Soient M un espace topologique et U = (U, V,n, ), U’ = (U, V', n/,¢’) deux pseudocartes topologiques sur
M. On dit que U et U’ sont compatibles si les applications de transitions entre U et U’ sont holomorphes.

Exemple 1.27 — Exemple stupide. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U = (U, V,n, p)
une pseudocarte (resp. topologique) de M. Pour tout m € N, la carte vide de dimension m est compatible avec
U. En effet, o(UN @) = & est un ouvert de C" et F(UN &) = & est un ouvert de C™ et les applications de
transitions sont les applications vides qui sont holomorphes. u

Exemple 1.28 — Pseudocartes disjointes.  Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U, U’
deux pseudocartes (resp. topologiques) de M de domaine respectif U et U’ et de transfert respectif ¢ et ¢’. Si
UNU = @ alors U et U’ sont compatibles puisque (U NTU’') = & et ¢'(UNU’') = & sont ouverts et que
les applications de transitions sont les applications vides qui sont holomorphes. On dit que U et U’ sont des
pseudocartes disjointes. u

Exemple 1.29 — Une seule pseudocarte. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et U une
pseudocarte (resp. topologique) de M de domaine U et de transfert ¢. Alors U et U sont compatibles. En effet,
on a p(UNU) =V est un ouvert de V et tyy = idy est holomorphe. L]

Les remarques 1.30 et 1.31 donnent quelques conséquences élémentaires des propriétés de compatibilité entre
pseudocartes en lien avec ’holomorphie des applications de transitions. On y aborde aussi le probléme de la
dimension des pseudocartes.

Remarque 1.30 — Biholomorphisme et dimension. Soient M un ensemble (resp. espace topologique) et
U= (U, V,n,p) et U = (U, V' n' ) deux pseudocartes (resp. pseudocartes topologiques) sur M qui sont
compatibles. Les applications de transitions entre U et U’ sont des biholomorphismes. En effet, ce sont des
bijections réciproques I'une de lautre (voir le lemme 1.24) qui sont holomorphes. Ainsi, si UNU’ # @ alors n = n'.
Autrement dit, les dimensions de deux pseudocartes (resp. topologiques) compatibles dont les domaines se
rencontrent sont identiques ou encore, deux pseudocartes (resp. topologiques) compatibles ont méme dimension
ou ne se rencontrent pas. u

Remarque 1.31 — Vérification de la compatibilité et biholomorphisme. Soient M un ensemble et U =
(U, V,n,), U = (U, V' n,¢) deux pseudocartes sur M de méme dimension. Comme une bijection holomorphe
d’un ouvert de C™ dans C" est nécessairement une application ouverte et un biholomorphisme sur son image, il
suffit de vérifier que (U N U’) est ouvert et 1)y est holomorphe pour que ¢’ (U N U’) soit un ouvert et ey
soit holomorphe. Ainsi U et U’ sont compatibles si et seulement si p(UNTU’) est ouvert et 74 est holomorphe
ou ¢ (UNTU’) est ouvert et iy est holomorphe.

Attention, il est important de s’assurer que les deux cartes ont bien la méme dimension comme le montre
lexemple suivant. Soit z € C. On considére les deux pseudocartes de C : U = ({z},{0},0,¢0, : x — 0) et
U = (C,C,1,idc). L’ensemble ¢, ({z} N C) = {0} est un ouvert de C° et I'application 0 € C° — = € C est
holomorphe alors que idc({z} N C) = {z} n’est pas un ouvert de C.

Soient M est un espace topologique et U = (U, V,n, ), U’ = (U, V', n,¢’) sont deux pseudocartes topo-
logiques sur M. Le lemme ?? appliqué aux ouverts o(U N U’) et ¢'(UNU’) et a Vapplication 1y (ou ¥yry)
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montre que U et U’ sont compatibles si et seulement si 144 ou 144 est holomorphe. u

Les deux remarques qui suivent étudient quelques propriétés de la compatibilité entre pseudocartes en lien
avec la restriction des pseudocartes.

Remarque 1.32 — Compatibilité et restriction. On considére un ensemble M et deux pseudocartes sur M
qui sont compatibles U = (U, V,n,p) et U = (U, V', n/,¢). Comme (U NT’) et ¢'(UNTU’) sont ouverts
respectivement dans V et dans V' et que o1 (p(UNT")) =UNT et ¢’ 1(¢'(UNU’)) = UNU’, on peut parler

des pseudocartes U) et Z/l’| N— Comme (UNU)N(UNTU’') =UNT, elles sont compatibles.

Soient M un espace topologique et U = (U, V,n,¢) et U’ = (U, V', n/, ') deux pseudocartes topologiques

sur M. Montrons que U et U’ sont compatibles si et seulement si V = U| o € V' = Z/l’|UmU/ le sont.

Comme U et U’ sont des ouverts de M, ’ensemble U N U’ est ouvert et contenu dans U et U’. Ainsi les
pseudocartes topologiques V et V' ont bien un sens. Comme (UNU")N(UNU’) = UNU’, on obtient ¥y = Yyyr
et Yy = Yyry. Ainsi U et U’ sont compatibles si seulement si V et V' le sont. u

Remarque 1.33 — Compatibilité et restriction 2. On
considére un espace topologique M et U = (U, V,n, p)
et U' = (U, V' ,n/,¢") deux pseudocartes topologiques
sur M. Soient Uy C U et U} C U’ deux ouverts de M.
Montrons que si les pseudocartes U et U’ sont compa-
tibles alors les pseudocartes U; = U|U1 et U] = Ll| u le

sont aussi.

Comme ¢ (resp. ¢') est un homéomorphisme, l'en-
semble ©(Uy NUY) (resp. ¢’'(U; NUY)) est un ouvert de
C™ (resp. (C”/). Par ailleurs, les applications de transi-
tion Yy et Yy, entre Uy et U] sont les restrictions
a(UNUY) et ¢ (U NUY) de Yy et Yy Elles sont W=¢(U;NU}) W= ¢/(U;NUY)
donc holomorphes. u

Par la suite, on comparera les situations (pseudocartes et atlas) topologiques et non topologiques (voir, par
exemple, les remarques 1.36 et 1.47 et corollaire 1.39). La remarque suivante est une premiére pierre & cet édifice.

Remarque 1.34 — Compatibilité pour les pseudocartes. Soient M un espace topologique et U et U’ deux
pseudocartes topologiques sur M qui sont compatibles en tant que pseudocartes sur ’ensemble M alors il est
évident que U et U’ sont compatibles en tant que pseudocartes topologiques.

Réciproquement, soient M un espace topologique et U et U’ deux pseudocartes topologiques sur M qui
sont compatibles (en tant que pseudocartes topologiques). Alors U = (U, V,n,p) et U' = (U, V' ;n/,¢’) sont
compatibles en tant que pseudocartes sur I’ensemble M. En effet, U et U’ sont des ouverts de M donc UN U’
est un ouvert de M contenu dans U et dans U’. Ainsi UN U’ est ouvert dans U et dans U’. Comme ¢ est un
homéomorphisme, on obtient que ¢(UNU’) et ¢'(U N U’) sont ouverts respectivement dans V et V’.

Finalement, pour des pseudocartes topologiques, les compatibilités au sens des pseudocartes et au sens des
pseudocartes topologiques coincident. u

ATLAS

On introduit & présent la notion centrale dans toute la suite de cette section : celle d’atlas. On distingue
deux conditions annoncées : la premiére de nature globale et la deuxiéme de nature locale.

Définition 1.35 — Atlas.
— Soit M un ensemble. Un ensemble de pseudocartes & = {U,, « € A} estun atlas sur M si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :
(i) les domaines des U, forment un recouvrement de M
(#9) pour tous «, B € A, les pseudocartes U, et Uz sont compatibles.

— Soit M un espace topologique. Un ensemble de pseudocartes topologiques &7 = {U,, « € A} est un atlas
topologique sur M si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) les domaines des U, forment un recouvrement (qui est donc un recouvrement ouvert) de M ;
(#9) pour tous «, B € A, les pseudocartes topologiques U, et Up sont compatibles.

— Soient &7 un atlas sur M. On dit que (U,V,n,¢) € & (ou plus briévement U) est une carte de <7. Et, si
xz € U, on dit que (U, V,n, ) est une carte de &/ en x.
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Les remarques 1.36 et 1.40, la proposition 1.37 et le corollaire 1.39 prolonge le travail de comparaison entre
la situation topologique et la situation non topologique, commencé a la remarque 1.34. Le résultat primordial
est celui de la proposition 1.37 qui assure l'existence d’une (unique) topologie associée & un atlas : si M est un
ensemble muni d’un atlas &/, on peut construire une topologie sur M telle que 7 soit un atlas topologique sur
M.

Remarque 1.36 — Atlas et atlas topologique. Les remarques 1.22 et 1.34 montrent qu’un atlas topologique
sur ’espace topologique M est un atlas sur I’ensemble M.

Par ailleurs, soient M un ensemble, &/ un atlas sur M et .7 une topologie sur M. Pour que </ soit un atlas
topologique sur (M, ), il faut et il suffit que les cartes de &7 soient des pseudocartes topologiques c’est-a-dire
que les domaines soient des ouverts de M et les transferts des homéomorphismes.

En effet, la définition d’atlas topologique impose que les cartes de <7 des pseudocartes topologiques. Récipro-
quement, on suppose que les cartes de &7 sont des pseudocartes topologiques. Par hypothése, les domaines des
cartes de .« forment un recouvrement de M. Il reste & vérifier que les cartes de . sont deux & deux compatibles
en tant que pseudocartes topologiques. Comme &7 est un atlas, elles sont compatibles en tant que pseudocartes.
La remarque 1.34 montre qu’elles sont alors compatibles en tant que pseudocartes topologiques. u

Proposition 1.37 — Atlas et topologie. Soient M un ensemble et & = {(U,, Vo, 10, 9a), « € A} un atlas sur
M. 1 existe sur M une unique topologie 7, appelée topologie associée a <7, telle que o soit un atlas topologique
c’est-a-dire telle que pour tout a € A, I'ensemble U, soit un ouvert et ¢, : U, — V, soit un homéomorphisme
(remarque 1.36).

De plus, .7 est la topologie la plus fine rendant continue les ¢, ! pour a@ € A et la moins fine rendant
continue les ¢, pour a € A. Elle est donnée par

7 ={UcCM, VaeA, ¢.(UNU,) soit un ouvert de V,} .

Preuve. 1l suffit d’appliquer la proposition 1.19 a la famille d’espaces topologiques (Vo )aca et a la famille
d’applications (9o~ )aeca. La condition (i) est vérifice. On a p, 1 (Va) = Uy et (Uy)aca est un recouvrement
de M puisque &7 est un atlas. Ainsi la condition (i7) est vérifiée. Pour simplifier les notations, on pose g, = a1
Montrons & présent que Ugs = g5~ (9o (Va)) = ¢3(Us N Ug). Comme, pour z € Vg, on a pg~'(x) € Ug, on

obtient
95 1 (ga(Va)) = {x €Vs, 5 1 (z) € galVa) = Ua} = {ac €Vs, g l(x)eU,n Ug} = pp(Us NUp).

Comme & est un atlas, pg(U, N Ug) est un ouvert de Vg et la condition (ii7) est vérifiée. Enfin, comme
Uag = ¢a(Uqs NUg), la fonction ¢g, = gg_l °© go Mest autre que la fonction de transition 1, qui est
holomorphe puisque &7 est un atlas. En particulier, elle est continue et la condition (iv) est vérifiée. u

Remarque 1.38 — Atlas et recollement. Soit M un ensemble (resp. un espace topologique) et un 7 un atlas
(resp. topologique) sur M. Le point 3 (resp. 2) de la remarque 1.20 montre que M est obtenu par recollement
d’ouverts de divers C™. Les fonctions 15, de la remarque 1.20 qui sont les fonctions de transition entre les cartes
de &7 ne sont pas simplement continues mais holomorphes.

Corollaire 1.39 — Prévariété. Soit M un ensemble. Il revient au méme de se donner

(1) un atlas sur M;
(%) une topologie .7 sur M et un atlas topologique sur M.

Preuve. (=) Il s’agit de la proposition 1.37. (<) Il s’agit de la remarque 1.36. L]

Remarque 1.40 — Topologie. On reprend les notations du corollaire 1.39. On suppose que 1’on se trouve dans
la situation (i7). D’apres le corollaire 1.39, on est aussi dans la situation (i) (avec les mémes Uy, Va, 1o €t ©q).
La proposition 1.37 montre qu’il existe sur M une unique topologie .7’ telle que les U, sont des ouverts (pour
') et les p, sont des homéomorphismes. Comme les U, sont déja des ouverts et les ¢, des homéomorphismes
pour 7, on en déduit que .7 = 7’. Autrement dit, la nouvelle topologie est la méme que la précédente. u

Remarque 1.41 — Topologie 2. Soient (N,.7) un espace topologique et & un atlas (pas nécessairement
topologique) sur N. La topologie associée a &7 est J si et seulement si &7 est un atlas topologique sur (N, 7).
(=) D’apres la proposition 1.37, Z est une (I'unique) topologie telle que & soit un atlas topologique sur N.
(«<) La propriété d’unicité de la proposition 1.37 montre que .7 est la topologie associée a <. u

La remarque suivante est anecdotique, il s’agit simplement d’une simplification des vérifications a effectuer
pour s’assurer qu'un ensemble de pseudocarte est un atlas.
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Remarque 1.42 — Vérification. Soient M un ensemble (resp. un espace topologique) et &/ un ensemble de
pseudocartes (resp. topologiques) dont les domaines recouvrent M. Pour que 7 soit un atlas (resp. topologique),
il suffit que, pour tous U, U’ € o avec U # U’, les pseudocartes (resp. topologique) U et U’ soient compatibles.
En effet, U et U sont compatibles pour tout U € &7 (voir 'exemple 1.29). u

1.3.3 ATLAS MAXIMAL

Dans cette sous-section, on s’intéresse a la notion d’atlas maximal et de relation d’équivalence entre atlas.
On montre l’équivalence entre ces deux notions (dans la preuve de la proposition 1.50). Ce sont ces deux notions
qui seront & la base de la définition de prévariété holomorphe (voir la définition 1.53). Une fois de plus, on
compare la situation topologique et la situation ensembliste.

COMPATIBILITE

On définit ici une relation entre atlas sur un méme ensemble : la relation de compatibilité. Elle est fondée
sur celle de compatibilité entre pseudocartes (remarque 1.45). On montre que c’est une relation d’équivalence
(lemme 1.48) dont chaque classe d’équivalence admet un représentant privilégié (proposition 1.50). Enfin, on
compare une fois de plus situation topologique et situation ensembliste (remarques 1.46, 1.47 et 1.49).

Définition 1.43 — Compatibilité. Soient M un ensemble et &7, &/’ deux atlas sur M. On dit que <7 et &/’ sont
compatibles si o/ U &/ est un atlas.

Soient M un espace topologique et .7, &/’ deux atlas topologiques sur M. On dit que .7 et &/’ sont compatibles
si &/ U&7’ est un atlas topologique.

Remarque 1.44 — Inclusion d’atlas. Par ailleurs, si &7 est un atlas (resp. topologique) contenu dans un atlas
(resp. topologique) &7’ alors & et o/’ sont compatibles. L]

Remarque 1.45 — Vérifications. Soient M un ensemble (resp. espace topologiques) et &7, o7’ deux atlas (resp.
topologiques) sur M. Les atlas & et /' sont compatibles si, pour tout U € & et tout U’ € &', les pseudocartes
(resp. topologiques) U et U’ sont compatibles.

En effet, comme les domaines des cartes de & recouvrent déja M, il suffit de vérifier les conditions de
compatibilité entre les cartes. Si les deux cartes considérées sont dans &/ ou dans &7’ le fait que & ou &’ soit
un atlas (resp. topologique) donne le résultat voulu. u

Les deux remarques qui suivent assurent essentiellement que compatibilité entre atlas topologique et com-
patibilité entre atlas sur un ensemble sont deux visions d’une méme notion. Elles seront complétées par la
remarque 1.49 qui montrent que les classes d’équivalence pour ces deux relations coincident.

Remarque 1.46 — Topologie. On considére un ensemble M et &7 et o/’ deux atlas sur M. Si & et &/’ sont
compatibles alors les topologies sur M associées a &/ et &’ coincident. En effet, &/ U &/’ est un atlas sur M.
Les domaines des cartes de & U ./’ et donc de & et &/’ sont des ouverts et les transferts de ces cartes des
homéomorphismes pour la topologie associée a l'atlas &/ U «7’. Par unicité (proposition 1.37), les topologies
associées & &, &' et o/ U &/’ coincident.

Attention, il se peut que deux atlas sur M définissent la méme topologie sans étre compatibles (voir
lexemple 1.75). Autrement dit, la topologie ne détermine pas la structure de prévariété. De fagon heuristique,
la notion de prévariété n’est pas purement topologique. u

Remarque 1.47 — Compatibilité, atlas et atlas topologique. Dans cette remarque, on compare les notions
de compatibilité entre atlas et de compatibilité entre atlas topologiques.

a. Soient M un espace topologique et o et o/’ deux atlas topologiques sur M qui sont compatibles (en tant
qu’atlas topologiques). D’aprés la remarque 1.36, ils sont compatibles en tant qu’atlas sur ’ensemble M.
b. Soient M un ensemble, & et &7’ deux atlas compatibles sur M et .7 une topologie. Si la topologie .7 fait de
o et /' des atlas topologiques sur M (I'unicité dans la proposition 1.37 montre que 7 est nécessairement
la topologie associée & & et 7', voir aussi le point c¢), alors &/ et &’ sont compatibles en tant qu’atlas
topologiques sur M. Il s’agit de montrer que &/ U &/’ est un atlas topologique. D’aprés la remarque 1.36, il
suffit de montrer que pseudocartes de &7 U <7’ sont des pseudocartes topologiques. Comme une pseudocarte
de & U &/’ appartient a ’atlas topologique &7 ou a 'atlas topologique .«/’, on obtient le résultat.

c. Soient M un ensemble, .7 et &/’ deux atlas compatibles sur M. D’aprés la proposition 1.37 et la remarque 1.46,
les topologies associées & 7 et &/’ coincident et font de &7 et &/’ des atlas topologiques sur M. Le point b
assure que 2/ et &/’ sont compatibles en tant qu’atlas topologiques sur M.
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d. Soient M un ensemble, &/ un atlas sur M. Si &7’ est un atlas topologique sur M (pour la topologie associée
a «7) compatible avec &7 en tant qu’atlas topologique alors le point a montre que 2/’ est compatible avec
o/ en tant qu’atlas sur .

e. Soient M un espace topologique et & et /' deux atlas topologiques sur M. On suppose que .« et &/’
sont compatibles en tant qu’atlas sur ’ensemble M. Comme la topologie de M fait de & et &/’ des atlas
topologiques, le point b montre que 7 et &/’ sont compatibles en tant qu’atlas topologiques. u

Le lemme suivant est un lemme technique qui assure que la relation de compatibilité entre atlas est une
relation d’équivalence.

Lemme 1.48 — Compatibilité et relation d’équivalence. Soit M un ensemble. La relation « étre compatible »
est une relation d’équivalence sur I’ensemble des atlas sur M.

Soit M un espace topologique. La relation « étre compatible » est une relation d’équivalence sur 1’ensemble
des atlas topologiques de M.

Preuve. La réflexivité et la symétrie de la relation « étre compatible » sont évidentes puisque &/ U &/ = &/
est un atlas (resp. topologique) et & U &/’ = &/’ U 7. 1l reste & montrer la transitivité. Commengons par nous
ramener au cas topologique. Soient &7, &7’ et &/ trois atlas sur M tels que & et &/’ soient compatibles et &7’
et .«/" soient compatibles. D’aprés la remarque 1.46, o7, &' et &/” sont des atlas topologiques sur M pour la
topologie associé & 7. Le point b de la remarque 1.47 montre que o et o/’ (resp. &/’ et &/"") sont compatibles
en tant qu’atlas topologique sur M. Le point d de la remarque 1.47 assure alors que 1’on peut se contenter du

cas topologique.
On considére o7, &/’ et &/” trois atlas topolo-

giques sur M tels que o/ et &/’ soient compatibles
et &/ et /" soient compatibles. Montrons que o et
/" sont compatibles. Soient U = (U,V,n,p) € o
et U = (U, V' n" ¢") € & Daprés la re-
marque 1.45, il suffit de montrer que les applica-
tions de transition Yy et ¥y sont holomorphes.
Or, pour tout U’ = (U, V', n/,¢') € &', ensemble
e(UNU NU") (resp. ¢ (UNTU' NU")) est un ou-
vert de o(UNU") (resp. ¢’ (UNTU’)) puisque ¢ (resp.

¢') est un homéomorphisme et que U’ (resp. U”) est M\
un ouvert de M. De plus, la restriction de 9y &
(UNTU NU”) coincide avec la composée de la res-
triction de ¢y & (UNTU ' NU") et de la restriction
de Yy & ' (UNT NTY).
Comme chacune de ces deux applications est holomorphe (comme restriction & un ouvert de fonctions

holomorphes), leur composée 1/}uuu| UnUAU) est holomorphe. Comme
@

U ¢(UNUNU")=¢(UNU"),
(U V' @ )eod’
Papplication v~ est holomorphe sur o(UNTU”). Par un raisonnement analogue, on montre que g4 est aussi
holomorphe. [

Remarque 1.49 — Classe d’équivalence. Soient M un ensemble et &/ un atlas sur M. D’aprés les points ¢
et d de la remarque 1.47, ’ensemble des atlas compatibles avec o et 'ensemble des atlas topologiques (pour la
topologie associée & o) compatibles (en tant qu’atlas topologiques) avec &7 coincident.

Soient M un atlas topologique et <7 un atlas topologique sur M. D’aprés les points a et e de la remarque 1.47,
I’ensemble des atlas sur ’ensemble M qui sont compatibles avec o7 et ’ensemble des atlas topologiques compa-
tibles avec .« coincident. u

ATLAS MAXIMAL

La proposition suivante est le résultat important de cette sous-section : elle définit la notion d’atlas maximal
qui sera a la base de la notion de prévariété holomorphe.

Proposition 1.50 — Atlas maximal. Soient M un ensemble et &/ un atlas sur M. La réunion de tous les atlas
compatibles avec o7 est un atlas noté @/, compatible avec o7. L’atlas @pax est unique atlas maximal (pour
I'inclusion) contenant <.

Soient M un espace topologique et &7 un atlas topologique sur M. La réunion de tous les atlas topologiques
compatibles avec &/ est un atlas topologique noté @,.x compatible avec . L’atlas @,.x est 'unique atlas
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topologique maximal (pour 'inclusion) contenant <.

Preuve. Commencons par les atlas topologiques. Comme & est un atlas topologique compatible avec <7, on
a o C Ymax et donc les domaines des pseudocartes de 2., recouvrent M. Montrons la compatibilité entre
les pseudocartes de @nax. Solent U = (U, V,n,¢) et U’ = (U, V', n/,¢') deux pseudocartes topologiques de
Hmax- 1l existe un atlas &7’ (resp. &7”’) compatible avec &7 contenant U (resp. U’). D’aprés la définition 1.43 et
la remarque 1.44, o7 U o7’ (resp. o/ U &/"') est un atlas compatible avec «7. Par transitivité (lemme 1.48), on
obtient que &/ U &/ U &/" est un atlas contenant U et U’. Ainsi, les applications de transitions v et ¥y
sont holomorphes. On en déduit que @, est un atlas.

Passons au cas non topologique. Considérons %, ,x la réunion de tous les atlas compatibles avec o7. D’aprés
la remarque 1.49, @,.x est la réunion de tous les atlas topologiques (pour la topologie associée & &) compatibles
avec /. D’aprés ce qui précéde, @« est un atlas topologique contenant <. Ainsi, d’aprés la remarque 1.36,
max €St un atlas contenant 7.

Montrons la propriété de maximalité de Pnax. Si &7’ est un atlas (resp. topologique) contenant .y, il
contient &7 et est donc compatible avec &7 (remarque 1.44). Par définition de &nax, on a &’ C nax et donc
max = &/'. Finissons par I'unicité de latlas cherché. Si &7’ est un atlas (resp. topologique) maximal contenant
& alors, d’aprés la remarque 1.44, &’ est compatible avec &/ donc il est contenu dans ... Par maximalité
de &', on a &' = A ax. =

Ainsi, chaque classe d’équivalence d’atlas contient un représentant privilégié : la réunion de tous les éléments
de la classe d’équivalence. La propriété de maximalité donne un critére simple d’appartenance & cet atlas
(lemme 1.51). De plus, tout ouvert d'un domaine d’une carte de cet atlas maximal est encore le domaine d’une
carte de ce méme atlas : de fagon plus précise, un atlas maximal est stable par restriction de cartes (lemme 1.51).

Lemme 1.51 — Cartes d’un atlas maximal. Soient M un ensemble (resp. espace topologique), &/ un atlas
(resp. topologique) sur M et U une pseudocarte (resp. topologique). Si U est compatible avec toutes les cartes
de & alors U € & ax.

Soient M un espace topologique, &/ un atlas topologique maximal sur M et U = (U, V,n, ¢) € &7. Pour tout
ouvert Uy de U, U; = Z/l|U1 est une carte de «7.

Preuve. Par hypothése, & = &/ U{U} est un atlas puisque les ouverts de <7 recouvrent M. Comme 27 contient
of , il est compatible avec &7 et donc U € &) C pnax.

Comme U est compatible avec toutes les cartes de o7, la remarque 1.33 montre que U est compatible avec
toutes les cartes de o. Ainsi &/ U{U;} est un atlas puisque les ouverts de &7 recouvrent déja M. Par maximalité
de &7, on obtient que U, € . =

Exemple 1.52 — Carte vide. Soient M un ensemble (resp. espace topologique) et <7 un atlas (resp. topologique)
alors “,.x contient toutes les cartes vides c’est-a-~dire pour tout m € N, (&, &, m, F) € Hnax. En effet, d’apres
I'exemple 1.27, les cartes vides sont compatibles avec toutes les cartes de 7. Le lemme 1.51 montre qu’elles
appartiennent & .27 ax. u

1.4 LA CATEGORIE DES PREVARIETES HOLOMORPHES

Dans cette section, on définit les prévariétés holomorphes et les bonnes fonctions entre prévariétés holo-
morphes : les fonctions holomorphes. Ces nouvelles fonctions holomorphes généralisent la notion usuelle de
fonctions holomorphes (exemples 1.89 et 1.90). On donne ensuite des critéres pratiques d’holomorphie (pro-
position 1.101 et application 1.118) et des méthodes de constructions de prévariétés (exemples 1.61 et 1.66,
propositions 1.128 et 1.129).

1.4.1 LES OBJETS : LES PREVARIETES

La section précédente qui a mis en place la notion d’atlas permet de donner immédiatement la définition
d’une prévariété holomorphe, ou plutot deux, voire méme, trois définitions équivalentes de prévariétés.

Définition 1.53 — Prévariété. Une prévariété holomorphe est un couple (M, &) formé d’un ensemble M et d’un
atlas maximal & sur M. On dit que l'atlas &/ munit I’ensemble M d’une structure de prévariété holomorphe.

Remarque 1.54 — Prévariété. De fagon équivalente (proposition 1.50), un couple (M, A) formé d’un ensemble
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M et d’une classe d’équivalence d’atlas sur M est une prévariété holomorphe.

De méme, tout couple (M, o) formé d’un ensemble M et d’un atlas o/ sur M détermine sur M une structure
de prévariété. 1l suffit de considérer 1’atlas maximal associé & &7 (proposition 1.50) ou, en terme de relation
d’équivalence, la classe d’équivalence A de &7. Lorsqu’on parlera de la structure de prévariété d’un ensemble
muni d’un atlas, il s’agira de cette structure naturelle associée & I'atlas maximal. u

Une prévariété holomorphe est, par définition, un espace obtenu par recollement d’ouverts de divers C™ (voir
la remarque 1.38). Il hérite donc des propriétés locales de ces ouverts.

Proposition 1.55 — Propriétés locales d’une prévariété. Soient (M, /) une prévariété holomorphe et « € M.
Il existe une base de voisinages de x formée de domaines de cartes contractiles. En particulier, les domaines
des cartes en = forment une base de voisinage de x et M est localement connexe, localement connexe par arcs,
localement simplement connexe, localement contractile. De plus, pour tout € M, le singleton {x} est fermé
dans M.

Preuve. 1l existe une carte (U, V,n,p) de & en z. L’ensemble V est un voisinage de ¢(x). Comme V est
localement contractile (puisque localement convexe), il existe une base de voisinage V,(,y de ¢(z) formée d’ou-
verts contractiles, (par exemple, les boules de centre p(z) de rayon r pour r suffisamment petit). Comme ¢ est
un homéomorphisme, ’ensemble {cp_l(V' ), Ve Vw(x)} est une base de voisinage de x formée d’ensembles
contractiles. Comme ¢~1(V’) C U, le lemme 1.51 donne le résultat. Comme un espace contractile est connexe,
connexe par arcs et simplement connexe, on obtient aussi la locale simple connexité, la locale connexité par
arcs et la locale connexité de M. Enfin, si y # x, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage ouvert de y ne
contenant pas x. Soit U une carte de & en y. Si x appartient au domaine U de U alors, comme U est séparé
(puisqu’homéomorphe & un ouvert de C”), il existe deux ouverts U, et U, contenant respectivement x et y,
contenus dans U et d’intersection vide. Dans ce cas, 'ouvert U, convient. Si z n’appartient pas a U alors 'ouvert
U convient. u

La dimension d’une carte permet de définir la notion de dimension d’une prévariété en point : c’est ’entier
n tel qu'au voisinage de x, la prévariété M ressemble a C". La remarque 1.30 assure que cet entier est bien
défini. On liera cette notion de dimension d’une prévariété en point a la notion usuelle de dimension d’un espace
vectoriel : lespace tangent (voir la proposition 1.203).

Proposition-Définition 1.56 — Dimension d’'une prévariété. Soient (M, o) une prévariété holomorphe et
x € M. Toutes les cartes de o/ ont la méme dimension que 'on note dim,(M). On dit que dimz(M) est la
dimension de M en x. L’application
M —N
dim:

z +— dim, (M)

est localement constante. Si elle est constante, on dit que M est une prévariété pure. On définit alors la dimension
de M qu’on note dim(M) comme la valeur de cette constante.

Preuve. La remarque 1.30 montre que toutes les cartes de &/ en x ont la méme dimension ce qui permet de
définir dim, (M). Par ailleurs, si U est le domaine d’une carte U« de <7, on a dim, (M) = dim pour tout = € U.
Ainsi dim est localement constante. =

1.4.2 EXEMPLES DE PREVARIETES
Dans cette sous-section, on présente quelques exemples théoriques et concrets de prévariétés holomorphes.

OUVERTS D’ESPACES VECTORIELS

On commence par les exemples les plus simples : les ouverts des C-espaces vectoriels de dimension finie. Les
structures de prévariétés sur ces ensembles peuvent étre définies grace a un atlas & une seule carte.

Exemple 1.57 — Ouvert de C". Soit U un ouvert de C". Alors & = {U = (U, U, n,idy)} est un atlas sur U.
En effet, U est ouvert dans U et recouvre U, idy est un homéomorphisme de U sur I'ouvert U de C" et comme
il n’y qu’une carte, la remarque 1.42 montre que 7 est bien un atlas. D’aprés la remarque 1.54, on peut alors
munir U d’une structure de prévariété holomorphe. Lorsqu’on parlera de la structure de prévariété d’un ouvert
de C™, il s’agira de cette structure de prévariété (sauf mention explicite du contraire). L’atlas maximal @7y ax
est alors la réunion de l’ensemble des pseudocartes topologiques de U de dimension n dont le transfert est
un biholomorphisme et de lensemble des cartes vides. En effet, soit U’ = (U, V,m, ) € Pax. Alors U est
une pseudocarte topologique de U. Par hypotheése, U’ est compatible avec U. Or U' NU = U’ et ¢y = ¢ et
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Yy = ¢~ L. Ainsi, la remarque 1.30 montre que ¢ est un biholomorphisme et m = n (sauf si U = & auquel
cas U’ est une carte vide). Réciproquement, si U’ = (U’, V,m, ¢) est une pseudocarte topologique de dimension
n dont le transfert est un biholomorphisme alors, comme vy = ¢ et Yy = @~ sont holomorphes, U et U’
sont compatibles. Le lemme 1.51 montre que U’ € @ax. Enfin, si U’ est une carte vide, 'exemple 1.52 montre
que U' € A ax. n

Exemple 1.58 — Quvert d’un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient E un C-espace vectoriel de
dimension finie n, U un ouvert de E et f un isomorphisme linéaire de E sur C". La continuité des applications
linéaires en dimension finie assure que application f est un homéomorphisme de E sur C". En particulier, f(U)
est un ouvert de C" et f induit un homéomorphisme fy de U sur f(U). Finalement, comme U est un ouvert
de U et recouvre U, la remarque 1.42 montre que o = {U = (U, f(U),n, fu)} est un atlas sur U. Gréace a la
remarque 1.54, on en déduit une structure de prévariété holomorphe sur U.

A vpriori, la structure de prévariété construite sur U dépend du choix de 'isomorphisme linéaire entre E
et C™. Montrons que ce n’est pas le cas. Soit g : E— C™ est un isomorphisme linéaire. Montrons que 'atlas
# ={V = (U,g(U),n,gu)} est compatible avec o. Il suffit de montrer que les pseudocartes U et V sont
compatibles. Or les applications de transition entre U et V sont données par

Yyy = (go f_1)|f(U) et vy = (f 09_1)|9(U)

qui sont holomorphes comme restrictions d’applications linéaires. On en déduit que &7 et £ sont contenu dans
le méme atlas maximal. Ainsi les structures de prévariétés holomorphes définies par f et g coincident. Lorsqu’on
évoquera la structure de prévariété d’'un ouvert d’'un C-espace vectoriel de dimension finie, il s’agira de cette
structure de prévariété (sauf mention explicite du contraire).

Enfin, remarquons que I'application id : C™ — C™ est bien stir un isomorphisme linéaire. L’exemple 1.57 des
ouverts de C" est donc un cas particulier de celui-ci. u

Application 1.59 — Groupe linéaire. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. L’ensemble GL(E) est
naturellement muni d’un structure de prévariété. En effet, GL(E) est un ouvert de Endq(E) puisque GL(E) =
det™(C*) et que C* est un ouvert de C et det une application continue. De méme, GL,(C) peut étre muni
d’une structure de prévariété.

D’une maniére plus générale, si F et G sont deux C-espaces vectoriels de méme dimension finie. On note
Isomc(F, G) 'ensemble (non vide) des bijections linéaires de F dans G. Pour u € Isomc(F, G), Papplication

\ {EndC(F) — Hom¢(F, G)

v — U O V.

est bijective, linéaire et envoie GL(F) sur Isomc(F,G). Ainsi, elle induit un homéomorphisme de GL(F) sur

Pouvert Isome (F, G) de Hom(F, G). En particulier, Isom¢(F, G) peut étre muni d’une structure de prévariété.
"

UN EXEMPLE CONCRET : LA SPHERE DE RIEMANN

L’exemple suivant fournit un exemple d’un sous-ensemble d’un espace vectoriel réel qui est pourtant une pré-
variété holomorphe ou plutot qu’on peut munir d’une structure de prévariété holomorphe : la sphére euclidienne
de R3.

Exemple 1.60 — La sphére de Riemann. Soit S? = {(z1,22,23), 212 + 2% 4+ 232 = 1} la sphére unité de
R3 pour la métrique euclidienne.

On considére les points N = (0,0,1) et S = (0,0, —1)
de S? appelés respectivement pole nord et pole sud et
les deux ouverts Uy = S\ {N} et Us = S2 \ {S} de S%.
On va montrer grace aux projections stéréographiques
que Uy et Ug sont homéomorphes a C.

Soit py la projection stéréographique de sommet N.
Elle est définie géométriquement de la fagon suivante :
a x € Uy on associe le point d’intersection de la droite
(Nz) avec 'hyperplan H d’équation x,, = 0. L’applica-
tion réciproque gj associe au point x appartenant a I’hy-
perplan H le deuxiéme point d’intersection de S? avec la
droite (Nx).
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Déterminons des expressions analytiques pour py et ¢i. Soit = (21, z2,23) € Un. On cherche A € R tel
que p(z) = (0,0,1) + A(—z1, —22,1 — 23) € H. Comme N est le seul point de S? tel que x5 = 1 puisqu’alors
212 + 292 = 0, on obtient A = —(1 — z3)~! et donc

Py (2) (x1,22,0).

- 1-— I3
Réciproquement, soit = (x1,x2,0) € H. On cherche A\ € R tel que
gk () = (0,0,1) + A(—21, —2,1) € S? et qn(z) #N.

On obtient A2(212 + 222) + (1+ N2 =1,
c’est-a-dire IN+A2(1+ 212 +222) = 0.
La solution A = 0 donne N qu’on exclut. On obtient donc A = —2(1 + x12 + x22)_1 et
1
V() = 5 (271,2 24 a2 1)),
QN(x) 1+$12 +$22 ( Ty,4T2, (1'1 + X9 ))

Les expressions trouvées vont nous permettre de construire une structure de prévariété sur S? : on va exhiber
un atlas sur S? construit & partir des projections stéréographiques depuis les poles nord et sud. Dans les calculs
qui suivent, on effectue toutes les vérifications analytiques grace aux expressions obtenues ci-dessus. On considére
les applications

Un — C
PN

x = (x1,22,23) — . (x1 + ix2)

— I3

C — Un

et qN: ( iy ) 1
z =T 1 —
! 2 r12+ 222 +1

2z |z]P-1
2y, 29, 012 + a2 — 1) = .
(221,222, 112 + 22 ) <|z|2 T T

Comme N est le seul point de S? tel que x3 = 1 puisqu’alors z12 + 222 = 0, application py est bien définie et
continue. Par ailleurs, gn est bien & valeurs dans S? puisque

4212 4+ 492 + (212 + 122 — 1)2 = (112 + 222 + 1)%

[2* — 1

|22 +1

De plus, #1

donc gy est a valeurs dans Uy et continue. Montrons & présent que pn et gn sont des bijections réciproques
Pune de lautre. Si (21, 22, 23) € Un alors

211 229 1% + 222 1

1— 2z 1—2z 1 —x3)?

qN OPN(($1,$2;=’US)) = P} 23 ) 2 23 ) ( 2 3)2
T1° + o i1 17+ X2 1 1%+ T2 11

(1 — 1’3)2 (]. — l‘3)2 (]. — :Cg)Q

La relation x12 4 222 + 3% = 1 assure alors que g o px((21, T2, 73)) = (71,22, 23). Par ailleurs, pour z € C, on
a

lz2—-1 2
22 +1 [z + 17
-1
2z 2
d’ot = =z.
o men) = () <

Ainsi py et gy sont des homéomorphismes réciproques I'un de 'autre.
On passe a présent au cas du pole sud. Plutdt que de considérer simplement la projection stéréographique
de pole S, on considére sa composée avec la symétrie par rapport a ’axe réel. On définit donc les applications

2 {S} —C

ps: ( ) 1
r = \(Tr1,Tr2,r3) ——
1,42,43 1+$3

(x1 — Qo)
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C — $2 < {S}

et gs: + 2z 1—|2)?
2= 1Tro —— .
L 1+ 22 1+ 22

Comme S est le seul point de S? tel que x5 = —1 puisqu’alors 12 + 222 = 0, 'application pg est bien définie et
continue. Par ailleurs, g est bien & valeurs dans S? puisque

(1 =122 + 4212 = 1 = [2[%)? + 4]2* = (|2 + D2

1|22
142
donc gg est a valeurs dans Ug et continue. Montrons a présent que pg et gg sont des bijections réciproques I'une
de lautre. Si (z1,z9,z3) € Ug alors

De plus, # -1

221 2(—x2) B x1% + (*IE2)2
1 1 1 +a3)2
QSOPS((CE1;=’U2;=’U3)): 2+$3 PR 2+x3 2 (2 3) 2
14 xr1° + (71‘2) 14 xr1° + (*1’2) xr1° + (*1'2)
(1—|—x3)2 (1 +I3)2 (1 +I3)2

La relation 12 + 292 + 232 = 1 assure alors que gs o ps((z1, 22, 23)) = (21, 22, r3). Par ailleurs, pour z € C, on
a

1+ 1— |z 2
ENFEAN PR
1
2z 2
d’ot = =2z.
o mon) = ()~

Ainsi ps et ¢s sont des homéomorphismes réciproques I'un de 'autre.

Finalement Uy = (Ux, C,1,px) et Us = (Us,C, 1, ps) sont des pseudocartes topologiques pour S* Comme
Ux U Us = S?, les domaines des pseudocartes recouvrent S?. De plus, comme ps(N) = 0 et pn(S) = 0, on a
ps(Un N Ug) = C* et px(Un N Ug) = C*. Enfin, comme

1—|z? |2]2 — 1 2|22 z .
— = = et — =2z
1+ 27 T+z2 0 142 2|2
les applications de transitions sont données par
Cr — C*
pnops ' =psopnh: .
z —z

Elles sont holomorphes. Ainsi {Uyx,Us} est un atlas sur S2. La remarque 1.54 montre qu’on peut munir S? d’une
structure de prévariété holomorphe. Munie de cette structure de prévariété holomorphe, on dit que S? est la
sphére de Riemann. u

OUVERTS D’UNE PREVARIETE

L’exemple suivant est plus théorique que les précédents. Il permet de construire d’autres prévariétés a partir
d’une prévariété fixée. En fait, tout ouvert d’une prévariété est aussi une prévariété ou plus précisément, peut
étre muni d’une structure de prévariété. Ces structures de prévariété sur les ouverts d’une prévariétés seront
trés utiles pour ’études des fonctions holomorphes (voir, par exemple, la proposition 1.101).

Exemple 1.61 — OQuvert d’une prévariété. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe, U un sous-ensemble
ouvert de M et &/’ C & un atlas sur M compatible avec /. Montrons que

! _ !
Ay = {u|dom(u)mU , Ued }

est un atlas topologique sur U (pour la topologie induite sur U par celle de M), que 7, est un atlas maximal
sur U et que &y = {U € &/, dom(U) C U} C «/. En particulier, (U, @) est une prévariété holomorphe.

Soit U € o/’. Comme U est ouvert dans M, ’ensemble dom(&) N'U est un ouvert de dom(U). On en déduit
que

V= u| dom(U)NU
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a bien un sens et est une pseudocarte topologique sur M dont le domaine est contenu dans U (voir la re-
marque 1.25). Comme dom(U) N U est un ouvert de U (puisque dom(U) est un ouvert de M), on en déduit que
Y est une pseudocarte topologique sur U. Ainsi &7’y est un ensemble de pseudocartes topologiques sur U. De
plus, comme &/’ est un atlas sur M, on a

U (dom@)NTU) = ( U dom(U)) NU=MNU=T.
Uea' uecg’
Enfin, comme deux cartes de &/’ sont compatibles, la remarque 1.33 montre que deux pseudocartes de .27’y sont
compatibles. Ainsi &7’y est bien un atlas sur U.
On pose, pour simplifier les notations, Zy = {U € &/, dom(U) C U}. Soit U € Hy. On a alors
|dom(u)mU =U €y
Ainsi By C @y. Montrons l'inclusion réciproque. Soit U € ;. D’aprés le lemme 1.51, on a
V= U| € o
dom(U)NU
Comme dom(V) est contenu dans U, on obtient 2%y C Ay. D’on oy = Buy.

Montrons la maximalité de o4;. On considére un atlas Z sur U tel que oy C Bet U = (U, V,n,p) € B.
Comme U est un ouvert de M et U’ un ouvert de U, I’ensemble U’ est ouvert dans M et U est une pseudocarte
topologique sur M dont le domaine est contenu dans U. Montrons que I/ € <. Pour cela, considérons U’ =
(U, V' ,n',¢") € of et montrons que U et U’ sont compatibles. On pose

V=U| g UI|U '
Ndom(U’)

Comme U' C U,ona U'NU" =(UNU)NU" =U'N(U"NTU). On obtient ainsi ¥y = Yuy et Yoy = Yyu.
Comme V € oy C B et U € AB, on en déduit que Yy et Yy sont holomorphes et donc U et U’ sont
compatibles. Ainsi o7 U{U} est un atlas sur M. Par maximalité de <, on en déduit que U € 7. De plus, comme
le domaine de U est contenu dans U, on obtient que U € By = . Ainsi B = ;.

Ainsi, on peut construire de fagon naturelle une structure de prévariété holomorphe sur tout ouvert U d’une
prévariété holomorphe (M, .o7). De plus, si &7’ est un atlas sur M contenu dans &/ (qui détermine donc, grace a
la remarque 1.54 et a la proposition 1.50, la structure de prévariété sur M), alors &7’y est un atlas sur U contenu
dans 7. L’atlas maximal sur U contenant <7’y est donc 7. La structure de prévariété sur U associée a 7'y
grace a la remarque 1.54 est donc (U, ;). Ainsi la structure de prévariété sur U est déterminée par n’importe
lequel des atlas déterminant la structure de prévariété sur M. L]

Voyons quelques exemples et conséquences de ces structures de prévariétés sur un ouvert d’une prévariété.
Le point central est la transitivité de ces structures : sur un ouvert d’un ouvert, les structures obtenues comme
ouvert de l’espace de départ ou comme ouvert d'un ouvert de 'espace de départ coincident (remarque 1.62).
Les applications 1.63 et 1.64 concernent, quant a elles, une nouvelle fois les ouverts des C-espaces vectoriels de
dimension finie.

Remarque 1.62 — Ouverts d’une prévariété. Soient (M, o) une prévariété holomorphe et U, V deux ouverts
de M tels que V C U. Comme V est ouvert dans U et dans M, V hérite de deux structures de prévariétés
holomorphes (exemple 1.61). Montrons que ces structures de prévariété coincident.

On note oy (resp. @A, @4Y) l'atlas maximal sur U (resp. V, V) déterminant la structure de prévariété sur
U (resp. V, V) donnée par le fait que U (resp. V, V) soit un ouvert de M (resp. M, V). D’aprés I’exemple 1.61,
onaoy ={U€o, domU)CU}, ok ={U€c, domU)CV}et oy ={UEc A, domU)CV}. On
en déduit immeédiatement que @AY = o4;. Ainsi les deux structures de prévariété sur M coincident.

Il est donc naturel de ne pas spécifier la structure dont il est question lorsqu’on évoque la structure de
prévariété d’un ouvert d’une prévariété. Dans la suite, lorsqu’on considérera une structure de prévariété sur un
ouvert d’une prévariété, il s’agira de celle construite dans 'exemple 1.61. L]

Application 1.63 — Ouvert de C". Soient U un ouvert de C" et V un ouvert de U. Montrons que la structure
de prévariété holomorphe sur V obtenue comme ouvert de la prévariété de U (voir exemple 1.61) coincide avec
la structure usuelle (voir Pexemple 1.57).

On considére l'atlas @’ = {(U, U, n,idy)} définissant la structure de prévariété sur U. Comme UNV =V,
ona v ={(V,V,n,idy)}. Ainsi un atlas déterminant la structure usuelle de prévariété sur V coincide avec
un atlas déterminant la structure de prévariété sur V comme ouvert de U.

En particulier, avec U = C™ et V = U, on obtient que la structure usuelle de prévariété sur U correspond a
celle d’ouvert de la prévariété C™. u

Application 1.64 — Ouvert d’'un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient E un C-espace vectoriel de
dimension finie, f : E— C™ un isomorphisme linéaire, U un ouvert de E et V un ouvert de U. Montrons
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que la structure de prévariété holomorphe sur V obtenue comme ouvert de la prévariété holomorphe U (voir
exemple 1.61) coincide avec la structure usuelle (voir 'exemple 1.58).

On consideére l'atlas &7’ = {(U, f(U),n, fu)} déterminant la structure de prévariété sur U. Ona UNV =V,
donc &'y = {(V, f(V),n, fv)}. Ainsi un atlas déterminant la structure usuelle de prévariété sur V coincide
avec un atlas déterminant la structure de prévariété sur V comme ouvert de U.

En particulier, avec U = E et V = U, on obtient que la structure usuelle de prévariété sur U correspond a
celle d’ouvert de la prévariété E. u

PRODUIT DE PREVARIETES

Dans l'exemple 1.66, on construit & partir de deux prévariétés holomorphes, une nouvelle prévariété holo-
morphe dont I'espace topologique sous-jacent est le produit des espaces topologiques des deux prévariétés de
départ. On appelle cette prévariété la prévariété produit. La proposition 1.103 montrera qu’il s’agit effectivement
du produit des prévariétés au sens catégorique (voir le corollaire 1.97). Mais commengons par un petit rappel
de notation.

Notation 1.65 — Application produit. Soient X, X', Y, Y’ quatre espaces topologiques, f : X—X' et
g : Y=Y’ deux applications continues. On note f x g : X x Y =X’ x Y’ lapplication qui & (z,y) € X x Y
associe (f(x),g(y)) € X' xY'. La propriété universelle du produit montre qu’elle est continue pour les topologies
produits sur X x Y et X’ x Y’.

Exemple 1.66 — Produit de prévariétés. On considére deux espaces topologiques M et N, un atlas topologique
o ={(Uq, Va,Na, Ya), @ € A} sur M (resp. B = {(U,,, V., ,n.,¢.), a € B} sur N) et on munit M x N de la
topologie produit. On va munir ’ensemble M x N d’une structure de prévariété.

Pour oo € A et 8 € B, on considére les cartes Uy = (Ua, Va,Na, o) € & et Usg = (U, Vi, nj5,05) € <.
Les applications ¢, X ¢j; (voir notation 1.65) réalisent des homéomorphismes de U, x Ujy sur Vo x V. Or, par

définition de la topologie produit, U, x U’ﬁ est un ouvert de M x N et V,, x V’ﬁ est un ouvert de C™=*"5. Ainsi
(Uq % Ub, Vo X V’B, N + n’ﬁ, Yo X gpb) est une pseudocarte topologique sur M x N appelée pseudocarte produit
de Uy, et Us et notée U, x Ug. De plus, les domaines de ces pseudocartes topologiques recouvrent M x N puisque

U (UaxU’ﬁ):(UUa)x<UU’ﬁ>:MxN.
(a,B)EAXB acA BEB

Enfin, considérons «, o’ € A et 3,8’ € B. Montrons que les pseudocartes topologiques U, x Us et Uy, X Us: sont
compatibles. Comme

(Ua x Up) N (U, x Up,) = (Ua NUL) x (U NUR),
les applications de transition ¢, XUs) Unr xUz) €8 VWU xtU ) Ua xU) s’écrivent
YU xUs) U xUy) = Pehallyr X Vs, et WV xUs ) Ua xUp) = Vil the X Pty Uhs-

Or une application d’un ouvert de C* dans C7 est holomorphe si et seulement si chacune de ses j composantes
'est. Comme les nos (resp. n,) premiéres composantes de ¢y, XU Uns xUg) (resp. de VU x Uy ) Ua xUz)) sont
celles de 94,14, (resp. de Yy _,u, ) et les nb, (resp. n’ﬁ) suivantes celles de ¥y, (resp. i/fuﬁ/ug)v les applications
de transition entre U, X Uz et Uy X U sont holomorphes. Ainsi, I'ensemble {U, x Uz, (o, F) € A x B} est
un atlas sur M x N appelé atlas produit et noté o/ X ZA. La remarque 1.54 montre alors qu’on peut munir
M x N d’une structure de prévariété holomorphe. Par ailleurs, on remarque que la structure de prévariété
obtenue ne dépend pas des atlas choisis dans les classes d’équivalence de <7 et de Z. En effet, la construction
de Datlas produit montre immédiatement que si &’ (resp. #’) est 'atlas maximal contenant & (resp. %), on
a(dRPB)C (" KA et donc of KA et of' WP sont compatibles et définissent le méme atlas maximal sur
M x N. En particulier, lorsque (M, &) et (N, %) sont deux prévariétés holomorphes, on obtient sur M x N une
structure de prévariété appelée structure produit. Lorsqu’on évoquera une structure de prévariété sur un produit
de prévariété, il s’agira, sauf mention explicite du contraire, de celle construite ici. u

Les applications qui suivent montrent quelques coincidences entre diverses structures de prévariétés holo-
morphes liées aux prévariétés produits.

Application 1.67 — Produit d’ouverts. Soient n,m € N et U un ouvert de C™, V un ouvert de C™. Montrons
que la structure de prévariété sur U x V obtenue par produit des structures de U et de V coincide avec celle
obtenue comme ouvert de C**™,

D’aprés l'exemple 1.57, Vatlas & = {(U,U,n,idy)} (resp. Z = {(V,V,m,idy)}) définit la structure de
prévariété sur U (resp. V). On a alors & X Z = {(Ux V,Ux V,n+m,idy xidy)} (voir exemple 1.66).
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Comme idy X idy = idyxv, atlas @7 K% n’est autre que I'atlas définissant la structure de prévariété sur U x V
comme ouvert de C**+™,

En particulier, la structure de prévariété de C™ coincide avec la structure de prévariété produit de Cx - --x C.
n

Application 1.68 — Produit d’ouverts d’espace vectoriel. Soient E,F deux C-espaces vectoriels de dimension
finie respective m et n et U un ouvert de E, V un ouvert de F. Montrons que la structure de prévariété sur
U x V obtenue par produit des structures de U et de V coincide avec celle obtenue comme ouvert de E x F.

Soit f : E—C™ (resp. g : F—C") un isomorphisme linéaire. D’aprés ’exemple 1.58 dont on reprend les
notations, la structure de prévariété sur U (resp. V) est déterminée par latlas & = {(U, f(U), m, fu} (resp.
B ={(V,9(V),n,gv)}). L’atlas o ¥ Z (voir exemple 1.66) est alors donné par

A X B = {(U XV,f(U) Xg(v)an+man ng))}.

Comme Dapplication f x g : E x F— C"*™ réalise un isomorphisme linéaire et fu x gv = (f X g)uxv, l'atlas
o/ W A nest autre que latlas définissant la structure de prévariété holomorphe sur U x V comme ouvert de
E xF. u

Comme la structure usuelle de prévariété sur un ouvert d’un C-espace vectoriel de dimension finie coin-
cide avec celle d’ouvert de la prévariété dont ’ensemble sous-jacent est 1’espace vectoriel en question (voir les
applications 1.63 et 1.64), les applications 1.67 et 1.68 sont en fait des conséquences du résultat général de
I’application 1.69 appliquée respectivement aux prévariétés M = C" et M’ = C™ puis M = E et M’ = F munies
de leur structure usuelle.

Application 1.69 — Produit d’ouverts de prévariétés. Soient (M, o), (M’, &7’) deux prévariétés holomorphes
et U (resp. U’) un ouvert de M (resp. M’). L’ensemble U x U’ est alors un ouvert de M x M’. Montrons que la
structure de prévariété sur U x U’ obtenue par produit des structures de U et de U’ coincide avec celle obtenue
comme ouvert de M x M’ (voir les exemples 1.61 et 1.66).

On note o7y (resp. <7y ) Patlas maximal associé A la structure de prévariété sur U (resp. U’). L’atlas produit
2y W ey qui détermine la structure produit sur U x U’ est alors donné par

gduRoy ={UxU, Ued, U €, domUd)CU, dom(U')cC U}

Par ailleurs, la structure de prévariété produit sur M x M’ est déterminée par latlas &/ X &7’. La structure
de prévariété sur 'ouvert U x U’ de M x M’ est donc déterminée par atlas

(o B Yuxy ={VeodRa', dom(V)CUx U}

Or,pour Ve # X&' onaV=UxU avecl € & et U € &' et dom(V) = dom(U) x dom(U’). On en
déduit que Ay KAy = (o Ko’ )yxur. Alnsi un atlas déterminant la structure de prévariété produit sur U x U’
coincide avec un atlas déterminant la structure de prévariété sur U x U’ comme ouvert de M x M’. u

PREVARIETES DISCRETES

L’exemple suivant montre que tout ensemble peut étre muni d’une structure de prévariété : celle de prévariété
discréte. Comme la topologie d’une prévariété discréte est la topologie discréte, on dispose, sur C ou tout
autre ouvert d’'un C-espace vectoriel de dimension finie, d’au moins deux structures distinctes de prévariétés
holomorphes.

Exemple 1.70 — Ensembles et prévariétés discrétes. Soit M un ensemble. Pour x € M, on note ¢, 'unique
application de {x} dans {0} = C°. On considére la famille de pseudocartes & = {({z},{0},0,0,), x € M}
Comme les domaines des pseudocartes sont deux a deux disjoints, elles sont compatibles (exemple 1.28). Enfin,

comme
M= U {I}a
zeM
on en déduit que & est un atlas sur M. On peut donc munir M, grace a o/, d’une structure de prévariété
holomorphe (remarque 1.54) qu’on note Mgisc. La topologie associée a o7 est alors la topologie discréte puisque,

pour tout € M, 'ensemble {z} est ouvert. m

Dans I'exemple précédent, on a construit une structure de prévariété holomorphe sur un ensemble quelconque.
La topologie associée a cette structure est alors la topologie discréte. Réciproquement, I’exemple suivant montre
que, si la topologie associée a une structure de prévariété est la topologie discréte, la structure de prévariété est
nécessairement la structure discréte.

Exemple 1.71 — Espace topologique discret et prévariété discréte. Soit (M, %) une prévariété holomorphe.
On suppose que la topologie associée & &7 est la topologie discréte (voir la proposition 1.37). Montrons que
(M, &) est la structure de prévariété discréte sur M et que
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o ={({z},{0},0,¢:), ze€M}U{(2,4,m, &), meN}L

Soient x € MetU = (U, V,n,p) € & une carte en . Comme U est un sous-ensemble d’un espace topologique
discret, U est discret. Par homéomorphie (via @), V est aussi un espace topologique discret. Or, pour n > 1,
un ouvert de C™ n’est pas un espace discret. On en déduit alors que n = 0. Comme V est un ouvert non vide
(puisqu’en bijection avec I'ensemble non vide U) de C°, on a V = C°. Comme U est en bijection avec V et
contient z, on obtient U = {z} et ¢ = ¢, : {x} — C°. Comme tout * € M est dans une carte de </, on en
déduit que Datlas définissant la structure de prévariété discréte sur M (voir 'exemple 1.70) est contenu dans
of et que toute carte non vide de & est un carte de ’atlas définissant la structure de prévariété discréte sur
M. Ainsi, la structure de prévariété sur M est bien celle de prévariété discréte et I’atlas maximal associé a la
structure de prévariété discréte est donné par

7 ={({=},{0},0,¢s), zeMjU{(2,0,m,2), meN}

En particulier, on en déduit que, sur un espace topologique discret, il existe un unique atlas topologique
maximal et donc une unique structure de prévariété dont la structure topologique sous-jacente soit la structure
discréte. u

L’exemple précédent assure immédiatement qu'un ouvert d’une prévariété discréte est une prévariété discréte
et que le produit de deux prévariétés discrétes est une prévariété discréte (applications 1.72 et 1.73).

Application 1.72 — Sous-ensemble d’une prévariété discréte. Soient (M, .«7) une prévariété discréte et U un
sous-ensemble de M. Alors U est un ouvert de M et la structure de prévariété sur U induite par celle de M (voir
Pexemple 1.61) est la structure de prévariété discréte sur U.

En effet, la topologie induite par M sur U est la topologie discréte. L’exemple 1.71 permet de conclure. ®

Application 1.73 — Produit de prévariétés discrétes. Soit (M, o), (N, %) deux prévariétés discrétes. La
prévariété produit de M et N est la prévariété discréte M x N.

En effet, la topologie associée a la structure de prévariété produit de M x N est la topologie produit de celle
de M et N c’est-a-dire la topologie produit de la topologie discréte sur M et de la topologie discréte sur N.
Or 'espace topologique produit de deux espaces discrets est un espace discret. L’exemple 1.71 permet alors de
conclure. u

Enfin, par un raisonnement similaire a celui de I’exemple 1.71, on montre qu’un ensemble au plus dénombrable
admet une unique structure de prévariété.

Exemple 1.74 — Ensembles dénombrables. Soit M un ensemble au plus dénombrable. Il existe une unique
structure de prévariété holomorphe sur M : la structure de prévariété discréte.

Soient (M, .27) une structure de prévariété holomorphe sur M, z € M et U = (U, V,n, ) € & une carte en
2. Comme U est en bijection avec V (via @), V est au plus dénombrable. Or, pour n > 1, un ouvert de C™ n’est
pas dénombrable. On en déduit alors que n = 0. Comme V est un ouvert non vide (puisqu’en bijection avec
I'ensemble non vide U) de C°, on a V = C°. Comme U est en bijection avec V et contient z, on obtient U = {z}
et ¢ = p, : {x} —C° Comme tout x € M est dans une carte de <7, on en déduit que I’atlas définissant la
structure de prévariété discréte sur M (voir Pexemple 1.70) est contenu dans «7. Ainsi, la structure de prévariété
sur M est celle de prévariété discréte. u

QUELQUES PATHOLOGIES !

L’exemple suivant décrit une troisiéme structure de prévariété holomorphe sur C distincte de la structure
usuelle ou de la structure discréte. Pour cette nouvelle structure, la topologie associée est la topologie usuelle.
Ainsi la notion de prévariété holomorphe n’est pas uniquement une donnée topologique mais contient quelque
chose en plus.

Exemple 1.75 — Autres structures de prévariété holomorphe sur C. Considérons 'application ¢ : z +— Z
(ou plus généralement, ¢ un homéomorphisme de C qui n’est pas un biholomorphisme). Alors {(C,C,1,¢)}
est un atlas sur C. En effet, C est ouvert de C et recouvre C, ¢ est un homéomorphisme de C sur 1'ouvert C
de C et comme il n’y qu’une carte, la remarque 1.42 montre que {(C,C,1,¢)} est bien un atlas. D’apreés la
remarque 1.54, on peut alors munir C d’une structure de prévariété holomorphe. Cette structure ne coincide
pas avec celle donnée dans l'exemple 1.57. En effet, les deux atlas {(C,C,1,¢)} et {(C,C,1,id)} ne sont pas
compatibles puisque p = p o id™! ou 0~ ! = id o ! n’est pas holomorphe. Ils ne définissent donc pas le
méme atlas maximal et donc pas la méme structure de prévariété holomorphe sur C. Cependant, les topologies
associées a chacun de ces atlas sont les mémes (la topologie standard de C). L’exemple 1.126 généralisera cette

situation a une prévariété holomorphe quelconque. u

L’exemple suivant fournit un exemple de prévariété holomorphe non séparée.
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Exemple 1.76 — C4. On considére ’ensemble M = (C*)[[{a+,a—}. L’objectif est de munir M d’une struc-
ture de prévariété holomorphe pour laquelle la topologie associée n’est pas séparée. On considére pour cela le
recouvrement donné par M = U, UU_ avec Uy = (C*) U {ay} et U_ = (C*) U {a_}. Les applications

Uy —C Uu_. —=C

Pt x sizeC* et P x sizeC*
r . r .
0 siz=ay 0 siz=a-

sont des bijections. De plus, Uy NU_ =C* et o1 (U NU_) = ¢_ (U NU_) = C* sont des ouverts de C. Enfin,
les applications

—1
b=y o O (Ppuae. ) Pe-(UNUD) =€ — e (U-NUL) =C°

1
et Y ° (<P+|U+OU7> tpp (U NU-) =C" — ¢ (U-NUy) =C

F TP |uinul

sont égales a idc- et donc holomorphes. Ainsi, & = {(Uy,C,1,04),(U_,C,1,0_)} est un atlas sur M. La
remarque 1.54 montre qu’on peut munir M d’une structure de prévariété holomorphe.

La topologie induite sur M par 'atlas &/ n’est pas séparé.
En effet, si Vo (resp. V_) est un voisinage de a4 (resp. de a_)
alors comme ¢ (resp. ¢_) est un homéomorphisme, ¢4 (V)
(resp. ¢p_(V_)) contient une boule ouverte B4 (resp. B_) de
centre 0 et de rayon e4 (resp. e_) avec e > 0 (resp. e_ >
0). Ainsi By ~ {0} € V4 et B_ ~ {0} € V_. Et donc en
considérant ¢ = inf(e;,e_) > 0 et B la boule ouverte de
centre 0 et de rayon ¢, on a @ # B~ {0} C V_ NV, et donc a_-
tout voisinage de a, rencontre tout voisinage de a_ ce qui
contredit la séparation. u

ay -

1.4.3 LES MORPHISMES : APPLICATIONS HOLOMORPHES

Les prévariétés holomorphes généralisent la notion d’ouverts de C™ : ce sont des espaces qui ressemblent
localement & des ouverts d’'un C™ mais globalement n’en sont pas (voir la remarque 1.38). On définit alors une
notion qui va généraliser la notion de fonctions holomorphes d’un ouvert de C™ a valeurs dans C™. Comme, une
prévariété est localement un ouvert de C", et que la notion classique de fonctions holomorphes est une notion
locale, on peut définir la nouvelle notion de fonction holomorphe en un point & partir de la notion classique via
les transferts des cartes des atlas de la prévariété de départ et d’arrivée. Il s’agit bien str de vérifier que cette
notion ne dépend pas des cartes choisies (proposition 1.78 (i7) et (iv)).

Notation 1.77 — Application lue dans des cartes. Soient (M, o), (N, %) deux prévariétés holomorphes et
f+ M—N une application. Pour U = (U, V,n,¢) € o et U' = (U, V', n',¢’) € B, on note fi Vapplication
donnée par

Pluns-1 )

fa =<p’ofo< ) o(UNfHU)) — g (U)

On dit que D'application fir est Uapplication f lue dans les cartes U et U'.

Proposition-Définition 1.78 — Applications holomorphes en un point. Soient (M, &), (N, %) deux prévariétés
holomorphes, f : M — N une application et x € M. On dit que I'application f est holomorphe en z si les
propositions équivalentes suivantes sont vérifiées.
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() Il existe une carte en = notée U = (U, V,n,p) € &
et une carte en f(x) notée U’ = (U, V',n',¢') € B
telles que U N f~(U’) soit un voisinage de x dans M
et fuy soit une application holomorphe en ().

(73) Pour toute carte U = (U, V,n,p) € & en x et toute
carte U' = (U, V',n/,¢') € B en f(z), UN f~1(U)
est un voisinage de x dans M et 'application fi;, est
holomorphe en ¢(z).

(#9t) f est continue en z et il existe une carte en  notée
U= (U,V,n,p) € o et une carte en f(x) notée U’ =
(U, V',n',¢") € % telles que fuge soit holomorpheen W= (Uﬂf_l (U/ ))
o(@).

(iv) f est continue en z et pour toute carte U = (U, V,n,¢) € & en x et toute carte U’ = (U, V', n',¢') € &
en f(x), 'application f est holomorphe en ¢(x).

Preuve. Remargue. Demander que UN f~1(U’) soit un voisinage de x assure que o(UN f~1(U’)) est un voisinage
de (x) puisque ¢ est un homéomorphisme. Ainsi, cela a bien un sens pour lapplication fi4 d’étre holomorphe
en ¢(z). De méme, si f est continue en x, U = (U, V, n, ) une carte en z et U’ = (U’', V', n’, ') est une carte en
f(x) alors UN f~1(U’) est un voisinage de . Ainsi, cela a bien un sens pour 'application fi;ss d’étre holomorphe
en o(x).

(#1) = (i). Comme & est un atlas, il existe une carte en x. De méme, il existe une carte en f(z).

(i) = (ii). En composant par ¢'~! et Pluns—rqu ° I’hypothése (i) donne la continuité de f| unf-runy

Comme UN f~1(U’) est un voisinage de x, on en déduit que f est continue en z. Soient U; = (Uy, V1,71, 1) une
carte en x et U] = (U}, V], 1}, ¢)) une carte en f(x). Comme f est continue en x, f~1(U}) est un voisinage de
dans M. Ainsi U3 N f~1(U}) est un voisinage de & dans M. On en déduit que 'ensemble U” = U; N f~1(U})NUN
F71(U’) est un voisinage de = dans M. Ainsi ¢1(U”) est voisinage de ¢1 () dans ¢1 (Ui N f~1(U})). On considére
alors les applications de transition ¢y, et ¢y, entre les cartes Uy et U, et U’ et U; et Ju,uy Vapplication f
lue dans les cartes U et Uj. Montrons que

fulu{|<p

= Yy © fuur © ¢UIU|w1(U,,)~ (*)

1(U”)
Par définition de U”, on a ¢1(U"”) C v1(UNUy) et donc
Yuu(p1(U") = o(U") C o(UN f7HU) N fHUY)).
On en déduit que (fuar © Yuud) (21 (U7) € o/ (U5 N U7) et
finalement (Y1 © frur © Yuu) (01 (U”)) a bien un sens.
L’égalité (x) résulte alors simplement de I’associativité de
la composition. Or ),y est holomorphe en ¢;(x) et en-
voie 1 (x) sur ¢(x). Par hypothése, fisr est holomorphe
en oz) et fuar(o(z)) = @'(f(x). Enfin vy est ho-
lomorphe en ¢'(f(z)). Par composition, la restriction de
Juyuy & ©1(U”) est holomorphe en ¢;(x). Comme ¢;(U"”)
est un voisinage de ¢1(x) dans ¢1(U; N f~1(U})), Pappli-

cation f,y; est holomorphe en .

(1) = (i4¢). On a vu dans la preuve de (i) = (i) que (i) implique la continuité de f en x.

(iii) = (i) et (iv) = (#4). La remarque initiale montre que U N f~(U’) est un voisinage de .

(#4) = (). On a vu que (i) = () et que (¢) implique la continuité de f en x. L]

Remarque 1.79 — Continuité. On a vu que les hypothéses (i) et (i7) assure la continuité de f en z : bien
entendu, il s’agit de la continuité pour les topologies de M et N associée aux atlas &7 et A. u

Remarque 1.80 — Choix des cartes. En pratique, les points (¢) et (ii7) de la proposition-définition 1.78 servent
a4 montrer qu’une application entre deux prévariétés holomorphes est holomorphe en un point puisqu’il suffit
de trouver une carte au départ et a 'arrivée pour lesquelles ’application lue dans ces cartes est holomorphe. A
Popposé, on utilise les points (ii) et (iv) lorsqu’on sait qu'une application entre deux prévariétés holomorphes
est holomorphe en un point. On peut alors choisir les cartes dont on a besoin pour notre raisonnement. u

Comme dans le cas d’un ouvert de C™, on définit une fonction holomorphe d’une prévariété dans une
autre comme une fonction holomorphe en tout point de l’espace de départ. On obtient immédiatement une
caractérisation a 1’aide des applications lue dans les cartes et d’une condition de continuité (points (ii) a (v)
ci-dessous).
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Proposition-Définition 1.81 — Application holomorphe. Soient (M, o), (N, %) deux prévariétés holomorphes
et f: M — N une application. On considére o/’ (resp. #’) un atlas sur M (resp. sur N) contenu dans o7 (resp.
dans ). On dit que l'application f est holomorphe si les propositions équivalentes suivantes sont vérifiées.

(¢) L’application f est holomorphe en x pour tout = € M.
(i) Pour tout U = (U, V,n,¢) € & et tout U’ = (U, V',n',¢’) € B, Pensemble UN f~1(U’) est un ouvert de
M et lapplication f lue dans les cartes U et U’ est holomorphe.
(iii) Pour tout U = (U, V,n,¢) € &' et tout U' = (U, V',n/, ') € ', Iensemble UnN f~1(U’) est un ouvert
de M et Papplication f lue dans les cartes U et U’ est holomorphe.
(iv) f est continue et pour tout U = (U, V,n,¢) € o et tout U’ = (U, V', n/,¢') € B, application f lue dans
les cartes U et U’ est holomorphe.
(v) f est continue et pour tout U = (U, V,n,¢) € & et tout U’ = (U, V', n', ") € A, Vapplication f lue
dans les cartes U et U’ est holomorphe.

On note 2 ((M, &), (N, %)) (ou, 8’il n’y a pas d’ambiguité sur les atlas en question, .7 (M, N)) 'ensemble des
applications holomorphes de (M, &) dans (N, £).

Preuve. (i) = (i4i) et (iv) = (v) sont évidentes puisque &' C & et B’ C A.
(iv) = (i) et (v) = (ii4) résultent du fait que f~1(U’) est un ouvert (puisque f est continue et U’ ouvert). En
effet, on en déduit immeédiatement que U N f~1(U’) est ouvert.

.. . oy /—1 . .
(i4) = (iv) et (iii) = (v). Par composition par ¢'~! et Pluns- , on en déduit que f| Uni est

U U
continue. Comme les UN f~1(U’) sont des ouverts de M qui recouvrent M (puisque <7, & (resp. &/’ et %') sont
des atlas), on en déduit que f est continue sur M.

(#91) = (4). Soit x € M. Comme &/’ (resp. #’) est un atlas sur M (resp. sur N), il existe une carte (U, V,n, ¢)
en x appartenant & o/’ (resp. une carte (U, V' n’,¢’) en f(z) appartenant a #’). Par hypothése, 'application
fuw est holomorphe sur 'ouvert (U N f~1(U’)) qui contient ¢(x) et donc holomorphe en o(x). Ainsi, d’aprés
la proposition-définition 1.78 (), f est holomorphe en z.

(i) = (i7). L’application f est continue en x pour tout x, donc f est continue. On en déduit que f~1(U")NU
est ouvert. Il reste & montrer que fiz4 est holomorphe en ¢(z) pour tout = € UN f~1(U’). Soit x € UN f~1(U").
Comme (U, V,n, ) est une carte, le lemme 1.51 montre que

U= (U U)UN U e )

est encore une carte de /. Ainsi % est une carte en x pour tout x € UN f=1(U’) et (U, V', n/,¢) est une
carte en f(x). Comme UN f~1(U") = UN f~YU") N f~1(U’), la proposition-définition 1.78 (ii) montre que
fau = fuu est holomorphe en p(z). n

Remarque 1.82 — Choix des atlas. En pratique, les points (ii7) et (v) de la proposition-définition 1.81 servent
& montrer qu’une application entre deux prévariétés holomorphes est holomorphe. En effet, on n’a pas besoin de
considérer toutes les cartes des atlas maximaux de ’espace de départ et d’arrivée mais seulement celles d’atlas
plus petits. A 'opposé les points (ii) et (iv) servent lorsqu’on sait qu'une application entre deux prévariétés est
holomorphe en un point. On peut alors choisir les cartes dont on a besoin pour notre raisonnement. u

1.4.4 EXEMPLES D’APPLICATIONS HOLOMORPHES

Dans cette sous-section, on présente quelques exemples classiques d’applications holomorphes. On compare,
en particulier, la notion usuelle d’applications holomorphes entre ouverts d’espaces vectoriels avec la nouvelle
notion d’applications holomorphes (exemple 1.89 et 1.90).

QUELQUES EXEMPLES STRUCTURELS

On commence par des exemples simples. Les trois premiers sont des exemples concrets d’applications ho-
lomorphes : les applications constantes et 1’identité pour laquelle on donne deux démonstrations. Les trois
suivants sont directement liés & la structure de prévariété holomorphe : ils étudient le transfert des cartes de
I’atlas définissant la structure de prévariété holomorphe.

Exemple 1.83 — Application constante. Soient (M, <), (N, %) deux prévariétés holomorphes et f : M—N
une application constante. Montrons que f € (M, N). L’application f est continue et pour toute carte U € of
et V € A, application f lue dans les cartes U et V est constante ou vide (si le domaine de V ne contient pas
le singleton image de f) et donc holomorphe. La proposition-définition 1.81 (iv) permet de conclure. u
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Exemple 1.84 — idy.  Soit (M, o) une prévariété holo-
morphe. L’application idy; est holomorphe. En effet, idy; est
continue et pour U = (U, V,n,¢) et U' = (U, V', n/,¢') deux
cartes de .7, on a UNidy ~*(U’) = UNU’ et lapplication idy
lue dans les cartes U et U’ est donnée par
1

tp(UNT) — ¢ (U').

(idn)ur = @' oidyr o (80| UOU/)

Cette expression montre que (idm )y = Yy est une appli-
cation de transition entre les cartes U et U’ de 7. Elle est
donc holomorphe. On conclut alors grace a la proposition-
définition 1.81 (ii). [

Exemple 1.85 — idm 2. Soit (M, &) une prévariété holo-
morphe. Donnons une deuxiéme démonstration de I'holomor-
phie de idy reposant cette fois-ci sur le critére (¢) de la propo-
sition définition 1.81. Soit € M. Montrons que 'application
idy est holomorphe en z. Elle est continue et donc continue
en z. Soit U = (U,V,n,¢) € & une carte en & = idy(x).
L’application idy; lue dans les cartes U et U est donnée par
(idm)uy = idyv. Comme cette derniére application est holo-
morphe au sens classique, la proposition-définition 1.78 (ii7)
assure que idy; est holomorphe en z et la proposition défini-
tion 1.81 (7) donne I’holomorphie de idyy;. L]

Exemple 1.86 — Carte. Soient (M, &) une prévariété holomorphe et U = (U, V, n, ¢) une carte de o/. Montrons
que ¢ : U—V est holomorphe.

L’ouvert U de M admet une structure de prévariété holomorphe et on
note @4y 'atlas maximal associé (voir I’exemple 1.61). Comme dom(U) =
U,onald € oy. Par ailleurs, dom(Uf) recouvre U, la remarque 1.42 montre
que {U} est un atlas sur U. Or {Uf} C o#4y. Les atlas {U} et oy définissent
donc la méme structure de prévariété holomorphe sur U. Par ailleurs, la
structure de prévariété sur V est donnée par latlas {V = (V,V,n,idv)}.
Comme ¢ est continue, il suffit de vérifier que 'application ¢ lue dans les
cartes U et V est holomorphe (proposition-définition 1.81 (v)). Or ¢y =
idy est holomorphe. u

Jidv

Exemple 1.87 — Carte 2. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe et Y = (U, V,n, ) une carte de .
Montrons que I’application ¢! : V— M est holomorphe.

Comme ¢ est un homéomorphisme, ¢ ~! est continue. Par ailleurs,

la structure de prévariété holomorphe sur V est donnée par l'atlas
{V =(V,V,n,idv)}. La proposition-définition 1.81 (v) assure qu’il suf-
fit de montrer pour toute carte I’ de &7, l'application ¢! lue dans
les cartes V et U’ est holomorphe. Or, pour U’ = (U, V',n’,¢'), on a
idy (VN (e ) H(U") = p(UNU") et (¢ )y = s est Iapplication
de transition entre les cartes U et U’ de «7. La compatibilité entre ces
cartes donne alors le résultat. u

Exemple 1.88 — Carte 3. Soient (M, o) une prévariété holomorphe et & = (U, V,n, ) une carte de <.
Montrons que I'application ¢! : V— U est holomorphe. On pourra comparer avec les exemples 1.87 et 1.99.

Comme ¢ est un homéomorphisme, 'application ¢~! est continue.

Par ailleurs, la structure de prévariété sur V est déterminée par 'at- .
las {V = (V,V,n,idv)} et, d’aprés l'exemple 1.86, la structure de pré- @ Ld
variété holomorphe de l'ouvert U de M est déterminée par latlas {U/}.

La proposition-définition 1.81 (v) assure qu’il suffit de montrer que l'ap- Iidv
plication =1 lue dans les cartes V et U est holomorphe. Or on a

V(e ) HU) = Vet (p!)yy = idy. Comme idy est holomorphe, (v (¢

on obtient le résultat souhaité. u

Yy =idy
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APPLICATIONS HOLOMORPHES ET OUVERTS D’ESPACES VECTORIELS

Dans les deux exemples suivants, on montre que les applications holomorphes au sens des prévariétés entre
deux ouverts de C-espaces vectoriels de dimension finie sont en fait exactement les applications holomorphes
au sens classique. Ainsi, on a défini une bonne généralisation des fonctions holomorphes usuelles : on en n’a
pas rajouté entre les ouverts des C-espaces vectoriels de dimension finie et mais on en a définit entre d’autres
espaces. On étudie ensuite quelques applications de ces exemples.

Exemple 1.89 — Quvert de C™. Soient U un ouvert de C™ et V un ouvert de C™. Montrons qu’une application
holomorphe pour les structures de variétés sur U et V données par l'exemple 1.57 n’est rien d’autre qu’une

application holomorphe au sens classique. i
Soit f : U— V une application. Comme une application holomorphe au @ f G ~
idy

sens classique est continue, la proposition-définition 1.81 (v) (pour les atlas

{U =(U,U,n,idy)} et {V = (V,V,m,idy)} qui déterminent la structure

de prévariété respectivement sur U et V) assure que f est holomorphe au .
sens des prévariétés si et seulement si ’application f lue dans les cartes U } idy
et V est une application holomorphe au sens classique. Or UNp=1(V) = U

et fyy =idy o foidy ™! = f. Ainsi fyy est holomorphe au sens classique Juv = f

v
si et seulement si f Dest. [ k/

Exemple 1.90 — Ouvert d’'un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient E, F deux C-espaces vectoriels
de dimension finie, U un ouvert de E, V un ouvert de F, f un isomorphisme linéaire de E sur C" et g un
isomorphisme linéaire de F sur C™. Montrons qu'une application holomorphe pour les structures de variétés sur
U et V données par I’exemple 1.58 n’est rien d’autre qu’une application holomorphe au sens classique.

On a vu dans 'exemple 1.58 dont on reprend les notations que la structure de prévariété sur U et V est
déterminée respectivement par les atlas o7y = {U = (U, f(U), n, fu)} et & ={V = (V,g9(V),m,gv)}.

Soit ¢ : U—V une application. Comme une application holomorphe /
au sens classique est continue, la proposition-définition 1.81 (v) (pour les L Vv
atlas oy et o) assure que ¢ est holomorphe au sens des prévariétés si k
et seulement si 'application ¢ lue dans les cartes U et V est holomorphe
au sens classique. Or UN ¢~ 1(V) = U et ¢yy = gvopo fU_l. Comme 1fUl gv
f et g sont des isomorphismes linéaires et donc des biholomorphismes, fu
et gy sont aussi des biholomorphismes. Ainsi ) est holomorphe au sens T

. . . . Yuy (
classique si et seulement si ¢ 'est. Finalement ¢ est holomorphe au sens @ g(w
des prévariétés si et seulement si ¢ est holomorphe au sens classique. ® -
Application 1.91 — Calcul vectoriel et matriciel. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et A une
C-algebre de dimension finie (sur C). Les résultats qui suivent s’appliquent en particulier lorsque E = A ou
A =C, A =End¢(E) ou A =M, (C).

L’application somme s : (z,y) € E? — x +y € E (resp. application opp : # € E— — x € E) est linéaire
et donc holomorphe au sens classique. Elle est donc holomorphe au sens des prévariétés (exemple 1.90) entre
la prévariété produit E x E (application 1.68) et la variété E (exemple 1.58). Autrement dit, s € #(E x E,E)
(resp. opp € #(E,E)).

L’application produit p : (z,y) € A% — zy € A est bilinéaire et donc holomorphe au sens classique. Elle est
donc holomorphe au sens des prévariétés (exemple 1.90) entre la prévariété produit A x A (application 1.68) et
la variété A (exemple 1.58). Ainsi p € Z7(A x A A).

Par ailleurs, pg : (z,y) € GL(E)? — 2y € GL(E) et p : (z,y) € GL,(C)? — zy € GL,(C) sont les restrictions
a des ouverts d’applications bilinéaires entre espaces vectoriels complexes. Elles sont donc holomorphes au sens
classique. On en déduit, grace a ’exemple 1.90, que pg et p sont holomorphes au sens des prévariétés.

Pour finir, les applications z € GL(E) — 27! € GL(E) et 2 € GL,(C) — 2z~ ! € GL,(C) sont holomorphes
au sens classique et donc au sens des prévariétés. De méme, si F et G sont deux C-espaces vectoriels de méme

dimension finie alors u € Isomg(F,G) — u~! € Hom(G, F) est holomorphe (au sens classique comme au sens
des prévariétés). ]

INCLUSION D’UN OUVERT

Dans I’exemple qui suit, on poursuit notre étude de la structure de prévariété holomorphe d’un ouvert d’une
prévariété : 'inclusion est une application holomorphe. Le deuxiéme exemple offre une deuxiéme démonstration
du résultat présenté dans le premier.

Exemple 1.92 — Ouvert d’une prévariété. Soient (M, o) une prévariété holomorphe, U un ouvert de M et
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i : U—M Ulinclusion canonique. L’ensemble U est muni d’une structure de prévariété (voir I’exemple 1.61).
On note &4y I'atlas maximal donnant cette structure de prévariété sur U. Montrons que i est une application
holomorphe de (U, #4;) dans (M, .«7).

La topologie sur I’ensemble U est la topologie induite par celle
de M (voir I'exemple 1.61). On en déduit que i est continue.
Soient U = (U, V,n,p) € oy et U' = (U, V' )n/,¢) € o.
Comme U’ C U, on en déduit que Y € & (exemple 1.61) et

Uni~{(U")=0'Nn0"NU=0'"NU".

Ainsi, Papplication 4 lue dans les cartes U et U’ n’est autre
que l'application de transition v entre ces deux cartes de
of ou encore 'application idy; lue dans ces mémes cartes de o/
(voir I’exemple 1.84). On obtient donc I'holomorphie (au sens
classique) de iz et donc celle de 4 est holomorphe. u

i = (1dv)uwr = Yuw

Exemple 1.93 — Ouvert d’une prévariété 2. Soient (M, o) une prévariété holomorphe, U un ouvert de M et
i : U— M linclusion canonique. L’ensemble U est muni d’une structure de prévariété (voir 'exemple 1.61). On
note &7y 'atlas maximal donnant cette structure de prévariété sur U. Donnons une deuxiéme démonstration de
I’holomorphie de i reposant cette fois-ci sur le critére (z) de la proposition définition 1.81.

Soit x € U. Montrons que 4 est holomorphe en x. La topo-
logie sur ’ensemble U est la topologie induite par celle de
M (voir I'exemple 1.61). On en déduit que 7 est continue et
donc continue en z. On considére Y = (U, V,n,¢) € o une
carte en x. D’aprés 'exemple 1.61, U est une carte de o/ en
i(z) = x. De plus, 'application i lue dans les cartes U € &y
et U € o est donnée par iy = idy. Comme cette derniére
application est holomorphe au sens classique, la proposition-
définition 1.78 (ii¢) assure que i est holomorphe en z. Enfin, la
proposition définition 1.81 (i) donne ’holomorphie de i. u

APPLICATION PROJECTION

Dans 'exemple qui suit, on poursuit notre étude de la structure produit de prévariétés holomorphes : les
projections sur chacun des facteurs sont holomorphes.

Exemple 1.94 — Prévariété produit. Soient (M, &) et (N, %) deux prévariétés holomorphes. On munit M x N
de la structure de prévariété holomorphe produit (exemple 1.66) et on note pyy : M X N—Met py : M x N—N
les projections canoniques. Montrons que les applications py et pn sont holomorphes.

Elles sont continues (puisque la topologie sur M x N est la topologie produit). Soit (x,y) € M x N. Montrons
que py est holomorphe en (z,y). Il existe une carte U = (U, V,n,¢) de & en x = pym((z,y)) et une carte
U = (U, V'n',¢') de # en y. Par définition de la structure de prévariété holomorphe sur M x N, la carte
produit U x U’ est une carte pour M x N en (z,y). Comme py~1(U) = U x N, on en déduit que

(0 x ¢ )((U x U) A par (1)) = p(U) x ¢/ (U) = V x V.
L’application py; lue dans les cartes U x U’ et U est alors donnée par
VxV —V

(v,0") — .

PMwuxunu - {

Elle est holomorphe puisque c’est la restriction & un ouvert d’une application linéaire. Le point (i) de la
proposition-définition 1.78 montre que py est holomorphe en (z,y). La proposition-définition 1.81 (i) montre
alors que py est holomorphe. De méme, py est holomorphe. u

APPLICATIONS HOLOMORPHES ET PREVARIETES DISCRETES

Dans 'exemple suivant, on étudie les applications holomorphes issues d’une prévariété discréte et les appli-
cations holomorphes & valeurs dans une prévariété discréte. Toute application qui part d’une prévariété discréte
est holomorphe alors qu'une application qui arrive dans une prévariété discréte est holomorphe si et seulement
si elle est continue.

Exemple 1.95 — Applications holomorphes et prévariétés discrétes. Soient M un ensemble, Myjs. la préva-
riété holomorphe discréte associée (voir 'exemple 1.70), (N, %) une prévariété holomorphe et f : M — N une
application. Montrons que f est holomorphe.
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Soit € M. On considére la carte U = ({x},{0},0,p,) de Maisc en = (voir 'exemple 1.70) et une carte et
V= (U,V,n,p) € Ben f(x). Lapplication f lue dans les cartes U et V est alors donnée par g : C° — V qui est
holomorphe au sens classique. Ainsi, grace a la proposition-définition 1.78 (i), 'application f est holomorphe
en z. Finalement, la proposition-définition 1.81 (i) montre que f est holomorphe.

Ainsi lorsqu’on part d’une prévariété discréte, on est toujours holomorphe. Que se passe-t-il lorsqu’on arrive
dans une prévariété discréte 7

Soient M un ensemble, Mg;sc la prévariété holomorphe discréte associée, (N,. %) une prévariété holomorphe
et f: N— M une application. Montrons que les propositions suivantes sont équivalentes

(#4) Papplication f est continue;

(7) Vapplication f est holomorphe;
(4i) Papplication f est localement constante.

(1) < (#4t) résulte du fait que la topologie sur M est discréte. (i) = (ii) résulte des définitions.

(7i1) = (i) résulte du fait qu’étre holomorphe est une propriété locale et du fait qu'une application constante
est holomorphe. De fagon détaillée, application f est continue. Il suffit, d’aprés la proposition-définition 1.81 ()
et 1.78 (iii) de montrer que 'application f lue dans de bonnes cartes en = et f(x) est holomorphe. Donnons
deux démonstrations de ce fait.

Premiére démonstration. On considére x € N et une carte U’ de % en z. Il existe un ouvert U de N tel que la
restriction de f & x soit constante. Quitte & considére la restriction de U’ a I'intersection de U avec le domaine
de U’, on peut supposer que U est le domaine d’une carte U de & en z (voir le lemme 1.51). Si V est une carte
de Majsc en f(x), Papplication f lue dans les cartes U et V est constante donc holomorphe au sens classique.

Deuzieme démonstration. On considére la carte V = ({f(z)}, {0},0, f(z) — 0) et U une carte de £ en x.

L’application f lue dans les cartes U et ) est constante donc holomorphe au sens classique. u
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1.4.5 LA CATEGORIE DES PREVARIETES HOLOMORPHES

On arrive a présent au résultat élémentaire le plus important sur les fonctions holomorphes : la composée
de deux fonctions holomorphes est holomorphes. Il permet, avec 'exemple 1.84, de définir la catégorie des
prévariétés holomorphes comme sous-catégorie de la catégorie Ens des ensembles (voir le corollaire 1.97).

Proposition 1.96 — Composition d’applications holomorphes. Soient (M, .«7), (N, %) et (P, ¥) trois prévariétés
holomorphes et f : M—N et g : N— P deux applications holomorphes. L’application g o f : M—P est
holomorphe.

Preuve. Montrons que go f est holomorphe en z pour tout x € M. Comme
f et g sont continues (proposition-définition 1.81 (iv)), l'application g o f

est continue et donc continue en z. Soient U = (U, V,n, ) une carte de o

enz, U = (U, V' n, ¢) une carte de B en f(x) et V = (U", V" n" ") “W
une carte de € en g(f(z)). Le lemme 1.51 montre que W=UnN f~ ( N ﬁ‘ b
(g1 (U")) est le domaine de la carte W = U, de & contenant .

Pour simplifier, on note v le transfert de WW. L’application fl
(go flwy =¢"o(go foy™t : (W) — " (U")

se décompose alors en

-1

o =1¢"ogo | o(p o forp™1) = gyyo ,.
(go flwy <50 g (sﬁ |g1(U,,)mU,) ) (¢ ofop™) =guvo fuwu QJ
Comme f est holomorphe, 'application fyy est holomorphe (au sens clas-
sique) en ¥ (x) et envoie ¥(x) sur ¢’ (f(x)). De méme, le caractére holo- qu'y
morphe de g assure que l’application gy est holomorphe (au sens clas-
. ; .. e "
sique) en ¢'(f(x)). Ainsi, par composition, (g o f)yy est holomorphe en @ ©
¥(x) ce qui, d’aprés la proposition-définition 1.78 (4i7), montre que f est
holomorphe en z. u

Corollaire 1.97 — La catégorie des prévariétés holomorphes. Soient (M, o), (M, AB) et (P, €) trois prévariétés
holomorphes. La proposition 1.96 montre que la composition fournit une apphcatlon

. {%”(M,N) x #(N,P) — (M, P)
' (f,9) —gof

Comme, d’aprés 'exemple 1.84, idy € 52(M, M), les prévariétés holomorphes forment une sous-catégorie de
celle des espaces topologiques qu’on note Prev.

OUVERTS D’UNE PREVARIETE

En appliquant la proposition 1.96 a la structure de prévariété d’un ouvert d’une prévariété, on obtient
immeédiatement que la restriction d’une application holomorphe est encore holomorphe (application 1.98), une
description de ’ensemble des fonctions holomorphes & valeurs dans un ouvert d’une prévariété (exemple 1.99),
I’holomorphie de différentes applications induites par une application holomorphe (application 1.100) et une
caractérisation de I’holomorphie en terme de recouvrements ouverts de ’espace de départ ou de ’espace d’arrivée
(proposition 1.101).

Application 1.98 — Restriction de fonctions holomorphes. Soient (M, <), (M’, «7') deux prévariétés holo-
morphes, U un ouvert de M, i : U— M linclusion et f : M— M’ une application holomorphe. L’application
f|U : U— M’ est holomorphe.

En effet, on a f|U = f oi. Comme i est holomorphe (exemple 1.92), on obtient le résultat par composition

(proposition 1.96). La restriction d’une application holomorphe & un ouvert de la prévariété de départ est donc
holomorphe. [

Exemple 1.99 — Quvert d’une prévariété. Soient (M, <) une prévariété holomorphe, U un ouvert de M
qu’on munit de sa structure de prévariété holomorphe (voir exemple 1.61) et ¢ : U— M linclusion. Pour toute
prévariété holomorphe (P, %), lapplication

or .{%@,U)H{ge%(P,M), 9(P) C U}
UM* f o f
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est une bijection.

Comme i est holomorphe (voir 'exemple 1.92), Papplication \IIP v est bien définie. Comme i est injective,
wP UM lest aussi. Montrons que \IIUM est surjective. Soit f € %”(P M) tel que f(P) C N. L’application f
mdult alors une (unique) apphcatlon fu : P—U telle que f = i o fy. Montrons que fy est holomorphe. Par
définition de la topologie induite, ’application fy est continue. Soient U € € et U’ € ;. Comme &y C o7 (voir
lexemple 1.61) et f € J7(P,M), 'application fy lue dans les cartes U et U’, qui n’est autre que 'application
f lue dans ces mémes cartes, est holomorphe. La proposition-définition 1.81 (iv) montre que fy € #(P,U). =

Application 1.100 — Application induite. Soient (M, o), (M, &/") deux prévariétés holomorphes, U un ouvert
de M, U’ un ouvert de M’ et f : M — M’ une application holomorphe. On suppose que f(U) C U’. Montrons
que l'application fyys : U— U’ induite par f est holomorphe.

On note ¢ : U— M linclusion. D’aprés 'exemple 1.92, 'application i est holomorphe. On en déduit, par
composition, que foi € (U, M’'). Par hypothése, f oi est a valeurs dans U’, 'exemple 1.99 montre que
lapplication fy : U— U’ induite par f o4 est holomorphe. Or, on a clairement fy = fyys et donc fyys est
holomorphe.

En appliquant le résultat & U’ = M/, ’hypothése f(U) C U’ est automatiquement vérifiée et I'application
induite par f est f|U , on retrouve ainsi le résultat de 'application 1.98. u

Proposition 1.101 — Caractérisation des fonctions holomorphes. Soient (M, <), (N, %) deux prévariétés
holomorphes et f : M — N une application. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est holomorphe.
(#4) Pour tout recouvrement ouvert (U, )aca de M et tout o € A, on a f|U € #(U,,N).

)
(i41) 11 existe un recouvrement ouvert (Uy)aca de M tel que f|U € ' (U,, N) pour tout a € A.
)

(iv) Pour tout = € M, il existe un voisinage ouvert U, de = et une application g € #(U,,N) telle que

f(y) = g(y) pour tout y € U,.
(v) L’application f est continue et pour tout recouvrement ouvert (V,)aca de N et tout « € A, Papplication

fo: f71(Va) — V, induite par f est holomorphe.

(vi) Lapplication f est continue et il existe un recouvrement ouvert (Vo )aeca de N tel que, pour tout « € A,
I'application f, : f~1(V4) — V, induite par f soit holomorphe.

(vii) 1l existe un recouvrement ouvert (V,)aeca de N tel que, pour tout o € A, 'ensemble f~1(V,) soit un
ouvert de M et Papplication f, : f~1(V,) — V4 soit holomorphe.

(viii) Pour tout recouvrement ouvert (Uy)aeca de M et tout recouvrement ouvert (Vg)sep de N, Pensemble
f71(Vg)NU, est un ouvert de M et application fos: f~1(Vg)NU, — Vg induite par f est holomorphe,
pour tout (a, ) € A x B.

(iz) Il existe un recouvrement ouvert (Uy)aca de M et un recouvrement ouvert (Vg)ges de N telle que
F~1(V3)NU, soit un ouvert de M et 'application fnz : f~1(V3)NU, — Vg induite par f soit holomorphe,
pour tout (a, 3) € A x B.

Preuve. (i) = (i7). L’application 1.98 appliquée a U, donne le résultat.

(#4) = (#1) résulte de ce qu’il existe un recouvrement ouvert de M. Par exemple, le recouvrement formé du seul
ouvert M.

(#i7) = (i). Comme U, est ouvert dans M et que f v st continue, on en déduit que f est continue sur M.
Pour z € M, il existe a € A tel que z € U,. On note ,xzfaal’atlas maximal associé a la structure de prévariété sur
U, et on considére une carte U € o7, en x et une carte V € B en f(x). D’aprés Uexemple 1.61, U est aussi une
carte de 7. Ainsi, cela a bien un sens de parler de 'application f lue dans les cartes U et V. Or les applications
fet f| U lues dans les cartes U et V coincident. Comme f|U est holomorphe, ’application f| lue dans les
cartes U et V est holomorphe (proposition-définition 1.81 (iv)). L’application f lues dans les cartes U et V est
donc holomorphe. Ainsi f est holomorphe en x (proposition-définition 1.78). Finalement, f est holomorphe en
2 pour tout z € M et donc f € 5 (M, N) grace a la proposition-définition 1.81 (3).

(#i1) = (iv). Soit z € M. Il existe a € A tel que & € U,. On considére alors lapplication g = f| UL Comme
U, est un voisinage ouvert de M et pour tout y € U,, on a g(y) = f(y), on obtient le résultat souhaité.

(iv) = (i4). La famille (U, )zenm forme un recouvrement ouvert de M et f| y, = 9est holomorphe.

(v) = (vi). Comme f est continue, f~1(V,) est un ouvert de M et peut donc étre muni d’une structure de

prévariété holomorphe (exemple 1.61). Ainsi 5 (f~*(V4), Vo) a bien un sens. On obtient le résultat puisqu’il
existe un recouvrement ouvert de N.
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(vi) = (#i7). Pour o € A, on note i, : Vo, — N. D’apreés exemple 1.92, i, € 57 (V,,N). Par composition, on
en déduit que

16,0 fo = f|f71(va) € A(f1(Va),N).
Comme les f~1(V,) recouvrent M, on obtient le résultat.
(i) = (v). Par définition, une application holomorphe est continue. Ainsi f est continue. On en déduit que
f71(V,) est un ouvert de M et donc est muni d’une structure de prévariété holomorphe. L’application 1.100
appliquée a f et aux ouverts f~1(V,) et V,, montre alors que f,, € #(f1(Va), Va).
(vi) = (vii). L’application f est continue donc f~1(V,) est ouvert pour tout o € A.
(vit) = (vi). Pour tout o € A, Papplication f, induite par f est continue. Comme (V,)aea €st un recouvre-
ment ouvert de N, 'application f est continue.
(i) = (viii). L’application f est continue donc f~1(V5)NU, est ouvert dans M. Par ailleurs, on a f(f~1(Vz)N
Ua) C f(f~Y(Vg)) C V. L’application 1.100 appliquée a f et aux ouverts f~1(Vz)NU, et V5 montre que fog
est holomorphe.
(viii) = (iz) résulte du fait qu’il existe des recouvrements ouverts de M et N (par exemple (M) et (N)).
(iz) = (i). On fixe 8 € B. La famille (f~*(Ug) N Uy )aea est un recouvrement ouvert de f~!(Ug). Comme
I'application f : f~1(Ug) N U, — Ug est la restriction a f~1(Ug) N U, de lapplication f : f~1(Ug)— Ug,
I'implication (i7i) = (i) montre que f : f~1(Ug) — Ug est holomorphe. L’implication (vi) = (i) montre que f
est holomorphe. [

Remarque 1.102 — L’holomorphie est une propriété locale. Le point (iv) de la proposition 1.101 montre
que, comme pour les fonctions holomorphes au sens usuel, ’holomorphie est une propriété locale. En particulier,
grace a I’exemple 1.83, on obtient que toute fonction localement constante entre deux prévariétés holomorphes
est holomorphe et donc une troisiéme démonstration du résultat de I’exemple 1.95. u

PRODUIT CATEGORIQUE

Dans I'exemple qui suit, on montre que la prévariété produit au sens de I’exemple 1.66 est le produit dans
la catégorie Prev des prévariétés.

Exemple 1.103 — Prévariété produit. Soient (M, o) et (N, %) deux prévariétés holomorphes. On munit M x N
de la structure de prévariété holomorphe produit (exemple 1.66) et on note pyy : M X N—Met py : M x N—N
les projections canoniques. Montrons que la prévariété produit M x N munie des applications py et py est un
produit de (M, &) et (N, %) dans Prev.

D’aprés 'exemple 1.94, les applications py et py sont holomorphes. Montrons la propriété universelle du
produit pour les prévariétés : soit (P, %) une prévariété, 'application

{%(P,M x N) — #(P,M) x 2 (P,N)
AM’NS
f — (pmo f,pn o f)

est bijective.

Comme py et py sont holomorphes, la proposition 1.96 montre que, pour f € 52 (P,M x N), les applications
pMm © f et px o f sont holomorphes. Ainsi Ay n est bien définie.

Montrons l'injectivité de Am n. Soient f, g € S (P,M x N) telle que pyog=pmo f et pxnog=pno f. La
propriété universelle du produit d’ensemble, montre f = g.

Passons enfin a la surjectivité de Ay n. Soient fu € H(P,M) et fn € S (P,N). Comme fy et fn sont
continues et que M x N est muni de la topologie produit, la propriété universelle du produit (pour les espaces
topologiques) montre qu’il existe une unique application continue f : P—M X N telle que py o f = fum et
pN o f = fn. Cette application f est donnée par f : p — (fm(p), fn(p)). Montrons que f est holomorphe. On
consideére trois cartes : U = (U, V,n,¢) € €, U = (U, V', n/,¢") € & et U = (U", V" n" ") € B. La carte
produit U’ x U" € o/ K P est une carte pour la structure de prévariété holomorphe sur M x N. Pour simplifier
les notations, on pose

W =pUn 71U xU") =pUn fu" ' (U) N fx"HU")).
On obtient alors que Papplication f lue dans les cartes U et U’ x U" est donnée par

; . {W — VxV
HEHDT ] b (90 fa 0 97 ()¢ 0 f 097 (B)) = (e (0):s Frvzaer (D)) -

Or fayy est holomorphe sur (U N fy ' (U")) done sur W. De méme, fny est holomorphe sur W. Ainsi,
chacune des composantes de fy;z/xy) est holomorphe et donc fi s x4y 'est aussi. Comme o/ X% est un atlas
définissant la structure de prévariété sur M x N, la proposition-définition 1.81 (ii7) montre que f est holomorphe.
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On en déduit que pour qu'une application f : P— M x N soit holomorphe, il faut et il suffit que pyp o f et
pN o f le soient. En effet, si f est holomorphe alors pyj o f et px o f le sont. Réciproquement, si pyppo f et py o f
sont deux applications holomorphes alors la surjectivité de Ay n montre qu’il existe g € (P, M x N) telle que
pmog=pumo fet pxnog=pno f. La propriété universelle du produit (d’ensembles) assure alors que f = g.
Ainsi f € #(P,M x N).

On vient de montrer que, dans la catégorie Prev, les produits de deux objets existent. On en déduit que,
dans cette catégorie, les produits finis existent. =

Application 1.104 — Application produit. L’existence du produit de deux objets dans la catégorie Prev assure
aussi le résultat suivant. Soient M, M’, N, N’ quatre prévariétés holomorphes et f : M— N, f/ : M’ — N’ deux
applications holomorphes. Montrons que I'application

fxfomm)eMxM—(f(m),f'(m) eNxN
est holomorphe. On note py; : M x M’ — M la premiére projection. De méme, on note py, pn et pnv. Comme
pno(fx fY=fopue A Mx M N)etpno(f x f)=fopw € (M x M N). On en déduit le résultat
souhaité grace a 'exemple 1.94. [

PROPRIETES ALGEBRIQUES DES ENSEMBLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Terminons les applications de la proposition 1.96 de composition des fonctions holomorphes par ’étude de
la structure algébrique des fonctions holomorphes & valeurs dans un ensemble muni d’une structure algébrique.
L’application 1.105 traite le cas d’une C-algébre de dimension finie et I’application 1.106 celui d’'un module de
type fini sur une C-algébre associative unitaire de dimension finie. On étudie par la méme occasion les propriétés
algébriques de la restriction des applications holomorphes.

Application 1.105 — Algébre des fonctions holomorphes. Soient (M, &) une prévariété holomorphe et A une
C-algebre de dimension finie. Montrons que ’ensemble J# (M, A) est une sous-C-algébre (unitaire si A V'est) de
I’algébre des fonctions de M dans A.

D’apreés l'exemple 1.83, les fonctions constantes sont holomorphes. En particulier, Papplication nulle (et
Papplication unité si A est unitaire) appartiennent a (M, A). Pour f,g € (M, A), 'application 1.104
montre que f X g est holomorphe. En composant avec les applications s : (z,y) € AX A — x4y € A et
p:(z,y) € AxA— xy € A qui sont holomorphes d’aprés Papplication 1.91, on obtient que f+ g € S (M, A) et
fg € (M, A). Enfin, pour A € C, on note fy l'application constante sur M égale a A. L’application fy X f est
holomorphe (voir Papplication 1.104). Comme I’application (A,v) € C x A — Av € A est holomorphe (puisque
bilinéaire), on en déduit, par composition, que 'application € M +— Af(z) € A est holomorphe.

On en déduit ainsi que si A est une C-algébre associative unitaire (resp. une algebre de Lie, resp. une algébre
associative unitaire commutative) que J# (M, A) est une algébre de Lie associative unitaire (resp. une algébre de
Lie, resp. une algébre associative unitaire commutative). En particulier, pour A = C, on obtient que J# (M, C)
est une algébre associative unitaire commutative.

Par ailleurs, montrons que, si (M’ .27’) est une prévariété holomorphe et g : M — M’ une application holo-
morphe alors I'application

| {%(M’,A) . #(MA)
P ;o fog

est un morphisme de C-algébres (unitaires si A Vest).
Si f est holomorphe alors f o g est holomorphe (voir la proposition 1.96). Ainsi p, est bien définie. De plus,
par définition de la restriction, on a, pour f, f’ € (M, A) et A € C,

(f+f)og=fog+fog, (ff)og=(fog)(flog) et (Af)og=Afog).

Finalement p, est bien un morphisme de C-algébres. De plus, si A est unitaire, I’élément neutre de € (M’, A)
est I'application f : M’ — A constante égale & 1 et f o g est I'application constante sur M égale a 1. Ainsi p, est
un morphisme unitaire si A I’est. En particulier, pour A = C, I'application

| {%”(M’,C) — #(M,C)
Po ;o foyg

est un morphisme de C-algébres unitaires.
Appliquons ce qui précéde a un ouvert U de M et & I'inclusion 7 : U— M qui est holomorphe (exemple 1.92).
On obtient que I'application
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H(M,A) — (U, A)
PM,U = Pi { f »—>f|U=foz'
est un morphisme de C-algébres (unitaires si A 1est) et
A (M,C) — #(U,C)
PM,U = Pi { f r—>f|U:foi
est un morphisme de C-algébres unitaires. L]

Application 1.106 — Module des fonctions holomorphes. Soient (M, &) une prévariété holomorphe, A une C-
algebre associative unitaire de dimension finie et F un A-module de type fini. Montrons que ’ensemble 52 (M, F)
est un 52 (M, A)-module.

Comme A est une C-algébre de dimension finie, on en déduit que F est un C-espace vectoriel de dimension
finie. Ainsi F admet une structure naturelle de prévariété holomorphe et 5# (M, F) a bien un sens. Pour f,g €
(M, F), Papplication f x g est holomorphe d’aprés application 1.104. En composant avec lapplication s :
(z,y) € FxF—x+y € F qui est holomorphe d’aprés application 1.91, on obtient que f+g € 5(M, F). Ainsi
(M, F) est un sous-groupe de .# (M, F).

Soit A € Z(M,A) et f € F(M,F). L’application

{fi(M,A) x Z(M,F) — Z(M,F)

(A, f) — (2= (A (@) = Ma) f(z)

munit % (M,F) d’une structure de .%(M, A)-module et donc de 57(M, A)-module puisque, d’aprés la re-
marque 1.105, 57 (M, A) est une sous-algébre associative unitaire de .# (M, A).

Il reste alors & montrer que pour A € ' (M,A) et f € A (M,F), on a A f € S (MF). Or, d’aprés
Papplication 1.104, f x A € (M x M, F x A). En composant avec (x, 1) € F x A — ux € F qui est holomorphe
puisque bilinéaire (voir 'exemple 1.90), on obtient que A - f € J€(M,F) et S2(M,F) est bien un s2(M, A)-
module.

Par ailleurs, montrons que, si (M’, &7’) est une prévariété holomorphe et g : M — M’ une application holo-
morphe alors I'application

{%”(M’,F) — (M, F)
Pg:

[ r—foy
est un morphisme de 52 (M’, A)-modules.

D’aprés ce qui précede, 77 (M, F) est un 52 (M, A)-module. Par ailleurs, d’aprés 'application 1.105, la com-
position par g est un morphisme de C-algébres de .72 (M’, A) dans .7 (M, A). Ainsi, par restriction des scalaires,
(M, F) est muni d’une structure de 5#(M’, A)-module.

Si f est holomorphe alors f o g est holomorphe (voir la proposition 1.96). Ainsi p, est bien définie. De plus,
par définition de la restriction, on a, pour f, f' € J(M,F) et A € S(M, A),

(f+f)og=fog+flog et (A-flog=(Aog) - (fog)=A-(fog).

Finalement p4 est bien (M, A)-linéaire. En particulier, pour un ouvert U de M et I'inclusion ¢ : U— M qui
est holomorphe (exemple 1.92), on obtient que 1’application

A (M,F) — (U, F)
PM,U = P4 { f »—>foi:f|U

est un morphisme de (M, A)-modules.

On considére le cas particulier ot A = C et donc F est un C-espace vectoriel de dimension finie. Ainsi
(M, F) est un 5 (M, C)-module. On considére & = (ey,...,e;) une base de F et B* = (my,...,m) sa base
duale. Les applications

Py et Wy
f »—»(mof,...,wof) (fla-uafE)’—>f1€1+"'+fe€e

sont des isomorphismes de (M, C)-modules réciproques 1'un de autre.

En effet, comme 7; est C-linéaire, ; est holomorphe (exemple 1.90). Par composition, m; o f € S (M, C) et
®); est bien définie. On note u; 1'application constante sur M égale a e;. Elle est holomorphe (exemple 1.83).
L’application fiey + - - -+ frep s’écrit aussi f1-ui + -+ fo- ug et donc est holomorphe. Autrement dit, ¥y est
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bien définie. Comme A et %* sont des bases duales 'une de 'autre, Wy; et @) sont des bijections réciproques
l'une de 'autre. Enfin, comme les 7; sont C-linéaires, on a, pour f,g € 7 (M,F) et z € M,

Pm(f +9)(x) = (m(f(z) +g(2), ..., m(f(x) + g(x)))
= (m(f()),...,m(f(2))) + (m1(9(x)),...,me(g(x)))
= om(f)(z) + Pmlg)(z) = (Pm(f) + Pm(g))(2)
et pour f € H(M,F) et A € S(M,C) et z € M,

Pu(A- f)(x) = (mA@)f(2), ..., me(A@)f(2)))
= AM@)(m(f (@), .., me(f(2)))
= M@)Pum(f) (@) = (A - 2m(f))(2) .
On en déduit que @y est (M, C)-linéaire et donc ¥y aussi. On en déduit que (M, F) est .7 (M, C)-module
libre de base (u1,...uyp).
Par ailleurs, considérons un ouvert U de M. En appliquant ce qui précéde dans le cas F = A = C, on obtient
un morphisme pyp u de (M, C)-modules de (M, C) dans . (U, C). On considére alors le morphisme produit
(pm,u)" : A (M, C)" — (U, C)™ qui est (M, C)-linéaire. Montrons que le diagramme suivant est commutatif

(M, F) —22 (M, C)"

ﬂM,Ul/ l(pM,U)"

Py

Pour f € (M, F), on a
(o, u)" (0 (f)) = (pmyu)*(mio f, ... ,mao f) = (pmu(mio f), ..., pmu(mn o f)) = (7T10f|U,-~~;7Tn°f|U)

et q)UOpM’U(f):(I)U(f|U):(Trlof|U"”’ﬂ-nof|U)' L]

1.4.6 BIHOLOMORPHISME

Dans cette sous-section, on étudie les isomorphismes de la catégorie Prev : les biholomorphismes. On dé-
taille dans le cas de la catégorie Prev quelques résultats généraux sur les isomorphismes dans une catégorie
(remarques 1.109 et 1.110). On étudie ensuite quelques propriétés des biholomorphismes.

Définition 1.107 — Biholomorphisme. Soient (M, .«7), (N, %) deux prévariétés holomorphes et f : M— N
une application. On dit que f est un biholomorphisme de (M, /) sur (N, B) si f € #(M,N) et s'il existe
g € (N, M) tel que fog=1idy et go f =idy.

Soient (M, o), (N, %) deux prévariétés holomorphes, on dit que (M, &) et (N, %) sont isomorphes s’il existe
un biholomorphisme de (M, /) sur (N, £).

Remarque 1.108 — Langage catégorique. Un biholomorphisme n’est rien d’autre qu'un isomorphisme dans
la catégorie Prev. Ainsi (M, &) et (N, %) sont isomorphes si et seulement si les objets (M, &) et (N, %) de la
catégorie Prev sont isomorphes. u

Remarque 1.109 — Biholomorphisme. Comme Prev est une sous-catégorie de la catégorie Ens, on peut
formuler la définition 1.107 de la facon suivante : un biholomorphisme est une application bijective holomorphe
dont la bijection réciproque est holomorphe. Les propriétés des isomorphismes d’une catégorie assurent que

() idy est un isomorphisme de (M, &) sur (M, &),
(i9) la bijection réciproque d’un biholomorphisme de (M, o) sur (N, %) est un biholomorphisme de (N, %) sur
(M, &),
(447) la composée d'un biholomorphisme de (M, &7) sur (N, %) et d’un biholomorphisme de (N, %) sur (P, %)
est un biholomorphisme de (M, &) sur (P, %).

Finalement, comme dans toute catégorie, la relation « étre isomorphe » est une relation d’équivalence sur tout
ensemble de prévariétés holomorphes. n

Remarque 1.110 — Biholomorphisme et isomorphisme. Un biholomorphisme étant un isomorphisme dans
la catégorie Prev, il permet de confondre deux versions d’un « méme » objet. Lorsque les deux versions sont
identifiés (grace a cet isomorphisme), d’autres éléments vont aussi étre confondus. Par exemple, une application
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issue de l'une des deux versions s’identifie & une application issue de I’autre version : 'application précédente
composée avec l'isomorphisme en question. De facon précise, on a le résultat suivant.

Soient (M, o) et (N, %) deux prévariétés holomorphes, f : M — N un biholomorphisme et (P, %) une pré-
variété holomorphe. Une application g : P — N est holomorphe si et seulement si f~! o g : P—M l’est. Une
application h : N — P est holomorphe si et seulement si ho f: M — P lest.

En effet, si g est holomorphe alors, par composition par ’application holomorphe f~!, I'application f = og
est holomorphe. Si f~! o g est holomorphe alors, par composition avec ’application holomorphe f, I'application
g est holomorphe. Si h est holomorphe alors, par composition par ’application holomorphe f, 'application ho f
est holomorphe. Si ho f est holomorphe alors, par composition avec I’application holomorphe f~!, 'application
f est holomorphe.

Le résultat précédent se formule aussi de la facon suivante :

g — fog

. %(P,N) —M}ip(P,M) . %(P,M) —>¢%ﬂ(P,N)
)\f—l g . f*l o et )\f.

sont des bijections réciproque 'une de l'autre et
H(N,P) — #(M,P) A (M, P) — #(N,P)
pf: et pp-1t 1
h — hof h — hof

sont des bijections réciproque 'une de l'autre. =

EXEMPLES DE BIHOLOMORPHISMES

Les deux premiers exemples sont des exemples concrets de biholomorphismes : 'identité, le transfert d’une
carte. Le dernier exemple étudie le cas de la structure de prévariété sur C donnée dans l’exemple 1.75.

Exemple 1.111 Soient (M, o) une prévariété holomorphe. Montrons que idy; est un biholomorphisme.
D’aprés le corollaire 1.97, Prev est une sous-catégorie de Ens, idy; est un isomorphisme et donc un biho-

lomorphisme. De facon équivalente, d’aprés 'exemple 1.84, idy; est holomorphe. Comme idy; est son propre

inverse, on obtient le résultat. u

Exemple 1.112 — Carte. Soient (M, <) une prévariété holomorphe et U = (U, V,n, ) une carte de <.
Montrons que ¢ réalise un biholomorphisme entre U et V.

L’exemple 1.86 montre que ¢ est holomorphe. L’exemple 1.87 montre que ¢~
Comme ¢~ 1(V) = U, I'exemple 1.99 montre que ¢! : V— U est holomorphe.

En particulier, on en déduit, par composition, que les morphismes de C-algébres

1. V—M est holomorphe.

1

{%”(U,(C) — #(V,C) ) {%”(V,(C) — #(U,C)
Pt e Py

f — fop™ f — fop

sont des isomorphismes réciproques I'un de lautre (voir 'application 1.105 et la remarque 1.110). u

Exemple 1.113 — 2 —Z. L’application ¢ : z € C — Z € C permet de construire une structure de prévariété
holomorphe sur C qu’on note C,, (voir 'exemple 1.75). Dans la suite de cet exemple, on va comparer C, a la
structure classique de prévariété holomorphe sur C qu’on note simplement C.

Aucune des deux applications id¢ : C—C, et idc : C, — C n’est holomorphe. D’aprés la proposition-
définition 1.81 (v), il suffit de vérifier idc lue dans les cartes Y = (C,C,1,idc) et ¥V = (C,C,1,¢) (resp. V et
U) n’est pas holomorphe au sens classique. Or cette application n’est autre que ¢ (resp. ! = ¢) qui n’est
pas holomorphe. L’exemple 1.84 montre alors que les structures C, et C de prévariété holomorphe sur C sont
distinctes.

Par ailleurs, I’application ¢ est un biholomorphisme de C, sur C. En effet, dans les deux cas, la topologie
sur C est la topologie classique donc ¢ et ¢! sont continues. De plus, I’application ¢ lue dans les cartes V et
U est alors idc qui est de classe holomorphe (au sens classique) et 'application ¢! lue dans les cartes U et V
est aussi id¢ qui est holomorphe.

Ainsi, sur ’ensemble C, on a construit deux structures de prévariétés distinctes mais biholomorphes. Les
résultats présentés dans cet exemple et la construction de 'exemple 1.75 se généralisent aux autres prévariétés
holomorphes (voir ’exemple 1.126). u
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RESTRICTION ET BIHOLOMORPHISME

Les deux exemples qui suivent étudient les liens entre restriction et biholomorphie. Un biholomorphisme
entre deux prévariétés induit un biholomorphisme entre un ouvert de la prévariété de départ et son image
(exemple 1.114) et une bijection qui est localement un biholomorphisme est un biholomorphisme (exemple 1.115).

Exemple 1.114 — Restriction de biholomorphismes. Soient (M, &), (M', /') deux prévariétés holomorphes,
f M —M un biholomorphisme et U un ouvert de M. Montrons que f(U) est ouvert dans M’ et que f induit
un biholomorphisme de U sur f(U).

Comme f est un homéomorphisme, f(U) est un ouvert de M’. L’application 1.100 appliquée a f et aux
ouverts U et f(U) puis & f~1 et aux ouverts f(U) et U = f~1(f(U)) montre que f et f~! induisent des
applications holomorphes entre U et f(U). On obtient le résultat souhaité puisque les applications induites par
f et f~tentre Uet f(U) sont des bijections réciproques I'une de I'autre. u

Exemple 1.115 — Restriction de biholomorphismes 2. Soient (M, &), (M’, &/’) deux prévariétés holomorphes,
f + M—M’ une bijection, (Uy)aeca (resp. (U, )aea) un recouvrement ouvert de M (resp. M’). On suppose
que, pour tout @ € A, lapplication f induit un biholomorphisme f, de U, sur U/,. Montrons que f est un
biholomorphisme.

Pour tout o € A, lapplication f, est un homéomorphisme de U, sur U/, Papplication f est donc un
homéomorphisme. Comme f est bijective, on a f~1(U,) = U, et f(Uy) = (f~1)"1(Us) = U,. La proposi-
tion 1.101 (vi) appliquée a f et au recouvrement (U’ )naea de M’ (resp. f=1 et (Uy)aca) assure que f (resp.
1) est holomorphe. L]

UTILISATION DES BIHOLOMORPHISMES

On peut caractériser la structure de prévariété sur un ensemble a 'aide de la notion de biholomorphisme. De
fagon plus précise, le fait idy; soit un biholomorphisme entre deux structures de prévariété sur un méme ensemble
M assure que ces deux structures coincident (exemple 1.116). Cet exemple sera complété par la remarque 1.123.

Exemple 1.116 — idym. Soient (M, o) et (M, %) deux structures de prévariété holomorphe sur M. Montrons
que ’application idy; est un biholomorphisme si et seulement si &/ = 4.

(<) Comme Prev est une sous-catégorie de Ens, idy est un isomorphisme et donc un biholomorphisme. De
fagon équivalente : idy est holomorphe d’aprés ’exemple 1.84 et est son propre inverse.

(=) Comme une application holomorphe est continue, on en déduit que idy est un homéomorphisme entre
I’espace M muni de la topologie associé & o7 et I’espace M muni de la topologie associée & Z. Ainsi ces deux
topologies coincident et <7 et % sont deux atlas topologiques pour cette topologie (voir la proposition 1.37).
On va montrer que & et % sont compatibles (en tant qu’atlas topologique sur M). D’aprés la remarque 1.45,
il suffit de montrer que toute carte de &7 est compatible avec toute carte de A. Soient U = (U, V,n,p) € & et
U = U, V'in, ') e B Comme idy € (M, ), (M, A)), Vapplication idy lue dans les cartes U et U’ est
holomorphe. Or

-1
(i) = ¢ oiduo (9, ) = Ve 9(UNT) = (U).

De méme, comme idy € S2((M, B), (M, o)), Papplication 414 est holomorphe. Ainsi les fonctions de transi-

tions entre U et U’ sont holomorphes et U et U’ sont compatibles. On en déduit que &/ U % est un atlas. Par

maximalité de &7 et 4, on obtient &/ = o U B = A. u

Cette caractérisation de la structure de prévariété via la biholomorphie de 'identité permet de donner un
critére d’unicité pour la structure de prévariété sur un ouvert d’une prévariété.

Application 1.117 — Caractérisation de la structure de prévariété d’un ouvert. Soient (M, .o7) une prévariété
holomorphe, U un ouvert de M et ¢ : U— M linclusion. On note oy I'atlas maximal associé & la structure de
prévariété de U obtenu comme ouvert de M (voir ’exemple 1.61).

D’aprés les exemples 1.92 et 1.99, oy vérifie les propriétés suivantes

a. i est holomorphe;
b. pour toute prévariété holomorphe (N, %) et toute application holomorphe f : (N, %) — (M, o) vérifiant
f(N) C U, l'application fy : N— U induite par f est holomorphe.

On va montrer que 7 est le seul atlas maximal sur U vérifiant ces propriétés. Soit Z un atlas maximal sur U
vérifiant les propriétés a et b. On a i € J2((U, B), (M, o)) (d’aprés a appliqué & £) et i(U) = U. On en déduit,
grace a b appliqué a o7y que 'application induite par ¢ qui n’est autre que idy est une application holomorphe
de (U, %) sur (U, o4;). De méme, on a i € (U, o), (M, o)) (daprés a appliqué a o) et i(U) = U. On
en déduit, grace a b appliqué & & que I'application induite par ¢ qui n’est autre que idy est une application
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holomorphe de (U, .2#y) sur (U, %). Ainsi idy est un biholomorphisme de (U, «#;) sur (U, %). L’exemple 1.116
montre que &y = 4. =

Terminons par un exemple concret d’utilisation d’un biholomorphisme dans le cadre présenté dans la re-
marque 1.110. Cet exemple sera particuliérement utile pour 1’étude des fibrés vectoriels (section 1.5).

Application 1.118 — Applications a valeurs dans un espace d’applications linéaires. Soient (M, %) une
prévariété holomorphe, F, G deux C-espaces vectoriels de dimension finie et f : M — Hom¢(F, G). Montrons que
les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) L’application f est holomorphe.
(#9) L’application (x,v) — f(x)(v) appartient & (M x F, G)
(7i1) Pour tout v € F, lapplication (x — f(x)(v)) appartient a 52 (M, G).

(iv) Pour toute base Z = (v1,...,v¢) de F, les £ applications (x — f(x)(v;)) appartiennent a 5 (M, G).

(v) 1l existe une base B = (vi,...,v;) de F telle que les ¢ applications (z — f(z)(v;)) appartiennent a

(M, G).

(1) = (it). L’application (z,v) — f(x)(v) est la composée de I’application holomorphe f x idg (voir I'ap-
plication 1.104) avec lapplication bilinéaire (donc holomorphe) (¢, w) € Hom,(F,G) x F — p(w) € G. La
proposition 1.96 donne le résultat.

(#9) = (#1). Considérons I'application x — (x,v). Sa premiére composante est idy et la deuxiéme composante
est lapplication constante égale & v. On en déduit, grace a 'exemple 1.94, que 'application  +— (x,v) est
holomorphe. Par composition, avec Papplication (z,v) — f(z)(v) qui est holomorphe par hypothése, on obtient
le résultat voulu.

(791) = (iv) et (iv) = (v) sont évidentes (puisqu'il existe une base de F).

(v) = (i). Commencons par remarquer que l'application

. {HomC(F,G) — Gf
. o (p(or), . p(0r))

est un isomorphisme linéaire. Ainsi p est un biholomorphisme (puisqu’une application linéaire est holomorphe).
Par ailleurs, chacune des applications « — f(x)(v;) est, par hypothése, holomorphe. La propriété universelle du
produit 1.104 assure alors que ’application

{M — G¢
z — (f(x)(v1),..., f(@)(ve))

1

est holomorphe. Par composition avec u~*, on en déduit que f est holomorphe. u

BIJECTION HOLOMORPHE ET BIHOLOMORPHISME

Attention, une bijection holomorphe n’est pas nécessairement un biholomorphisme (voir I’exemple 1.120).
Cependant, lorsqu’on demande une condition supplémentaire de continuité (celle de la bijection réciproque), la
biholomorphie est assurée comme le montre le lemme suivant.

Lemme 1.119 — Homéomorphisme et biholomorphisme. Soient (M, .o/) et (N, %) deux prévariétés holo-
morphes et f: M — N une bijection. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) f est un homéomorphisme holomorphe;

(74) f est biholomorphisme ;

(i)
)

f~! est un homéomorphisme holomorphe ;
(iv) f

—1 est un biholomorphisme.

Preuve. La remarque 1.109 (i) montre que (i) < (iv). Comme une application holomorphe est continue, on
a immédiatement (i) = (i) et (iv) = (i19).
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(i) = (ii). 1l s’agit de montrer I’holomorphie de f~1.
Comme f~! est continue, il suffit de montrer que I’application
f~! lue dans les cartes de & et o/ est holomorphe. Soient
U= U V,nyp) e detld = U,V n ¢)e B Comme
U N (f~H~Y(U) = U N f(U), l'image de I'application f~!
lue dans les cartes U’ et U n’est autre que (U N f=1(U’)) et
donc (f~ 1)y est la bijection réciproque de I'application f
lue dans les cartes U et U’. Par ailleurs, f(U) est un ouvert
de M (puisque f est un homéomorphisme) et donc f(U) NU’ a
aussi. Ainsi ¢’ (f(U) N U’) est un ouvert de C™. W=o¢p (Uﬂf_l(U/» W'=¢'(U'Nnf(U))

Le lemme ?? appliqué aux ouverts (U N f=1(U’)) et ' (U’ N f(U)) et a I'application fiy montre que
(fuw)™t = (f ~Huu est holomorphe.
(iii) = (iv). 1l suffit d’appliquer (i) = (ii) a f~L. -

Exemple 1.120 — Cgise- On considére les prévariétés holomorphes Cgjse (voir Pexemple 1.70) et C (notation
de l'exemple 1.113). L’exemple 1.95 montre que Iapplication id¢ : Cgise — C est holomorphe. Il montre aussi
idc @ Cgise — C n’est pas un biholomorphisme. En effet, la bijection réciproque de id¢ est ide : C— Cqisc qui
n’est pas continue puisque la topologie usuelle sur C n’est pas la topologie discréte. u

1.4.7 CONSTRUCTION DE PREVARIETES HOLOMORPHES

Dans cette sous-section, on propose des méthodes générales de construction de prévariétés holomorphes
(proposition 1.129) ou de structure de prévariétés holomorphes sur un ensemble donné (lemme 1.121, proposi-
tion 1.128) reposant sur le recollement d’espaces topologiques et le transfert de structure. Cette sous-section se
clot par une formulation des notions de prévariétés holomorphes et de fonctions holomorphes dans le langage
des faisceaux sur un espace topologique.

TRANSFERT DE STRUCTURE

Une prévariété est un ensemble plus une structure supplémentaire : celle d’atlas. Ainsi lorsque (M, «7) est
une prévariété et N un ensemble en bijection (via f) avec M, on peut transporter 'atlas o/ grace a f sur N et
obtenir ainsi une structure de prévariété sur N (lemme 1.121). On étudie ensuite quelques conséquences de cette
possibilité de transférer des structures de prévariété.

Lemme 1.121 — Transfert de structure. Soient (M, &) une prévariété holomorphe, N un ensemble et f : M — N
une bijection. Il existe une unique structure de prévariété holomorphe sur N telle que f soit un biholomorphisme.
L’atlas maximal f.(2) associé a cette structure de prévariété sur N est donné par

R ={ (1o vangor ). Vg e

)
On dit que (N, f.(&)) est la structure de prévariété obtenue par transfert de structure via f.

Soient (M’,.«/') une prévariété holomorphe, g : M’ =N, h : N— M’ deux applications. L’application g
est holomorphe si et seulement si f~! o g : M’ — M l'est. L’application h est holomorphe si et seulement si
hof:M— M lest.

Preuve. Par transfert de la structure topologique de M a N, il existe une unique topologie sur N telle que f
soit un homéomorphisme. On peut donc supposer que N est un espace topologique et f un homéomorphisme.
Montrons a présent que f, () est un atlas topologique sur N. Soit U = (U, V,n, ) une carte de o, alors

R = (rovanger )

est une pseudocarte topologique sur N. En effet, comme f est un homéomorphisme, f(U) est bien un ouvert

de N et par composition, ¢ o f’1|f(U) est homéomorphisme de f(U) sur 'ouvert V de C™. Ainsi f.(&)
est un ensemble de pseudocartes topologiques sur N. Pour montrer que f.(%7) est un atlas sur N, il reste a

montrer la compatibilité entre les pseudocartes de f.(%7) et la condition de recouvrement par les domaines des
pseudocartes de f.(&7). Soit U’ = (U',V',n/,¢') € o&/. Montrons que f.(U) et f.(U') sont compatibles. Cela
résulte immeédiatement des égalités 1, o) £, ) = Yuw et ¥y, s, ) = Yuy- Par ailleurs, comme les domaines
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des cartes de & recouvrent M et que f est surjective, les domaines des pseudocartes de f,. (&) recouvrent N.
Ainsi f.(%7) est bien un atlas holomorphe sur N.

Montrons & présent la maximalité de l'atlas f.(7). On note & 'atlas maximal sur N contenant f. ().
Pour U € o/, on a f~1 (fu(UU)) =U. Ainsi f~1 (%) est un atlas contenant 7 et donc, par maximalité de 7,
on obtient f~! (%) = /. Comme f.(f',(U)) = U pour tout U € %, on en déduit que B = f.(</). Ainsi
(N, f«(#)) est une prévariété holomorphe.

Montrons que f est un biholomorphisme de (M, /) sur (N, f.()). Par hypothése, Papplication f est conti-
nue, donc continue en z pour tout € M. De plus, application f lue dans les cartes U € &7 et f.(U) n’est autre
que idy qui est holomorphe. On en déduit que f est de classe holomorphe en x pour tout x appartenant a dom(i/)
(voir la proposition-définition 1.78 (éi¢)). Comme les domaines des cartes de & recouvrent M, lapplication f
est holomorphe en x pour tout € M. Finalement f est holomorphe (voir la proposition-définition 1.81 (4)).
De méme, f~! est continue en x pour tout z € N et Papplication f~! lue dans les cartes V = f.(U) € f.()
et U = f71(V), € & nest autre que idy qui est holomorphe. On en déduit que f~! est holomorphe en = pour
tout = appartenant au domaine de V. Comme les domaines de cartes de f. (/) recouvrent N, 'application f~1
est holomorphe en z pour tout = € N et donc f~! est holomorphe.

Si g est holomorphe alors, par composition par I’application holomorphe f~!, I’application f~' o g est
holomorphe. Si f~! o g est holomorphe alors, par composition avec ’application holomorphe f, I’application g
est holomorphe. Si h est holomorphe alors, par composition par 'application holomorphe f, 'application h o f
est holomorphe. Si ko f est holomorphe alors, par composition avec I’application holomorphe f~!, I'application
f est holomorphe.

Passons a la propriété d’unicité. Soit (N, %) une structure de prévariété holomorphe sur N telle que f :
(M, o) — (N, %) soit un biholomorphisme. Alors, par composition f o f~! = idx est un biholomorphisme de
(N, %) sur (N, f.(«)). L’exemple 1.116 montre alors que & = f.(«). u

Remarque 1.122 — Situation ensembliste, situation topologique. Dans la démonstration du lemme 1.121,
on a commencé par mettre une topologie sur N puis on a montré que fi (@7 ) est un atlas topologique pour
cette topologie. Ainsi, d’aprés la remarque 1.41, la topologie sur N associée & f.(«7) et la topologie obtenue
par transfert de celle de M coincident. En particulier, si la donnée initiale est, non pas un ensemble N et une
bijection f : M — N, mais un espace topologique (N,.7) et un homéomorphisme f : M — N alors la topologie
obtenue par transfert de structure de celle de M via f est .7 et coincide avec la topologie associée & f. (7).

Par ailleurs, on a choisi de mettre tout de suite une topologie sur N puis de montrer que f.(2) est un atlas
topologique pour cette topologie car il y a alors moins de vérifications & effectuer. Donnons ici les éléments
supplémentaires nécessaires pour montrer directement que f.(?) est un atlas sur 'ensemble N (sans mettre de
topologie a priori).

La premiére différence intervient au niveau de la compatibilité entre les pseudocartes f.(U) et f.(U'). Il faut

en plus vérifier que p o f‘1|f(U) (f(U)N f(U")) est ouvert dans V et ¢’ o f_1|f(U) (f(U)n f(U")) ouvert dans
V. Or

po T FONFU) =00 f7  (FUNY) =UNT)
et Fof N HWARUY) = o f Y (HUAT) = UN D),

La compatibilité de U et U’ assure le résultat.
La deuxiéme différence intervient pour montrer la biholomorphie de f. Il faut montrer que f et f~! sont
continues. En fait, on va montrer directement que f est un homéomorphisme. La topologie sur N est I'unique

topologie telle que f(U) soit un ouvert et ¢ o f_1|f(U) soit un homéomorphisme pour tout (U, V,n,¢) € o

(voir la proposition 1.37). Or ¢ est un homéomorphisme de U sur V, donc f ’1| est un homéomorphisme

f(U)
de f(U) sur U pour tout ouvert U qui est le domaine d’une carte de 7. Comme les domaines des cartes de &/

forment un recouvrement ouvert de M et que les f(U) pour U qui est le domaine d’une carte de o/ forment un
recouvrement ouvert de N, on en déduit que f~! et donc f est un homéomorphisme. On retrouve alors le fait
que la topologie associée a f, () soit la topologie obtenue par transfert via f. u

La remarque suivante généralise 'exemple 1.116 : un biholomorphisme définit de facon unique la structure
de prévariété de I'espace d’arrivée a partir de celle de ’espace de départ.

Remarque 1.123 — Transfert et biholomorphisme. Soient (M, «7), (M', /') deux prévariétés holomorphes et
f : M— M une bijection. Montrons que f est un biholomorphisme de (M,.) sur (M’, &’) si et seulement si
fol) =o',

(<) Comme f.(o) = &' et f est un biholomorphisme de (M, o) sur (M, f.(&)), application f est un
biholomorphisme de (M, o) sur (M’, &7').



1.4.7 LA CATEGORIE DES PREVARIETES HOLOMORPHES 45

(=) D’aprés la proposition 1.121, (M, f.(&)) est 'unique structure de prévariété sur M’ qui fasse de f un
biholomorphisme. Comme f est un biholomorphisme de (M, &) sur (M’, 27’), on obtient 1’égalité souhaitée par
unicité.

Autrement dit, f est un biholomorphisme de (M, «7) sur (M’, &/’) si et seulement si (M’, .27’) est la structure
de prévariété holomorphe obtenue par transfert de structure via f. u

Grace a la remarque précédente, on en déduit immédiatement la propriété de transitivité des structures
transférées (remarque 1.124).

Remarque 1.124 — Transferts consécutifs. Soient (M, <) une prévariété holomorphe, N, P deux ensembles
(resp. deux espaces topologiques) et f : M— N et g : N— P deux bijections (resp. deux homéomorphismes). On
a g« (fu()) = (g0 f)«(A).

En effet, (g o f).(«/) est P'unique atlas maximal Z sur P tel que go f : (M, o) — (P, %) soit un bi-
holomorphisme. Comme f : (M, o) — (N, f.(«)) et g : (N, fu()) = (P, g« (f(&/))) sont des biholomor-
phismes, on en déduit, par composition, que go f : (M, o) — (P, g.«(f«(«/))) est un biholomorphisme. Ainsi
9+(f«(A)) = (g0 [)(). "

On termine I’étude des transferts de structure de prévariété par la remarque suivante qui étudie les conditions
de coincidence de structures de prévariété obtenues par transfert de structure depuis des prévariétés distincts.

Remarque 1.125 — Multi-transfert. Soient (M, o), (M', /') deux prévariétés holomorphes, N un ensemble et
f:M—N, g: M —N deux bijections. Montrons que g~—! o f est un biholomorphisme de (M, &) sur (M, .o/")
si et seulement si f,.(27) = g.(&").

D’aprés le lemme 1.121, f est un biholomorphisme de (M, .o7) sur (N, f.(<)) et g~ un biholomorphisme de
(N, g« (7)) sur (M’, o"). Par composition, on obtient alors que g~* o f est un biholomorphisme de (M, /) sur
(M’, &"). Réciproquement, la remarque 1.123 assure que (¢! o f).(«/) = &/’. La remarque 1.124 donne alors
Gu(7) = 9u(g~ 0 )ul) = [o().

Autrement dit, les structures de prévariété holomorphe sur N obtenu par transfert de structure via f et g
coincident si et seulement si g=! o f est un biholomorphisme de (M, .«7) sur (M’, o). L]

L’exemple suivant généralise & une prévariété quelconque les exemples 1.75 et 1.113 ot on avait construit
sur C une structure de prévariété distincte de la structure usuelle mais isomorphe a celle-ci.

Exemple 1.126 — Structures distinctes mais isomorphes.  Soient (M, <) une prévariété, ¢ : M—M un
homéomorphisme (pour la topologie associé & &) et (M, p. (7)) la structure de prévariété holomorphe sur M
obtenu par transfert de structure via ¢.

Montrons que les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) o = pu().
(4i) idp est un biholomorphisme de (M, &) sur (M, . (&)).
(iv) ¢ est un biholomorphisme de (M, <) sur (M, ).
(v) ¢ € A((M, ), (M, 7).

Comme ¢ est un homéomorphisme, on obtient que la topologie associée a . () est la topologie ambiante
sur M. Il y a une seule topologie sur M qui entre en jeu.

(13) < (idi) et (iv) < (v) résultent du lemme 1.119, (i) < (i7) de exemple 1.84 et (i) < (iv) de la re-
marque 1.123.

Par ailleurs, la remarque 1.123 montre que l'application ¢ est toujours un biholomorphisme de (M, <)
sur (M, . (2)). Ainsi, lorsque ¢ est un homéomorphisme qui n’est pas holomorphe (de (M, /) sur (M, «)),
on obtient sur M deux structures de prévariétés distinctes mais biholomorphes. On généralise bien ainsi les
exemples 1.75 et 1.113. n

v
v

RECOLLEMENT DE PREVARIETES HOLOMORPHES

Dans la sous-section 1.2.1, on a étudié le recollement d’espaces topologiques. On s’attaque ici au méme
probléme mais pour les prévariétés. On décompose le raisonnement en trois étapes données par les proposi-
tions 1.127, 1.128 et 1.129. Dans la premiére étape, on cherche & savoir construire une « bonne » structure de
prévariété sur un espace topologique lorsqu’on dispose d’une structure de prévariété sur chacun des ouverts d’un
recouvrement ouvert de cet espace topologique. Dans la deuxiéme étape, on utilise le transfert de structure pour
construire des structures de prévariété sur chacun des ouverts d’un recouvrement ouvert d’un espace topolo-
gique. Enfin, lors de la troisiéme étape, on effectue le recollement des prévariétés a partir du recollement des
espaces topologiques sous-jacents.
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Proposition 1.127 — Recouvrement par des ouverts. Soient M un espace topologique et (U, )qca un recou-
vrement ouvert de M. On suppose que, pour tout o € A, ’ensemble U, est muni d’une structure de prévariété
holomorphe. On note <7, I'atlas maximal associé & cette structure. Pour (a, 3) € A%, on pose Uyg = U, N Ug
et on note df (resp. szﬁa) I’atlas maximal associé & la structure de prévariété holomorphe induite sur I’ouvert
Ugyp de Uy (resp de Ug) par celle de Uy, (resp. celle de Ug).

Il existe une structure de prévariété holomorphe sur M telle que la structure induite par M sur U, soit
(Uy, ) si et seulement si 7% = § pour tout (a, 3) € A2,

De plus, s’il existe une structure de prévariété holomorphe sur M telle que la structure induite par M sur
U, soit (U, #,) alors elle est unique.

Preuve. (=) S’il existe une unique structure de prévariété holomorphe sur M telle que la structure induite
par M sur U, soit (U,, %,), I'application 1.62 montre que @75 = ,xzfﬁo‘ pour tout «, 5 € A.
(«<) On va montrer que
B = Ay
acA
est un atlas topologique sur M et que la structure de prévariété induite par B sur U, est (U, & ).

On commence par vérifier que £ est constitué de pseudocartes topologiques sur M. Soient a@ € A et
U=(U,V,n,p) € o, Comme U est un ouvert de U,, U est un ouvert de M et (U,V,n,p) € &, est donc
une pseudocarte topologique sur M. On montre & présent que deux pseudocartes de 4 sont compatibles. Soient
U=, V,np) €dy et = U,V n ¢) € s Le lemme 1.51 montre que V = U|U0U/ € 4,. Comme le
domaine de V est inclus dans U,g, on en déduit que V € @ (voir 'exemple 1.61). Par des arguments identiques,
on obtient que V' = U'| N— o3 puis V' € . Alnsi V' et V sont compatibles puisque &7 = g et donc U
et U’ aussi (voir la remarque 1.32). De plus, les domaines des cartes de ., recouvrent U, pour tout o € A et
les U, recouvrent M. Les domaines de pseudocartes de £ recouvrent M. Ainsi 4 est bien un atlas topologique
sur M.

D’aprés la remarque 1.54, & définit une structure de prévariété holomorphe sur M. Comme <7, C & et que
les domaines des cartes de 7, sont contenus dans Uy, on en déduit (voir 'exemple 1.61) que 27, est contenu dans
I’atlas maximal associé & la structure de prévariété holomorphe de U, induite par celle de M. Par maximalité
de 4, on en déduit qu’ils coincident. Ainsi, la structure induite par M sur U, est bien (U,, o).

Passons a 'unicité. Premiére démonstration. Soit %8’ un atlas maximal sur M tel que, pour tout a € A, la
structure de prévariété sur U, induite par (M, B’) soit (U,, o, ). D’aprés l'exemple 1.61, on a o7, C 9B’ pour
tout o € A. Ainsi £ C %’. Par unicité de I’atlas maximal contenant %, on obtient le résultat voulu.

Deuzieme démonstration. Soient %' et %" deux atlas maximaux sur M tels que, pour tout o € A, la
structure de prévariété sur U, induite par (M, %) et (M, B") soit (Uy, %,). En reprenant les notations de
Pexemple 1.61, on a donc #B'y, = B"v,, = . On en déduit que idy,, induit un biholomorphisme de (U, #'v,,)
sur (Uy, A"y, ) pour tout o € A. Comme idy,, est Papplication induite par idy entre Uy, et Uy, U'exemple 1.115
montre que idy est un biholomorphisme de (M, #’) sur (M, %"). L’exemple 1.116 assure alors que ' = %#". =

Proposition 1.128 — Recollement de prévariété. Soient M un ensemble et (Mg, %,))aca une famille de
prévariétés holomorphes. On suppose que, pour tout a € A, il existe une famille d’applications ¢, : M, — M
vérifiant

(i) Va e A, 0o est injective;
(i) M= U ¢a(Ma);
acA
(174) V(a, B) € A2, o H(pp(Mp)) est un ouvert U, de My ;
(iv) V(a, B) € A2, 0o tows: Ugy — Uyg est holomorphe.

11 existe alors une unique structure de prévariété holomorphe sur M telle que les p, (M, ) soient des ouverts de
M et les po : My — 0o (M) des biholomorphismes.

Preuve. Supposons qu’une telle structure existe sur M. Les ¢,(M,) forme un recouvrement ouvert de M.
Comme les ¢, : My — @0 (M,,) sont des biholomorphismes, la structure de prévariété holomorphe induite par
celle de M sur ¢, (M,) est nécessairement celle obtenue par transfert de structure de celle de M, via ¢, (voir
la remarque 1.123). La derniére partie de la proposition 1.127 montre qu’une telle structure est unique.
D’apreés la proposition 1.19, il existe une unique topologie sur M telle que les ¢, (M,,) soient des ouverts de M
et les ¢, soient des homéomorphismes. On cherche & appliquer & présent la proposition 1.127 au recouvrement
ouvert (¢q(My))aca de M. On considére sur ¢, (M) la structure de prévariété obtenue par transfert de structure
de celle de M, via ¢, (lemme 1.121). Montrons que les structures de prévariété holomorphe induite par ¢q (M)
et wg(Mg) sur vo(My) N pa(Mg) coincident. On a vu dans la preuve de la proposition 1.19 que ¢, (M) N
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©3(Mg) = ¢a(Uag) = ¢3(Uga). D’aprés I'exemple 1.114, ¢, (resp. ¢g) induit un biholomorphisme de Uayg
(resp. Ugq) sur ¢a(Uag) (resp. ¢3(Ugqa)). La remarque 1.123 montre que la structure induite par ¢q(Mg) (resp.
wa(Mg)) sur v (Mq) N wg(Mg) n’est autre que celle obtenue par transfert de structure de Uyg (resp. Ugq)
via ¢4 (resp. pg). Comme @, 0 g~ : Ugq — Uyp est un biholomorphisme, la remarque 1.125 montre que les
deux structures de prévariété holomorphes sur ¢, (My) N@g(Mg) coincident. La proposition 1.127 montre alors
qu’il existe une structure de prévariété sur M telle que, pour tout o € A, la structure de prévariété sur oo (M)
induite par celle de M soit celle obtenue par transfert de structure via ¢, . Ainsi, la remarque 1.123 montre que
o est un biholomorphisme de M, sur ¢, (M,). =

Proposition 1.129 — Recollement de prévariétés. Soient (M, %), une famille de prévariétés holomorphe.
On suppose que pour tous «, 3 € A, il existe un ouvert U,g de M, un ouvert Ug, de Mg et un biholomorphisme
Yga : Uag — Uga vérifiant les conditions suivantes :

(1) Una = My, €t ¥aq = idy, pour tout a € A.
(1) Pour tous «, 3,7 € A, la restriction wga de ¥ & Uyg N Uy, réalise un biholomorphisme de Uyg N Uy,
sur Ugo NUp, et 98, = 925097 .
11 existe une prévariété holomorphe M et une famille d’application (p, : My — M)aea telles que (0o (Ma))aca
soit un recouvrement ouvert de M et ¢, : M, — ¢4(M,) un biholomorphisme. On dit que M est une préva-
riété holomorphe obtenue par recollement des M, le long des Uy au moyen des pgq et que les ¢, sont les
biholomorphismes associés.

Preuve. On considére M ’espace topologique obtenu par recollement des M, le long des U,z au moyen des 13,
et @, les homéomorphismes associés (proposition-définition 1.16). Les propriétés (ii7) & (vi) de la proposition-
définition 1.16 et I’holomorphie de g, montre que les hypothéses de la proposition 1.128 sont vérifiées. Il existe
donc une unique structure de prévariété holomorphe sur M telle que (4 (Mgy))aca S0it un recouvrement ouvert

de M et, pour tout a € A, I'application ¢, : My — ¢ (My) soit un biholomorphisme. u

FAISCEAU

On termine cette section de présentation des prévariétés holomorphes par une nouvelle formulation des
notions de prévariété holomorphe et de fonction holomorphe, cette fois-ci en termes de la théorie des faisceaux
sur un espace topologique.

Proposition 1.130 — Faisceau des fonctions holomorphes. Soit (M, %) une prévariété holomorphe. On
note Ouv(M) l’ensemble des ouverts de M. Pour U € Ouv(M), on pose F(U) = (U, C). Alors F muni de la
restriction des applications est un faisceau en C-algébres sur M localement isomorphe au faisceau des fonctions
holomorphes sur un ouvert d’'un C™ pour n € N. On dit que F est le faisceau des fonctions holomorphes de M
et on le note s (M).

Réciproquement, soient M un espace topologique et F un faisceau en C-algébres sur M localement isomorphe
au faisceau des fonctions holomorphe sur un ouvert d’'un C™ pour n € N. Il existe une unique structure de
prévariété holomorphe sur M telle que les faisceaux en C-algébres F et (M) soient isomorphes.

Preuve. Tout ouvert de M étant une prévariété holomorphe (exemple 1.61), 52 (U, C) a bien un sens et est une
C-algebre unitaire (application 1.105). De plus, si V C U sont deux ouverts de M alors V est un ouvert de U
et, d’aprés 'application 1.105, la restriction des applications est un morphisme py,v de C-algébres unitaires de
(U, C) dans 5 (V,C). Enfin, si W C V C U sont trois ouverts de M, on a, pour f € 52 (U,C),

pv.w o puv(f) = [, =ruw(f).
On en déduit que F est un préfaisceau en C-algébres unitaires.
Montrons que F est un faisceau. Soient U € Ouv(M) et (U;);e1 un recouvrement ouvert de U. Pour 4,5 € 1,

on pose U;; = U; NU,. On considére une famille (f;);er de fonctions telles que f; € #°(U;,C) pour tout i € I
et fi| . = fj| . bour tous 4, j € I. Comme les f; coincident deux a deux 1a ou elles sont définies, il existe une
unique application f : U— C telle que f|Uv = f;. En effet, pour = € U;, on a nécessairement f(z) = fi(z) et
comme les U; recouvrent U, f est entiérement définie. De plus, si x appartient aussi & Uj, on a f;(z) = fi(z)
par hypothése et la valeur de f ne dépend pas du choix de i € I. Par ailleurs, comme f|U_ = [, € (U;,C), la
proposition 1.101 (¢i7) montre que f € J#(U,C). Ainsi F est bien un faisceau en C-algébres.

Pour finir, on considére une carte U = (U, V,n, ) de M, deux ouverts U' C U” contenus dans U et V' =
o(U") € V" = ¢(U") les ouverts de V correspondant & U’ et U” par 'homéomorphisme ¢. On note alors yyry» :
(U C)— (U ,C) et yyryr : V", C)— (V' C) les morphismes de restrictions. L’exemple 1.112 ap-
pliqué aux cartes Ll| - et U|U” montre que, dans le diagramme commutatif suivant,
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2", C) 228 (v )

Yu'u’’ l l/’yv/v//

2(U,C) 2 (v 0)

les fleches horizontales sont des isomorphismes de C-algébres. Ainsi ¢ induit un isomorphisme de faisceaux entre
F|U et le faisceau des fonctions holomorphes sur 'ouvert V de C™.

Réciproquement, I’ensemble O des ouverts U de M tels qu’il existe n € N tel que F|U soit isomorphe
au faisceau des fonctions holomorphe sur un ouvert de C™ forme un recouvrement ouvert de M. De plus, si
U € O (resp. U € 0), il existe un ouvert V de C* (V/ de C") et un homéomorphisme ¢ : U—V (resp.
¢ U —V’') et un isomorphisme de faisceau en C-algébres ¢ : Fl, — (V) (resp. ¢’ : Fl. — 2 (V")).
En particulier, (U, V,n,¢) (resp. (U, V', n’,¢’)) est une pseudocarte topologique sur M. Pour simplifier les
notations, on introduit 9 = ooy € P’ , W=p(UNU') et W =¢'(UNT’). On en déduit que

VAW =@ AV e = Flone = @ W)y =T W)
Ainsi o)’ et 1’ 01p~1 sont holomorphes et les ouverts de O forment un atlas sur M auquel on peut attacher une
structure de prévariété holomorphe (remarque 1.54). Par ailleurs, (U, V,n, ) est une pseudocarte topologique

pour la structure de prévariété holomorphe qu’on a construite sur M. Grace & l’isomorphisme associé & ¢, le
faisceau Fl s’identifie & S (U) (voir 'application 1.112). Ainsi F et # (M) sont isomorphes. u

_ !
= Plunu

On a définit le faisceau des fonctions holomorphes au-dessus d’une prévariété. On étudie maintenant les
fibres de ce faisceau : ce sont des anneaux locaux appelés anneaux des germes de fonctions holomorphes. Ces
anneaux jouent un réle important dans la suite puisque la construction et les propriétés de I’espace tangent en
un point d’une prévariété repose leurs propriétés (voir la proposition-définition 1.200 et la proposition 1.203).
Proposition-Définition 1.131 — Germes de fonctions holomorphes. Soient (M, .27) une prévariété holomorphe
et x € M. On note

(M) = Lim 52 (U,C)
zeU

la C-algebre des germes des fonctions holomorphes en x € M et
evM: %, (M) — C

le morphisme d’évaluation en x. L’algébre 52, (M) est une C-algebre locale de corps résiduel C et on a la somme
directe de C-espaces vectoriels 7, (M) = C1 @ Ker (ev}).

Soient (M’, «7’) une prévariété holomorphe et f € 52(M,M’). On pose f(z) =y € M'. La composition par
Jf induit un morphisme de C-algebres locales f : 7, (M') — ., (M) qui vérifient ev)' o fr = ev)!.

De plus, on a id; = id s, (). Pour (M”, &7”) une prévariété holomorphe et g € J(M',M"). On a (go f); =
Iz 09,
Preuve. On reprend les notations de la proposition 1.130. Pour W € V C U avec U,V,W € Ouv,(M), on
dispose des morphismes de C-algébres pu v, pv,w et pu w. Ils vérifient

PV,W O PUV = PU,W et pu,u = idsrw,o)-

Ainsi, vz = ((#2(U,M))veou. M), (PUV)vcu, U,veou. (M)

est un systéme inductif de C-algébres. De plus, pour U,V € Ouv,(M), on a UNV Cc U, UNV C V et
UNYV € Ouv,(M). Ainsi le systéme inductif Ips , est filtrant. On définit alors
EMe = L #7(U,C).
UecOuv, (M)
Un élément de Zyp , est donc une fonction holomorphe définie sur un ouvert de M contenant z. Pour un élément

f de Em 5, on note def(f) 'ouvert de définition de f. Comme le systéme inductif I , est filtrant, on peut définir
sa limite inductive %, (M) comme quotient de ’ensemble Zy; ., par la relation d’équivalence donnée par

fZg = IW € Ouv, (M), W C def(f) N def(g), flw = 9w -

On note alors 7 : En g — B, /2 la surjection canonique et, pour U € Ouvy (M), A\u,p : H(U,C)— 5, (M) le
morphisme d’algébres canonique. De plus, pour f € En,., on note f plutot que 7(f) ou Agef(),2(f)-
Par ailleurs, pour U € Ouv, (M), on définit le morphisme de C-algébres
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[ — f2).
Pour V C U avec V,U € Ouv,(M), on a ev, y = ev, v o pu,v. La propriété universelle de la limite inductive
donne alors un unique morphisme de C-algébres

evM . Lim s (U,C) — C
zeU

{%(U, C) — C
€Vy U

vérifiant evh o Ay, = ev,, u. Ce morphisme d’algebres vérifie, evh! (f) = f(z) pour tout f € 7, (M).

Soit A € C, si f est I’application constante sur M égale & )\, on a ev) (?) = \. Ainsi evM est surjective. Son
noyau m est donc un idéal maximal de 2, (M). Par ailleurs, soit v ¢ m, il existe U € Ouv,(M) et f € 52(U,C)
tel que Au.(f) = f = v et f(x) # 0. Par continuité, il existe alors V. € Ouvy(x) tel que f(y) # 0 pour
tout y € V. On en déduit que g = puv(f) = f|v € H(V,C*) (voir I'exemple 1.99 et Papplication 1.98).
Par composition avec Papplication x + z~1 (voir Pexemple 1.91), on obtient que g~! € 5 (V,C*) et donc

g~t € A (V,C) (voir Pexemple 1.99). On a alors

19 =Fg = A (HAvie(97Y) = Ave(pu v (F))AW,z (971 = A a(@)Ave(97h) = Ave (1) = Ls ) -
et 7 est inversible dans f. Ainsi “m C 7, (M)* et m est donc l'unique idéal maximal de % (M) et vérifie

C-alg.

H;(M)/m =~ C. En particulier, on en déduit que m est un hyperplan de 4%, (M). Comme 1 ¢ m, on obtient
la décomposition souhaitée.

Pour U’ € Ouvyy (f(z)), on a f~1(U’") € Ouv,(M) et on note fy, : f~1(U’) — U’, lapplication induite par
f. D’aprés 'application 1.100, fy+ est holomorphe. L’application 1.105 montre alors que ’application
‘%ﬂ(U/aC) I %O(fil(U/)a(C)

Comp(f,U’): {
g — go fu

est bien définie et est un morphisme de C-algébres. Soit V' € Ouvy (f(x)) avec V/ C U, on a
Comp(f, V') 0 pur v = pg-1(un),p-1(vr) © Comp(f, U').
Ainsi, comme Af-1(vr) » © pr-1(ur),f-1(v') = Af-1(U7),z, les morphismes de C-algébre Compy, , définis par

Compyy ,, = Ap-1(ury,2 © Comp(f, U’) : (U, C) — S, (M)

vérifient Compy;, , 0 pyr,y = Compyy, , -
La propriété universelle de la limite inductive de R-algébre fournit alors un unique morphisme de C-algébres

fo (M) — A (M) vérifiant fr o Ayr, = Compy, , pour tout U” € Ouv, (M’). De plus, pour g € Enp, f(a), on
note g son image dans () (M’) et U’ = def(g) son ensemble de définition. Par construction de f;, on a alors

f2(@) = f2(Aur,y(9)) = Compy, ,(9) = Ap-1(ur). © Comp(f, U')(g) = go fur. (1)
On en déduit alors, par construction de ev, que
eV (£2(9)) = g(fur(2)) = g(f(x)) = g(y) = ev}"' (9) -

En particulier, si m,, = (evg/[')fl(O) (resp. m, = (ev})~1(0)) désigne I'idéal maximal de 5%, (M’) (resp. 7, (M)),
on a fi(my) C my et £ est un morphisme de C-algébres locales.

Montrons les propriétés de fonctorialité. L’égalité (1) montre que id};(g) = g. De plus, si h € Enir g(f(x)), O
note h son image dans (¢ () (M”). Comme (g0 f)def(h) = Jdes(h) © fg—1(det(h)) €t 110 Gdet(n) € Entr, f(z) €t vérifie
def(h o gaeg(ny) = g~ ' (def(h)), égalité (1) donne

(g0 f)a(h) =ho(go faetn) = PO Gactn) © Fg—1(aetn)) = fa(h o gaetn)) = fi o g5(h). "

Remarque 1.132 — Décomposition en somme directe. Soient (M, /) une prévariété holomorphe et x € M.
Pour f € Em.., la décomposition de f suivant la somme directe 57, (M) = C1 @ Ker (evM) est donnée par

f=f@)l+f—fl)l.
En effet, on a f(z)1 € C1 et ev}(f — f(z)1) = (f — f(z)1)(z) = 0. L
Les morphismes d’évaluation en différents points d’une prévariété permettent de définir sur C des structures
structures de modules sur les anneaux des germes de fonctions holomorphes. Dans la remarque qui suit, on
compare ces différentes structures de modules sur C.
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Remarque 1.133 — Structure de module. Soient (M, .2/) une prévariété holomorphe et x € M. Le morphisme
evM munit C d’une structure de 5%, (M)-module que 'on note C,, .

Soient (M’, %7’) une prévariété holomorphe, f : M — M’ une application holomorphe et y = f(z) € M.
L’application f} : 74, (M') — 5, (M) est un morphisme de C-algébres. Ainsi, par restriction des scalaires via f7,
le %, (M)-module C, v hérite d’une structure de J;(M’)-module. Montrons que cette structure de 7, (M’)-
module sur C n’est autre que la structure C, .

Soient v € C et g € J,(M’). On désigne par g -, v I'image de v par g agissant sur C par restriction des
M’ M

scalaires via f; et par g -, v image de v par g agissant sur C, vv. Comme ev,” =ev, o f7, on a

*

g-wv=fi(9)-v=evis(fi(9))v=evin(g)v=g-yv.
On obtient bien 1'égalité entre les deux structures de 5%, (M’)-module sur C. u

L’inclusion d’'un ouvert dans une prévariété a la remarquable propriété que i} soit un isomorphisme et
permettent ainsi d’identifier les germes de fonctions holomorphes en z € U au germes de fonctions holomorphes
en z € M. Cette propriété traduit une nouvelle fois la propriété de localité des fonctions holomorphes.

Remarque 1.134 — Restriction. Soient (M, /) une prévariété holomorphe, U un ouvert de M et € U. On note
i : U— M linclusion qui est holomorphe (exemple 1.92). Montrons que I’application ¢ réalise un isomorphisme
entre (M) et %, (U).

Soit g € Zy. (resp. g € Em.z); on note gV (resp. gM) son image dans 7%, (U) (resp. 7, (M)).

Montrons que i est surjective. Soit v € #(U). Il existe un ouvert V de U contenant z et g € 52 (V,C) tel
que gV = . L’ensemble de définition de g est un ouvert de U, donc de M, contenant z. Ainsi g € EM,«- De plus,
onai (V) =VNU=V et l'application iy induite par i entre i1 (V) et V n’est autre que idy. L’égalité (1)
donne alors

s —U — U _
ir(@") =goiv =goidv =g" =1~. (2)
Ainsi i} est surjective.

Montrons que i% est injective. Soit v € .7, (M) tel que i%(y) = 0. Il existe un ouvert V.de M contenant x et
g € #(V,C) tel que g™ = . Par ailleurs, on note \ : U— C I'application constante égale 4 0 et iy : i 71 (V) =V
Papplication induite par i. L’égalité (1) donne alors

~U —_—Uu
0=A :Zw(gM):gOZV :g|anU
Par définition de la relation d’équivalence sur Sy ,, il existe W C UNV avec W ouvert de U contenant = tel

que g = )\|W = 0. Comme W est un ouvert de M contenant x, on en déduit, par définition de la relation

. — _ M N C e
d’équivalence sur Sy ., que gM =X =0. Ainsi 1. est injective.
De plus, la bijection réciproque de i est donnée par

1 [ H(U) — (M)
R SN
En effet, I’égalité (2) montre que, pour g € Ey 4, 1'élément g™ est I'antécédent de gY par . u

Proposition 1.135 — Application holomorphe. Soient (M, o) et (N, %) deux prévariétés holomorphes et
f : M— N une application continue. Pour U ouvert de N, on note fy : f~*(U)— U I’application induite par
f. L’application f est holomorphe si et seulement si pour tout ouvert U de N et tout g € 2 (U,C), on a
go fu € A(f71(U),C).

Preuve. (=) Comme f est continue, f~!(U) est ouvert dans M et peut donc étre muni d’une structure
prévariété holomorphe (exemple 1.61). Ainsi 52 (f~1(U),C) a bien un sens. De plus, comme f(f~1(U)) C U,
I'application 1.100 montre que fy € S (f~(U), U). Par composition, on en déduit que go fy € S2(f~1(U),C).
(<) Soient U = (U,V,n,p) une carte de &7 et V = (U, V',n’,¢’) une carte de &. On va montrer que
I'application f lue dans les cartes U et V est holomorphe. Comme f est continue, f~*(U’) est ouvert dans M
et donc W = UnN f~1(U’) aussi. On note alors, pour simplifier, 1 le transfert de la carte Z/l|w . L’exemple 1.112

montre que ¢! : (W) — W est holomorphe. Par ailleurs, pour i € [1, n’], on note 7; : V/ — C la restriction &
V' de lapplication i¢ coordonnée. Comme 7; est holomorphe et ¢’ € 5 (U’, V') (application 1.86), on en déduit
que 7; 0 ¢’ € (U, C). L’hypothése montre alors que f; = (m; o ') o fur € H(f~1(U’),C). L’application 1.98
montre que la restriction &8 W de f; est holomorphe. Par composition, on obtient que f; o =1 € 52 (o(W),C).
L’exemple 1.89 montre que I’application f; o1 ~! est holomorphe au sens classique. Or f; o1 ~! n’est autre que
la i® coordonnée de 'application f lue dans les cartes U et V. Comme une application entre un ouvert de C™
et un ouvert de C™ est holomorphe si et seulement si ses n’ coordonnées le sont, on en déduit que 'application
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f lue dans les cartes U et V est holomorphe. Comme f est continue, la proposition-définition 1.81 (iv) montre
que f € #(M,N). m
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1.5 FIBRE VECTORIEL

Dans cette section, on définit les fibrés vectoriels holomorphes et les morphismes entre fibrés vectoriels
holomorphes. Ces notions généralisent la notion d’espaces vectoriels complexes et d’applications linéaires (voir
les exemples 1.143 et 1.151). En fait, on a un ensemble d’espaces vectoriels ou d’applications linéaires et ces
espaces vectoriels ou ces applications linéaires changent avec le point de la prévariété de base au-dessus de
laquelle on se place (définitions 1.137 et 1.148). Le concept de fibré vectoriel méne a la notion de section (voir
la sous-section 1.5.4) et a étude des 57 (M)-modules localement libres (voir la proposition 1.179). Par ailleurs,
les fibrés vectoriels fournissent un cadre général dans lequel rentre les fibrés tangent et cotangent. Enfin, dans la
sous-section 1.5.5, on donne des méthodes de constructions de fibrés vectoriels holomorphes (propositions 1.182
et 1.186) et des méthodes de construction de morphismes de fibrés vectoriels (propositions 1.189 et 1.192).

1.5.1 FIBRES VECTORIELS : DEFINITION ET EXEMPLES

Dans cette sous-section, on définit les fibrés vectoriels holomorphes et on donne quelques exemples classiques
de fibrés vectoriels : fibrés triviaux (exemple 1.144), fibrés produits (exemple 1.146) et fibrés induit par restriction
(exemple 1.145). Mais auparavant, on commence par présenter et décrypter une situation qu’on sera amené a
rencontrer en permanence lors de ’étude des fibrés vectoriels.

Prolégomeénes 1.136 Pour éviter d’alourdir les notations, lorsqu’on rencontrera, dans cette section, la notation
p1 ou pa, elle désignera toujours la premiére (resp. deuxiéme) projection d’un produit de deux ensembles sur le
premier (resp. deuxiéme) facteur. Le cadre de travail indiquera sans ambiguité les ensembles en question.

Par ailleurs, dans la suite, on rencontrera trés souvent la situation suivante : on dispose de trois ensembles
U, V,F et de deux applications p: V—U, ¢ : V—TU x F telles que p = p; o ¢, ou de maniére équivalente, on
dispose du diagramme commutatif suivant

Nz

Dans ces conditions, on considére U’ C U. Montrons que p(p~1(U’)) C {U'}xF = p; ~1(U’). Soit y € p~1(U").
Comme p1(¢(y)) = p(y) € U’, on obtient l'inclusion souhaité. On en déduit que ¢ induit une application de
p~1(U’) dans U’ x F qu’on note ¢y : p~1(U’) — U’ x F. De plus, lorsque U’ = {z}, on la note plutét ¢, que
©¢z}- Finalement, on se retrouve avec le « méme » diagramme commutatif que ci-dessus mais au-dessus de U’

L) — Y L U'xF

N /
Par ailleurs, comme

U= Upie) et UxF= Up )= L ({a} xF),

z€U’ zeU’ z€V’
on en déduit que e = | ¢z -
xeU’

En particulier, avec U’ = U, on obtient

V=p1U)= IEIUp‘l(x% UxF= IglU({x} xF) et @=¢u= Alglu%'

Ainsi, on en déduit que ¢ (resp. pus) est bijective si et seulement si @, 'est pour tout « € U (resp. z € U’).
Enfin, remarquons que, grace au critére précédent, la bijectivité de ¢ implique celle de ¢y . u

DEFINITION

On arrive & présent a la définition des fibrés vectoriels holomorphes. Comme annoncé, on voit apparaitre les
espaces vectoriels E,, variant avec le point x de la prévariété de base M. Mais, on ne se contente pas de la simple
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existence de cette famille; on demande en plus des conditions de juxtaposition entre ces espaces pour rigidifier
la situation et assurer son intérét. Ces conditions de juxtaposition sont données par les trivialisations.

Définition 1.137 — Fibré vectoriel. Soient (M, o) et (E, %) deux prévariétés holomorphes. On dit qu'une
application p € S (E,M) est un fibré vectoriel holomorphe si, pour tout z € M, 'ensemble p~1(x) est muni
d’une structure de C-espace vectoriel telle que, pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de z, un C-
espace vectoriel F de dimension finie et un biholomorphisme ¢ : p~1(U) — U x F tels que le diagramme suivant
commute

4>U><F

\/

et tels que, pour tout y € U, I'application ps o ¢, : p~*(y) — F soit C-linéaire.
On dit que M est la base du fibré vectoriel p, E est 1'espace total, E, = p~t(z) est la fibre de p au-dessus de
x, U un ouvert distingué ou ouvert trivialisant pour p, ¢ une trivialisation de p de fibre F au-dessus de U et
(U,F, ) une carte trivialisante pour p. On dit que U est le domaine de la carte trivialisante (U, F, ¢).
Lorsqu’on souhaite mettre en avant la base du fibré vectoriel, on utilise I’expression p est un fibré vectoriel
holomorphe au-dessus de M.

Dans les remarques qui suivent, on explicite quelques conséquences de la définition de fibré vectoriel. On
s’intéresse au probléme de la linéarité de I’application ps o ¢, aux questions tournant autour de la dimension
et du choix des fibres et pour finir au probléme des ouverts trivialisants.

Remarque 1.138 — Linéarité. Comme ¢ est un biholomorphisme, lapplication ¢, est bijective (voir les
prolégoménes 1.136). De plus, po réalise une bijection entre {y} x F et F, donc ps2 o ¢, : p~(y) = F qui est
linéaire par hypothése, est un isomorphisme.

Par ailleurs, Comme ps réalise une bijection entre {y} x F et F, on peut munir {y} x F d’une structure de
C-espace vectoriel de dimension finie par transfert de structure via ps. Autrement dit, pour v,w € F et A € C,
on pose

(10) + (ow) = (po+w) et Ayv) = (g, W),
Avec cette structure d’espace vectoriel sur {y} x F, s’assurer que ps o ¢, est linéaire est équivalent & s’assurer
que ¢, est linéaire.

En particulier, si U est un ouvert de M, F un C-espace vectoriel de dimension finie et ¢ : p~1(U) - U x F
une application, alors ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U si et seulement si ¢ est un biholomorphisme,
p = p1 o ¢ et, pour tout y € U, 'application ¢, est linéaire. u

Dans la remarque qui suit, on définit (lorsque c’est possible) la notion de rang d’un fibré vectoriel. Elle
généralise celle de dimension d’un espace vectoriel : il s’agit de la dimension commune des fibres de p au-dessus
de chacun des points de M. La condition de trivialisation assure qu’on peut toujours parler du rang d’un fibré
vectoriel lorsque la base est connexe.

Remarque 1.139 — Dimension des fibres. Soient (M, &) et (E, %) deux prévariétés holomorphes et p : E - M
un fibré vectoriel holomorphe. On considére U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de p au-dessus
de U de fibre F.

La remarque 1.138 montre que, pour tout x € U, 'application ps o @, réalise un isomorphisme C-linéaire de
p~1(x) sur F. En particulier, 'application 2 +— dim¢(p~!(z)) est constante sur U égale & dimc F.

En considérant pour tout x € M, un ouvert U, contenant x et trivialisant pour p, on en déduit que 'appli-
cation z — dimg(p~!(x)) est localement constante donc constante sur chaque composante connexe de M. En
particulier, si M est connexe, toutes les fibres de p ont la méme dimension.

Si toutes les fibres de p ont la méme dimension r, on dit que p est un fibré vectoriel holomorphe de rang 7.
On note alors rg (p) = r pour le rang de p. En particulier, on peut toujours parler du rang d’un fibré vectoriel
au-dessus d’une variété connexe. u

La remarque qui suit montre comment remplacer un espace vectoriel par un autre de méme dimension
dans une carte trivialisante. On peut ainsi choisir des trivialisation dont la fibre est 'un des espaces vectoriels
complexes typiques C*.

Remarque 1.140 — Choix de la fibre d’une trivialisation. Soient (M, &) et (E, #) deux prévariétés holomorphes
et p: E— M un fibré vectoriel holomorphe. On considére U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation

de p au-dessus de U de fibre F. On va construire une trivialisation de p au-dessus de U dont la fibre est 'un des
C*.
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Soient G un C-espace vectoriel vérifiant dim¢ F = dimc G et f : F — G un isomorphisme C-linéaire. Montrons
que l'application ¢ = (idy X f) o ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U de fibre G.

Comme f est un biholomorphisme, on en déduit que idy X f: U x F— U x G est un biholomorphisme de
biholomorphisme réciproque idy x f~! (voir application 1.104). Ainsi, 1 est un biholomorphisme, p; o 1) = p
et paoth, = pao (idy x f)ow, = fopy o, est lindaire. En prenant G = CHmeF  on obtient le résultat voulu. m

La remarque qui suit est aux fibrés vectoriels ce que la proposition 1.127 est aux prévariétés. Chacun des
points de 'espace de base admet une base de voisinages formée d’ouverts trivialisant. En fait, comme dans le
cas des cartes d’un atlas (voir le lemme 1.51), si U est un ouvert trivialisant alors tout ouvert contenu dans U
est encore un ouvert trivialisant pour la « méme » trivialisation.

Remarque 1.141 — Ouvert trivialisant. Soient (M, .«/) et (E, &) deux prévariétés holomorphes et p : E—M
un fibré vectoriel holomorphe. Soient U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U.
Montrons que tout ouvert U’ contenu dans U est un ouvert trivialisant pour p et que ¢y est une trivialisation
de p au-dessus de U’ (la notation @y est définie dans les prolégomeénes 1.136).

Comme ¢ est un biholomorphisme, que p~(U’) (resp. U’ x F) est un ouvert de p~1(U) (resp. U x F),
I'exemple 1.114 montre que ¢y est un biholomorphisme. De plus, par restriction, le diagramme

L) 4>U’><F

. 1<N e

est commutatif et ps o (pur)y = p2 0 ¢y : p~1(y) = F est linéaire pour tout y € U'.

Comme, pour tout x € M, il existe un ouvert trivialisant contenant z, on en déduit que les ouverts trivialisant
contenant x forment une base de voisinage de x. De plus, en considérant 'intersection d’un domaine d’une carte
de & en z et d’un ouvert trivialisant pour p, le lemme 1.51 et ce qui précéde montre qu’on peut choisir un
ouvert trivialisant contenant x qui est le domaine d’une carte de </ en z. u

Avant de passer aux exemples de fibrés vectoriels, terminons par une derniére remarque. Celle-ci généralise
la remarque 1.141 au cas d’'un nombre fini de fibrés vectoriels : on peut trouver une base d’ouvert de M qui
trivialisent tous les fibrés vectoriels simultanément.

Remarque 1.142 — Trivialisation commune. Soient (M, &) et (E1, %), (Eq, %2) trois prévariétés holomorphes
et p1 : Ey =M et ps : E5 — M deux fibrés vectoriels holomorphes.

Pour j € {1,2} et pour € M, il existe un ouvert trivialisant U; pour p; contenant . La remarque 1.141
montre que U; N Uy est un ouvert trivialisant a la fois pour p; et ps. En appliquant une nouvelle fois la
remarque 1.141, on en déduit que les ouverts contenant x qui trivialisent simultanément p; et ps forment une
base de voisinage de x.

Ainsi, en considérant (U,)zem une famille d’ouverts qui trivialisent simultanément p; et ps tels que « € Uy,
pour tout x € M, on obtient un recouvrement ouvert de M par des ouverts qui trivialisent simultanément p; et
p2. ]

EXEMPLES DE FIBRES VECTORIELS

Le premier exemple montre comment la notion de fibré vectoriel généralise celle d’espace vectoriel. Si M
est une prévariété réduite & un point alors un fibré vectoriel au-dessus de M n’est rien d’autre qu'un C-espace
vectoriel.

Exemple 1.143 — Fibré au-dessus d’un point. Soient M = {z} une prévariété réduite a un point (voir
I'exemple 1.74), E une prévariété holomorphe et p : E— M un fibré vectoriel holomorphe alors E = p~1({z})
est un C-espace vectoriel.

Réciproquement, si E est un C-espace vectoriel alors 'application constante p : E — M est un fibré vectoriel
holomorphe. En effet, p est holomorphe puisque constante. De plus, p~!(z) = E est un C-espace vectoriel et
Papplication ¢ : e € E— (z,e) € {} x E est une trivialisation de p au-dessus de louvert {x} de M. En effet,
I’application ps o ¢ = idg est linéaire et on a p; o = p. De plus, comme p et idg sont holomorphes, 'application
¢ est holomorphe (voir 'exemple 1.103) et, comme ¢! est la deuxiéme projection, ! est aussi holomorphe
(voir exemple 1.94). On en déduit que ¢ est un biholomorphisme et donc une trivialisation de p. Ainsi p est
bien un fibré vectoriel.

Finalement se donner un fibré vectoriel au-dessus d’un point revient & se donner un espace vectoriel complexe.
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Dans 'exemple qui suit, on étudie les fibrés triviaux qui, par l'intermédiaire des trivialisations sont les
exemples typiques de fibrés vectoriels (voir ’exemple 1.169).

Exemple 1.144 — Fibré trivial. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe et F un C-espace vectoriel de
dimension finie. La premiére projection p; : M x F — M de la prévariété holomorphe produit M x F dans M est
un fibré vectoriel holomorphe appelé fibré vectoriel trivial sur M de fibre F et noté Trivg/[. En effet, pour tout
x € M, lensemble p; ~!(z) = {z} x F est muni d’'une structure de C-espace vectoriel de dimension finie (grace
a celle de F via ps). De plus, pour tout x € M, M est un voisinage ouvert de x, le diagramme

idMxrF

P M) =MxF ——" > MxF

S A

M

est commutatif et idy«p est un biholomorphisme. Enfin, (idyixr). = id{x}xp est C-linéaire par définition de la
structure d’espace vectoriel sur M. On conclut gréace a la remarque 1.138.

Si F = {0} est I'espace vectoriel nul, on note TrivY; le fibré trivial associé¢. On dit que Trivyy est le fibré nul
au-dessus de M. u

On a vu dans 'exemple 1.61 que tout ouvert d’une prévariété est aussi une prévariété. L’exemple suivant
généralise aux fibrés vectoriels ce principe : un fibré vectoriel induit par restriction un fibré vectoriel au-dessus
de chacun des ouverts de la base. De plus, on verra & 'exemple 1.152 que cette restriction se comporte aussi
bien pour les morphismes de fibrés vectoriels que la restriction & un ouvert ne le fait pour les applications
holomorphes (voir les exemples 1.92 et 1.99).

Exemple 1.145 — Restriction d’un fibré a un ouvert. Soient (M, «7), (E, %) deux prévariétés holomorphes,
p : E—=M un fibré vectoriel holomorphe et U un ouvert de M. Montrons que I'application py : p~}(U) — U
induite par p est un fibré vectoriel holomorphe.

Comme p est continue, p~1(U) est un ouvert de E et admet donc une structure de prévariété holomorphe
(exemple 1.61). De plus, 'application py est holomorphe (voir 'application 1.100).

Soit # € U. L’ensemble py~!(x) = p~!(x) est muni d’une structure d’espace vectoriel. Soient U’ est un
ouvert trivialisant pour p contenant x et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U’ de fibre F. L’ensemble U' NU
est un ouvert de U contenant . Comme py~H(UNU’) = p~1(UNU’), la remarque 1.141 montre que pyny est
une trivialisation de py au-dessus de U N U’. Ainsi py est bien un fibré vectoriel holomorphe.

Par ailleurs, si F est un C-espace vectoriel de dimension finie et p = Trivf/l est le fibré trivial de fibre F sur
M alors py = Trivg est le fibré trivial de fibre F sur U. En effet, on a p~1(U) = U x F. u

On termine par un exemple plus anecdotique : celui de fibré produit qui sera bien str le produit de deux
fibrés vectoriels dans la catégorie des fibrés vectoriels (voir la remarque 1.149 et 'exemple 1.153).

Exemple 1.146 — Fibré produit. Soient (M, &), (M', «7’), (E, A), (E', #’) quatre prévariétés holomorphes,
p:E—Metp : E —M deux fibrés vectoriels holomorphes. Montrons que p X p’ : E x E' =M x M’ est un
fibré vectoriel holomorphe.

Soient (z,2') € M x M’. L’ensemble (p x p')~!(z,2') = E, x E';» est muni d'une structure de C-espace
vectoriel (produit de celles de E, et E;/) de dimension finie. On considére U (resp. U’) un ouvert trivialisant
pour p (resp. p') contenant x (resp. contenant z’) et ¢ (resp. ¢') une trivialisation de p (resp. p’) au-dessus
de U (resp. U’) de fibre F (resp. G). L’ensemble U x U’ est alors un ouvert de M x M’ contenant (z,z’). De
plus, (p x p')"H(U x U') = p~1(U) x p’~1(U’) et ¢ x ¢ est un biholomorphisme de p~1(U) x p'~1(U’) dans
UxFxU xG.Onposeo:UxFxU xG— (UxU’) x (Fx G) le biholomorphisme obtenu par permutation
des variables et ¥ = 0 o (¢ x ¢’). Le diagramme

(pxp) 1 (U x U (Ux U x (Fx Q)

pxp/ /

UxU

est alors commutatif et ¥ est un biholomorphisme comme composé de biholomorphisme. Enfin, 'application
V(@) + B x By — {(2,2")} x (F x G) est bien linéaire. En effet, il s’agit de la composée de I'application
linéaire produit de ¢, et ¢,

0r X @' By x By — ({2} x F) x ({2} x G).

et de I'application ¢ induite par o
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- {({x} X F) x ({2} x G) — {(z,2")} x (F x G)

((z,0), (2", w)) = ((z,2"), (v,w))

qui est évidemment linéaire. =

1.5.2 MORPHISMES DE FIBRES VECTORIELS

Dans cette sous-section, on définit les morphismes de fibrés vectoriels et on illustre cette notion par quelques
exemples. On donne ensuite un critére pratique pour qu’'un couple d’applications holomorphes soit un morphisme
de fibrés vectoriels. Enfin, on construit des structures algébriques sur certains sous-ensembles de morphismes de
fibrés vectoriels. Auparavant, on présente une situation utilisée en permanence dans I’étude des morphismes de
fibrés vectoriels.

Prolégoménes 1.147 — Application induite. On considére quatre ensemble M, M’, E et E’ et quatre applications
u:E—=M v :E —-M, f:E—FE et g: M— M. On suppose que le diagramme suivant commute

!

E——F

M —> M/
Soit € M. Montrons que f(u~!(z)) C u/~!(g(x)). Pour e € u=1(x), on a v/(f(e)) = g(u(e)) = g(x) et donc
f(e) € ' (g(z)). On en déduit que f induit une application de u~(z) dans u/~(g(z)) que I'on note pour
simplifier f.
En effet, en choisissant M = M’ et g = idy;, on retrouve la situation des prolégomeénes 1.136. La notation f,
introduite ici est donc une généralisation de la notation des prolégoménes 1.136. u

DEFINITION

On arrive & présent & la définition des morphismes de fibrés vectoriels. Il s’agit de couples de fonctions
holomorphes : une application entre les espaces totaux des fibrés vectoriels et une application entre les bases.
On demande bien siir quelques conditions supplémentaires : compatibilité avec les fibrés vectoriels en question
(commutativité d’un diagramme) et compatibilité avec la structure vectoriel des fibrés (linéarité des applications
induites entre les fibres). Comme annoncé dans 'introduction de la section, la notion de morphisme de fibrés
vectoriels généralise celle d’applications linéaires : I'application entre les espaces totaux des fibrés vectoriels est
en fait une juxtaposition d’applications linéaires (les f, pour z € M).

Définition 1.148 — Morphisme de fibrés vectoriels. Soient (M, ), (M, «7’), (E, %) et (E',%#’) quatre
prévariétés holomorphes, p : E—M et p’ : E' — M’ deux fibrés vectoriels holomorphes. On dit qu’un couple
(f,g) formé d’une application f € S (E,E’) et d’une application g € J#(M,M’) est un morphisme de fibrés
vectoriels holomorphes si le diagramme suivant commute

f

E——F

Il

M —2 M

et, pour tout € M, I'application f, : E; — E';(;) est linéaire (voir les prolégoménes 1.147 pour la définition de

fa)-

On note Hom(p, p’) 'ensemble des morphismes de fibrés vectoriels holomorphes de p dans p’ et
Homf(p,p') ={f € #(E,E'), pof=gop, VzeM, f,estlinéaire}.
Autrement dit, Hom?(p,p") = {f € ZZ(E,E'), (f,g) € Hom(p,p’)}.
Dans la remarque qui suit, on définit la composition entre morphismes de fibrés vectoriels. Cela assure que les

fibrés vectoriels forment une catégorie Fib. Cependant la catégorie qui nous intéressera vraiment est la catégorie
Fibyg des fibrés vectoriels au-dessus d’une base fixée M, définie & la remarque 1.166.

Remarque 1.149 — Catégorie des fibrés vectoriels. On cherche & définir la catégorie des fibrés vectoriels
holomorphes. On a défini les objets (définition 1.137) et les morphismes (définition 1.148). Il s’agit de définir la
composition de deux morphismes et de vérifier les axiomes des catégories.
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Soient (M, o), (M, «’), (M", "), (E, %), (E',%#') et (B, #") six prévariétés holomorphes, p : E— M,
p B =M et p” : EY =M trois fibrés vectoriels holomorphes, (f,g) € Hom(p,p') et (f',¢") € Hom(p',p”).

On définit alors (f,.9') o (f,9) = (f o f,g' 0 g). Montrons que (f',g') o (,g) € Hom (p, p").
D’apres la proposition 1.96, [ o f € SZ(E,E") et ¢’ o g € 5 (M,M"). De plus, le diagramme

f/

E > E/ > EII

| bk

M $ MI L MII
commute. Enfin, pour tout x € M, l'application (f' o f), : Ex = E"” g (4(z)) est la composée des applications
linéaires fy : By — E'g(2) et gt B ge) = E” g (g(a))- Elle est donc linéaire et (f',g’) o (f,g) € Hom(p,p").
Montrons que le couple id, = (idg,idm) appartient & Hom(p,p). Le diagramme

idg
—F

E
pl lp
commute et, pour tout « € M, application (idg), : E; — E, est I'identité et donc linéaire.

Soient (M a7, (E""', ") deux prévariétés holomorphes, p”’' : E”" — M’ un fibré vectoriel holomorphe et

(f",¢") € Hom(p",p"). L’associativité de la composition des applications montre que
(f".9") o ((f'sg") o (f.9)) = (f"of of g 0og og)=((f".9")o(f.g)) o (] 9)
De plus, par définition de id, et id,, on obtient
(f,g)01dp:(f,g) et ldp/o(fag):(fag)

Ainsi les fibrés vectoriels holomorphes forment une catégorie que 1’on note Fib. u

EXEMPLE DES MORPHISMES DE FIBRES VECTORIELS

On commence par ’exemple du morphisme nul. La structure d’espace vectoriel des fibres permet de définir
un morphisme nul. Il s’agit d’une généralisation a la fois de la notion de fonctions constantes et de ’application
linéaire nulle. En effet, lue & travers les cartes trivialisantes, le morphisme nul est en fait une application
constante (ou tout au moins sa deuxiéme composante est constante) et, pour tout 2 € M, I'application linéaire
fz est Papplication nulle. Ce morphisme nul sera bien stir ’élément neutre pour ’addition lorsqu’on munira
Hom?(p, p’) d’une structure de 5# (M, C)-module (voir la proposition 1.162).

Exemple 1.150 — Morphisme nul. Soient (M, &), (M', &), (E, B) et (E', #') quatre prévariétés holomorphes,
p:E—M, p’ : E'— M deux fibrés vectoriels holomorphes et g € .7 (M, M’). On considére 'application

E — E’
|
e € Epe) = 0.€ Elggp(ey) -
Montrons que fgo € Hom?(p,p’). Par définition, on a p’ o fgo(e) = gop(e) pour tout e € E. De plus, pour z € M,
I’application fgom = 0 est linéaire. Il reste & montrer que fg est holomorphe. Soient U’ un ouvert trivialisant
pour p’ et o une trivialisation de p au-dessus de U’. Par continuité de p et g, I'ensemble W = p~1(g~1(U")) =
(SO (P~ (U")) est un ouvert de E. De plus, f3(W) C p'~*(U’) et on peut donc composer la restriction de f{
a W avec ¢.
Comme py o @ est linéaire, on a py o o fg(e) = 0 pour tout e € W. Ainsi la restriction & W de ps o ¢ o fg
est constante donc holomorphe. De plus, I’holomorphie de p et g assure que
progo( gO|W):p'o( gO|W):gop|W e (W, M)

est holomorphe. L’exemple 1.103 montre alors que o (
1

g| w ) est holomorphe. Comme ¢ est un biholomorphisme,

on en déduit, par composition par ¢~ ", que fg|w est holomorphe. Par ailleurs, on peut recouvrir M’ par des

ouverts trivialisants pour p’. De plus, si (U, )aea est un recouvrement ouvert de M’ par des ouverts trivialisants
pour p’ la famille (W )aeca ot W, = p~1(g71(UL)) est un recouvrement ouvert de E. D’aprés ce qui précede,
la restriction de fg a chacun des W, est holomorphe, la proposition 1.101 montre alors que fg est holomorphe.
Ainsi ( g,g) € Hom(p, p’) et fy € Hom?(p,p’). L]

L’exemple qui suit prolonge ’exemple 1.143. Il montre comment les morphismes de fibrés vectoriels généra-
lisent la notion d’applications linéaires : un morphisme entre deux fibrés vectoriels au-dessus d’un point n’est
rien d’autre qu'une application linéaire entre les espaces totaux.
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Exemple 1.151 — Morphisme et base triviale. Soient M = {2z}, M’ = {2’} deux prévariétés réduites a un
point (voir Pexemple 1.74), p (resp. p’) un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M (resp. M’) d’espace total
E (resp. E') et (f,g) € Hom(p,p').

L’application g est entiérement déterminée : il s’agit de l'application z — z’. De plus, on a E = E_,
E' =Ey =FEyqg et f= fo. Ainsi f: E—E' est linéaire.

Réciproquement, soient E, E’ sont deux C-espaces vectoriels et f : E— E’ une application linéaire. On pose
p: E—M (resp. p' : E' — M) lapplication constante et g : M — M’ I'unique application entre M et M’. D’aprés
Pexemple 1.143, p et p’ sont deux fibrés vectoriels. Montrons que f € Hom?(p,p’). L’application f est linéaire
donc holomorphe. De plus, on a bien siir p’ o f = gop et 'application induite par f entre E, = E et E'j(,) = E
n’est autre que 'application linéaire f elle-méme.

Finalement se donner un morphisme de fibrés vectoriels entre deux fibrés vectoriels au-dessus d’un point
revient & se donner une application C-linéaire. u

L’exemple qui suit généralise les exemples 1.92 et 1.99. Les inclusions donnent un morphisme de fibrés
vectoriels entre un fibré vectoriel induit au-dessus d’un ouvert et le fibré initial. De plus, & partir du moment ot
la deuxiéme composante d’un morphisme de fibrés vectoriels peut se factoriser par U (c’est-a-dire est a valeurs
dans U), on peut aussi factoriser le morphisme en question par le fibré induit.

Exemple 1.152 — Restriction. Soient (M, <), (E, <) deux prévariétés holomorphes, p : E—M un fibré
vectoriel holomorphe et U un ouvert de M. On note i : U— M (resp. j : p~1(U) — E) I'inclusion et py le fibré
obtenu par restriction a U (voir 'exemple 1.145). Montrons que (j,i) € Hom (py, p).

L’exemple 1.92 montre que 7 et j sont holomorphes. De plus, on a bien siir po j = ¢ o py et, pour x € U,
I’application j, : pal(z) =p Yz) = E; = p~(z) n’est autre que l'identité qui est linéaire.

Soient (M', "), (E', #') deux prévariétés holomorphes, p’ : E' — M’ un fibré vectoriel holomorphe et g :
M’ — U une application holomorphe. Montrons que I'application

r {H"mg(p’,pu) — Hom™9(p/, p)

fo—jof
est une bijection.

Soit f € Hom?(p',py). Comme (j,i) € Hom(puy,p), on obtient (j o f,70g) € Hom(p',p) par composition.
Ainsi T est bien & valeurs dans Hom™(p/, p).

Par ailleurs, si f' € Hom?(p/, py) vérifie T'(f) = jo f = jo f' = ['(f') alors f = f’ puisque j est injective.
Ainsi I" est injective.

Enfin, si f' € Hom"?(p/,p) alors po f/ = iogop et f' est donc a valeurs dans p~*(U). Il existe donc
une application holomorphe f” : E” — p~1(U) telle que j o " = f’ (voir I'exemple 1.99). Montrons que f” €
Hom?(p’, pu) et que I'(f”") = f'. Par construction, on aiopyo f” =pojof”" =pof'. Or (f',i0g) € Hom(p',p),
ainsi i o py o f” =i o g o p. Par injectivité de 7, on obtient py o f”/ = g o p. De plus, pour x € M/, ’application
1", By —put(z) = E; n'est autre que Papplication f’, qui est linéaire. Ainsi f”” € Hom?(p’, py) et T'(f") =
jo f” = f'. Finalement I' est bien bijective. u

L’exemple qui suit généralise les exemples 1.94 et 1.103. Le fibré vectoriel p x p’ (voir la notation dans
Pexemple 1.146) produit de p et p’ muni du couple des premiéres projections et du couple des deuxiémes
projections est un produit de p et p’ dans la catégorie Fib.

Exemple 1.153 — Fibré produit. Soient (M, o), (M’, «7'), (E, B), (E', #’) quatre prévariétés holomorphes,
p:E—=Met p : E' - M deux fibrés vectoriels holomorphes. On note py : M x M' — M (resp. pg : E x E' - E)
la premiére projection et pyy : M x M/ =M’ (resp. pr : E x E' = FE’) la deuxiéme projection. Le couple
q = (pr,pm) (resp. ¢ = (pr/, pvr)) est un morphisme de fibrés vectoriels de p x p’ dans p (resp. de p x p’ dans
p').

En effet, pg et py sont holomorphe, le diagramme

ExE —Z-E

M x M/ —2% M

est commutatif et I’application induite par pg entre (E x E')(; 51y = Ez X E'/ et E; est la premiére projection
qui est linéaire puisque la structure d’espace vectoriel sur E, x E', est la structure produit de celle de E, et
E’,s. Un raisonnement analogue montre que ¢’ est aussi un morphisme de fibrés vectoriels.

On considére a présent (M”, @), (E”, #") deux prévariétés holomorphes, p” : E” — M" un fibré vectoriel
holomorphe et (f,g) € Hom(p”,p) et (f',¢') € Hom(p”,p'). Montrons qu’il existe un unique morphisme F de
fibrés vectoriels de p” dans p x p’ tel que go F = (f,g) et ¢ o F = (f',¢").
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Si un tel F = (u,v) existe alors, par définition de la composition des morphismes de fibrés vectoriels, on a
(peou,pmov) = (f,g) et (prrou,pmrov) = (f/,¢'). La propriété universelle du produit (d’ensembles) appliquée
AEXE (resp. M x M) montre alors u : E” — EXE’ (resp. v : M” — M x M) est uniquement déterminée. Il s’agit
de Papplication ¢” — (f(e”), f'(e")) (resp. m"” — (g(m”),g'(m"))). On obtient ainsi la propriété d’unicité.

Par ailleurs, comme f et f’ (resp g et ¢’) sont holomorphes, ’exemple 1.103 montre que 'application
w:e — (fle"), f'(e") (resp. v :m” — (g(m”),g'(m"))), qui est I'unique application vérifiant pg ou = f et
prrou = f’ (resp. pmov =g et pyv ov = ¢'), est holomorphe. Montrons que (u,v) € Hom(p”, p x p').

On commence par montrer par deux méthodes que le diagramme

E/ —“—ExFE

p//l lpxp/

M v M x M’
commute.

Premiére méthode. On utilise, dans cette démonstration, I'expression de u et v donnée ci-dessus. Comme
(f,9) € Hom(p”,p) et (f',¢') € Hom(p",p’), on a, pour e’ € E”,

(pxp')ou(e”) = (po f(e"),p o f'(e")) = (gop"(e"), g op"(e")) = (g x g') o p"(e"),

ce qui donne le résultat.

Deuziéme méthode. On utilise la propriété universelle du produit d’ensembles. Comme (f, g) € Hom(p",p)
et (pr,pm) € Hom(p x p',p), on a

pmovop” =gop’=pof=popgou=puo(pxp)ou

De méme, on a parovop’ =g op’ =pof =popgou=pwo(pxp)ou.
La propriété universelle du produit donne alors v o p” = (p x p’) o u.

Passons a présent a la propriété de linéarité. Pour 2” € M”, on a v(z”) = (g(z"), ¢’(2")) et I'application w,
induite par u est donnée par

E”QL‘” — (E X El)v(z”) = Eg(a?”) X Elg/(x//)
Ut
’ e’ — (f(e"), f'(e") = (far(€"), ("))

Elle est donc linéaire puisque f,~ et f’,. le sont.
Ainsi (p X p',q,q’) est un produit de p et p’ dans la catégorie des fibrés vectoriels. u

L’exemple qui suit s’intéresse aux morphismes entre fibrés vectoriels triviaux. Elle montre I'importance de
I’application 1.118.

Exemple 1.154 — Morphisme entre fibrés triviaux. Soient (M, .«7), (M’, &/’) deux prévariétés holomorphes,
F, G deux C-espaces vectoriels de dimension finie et Trivk; : Mx F — M, Triviy, : M/ x G — M les fibrés vectoriels
holomorphes triviaux. Montrons que 'application

_ {Hom(Trivg,[,TriVS[,) — (M, Homg (F, G)) x 2 (M, M)
| (f.9) — (o= (v = (p20 f)(@,0))], 9)

est une bijection dont la bijection réciproque est
Triv': {%”(M,Homc(F, Q) x (M, M) — Hom(TrivFy, Trivs,)

(9, 9) — ((z,0) = (g(x), 6(2)(v)), 9) -

Mountrons que lapplication Triv est bien définie. L’application (v — (pa o f)(z,v)) est la composée de I'ap-
plication v — (z,v) qui est linéaire par définition de la structure d’espace vectoriel sur {z} x F, de 'application
fo: {z} xF — {f(x)} x G qui est linéaire puisque (f,g) € Hom(Trivk, Trivyy ) et de Papplication (f(z), w) — w
qui est linéaire par définition de la structure d’espace vectoriel sur {f(z)} x G. Elle est donc linéaire. Ainsi 'ap-
plication ¢ : z +— (v +— (p2 o f)(x,v)) est une application de M & valeurs dans Hom(F, G). De plus, pour tout
(z,v) e Mx F on ad(x)(v) = (p2o f)(x,v). Comme pyo f € (M x F,G), application 1.118 (i7) montre que
x+— (v (p2o f)(x,v)) est holomorphe. Ainsi Triv est bien définie.

Montrons & présent que 'application Triv’ est bien définie. On commence par vérifier que I’application
f: (z,v) — (g9(x),8(z)(v)) est holomorphe. La premiére composante de f est g o Trivi; qui est holomorphe
et la deuxiéme est holomorphe d’aprés l'application 1.118 (¢ii). L'exemple 1.103 assure alors I’holomorphie de
f. De plus, on a bien sir, Triv} o f = g o Trivl; et Papplication f, : {z} x F— {g(z)} x G n’est autre que
Papplication (z,v) — (g(z),d(x)(v)) qui, au vu des structures d’espace vectoriel de {z} x F et de {g(z)} x G et
de la linéarité de 6(z), est linéaire. Comme g € (M, M’), on en conclut (f,g) € Hom (Trivly, Triv{y) et Triv/
est bien définie.
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Enfin, pour (4, g) € (M, Hom(F,G)) x s2(M,M’), on a
Triv o Triv'((4, 9)) = ((x — (v +— 6(z)(v))),g) = (x — §(x

Et, pour (f,g) € Hom(Trivl;, Trivyy), on a Triv’ o Triv((f,g)) = ((x,v) —
pour tout (z,v) € M x F, on a g(z) = (g o Triviy)((z,v)) = (Trivyy o f)((z,v)) = (p1 o f)((x,v)), on obtient

Triv’ OTI‘iV((f,g)) = ((I,U) = ((pl © f)((I,U)), (p2 © f)((x7v ))79) = (fag)'

La forme des bijections Triv et Triv’ montre immédiatement que, pour g € (M, M’), les applications

~—

,9) = (6,9)-
g(l’), (p2 © f)(:E,’U)),g). Comme,

< —

{Homg (Trivky, Trivy,) — (M, Home(F, G))
f — [z = (v = (p2 o f)(2,0))]

{%(M,HomC(F, G)) — Hom?(Triv;, Trivyy,)
et
6 — [(z,v) = (9(x), 6(x)(v))]
sont des bijections réciproques I'une de I'autres. u

ISOMORPHISME DE FIBRES

Comme dans toute catégorie, on peut définir la notion d’isomorphisme dans la catégorie Fib. On les appelle
isomorphismes de fibrés vectoriels holomorphes.

Définition 1.155 — Isomorphisme de fibrés vectoriels. Soient (M, <7), (M', "), (E, %) et (E', #') quatre
prévariétés holomorphes, et p : E— M, p’ : E' — M’ deux fibrés vectoriels holomorphes. Soit (f,g) € Hom(p, p’).
On dit que (f, g) est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes s’il existe (f’,¢’) € Hom(p', p) tels que
(f'.9") o (f,9) = idp et (f,g) o (f',g') = idy

On dit que p et p’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de fibrés vectoriels de p dans p’.

Remarque 1.156 — Langage catégorique. Un isomorphisme de fibré vectoriel n’est rien d’autre qu'un
isomorphisme dans la catégorie des fibrés vectoriels. u

La remarque suivante donne une caractérisation des isomorphismes de la catégorie Fib : un morphisme est
un isomorphisme si et seulement si chacune de ses deux composantes est un biholomorphisme. Elle résulte princi-
palement du fait que 'inverse d’une application linéaire bijective est nécessairement linéaire. L’application 1.161
complétera cette caractérisation.

Remarque 1.157 — Biholomorphisme. On reprend les notation de la définition 1.107. On a immédiatement
la caractérisation suivante. Soit (f,g) € Hom(p,p'). Alors (f,g) est un isomorphisme si et seulement si f et g
sont des biholomorphismes.

On suppose que (f, g) est un isomorphisme. Par définition de la composition des morphismes de fibrés, on a
fof =idg, f'of=idg, gog =idw et g’ o g =idy avec f’ et g’ holomorphes puisque (f’, g’) € Hom(p', p).
Comme f et g sont holomorphes, on en déduit que f et g sont des biholomorphismes.

On suppose f et g sont des biholomorphismes. Comme pog = fop’, on obtient que f~top = p'og~! avec f*
et g~ ! holomorphes. De plus, pour y € M/, I'application f‘ly : E'y — Ey-1(y) est 'inverse de 'application linéaire
fo : Es = E/ gy otz = g~ !(y). Elle est donc linéaire. Ainsi (f~*,¢7") € Hom(p,p) et (f,g)o (f~1,g7") =idy
et (F1,97 10 (f,9) = idy.

Cette caractérisation permet de donner une autre démonstration dans le cas particulier de la catégorie
Fib de résultats généraux sur les isomorphismes d’une catégorie : la composée de deux isomorphismes est un
isomorphisme, l'inverse d’un isomorphisme est un isomorphisme et id, est un isomorphisme. La caractérisation
ci-dessus et les remarques 1.109 et 1.149 montrent que la composée de deux isomorphismes de fibrés vectoriels
holomorphes est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes. La caractérisation ci-dessus montre que
(f~',971) est l'inverse de (f,g) et est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes. L’exemple 1.84, id,,
est isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes d’inverse id,. Finalement, comme dans toute catégorie, la
relation « étre isomorphe » est une relation d’équivalence sur tout ensemble de fibrés vectoriels holomorphes. ®

1

CRITERES TECHNIQUES POUR ETRE UN MORPHISME DE FIBRES VECTORIELS

On va donner ci-dessous une caractérisation technique des morphismes de fibrés vectoriels holomorphes. Le
point clé est 'holomorphie de la premiére composante. Pour simplifier la démonstration, on extrait un lemme
technique purement ensembliste.
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Lemme 1.158 — Un petit lemme ensembliste. Soient M, M’,E,E/,F et F’ six ensembles et f : E—F/,
g:-M—=M p:E—=Mp :E—-M,p:E-MxFet¢ :E —M xF six applications telles que ¢ et ¢ soient
bijectives et le diagramme suivant soit commutatif

’

® f ¥

MxF E E M’ x F’
M —= '

Alors, pour tout (u, f) € Ux F, on a (¢’ o foe 1) (u, f) = (g(u), (p2 0 ¢, ) o fuo (p20owu) 1(f)).

Preuve Soit u € M. Comme p; o = p et py o’ = p’, les prolégomeénes 1.136 montrent ¢, : p~1(u) — {u} x F
et ¢’y 1 (0')7H(g(uw) — {g(u)} x F sont bien définies et bijectives puisque ¢ et ¢’ le sont. Ainsi py o ¢, est
une bijection de p~1(u) sur F et (pz o ¢,)~! est bien défini. Pour finir, les prolégoménes 1.147 montrent que
fu:p Y(u)— (p')"1(g(u)) a bien un sens.

Passons au calcul. On a (p2 0 ¢,) " H(f) = oot o p2a1(f) = ¢u " (u, f). Ainsi, on obtient

(@' ofop™)(u, f) = (pro¢ ofop (u, )pzoso o fop~!(u,f))

(P ofop ™ (u, f),p2og o fop,  (u,f))
=(gopow  (u, f), (P20 @ yu)) © fuo (P20 0u) (f))
(gopl(u £ (2o @ gy 0 fu o (p2 0 0u)(f))

= (g(u) (paosog<u>)Oqu(pzosOu)‘l(f))-

On a bien I’égalité souhaitée. [

On arrive a I’énoncé du lemme technique. Les hypothéses de ’énoncé peuvent sembler inhabituelles. En fait,

elles sont ; dans la pratique, faciles a vérifier et, par la suite, on se retrouvera fréquemment dans la situation
décrite par I’énoncé (voir la proposition 1.162). Ce critére est ’analogue pour les fibrés vectoriels holomorphes
de la proposition-définition 1.81. On montre en fait que ’application f est holomorphe si lorsqu’elle est lue dans
les cartes, elle est holomorphe. Bien stir, les cartes en question ne sont pas ici les cartes des atlas des prévariétés
en question mais les cartes trivialisantes pour les fibrés vectoriels en question.
Proposition 1.159 — Critére technique. Soient (M, o), (M', &7'), (E, B) et (E', #’) quatre prévariétés holo-
morphes et p: E— M et p’ : E' - M’ deux fibrés vectoriels holomorphes. On considére f : E—E' et g : M — M’
deux applications vérifiant p’ o f = g o p, f, est linéaire pour tout € M et g € S (M, M').

Les propositions suivantes sont équivalentes :

() f est holomorphe;
(1) (f,9) € Hom(p,p');
(447) il existe une famille .# = (Uy = (Uq,Fa, @a))aca (resp. F' = (Ug = (Ug, Gg, pg))sen) de cartes triviali-
santes pour p (resp. p') vérifiant
M= | U,, M = U Ug
acA BEB
{Ua Ng 1(Ug) — Home(Fa, Gp)

z > (P20 9By(1)) © fa 0 (P20 Pas)”

et 1

est holomorphe ;
iv) pour toute famille . # = (Uy = (Ug,Fa, 0a))aca (resp. F' = (Ug = (Ug, Gg, eB) de cartes triviali-
P B B8:98,98))3
santes pour p (resp. p') vérifiant

M= UJU, e M={Us
acA BEB

I’application

{Ua Ng *(Ug) — Home(Fa, Gp)
1

x L (pQO(PBg(x))OfJEO(IDOSDax)_

est holomorphe.
v) pour tout carte trivialisante (U, F, ) pour p et tout carte trivialisante (U’, G, ¢’) pour p’, application
tout te trivialisante (U, F t tout te trivialisante (U’, G, ¢’ o licati

{U Ng~1(U") — Homg(F, G)
T

— (p2o (plg(a;)) o fro(p2o@s)!

est holomorphe.



62 CHAPITRE 1 — RAPPEL SUR LES VARIETES HOLOMORPHES 1.5.2

Preuve. Commengons par une remarque. Soient (U, F, ¢) une carte trivialisante pour p et (U’, G/, ¢’) une carte
trivialisante pour p’ et x € UN ¢g~}(U’). Comme ¢ est une trivialisation de p au-dessus de U, I’application
P2 © @, est bien définie, linéaire et bijective. De méme, on a g(z) € U’ et donc, comme ¢’ est une trivialisation
de p’ au-dessus de U’, 'application ps o ¢’ (=) €st bien définie, linéaire et bijective. Comme f, est linéaire, on
en déduit que (pz 0 ¢’ y(,)) © fu 0 (p2 0 0z) "' € Home(F, G).
Par ailleurs, on a p~*(UN g~ 1(U’)) C p~L(g~1(U")) = f~1(p' " (U")). On en déduit que
S (UNgTHU) c ' (V).

On en déduit que f induit une application entre les ouverts p~1(U N g=*(U’)) et p’ _1(U' ). De plus, grace aux
prolégoménes 1.136 et & 'exemple 1.115, ¢ induit un biholomorphisme entre p~1(UNg=1(U’)) et (UNg~1(U’)) xF.
De méme, ¢ induit un biholomorphisme entre p’ _1(U' ) et U’ x G. En particulier, on a le diagramme commutatif
suivant

(UNg= (U) x F = p=1(Ung (V")) —>p (1) =1’ x @

Ung (V) ———U’
avec ¢ et ¢’ bijective. Le lemme 1.158 montre alors que, pour (z,v) € (UNg~1(U’)) x F, on a

@' o fopt(x,v) = (9(2), (P20 ¢ yz)) © fr 0 (P20 ) (v)).
(1) < (i7) résulte de la définition.
(i) = (v). La remarque initiale montre que f induit une application entre les ouverts p~1(U N g=(U’))
et p 71(U’ ). D’aprés l'application 1.100, cette application induite par f est holomorphe. Par composition, on
obtient que l'application
Y=g ofop t: (Ung (U))xF—U xG.
est holomorphe. Or, toujours grace a la remarque initiale, on a, pour (z,v) € (UNg~1(U")) x F,
U(z,v) = (9(x), (P2 © @' g(a)) © fo 0 (P20 Pa) 7' (v)) -
Ainsi Papplication pg o ¢ : (z,v) — (p2 o @’g(z)) o fz o (p2 0 ¢:) 1 (v) est holomorphe. L’application 1.118 (i)
donne le résultat souhaité.
(v) = (iv) est évident.
(tv) = (131). Comme p et p’ sont des fibrés vectoriels holomorphes, il existe une famille .# (resp. .#’) de cartes
trivialisantes pour p (resp. p’) dont les domaines forment un recouvrement ouvert de M (resp. M’).
(tit) = (i). Solent « € A et § € B. On considére la carte trivialisante (U, Fq, @) pour p et la carte
trivialisante (Ug, F3,¢3) pour p’. D’aprés la remarque initiale, on a
L (Ua N gil(Ug)) x Fo — Ug x Gg
Y =9pofopa:
(z,v) — (9(2), (P2 098 y(z)) © fz © (P20 Paz) " (V).
D’aprés (i4i) et 'application 1.118 (47), Papplication pz o ¢ : (z,v) — (p2 o Sﬁﬁg(x)) o fr 0 (P20 Pa,) t(v) est
holomorphe. De plus, I’application p; o9 = gop; est holomorphe. L’exemple 1.103 montre alors que ’application
1 est holomorphe. Comme ¢g et ¢, sont des biholomorphismes, on en déduit que I’application
fip7 ' (Uang=1(Ug)) —p'~H(Up)
est holomorphe. Or (p'~1(Ug))gep est un recouvrement ouvert de E’ et (p~!(Ua))aca un recouvrement ouvert
de E. Comme, pour (a,3) € A x B, on a

P~ (UaNg™'(Up)) =p~ (Ua) Np~ (g7 (Ug)) =~ (Ua) N fH (0"~ (Up)),
la proposition 1.101 (iz) montre que f holomorphe. u
Remarque 1.160 — Une autre démonstration. On reprend les notations de la proposition 1.159. Le point
central de la démonstration de 'implication (ii) = (¢) est 'holomorphie de 'application ¥. On va donner dans
cette remarque une démonstration de cette holomorphie utilisant cette fois-ci 'exemple 1.154.

L’application g induit une application holomorphe g : U, N g~ (Ug) — Ug entre Pouvert U, N g~ (Ug) et
Ug. L’holomorphie de I’application

{Ua Ng~*(Us) — Hom¢(Fa,F.)

x — (P20 94,) © fo 0 (P20 Pag)
et la bijection de I’exemple 1.154
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_ . . F
H(Uy Ng~1(Ug), Homg (Fo, Fg)) — HOmg(vag‘:mg,l(Uﬁ)7 TrlvU‘;)

6 — [(z,v) = (g(2),6(x)(v))]
montre que 'application
{(Ua ﬂgil(Uﬁ)) xFo — Ug xFpg
' 7 — (9(2), (P2 ¥h,) © fu © (P20 9ay) "1 (v))
est un morphisme de fibrés vectoriels holomorphes. En particulier, elle est holomorphe. u

La proposition précédente permet de donner une caractérisation des isomorphismes de fibrés vectoriels ho-
lomorphes qui compléte celle de la remarque 1.157.

Application 1.161 — Isomorphisme. Soient (M, &), (M, "), (E, %) et (E', #’) quatre prévariétés holomorphes,
p:E—Met p' : E' - M deux fibrés vectoriels holomorphes et (f,g) € Hom(p, p').

Alors (f,g) est un isomorphisme de fibrés vectoriels si et seulement si g est un biholomorphisme et f est
bijective.

D’aprés la remarque 1.157, il suffit de montrer si g est un biholomorphisme et f est bijective alors f~! est
holomorphe. On utiliser pour cela la proposition 1.159. Comme (f, g) € Hom(p, p’) et g est un biholomorphisme,
onagte#A(M M), g top =pofltet(f 1)y = (fy-1(y) " pour tout y € M.

Par ailleurs, pour toute carte trivialisante (U, F, ) pour p et (U’, G, ¢’) pour p’, I'application

5 {g(U) NU" — Hom¢(G, F)
y o (poggig)ofTyopo,) !
est la composée de 'application
{g(U) NU — Ung YU
y g ')
qui est holomorphe car g l'est (voir 'exemple 1.114) avec 'application
. [Un g~} (U") — Homg(F, G)
1/) : / -1
€ — (p2090g(x))ofx0(p2090;c)
qui est holomorphe, d’apreés la proposition 1.159, et ’application

{Isomc(F, G) — Hom¢ (G, F)
Inv:

u — u !

qui est holomorphe d’aprés 'application 1.91. Ainsi, par composition, 1) est holomorphe. La proposition 1.159
montre que f~! est holomorphe et donc (f~1,g~1) € Hom(p', p).

Il reste & démontrer qu’on peut bien composer v et Inv. En fait, la bijectivité de f assure que f, est bijective
pour tout z € M. Ainsi, Papplication ¢’ est a valeurs dans l'ouvert Isom¢ (F, G) de Hom¢(F, G) et donc, d’aprés
Pexemple 1.99, 'application ¢ est holomorphe en tant qu’applications & valeurs dans Isom(F, G). Ainsi, on peut
bien composer ¢’ et Inv. n

STRUCTURE ALGEBRIQUE DES MORPHISMES DE FIBRES VECTORIELS

Soient M et M’ deux prévariétés holomorphes et p (resp. p’) un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M
(resp. M’). Par définition des morphismes de fibrés vectoriels, ’application

L] Hom?(p,p’) — Hom(p,p’)
geH (M,M")

feHom?(p,p") +— (f,9)

est bijective et permet d’identifier Hom? (p, p’) & un sous-ensemble de Hom(p, p’). La proposition suivante montre
comment construire une structure de (M, C)-module sur chacun des sous-ensembles Hom? (p, p’) de Hom (p, p’).
Cependant, on ne munit pas Hom(p,p') d’une structure de S#(M,C)-module. En fait, on a besoin de fixer
I’application entre les bases pour pouvoir utiliser la structure d’espace vectoriel des différentes fibres de p'.

Proposition 1.162 — Structure de 5# (M, C)-module. Soient (M, &), (M', &"), (E, 8), (E/,#’) quatre pré-
variétés holomorphes et p : E—M, p’ : E' =M’ deux fibrés vectoriels holomorphes. Pour toute application
g € (M, M), I'ensemble Hom?(p, p’) peut étre muni d’une structure de (M, C)-module.
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Preuve. Soient f, f’ € Hom?(p,p’), x € M et e € E,. Comme f(e) et f'(e) appartiennent a E'(,), la structure
d’espace vectoriel de E';(,) donne alors un sens a f(e) + f’(e). On définit alors I'application (f 4 f') : e € E
f(e) + f'(e) € E'. Montrons que f + f' € Hom?(p,p’). Comme, pour e € Ez, on a (f + f')(e) € E' (), on
en déduit que (p' o (f + f'))(e) = g(z) = g(p(e)). Ainsi p’ o (f + f') = g o p. De plus, pour x € M, on a par
construction, (f + f")z = fo + f',- Dot (f + f'). est linéaire. Il reste & montrer que f + f’ est holomorphe. On
va pour cela utiliser le critére technique 1.159.

Soient ((Uqa, Fo,®a))aca une famille de cartes trivialisantes pour p et ((Ug, Gg, ¢g))sep une famille de
cartes trivialisantes pour p’. Comme (f,g) € Hom(p,p') et (f’,g) € Hom(p,p’), les applications

{Ua Ng ' (Ug) — Home(Fy,Gp)

T (20 Ppym) 0 fr 0 (P20 Pay) ]

et

{Ua Ng~'(Ug) — Homg(Fa, Gg)
1

T E— (p2O@ﬁg(x))of/xo(p20¢az)7
sont holomorphes. L’application 1.106 (pour A = C et le C-espace vectoriel F = Homg(F,, G)) montre alors
que 'application

U, Ng Y (Ug) — Homg(F,, Gp)
A
x > (P20 98,()) © fo © (P20 Par) T + (P20 08, (4)) © f'z 0 (P20 Pay) ™"
est holomorphe. Or
Az) = (P20 @py(p)) 0 fro(p2o %x)‘l + (P20 98y(4)) © [0 0 (P20 Pay)

= (P20 98 () © (fz + ['5) 0 (P20 Pag) !

= (P20 98 () 0 (f + a0 (P20¢ay) "
La proposition 1.159 montre que f + f’ est holomorphe. Ainsi, la loi + est une loi de composition interne sur
Hom?(p, p').

Soient f € Hom?(p,p’), A € #(M,C), x € M et e € E,. Comme f(e) appartient & E'y,, la structure
d’espace vectoriel de E'y(,y donne un sens & A(x)f(e). On définit alors (A - f) : e € E — A(p(e))f(e) € E'.
Montrons que A - f € Hom?(p,p’). Comme, pour e € E;, on a, par définition (A - f)(e) € E'y(;), on en déduit
que (p' o (A f))(e) = g(x) = g(p(e)). Ainsi p’ o (A - f) = g op. De plus, pour z € M, on a, par définition,
A f)z = A(@) fz. Dot (A f), est linéaire. Il reste & montrer que A- f est holomorphe. On va & nouveau utiliser
la proposition 1.159 (elle est faite pour cela).

Soient ((Uga, Fo,®a))aca une famille de cartes trivialisantes pour p et ((Ug, Gg, ¢g))sep une famille de
cartes trivialisantes pour p’. Comme (f, g) € Hom(p,p'), application

Ua Ng™'(Us) — Home(Fa, Gp)
& { x — (P20 9By (4)) © fo © (P20 ¢as) !
est holomorphe. L’application 1.106 (pour A = C et le C-espace vectoriel F = Homg(F,, Gg)) montre alors que
Ua Ng™!(Up) — Home(Fa, Gg)
M:{ r e M@ (2 0 9ym) 0 fr 0 (920 pan) )
est holomorphe. Or
(- A)(&) = A@)(P2 0 98,00)) © fo 0 (P2 0 Paa) ™)

= (p20 ‘Pﬁg(z)) oAx)fzo(p2o @az)il
= (p20 ‘Pﬁg(z)) o(A-flzo(pao ‘Pax)il
La proposition 1.159 montre que A- f est holomorphe. Ainsi, on définit une action de .7’ (M, C) sur Hom?(p, p’).

Montrons & présent que muni de cette loi + et de cette action de (M, C), 'ensemble Hom? (p, p’) est un
(M, C)-module. La loi + est associative puisque pour f, f/, f” € Hom?(p,p’) et e € E, on a

(f+ (" +1N)e) = fe) + (f'(e) + f(e)) = (f(e) + f'(e)) + f"(e) = (f + ) + f")(e) -

La loi 4+ est commutative puisque pour f, f' € Hom?(p,p’) et e € E, on a

(f +1)e) = fle)+ f'(e) = f'(e) + fle) = (f' + f)(e).-

Le morphisme nul ( _3, g) est élément neutre pour + puisque pour f € HomY(p,p’) et e € E, on a
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(f + f)e) = fle) + 0= f(e) =0+ fle) = (fg + f)(e).
On considére A : M — C l'application constante égale & —1 qui, d’aprés 'exemple 1.83, est holomorphe. Pour
f € Hom?(p,p') et e ¢ E,on a A f € Hom?(p,p’) et
(f + X f)e) = fle) + (=f(e) = 0= f)(e).
Ainsi (X f, g) est P'opposé de f pour la loi + et (Hom?(p,p’),+) est un groupe abélien.
Pour A € (M, C), f, f' € Hom?(p,p') et e € E, on a

(A (f+1))(e) = Alp(e))(f(e) + f/(e)) = Alp(e)) f(e) + Alp(e)) f'(e) = (A- f+A-f)(e).
Pour A\, p € #(M,C), f € Hom?(p,p’) et e € E, on a
(A4 n) - f)(e) = (Ap(e)) + up(e))) f(e) = Alp(e)) f(e) + ulp(e)) fle) = (A~ f+p- f)le).
Pour A\, p € #(M,C), f € Hom?(p,p’') et e € E, on a
(M) - f)e) = (Ap(e))u(p(e))) f(e) = Alp(e))(u(p(e)) f(e)) = (A- (- f))(e).
Soit A 1’élément neutre de (M, C) pour la multiplication. L’application A est constante égale a 1. Pour

f €Hom(p,p')et e€ E;ona - f € Hom?(p,p') et (A- f)(e) = f(e). Ainsi Hom?(p, p’) est bien un 52 (M, C)-
module. u

Remarque 1.163 — Holomorphie et structure algébrique. On reprend les notations de la proposition 1.162.
On donne dans cette remarque une autre démonstration de ’holomorphie de f+ f’ et A« f reposant sur le méme
principe que celle de I’holomorphie de fg (voir ’exemple 1.150). On considére U’ un ouvert trivialisant pour p’
et ¢’ une trivialisation de p’ de fibre F au-dessus de U’. Par continuité de p et g, ’ensemble

W =p~ g (U) = [T (U) = £/ (01 (UY))
est un ouvert de E. De plus, on en déduit que f(W) C p'~1(U"), f/(W) C p'~1(U’) et, par définition de f + f/,
que (f + f)(W) C p'~1(U’). On peut donc composer les restrictions & W de f, de f’ et de f + f' avec .
Comme ps o p est linéaire, on obtient, pour e € W,

(P20 0)((f + f')(€)) = (P20 @) (f(e) + f'(€)) = (P20 p o f)(€) + (P2 0 p o f')(e).

Ainsi, p2o@o(f+f ), =@2opo(fl, )+ @opo(f,)):

Comme ps, @, f et f’ sont holomorphes, on en déduit par composition que ps o @ o (f|w ) et ppogpo (f’|w )
sont holomorphes (proposition 1.96 et application 1.98). L’application 1.106 pour A = C et F montre alors que
peopo(f+f )|W est holomorphe. De plus, I’holomorphie de p et g assure que

propo((f+ )y ) =P o(f+ 1) =9°p
est holomorphe. L’exemple 1.103 montre alors que p o ((f + f’ )|W ) est holomorphe. Comme ¢ est un biholo-

morphisme, on en déduit, par composition par ¢~ que (f + f’ )|W est holomorphe.

Par ailleurs, on peut recouvrir M’ par des ouverts trivialisants pour p’. De plus, si (Ul )aeca est un recou-
vrement ouvert de M’ par des ouverts trivialisants pour p/, la famille (W )aea ot W, = p~ (g7 1(U’)) est un
recouvrement ouvert de E. D’aprés ce qui précéde, la restriction de f + f’ & chacun des W, est holomorphe, la
proposition 1.101 montre alors que f + f’ est holomorphe.

Passons a présent au cas de A - f. On considére U’ un ouvert trivialisant pour p’ et ¢’ une trivialisation de
p’ de fibre F au-dessus de U’. Par continuité de p et g, 'ensemble W = p~1(g71(U’)) = f~1(p'~1(U’)) est un
ouvert de E. De plus, on en déduit que f(W) C p'~1(U’) et, par définition de X - f, que (X - f)(W) C p'~1(U").
On peut donc composer les restrictions a W de f, de A - f avec ¢.

Comme ps o p est linéaire, on obtient, pour e € W,

(P20 @)((A- f)(e)) = (p2 0 ) (A(p(€)) f(e)) = Alp(e))(p2 0 o f)(e) .

Alnsi, p2opo(A-fy, = Aop)y, (p2opo(f))

Comme po, ¢, f, A et p sont holomorphes, on en déduit par composition que py o o (f|vv ) et (A op)|W sont

holomorphes (proposition 1.96 et application 1.98). L’application 1.106 pour A = C et F montre alors que

peopo(A-f )|W est holomorphe. De plus, ’holomorphie de p et g assure que
progo((A-fl,)=po(A-fy, =9°Dp

est holomorphe. L’exemple 1.103 montre alors que o ((A - f )|W ) est holomorphe. Comme ¢ est un biholomor-

phisme, on en déduit, par composition par =1 que (A - f )|w est holomorphe.
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Par ailleurs, on peut recouvrir M’ par des ouverts trivialisants pour p’. De plus, si (Ul )aeca est un recou-
vrement ouvert de M’ par des ouverts trivialisants pour p/, la famille (W )aeca ot W, = p~ (g7 1(U%)) est un
recouvrement ouvert de E. D’aprés ce qui précéde, la restriction de A - f & chacun des W, est holomorphe, la
proposition 1.101 montre alors que A - f est holomorphe. u

L’un des intéréts de la structure de module construite dans la proposition 1.162 repose sur sa compatibilité
avec la composition. C’est le programme de la proposition suivante.
Proposition 1.164 — Structure de 52 (M, C)-module. Soient (M, <), (M, «7’), M", 27", (E, %), (E', B') et
(E"”, ") six prévariétés holomorphes, p : E—M, p’ : E' - M’ et p” : E” — M” trois fibrés vectoriels holomorphes
et g: M—M et g : M — M" deux applications holomorphes. L’application

{Homg(P,p’) x Hom? (p/,p") — Hom? ¥ (p, p")
o:
(f. f") — flof

est (M, C)-linéaire en la premiére variable et 7 (M’, C)-bilinéaire.
Preuve. Soit (f, f') € Hom?(p,p’) x Homgl(p’,p”). On a (f,g) € Hom(p,p') et (f',¢") € Hom(p',p") et donc,
par composition, (f’ o f,g’ o g) € Hom(p,p”). Ainsi f’ o f € Hom? *I(p,p").

D’aprés lapplication 1.105, la composition par g est un morphisme de C-algébres de s (M’,C) dans
(M, C). Comme Hom?(p,p’) et Hom? °(p,p”) sont des (M, C)-modules (proposition 1.162), on obtient
par restriction des scalaires une structure de .52 (M’, C) sur Hom?(p, p’) et Hom? °9(p, p").

Soient f1, fo € Hom?(p,p’), f1,fs € Homgl(p’,p”), e € Eet o = p(e). On a, par linéarité de (f7)ye,) et
(fé)g(:c)v

(fi+ fa) o (fr + f2)(e) = (( l)g(:c) + (f2)g(2)) © ((f1)z(e) + (f2)z(e))
= (f1)g(z) © (f1)z(€) + (f2)g(x) © (f1)z(e) + (f1)g(z) © (f2)z(€) + (f2)g(z) © (f2)x(€)
Jio file) + fao fi(e) + fio fae) + fy 0 fa(e).

De plus, pour A € Hom(M, C) on a, par linéarité de (f])g(z

9(z

(f1) o (A- f1)(e) = (/1) g(a) (Mp(e ))( )z(€))
= Alp(e ))(fl) @) © (f1)z(e)
= Ap(e)(fi o fr)(e) = (A-(fio f1))(e).

On obtient ainsi la s#(M, C)-linéarité par rapport a la premiére variable. De plus, comme la structure de

(M, C)-module sur Hom?(p, p’) et Hom? °9 (p,p”) est obtenu par restriction des scalaires via p, de celle de
(M, C)-module, on en déduit la 2 (M’, C)-linéarité par rapport a la premiére variable.
Enfin, pour x € Hom(M’,C), on a

(- f1) o file) = (' (A fi(e))(f1)g() © (f1)x(€)
= 1(g(p(e)))(f1)g() © (f1)z(€)
= n(g(p(e)))(fio fi)(e) = (u- (fio f1))(e),
ce qui donne la linéarité souhaité. u

1.5.3 FIBRE AU-DESSUS D’UNE BASE

Dans cette sous-section, on se fixe une base et on définit et étudie la catégorie de fibrés vectoriels au-dessus
de cette base. Pour définir les morphismes, on fixe aussi 'application entre les bases : il s’agit de I'identité. Cela
permet de mettre sur les espaces de morphismes une structure de (M, C)-module. De plus, rigidifier ainsi la
situation assure une certaine richesse qui permet d’envisager de nouvelles propriétés (proposition 1.171). Outre
la définition, on donne aussi quelques critéres techniques permettant d’assurer qu’une application est bien un
morphisme de fibrés vectoriels au-dessus d’une base.

Notation 1.165 — Au-dessus d’une base. Soient (M, <), (E, %) et (E/,#’) trois prévariétés holomorphes
et p: E—M, p’ : E' =M deux fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M. On pose HomM(p,p’ ) pour
Hom'™ (p,p’). Un élément f € Hom™ (p, p’) est appelé un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de M.

LA CATEGORIE DES FIBRES AU-DESSUS D’UNE BASE

L’un des avantages de la catégorie Fibyg (voir la définition ci-dessous) des fibrés vectoriels au-dessus de M
sur la catégorie Fib repose sur le fait que ses morphismes, qui sont de simples applications entre les espaces
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totaux, sont plus simples & manipuler que les couples d’applications de la catégorie Fib. Un autre avantage est
que, contrairement a la catégorie Fib, la catégorie Fiby est 2(M, C)-linéaire (application 1.195).

Remarque 1.166 — Catégorie des fibrés au-dessus d’une base. Soit (M, o) une prévariété holomorphe. Pour
p,p’ deux fibrés vectoriels holomorphes de base M, on considére Hom™ (p,p’) comme ensemble de morphismes
entre p et p’.

Soient p,p’, p’’ trois fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M, f € HomM(p,p’ )et f e HomM(p’ ,p").
La proposition 1.164 montre que f’ o f € Hom™ (', p") et que lapplication

{HomM(p,p’) x Hom™(p',p") — Hom™ (p, p")
o:
(f, f") — flof
est (M, C)-bilinéaire. En particulier, on peut donc composer des morphismes de fibrés vectoriels holomorphes
au-dessus de p.
Par ailleurs, on note E l'espace total de p. Comme (idg,idm) = id, € Hom(p, p). On a idg € Hom™ (p, p).

On note E’ l'espace total de p’. Pour f € Hom(p,p'), on a foidg = f et idg o f = f. Soit p””’ un fibré vectoriel
au-dessus de M. Pour f € Hom(p,p’), f' € Hom(p',p") et f” € Hom(p”,p"’), on a par associativité de la

composition, [ o (f o f)=(f"of")o f.

Ainsi les fibrés vectoriels au-dessus de M forment une catégorie pré-7# (M, C)-linéaire que 1’on note Fiby; et

. {p —p
L (fidw)

est un foncteur fidéle de Fibyg dans Fib. u

M

Remarque 1.167 — id,. Soient (M, .27) une prévariété holomorphe et p un fibré vectoriel holomorphe de base
M. Si on considére p comme un fibré vectoriel au-dessus de M alors id, est I’application identité de 1’espace
total de p. Si on considére p comme un fibré vectoriel alors id, est un couple formé de I'application identité de
Iespace total de p et de idy. C’est le cadre de travail qui permettra d’éviter les confusions. u

La remarque qui suit est une traduction pour la catégorie Fibys du résultat de 'application 1.161. On obtient
ainsi une caractérisation simple des isomorphismes de Fiby.

Remarque 1.168 — Isomorphisme. Soient (M, .%7) une prévariété holomorphe, p,p’ deux fibrés vectoriels
holomorphes de base M et f € Hom™ (p,p’). Montrons que l'application f est un isomorphisme dans Fibys si
et seulement si f est bijective.

(<) Comme idy est un biholomorphisme, I'application 1.161 montre que (f~!,idy) € Hom(p',p). Ainsi
1 € Hom™(p/,p). De plus fo f~' =idy et f~1o f =id,.

(=) 1l existe f* € Hom™(p/,p) tel que fo f/ = idy et f' o f = idp. Comme id, (resp. id,) est I'identité de
Pespace total de p (resp. p’), on obtient que f est bijective. L]

Avant d’expliciter quelques critéres techniques permettant de vérifier qu’'une application est un morphisme
de fibrés vectoriels au-dessus d’une base fixée, on termine la présentation de la catégorie Fibys par un exemple
fondateur d’isomorphismes : une trivialisation est un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de l'ouvert
trivialisant en question. Ainsi un fibré vectoriel est localement (isomorphe &) un fibré trivial. On comprend
mieux ainsi I'importance des fibrés triviaux.

Exemple 1.169 — Ouvert trivialisant. Soient (M, &), (E, %) deux prévariétés holomorphes, p : E—M un
fibré vectoriel holomorphe, U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une trivialisation de p au-dessus de U de fibre
F. Alors ¢ est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de U entre py et p; : U x F—U.
En effet, 'application ¢ est holomorphe. De plus, on a p; o ¢ = p et, pour z € U, @, est linéaire (re-
marque 1.138). Ainsi ¢ € Homy(py, p1). Comme ¢ est un biholomorphisme, la remarque 1.168 montre que ¢
est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de U entre py et p; = Triv[FJ. u

QUELQUES CRITERES PRATIQUES

Les remarques et propositions qui suivent s’intéressent aux morphismes de fibrés vectoriels au-dessus d’une
base. L’objectif est de montrer le caractére local de ces morphismes (proposition 1.171) et de donner un cri-
tére technique assurant qu’une application est un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus d’une base (pro-
position 1.172). On commence par montrer, dans la remarque qui suit, qu’a partir d’'un morphisme de fibrés
vectoriels, on obtient un morphisme de fibrés vectoriels entre les fibrés induits au-dessus de chacun des ouverts
de la base M. Cette remarque sert en fait de lemme préparatoire & la proposition 1.171.
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Remarque 1.170 — Morphisme de fibrés. Soient (M, /), (E, %), (E',#’) trois prévariétés holomorphes,
p:E—M, p': E =M deux fibrés vectoriels holomorphes et f : E—E’ telle que p’ o f = p et f, est linéaire
pour tout z € M.

Soit U un ouvert de M. Comme p’ o f = p, on obtient que f~!(p'~(U)) = p~1(U) et f induit une application
fu :p 1 (U) —p'~1(U). Elle est donnée par

fU = l_l fa: .
zeU

On considére 4 = (Uy)aea un recouvrement ouvert de M. Pour simplifier les notations, on pose p, = pu,,

P =Py, (voir 'exemple 1.145) et f, = fu,. Montrons que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f € Hom™ (p, p');

(#i) f est holomorphe;

(i4i) pour tout ouvert U de M, fu € Hom" (py, p});
(tv) pour tout ouvert U de M, fy est holomorphe;
(v) fa € Hom" “(Pa, pl) pour tout a € A;

(vi) fo est holomorphe pour tout « € A.

(i) < (i1) résulte de la définition de Hom™ (p, p').
(i) = (iv). L’application fy est induite par f. L’application 1.100 montre que fy est holomorphe.
(iv) = (vi) est évidente.
(vi) = (i4). Comme (p'"1(Uy))aca forment un recouvrement ouvert de E' et f~(p'~1(U,)) = p~1(Ua),
la proposition 1.101 (vii) montre I’holomorphe de f.
(ii1) < (iv). Comme p’ o f =p, on a p{; o fu = pu. De plus, pour = € U, I'application
(fU)z : pUil(x) =E; Hp/U_l(Z) =F,
est en fait Papplication linéaire f,. Elle est donc linéaire. Le résultat provient alors de la définition de Hom" (p,p").
(v) & (vi). Comme p’ o f =p, on a p), o fo = pa. De plus, pour z € U,, 'application
(fa)e s pa”Hz) = By _’p/a_l(x) =FE;
est en fait Papplication linéaire f,. Ainsi elle est linéaire et le résultat provient de la définition de HomV« (P, PL,)-

La proposition suivante assure qu’étre un morphisme de fibrés vectoriels est une propriété locale ce qui se
résume par « om(p,p’) est un S (M)-module ».

Proposition 1.171 — Caractére local des morphismes de fibrés. Soient (M, <), (E, &), (E/, #’) trois préva-
riétés holomorphes, p : E— M, p’ : E' - M deux fibrés vectoriels holomorphes.
On considére U un ouvert de M. L’application

Hom™ (p,p’) — Hom" (pu, p})
™,U: f

— fu

est un morphisme de .7’ (M, C)-modules.
Soient 4 = (Uy)aea un recouvrement ouvert de M. Pour simplifier les notations, on pose p, = pu, et
Py, = D'y, - L’application

Hom™ (p,p’) — [] Hom" (pa,pl,)
Ru: acA

f — (fUa )aGA
est un morphisme injectif de 52 (M, C)-modules dont 'image est

Fu={ Uadoen € T Hm" (roup'a) ¥(@B) €A% (fado,, = (il |

acA

U € Ouv(M) — HomV U, P,
Finalement HHom(p,p'): (M) (pu,py)
i1 :VcU +— UV

est un 7 (M)-module.

Preuve. On reprend les notations de la remarque 1.170. Pour f € Hom™ (p,p’), on a bien fy € Hom" (pu, py)-
Ainsi ryu est bien définie. Par ailleurs, la restriction des applications est un morphisme de C-algébres pyu
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de (M, C) dans #(U,C) (voir I'application 1.105). Comme Hom"(py, p};) est un .#(U,C)-module (pro-
position 1.162), on obtient, par restriction des scalaires via pyy, une structure de (M, C)-module sur
HomU(pU,p{J). Montrons a présent la linéarité de ryv,u. Soit f, f' € HomM(p,p’) et A € #(M,C). Pour
e€p}(U), ona

(f+ ule) =(f + f)(e) = fle) + f'(e) = fule) + fu(e) = (fu + f'u)(e)

et (A= flule) = (A~ f)(e) = Alp(e)) fe) = A, (pe)) fule) = ((N ) - fu)e) = (A~ fu)(e).

Passons & I’étude de Rg. D’aprés la remarque 1.170, Ry est bien défini. Par ailleurs, d’aprés ce qui précéde,
chacun des Hom" (p,, pl,) est un (M, C)-module. Par produit, on obtient donc une structure de # (M, C)-
module sur

11 HomYe (Pas PL)-
acA
Comme les composantes de Ry sont les vy, qui sont (M, C)-linéaires, Ry est (M, C)-linéaire.

Montrons que Ry est bien & valeurs dans Fy. On reprend les notations de la remarque 1.170. Soit o, 3 € A2,

comme (fu, )z = fe et (fu,)z = fe pour tout € Uyg, on obtient
(foa)u,, = (Fus)y,, = xe%tﬁfx = fu.s-
Finalement Ry est bien a valeurs dans Fy.

Soit f, [ € HomM(p,p’) tel que Ry(f) = Ru(f’). Pour e € E, on pose x = p(e). Il existe o € A tel que
z € Uy. On a alors f(e) = fu,(e) = f'y_ (e) = f'(e). Ainsi f = f’ et Ry est injective.

Soient (fo)aca € Fy et x € M. 1l existe a € A tel que z € U,. On pose alors f, = fo, : E, —FE/,.
L’application f, ne dépend pas du choix de 8 € A tel que x € Ug puisque (fo)u,, = (fs)u., et donc

(fa)a = ((fa)Uag)w = ((fﬁ)Uaa):c = (fﬁ):c

On pose alors f=1U/75:E=||]E.—~E=|]E,.
rzeM reM reM

On a bien sir p’ o f = p, lapplication induite par f de E; —E/ est f, qui est linéaire. Enfin, fu, = fo
est holomorphe. La remarque 1.170 montre que f est holomorphe. On en conclut que f € HomM(p,p' ) et
Rﬂ(f) = (fa)a€A~

Montrons a présent que JZom(p,p’) est un 7 (M)-module. Soit U un ouvert de M. Alors Zom(p, p’)(U) est
un (U, C)-module (voir la proposition 1.162). Par ailleurs, soit V un ouvert de M contenu dans U. Comme
(pu)v =pv et (P'y)v = 'y, ce qui précéde montre que 'application

{HomU(pU,p’U) — Hom" ((pu)v, (piy)v) = Hom" (pv, p'y)

Tu,v:
f — fv

est bien définie et (U, C)-linéaire. De plus, pour f € Hom" (py,p'y), on a puu(f) = fu = fetsi West un

ouvert de M contenu dans V alors

pvwopuv(f)=(V)w= U fe = fw =puw(f)

zeW

Il reste & montrer les propriétés de recollement des faisceaux. Elles sont en fait des conséquences des propriétés
de Ry. En effet, soit U un ouvert de M et 4 = (Ugy)aea un recouvrement ouvert de U. On note Uyg = U, NUg.
L’objectif est de montrer que ’application

Hom" (pu,p'y) — [1 Hom""(pu,.p'y,)
=. acA

f — (pu,u. (f))aca
est injective et d’image
Gu = {(fudaen € TLHOm" G,/ ). V(@) €A% puovs () = o, sf) -
ac

Comme py, = (pu)uv., P'v, = (P'v)u. et pu,u.(f) = fu., Iapplication = n’est autre que Ry pour les fibrés py
et pur. Elle est donc injective d'image Fy. Comme pu, v, ;(fa) = (fa)u.s €t pusvas(fs) = (fg)u,,, on obtient
Gy = Fy et = est injective d’image Gg. Ainsi JZom(p,p’) est bien un faisceau et méme un .7 (M)-module. =

La proposition suivante est une traduction de la proposition 1.159 dans le cadre de la catégorie Fibyg. 11
s’agit d’un critére technique permettant de montrer qu’'une application est un morphisme de fibrés vectoriels
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au-dessus d’une base fixée. Ce critére s’exprime au travers de I’holomorphie d’applications & valeurs des espaces
d’applications linéaires.
Proposition 1.172 — Critére technique. Soient (M, &), (E, ), (E',%#’) trois prévariétés holomorphes et
p:E—M, p’ : E' - M deux fibrés vectoriels holomorphes. On considére f : E — E’ une application vérifiant
p o f =p et f, est linéaire pour tout x € M.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(¢) f est holomorphe;
(it) f € Hom™ (p,p') ;
(i74) il existe une famille (8o, = (Uq, Fo, 0a))aca (resp. (U, = (Uy, FL, ©%))aca) de cartes trivialisantes pour
p (resp. p’) telles que

M= {J U,
acA

U, — Homg(F,,F.)
et I'application

z — (p2o@h,)o foo(P20Pay) !

soit holomorphe ;
(iv) pour toute une famille (4, = (Uqs, Fo, 0a))aca (resp. (), = (Ua, FL, 0L ))aca) de cartes trivialisantes
pour p (resp. p') vérifiant
M= { U,

acA

U, — Hom(F,,F.)
I’application

z +— (P20 @hy) 0 foo (P20 Pay) ™!
est holomorphe.
v) il existe une famille (U, = (Uy, Fa, va))aca (resp. (U, = (Ug, Fpg, eB) de cartes trivialisantes pour
2 3 B:Xs,¥8))8
p (resp. p') telles que

M= |JUs= UUs
acA BEB

U, NUg — Hom(F,,Fg)
et I’application

v+ (p2oyp )o fuo (P20 pa,)

soit holomorphe ;
(vi) pour toute une famille (Uo = (Ua,Fa, pa))aca (vesp. (U = (Ug,Fg,05))pen) de cartes trivialisantes
pour p (resp. p’) vérifiant

M= U Us= U Us,
acA BEB

Uy NUg — Homg(Fq, Fp)
I’application

v+ (p2oyp )o fuo (P20 pa,)
est holomorphe.

Preuve. (i) < (ii) résulte de la définition de Hom™ (p,p’).

(v) = (i) et (i) = (vi). Comme idy '(Us) = Ug, la proposition 1.159 appliquée & M = M’ et g = idy

donnent les implications souhaités.

(vi) = (v) résulte simplement du fait que p et p’ sont des fibrés vectoriels holomorphes et donc admette des

trivialisations dont les domaines recouvrent M.

(i) = (iv). Comme idy~ (Uy) = Uy, la proposition 1.159 v appliquée & M = M’ et g = idy et aux cartes

(Ua, Fa, ¢a) et (Uy, FL, ¢) donne le résultat.

(iv) = (791). La remarque 1.142 montre que de telles familles existent.

(7i1) =

i4i) = ().  L’holomorphie de I’application

U, — Hom¢(F,,F.)
z > (P20 ¢h,) 0 foo (P20 ¥ay) ™
et la bijection de I’exemple 1.154
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{%”(Ua, Homg(Fq,FL)) — HomM(Trivg‘: , Triv%:)
6 — [(z,0) = (2,6(x)(v))]
montre que 'application
Uy xFy — Uy x F
(E

(2, (2o vh,) 0 fao (P20 ¢ay) (V)
est un morphisme de fibrés vectoriels holomorphes. En particulier, elle est holomorphe. Par ailleurs, d’aprés
le lemme 1.158, on a ¥ = ¢/, o f o p,~'. Comme ¢, et ¢/ sont des biholomorphismes, on en déduit que
f:p H(Uy)—p' "' (Uy) est holomorphe. Comme f~2(p' " (Uy)) = p~(Uy) et les p'~ ' (U,) forment un recou-
vrement ouvert de E’; on en déduit le résultat grace a la proposition 1.101 (vii). u
La proposition précédente appliqué a idg € Hom™ (p,p) donne un résultat d’holomorphie de certaines appli-
cations a valeurs dans des espaces d’applications linéaires.

Application 1.173 — idg. Soient (M, o), (E, %) deux prévariétés holomorphes et p : E— M un fibré vectoriel
holomorphe. On considére un recouvrement 4 = (U,)aca de M par des ouverts trivialisants pour p et, pour
a € A, une trivialisation ¢, de p au-dessus de U, de fibre F,. Pour (o, 8) € A%, on pose U,z = U, N Upg.

Comme idg € Hom™ (p,p) et (idg), = idg,, la proposition 1.172 (vi) appliquée & f = idg et aux familles de
cartes trivialisantes (Uy, Fo, ©a)aca €t (Ua, Fa, ©a)aca montre que Iapplication

Uqp — Home(Fg,Fy)
Gaps: _
T > (P20 @ay)o (P209s,)

est holomorphe. De plus, (p2 0 @a,) o (p2 0 cpgx)_l est une application linéaire inversible pour tout = € U,g et
donc gep induit une application holomorphe de U, dans Isomc(Fg, Fy). =

1

1.5.4 SECTION

Dans cette sous-section, on définit la notion de sections holomorphes d’un fibré vectoriel. Comme pour les cas
des morphismes de fibrés vectoriels (voir la proposition 1.162), on munit ’ensemble des sections d’une structure
de 2 (M, C)-module. On termine cette sous-section en mettant en avant les liens entre les sections d’un fibrés
vectoriel et la théorie des faisceaux (notamment dans la proposition 1.179).

DEFINITION

Une section d’un fibré vectoriel est une application holomorphe issue de la base du fibré vectoriel a valeurs
dans l’espace total du fibré vectoriel telle que I'image de chacun des points soit dans la fibre de ce point.

Définition 1.174 — Section d’'un fibré vectoriel. Soient (M, o), (E, %) deux prévariétés holomorphes,
p : E— M un fibré vectoriel holomorphe et U un ouvert de M. On dit qu’une application holomorphe s : U— E
est une section holomorphe de p au-dessus de U si po s = idy.

On dit qu'une application holomorphe s : M — E est une section holomorphe de p ou une section globale de
p si s est section holomorphe de p au-dessus de M.

On note I'(p, U) ensemble des sections holomorphes de p au-dessus de U.

Dans la remarque qui suit, on montre que les sections d’un fibré vectoriel p au-dessus d’'un ouvert ne sont
rien d’autres que les sections globales du fibré induit par p au-dessus de cet ouvert.

Remarque 1.175 — Section. Soient (M, .«/), (E, #) deux prévariétés holomorphes, p : E— M un fibré vectoriel
et U un ouvert de M. Une section holomorphe de p au-dessus de U n’est rien d’autre qu’une section holomorphe
de py.

En effet, si s est une section holomorphe de p au-dessus de U alors p o s(z) = x pour tout = € U et donc
s(x) € p~1(U). L’application s : U— p~1(U) est donc holomorphe (exemple 1.99) et py o s = po s = idy.

Si s est une section holomorphe de py alors s : U— E est holomorphe (comme composée de s : U— p~1(U)
et dei:p 1(U)—E)et pyos=pos=idy. L]

La structure d’espaces vectoriels de chacune des fibres permet de définir une section nulle. On obtient ainsi
un premier exemple de section holomorphe.

Exemple 1.176 — Section nulle.  Soient (M, <), (E, %) deux prévariétés holomorphes et p : E— M un fibré
vectoriel holomorphe. On définit I'application so : ¥ € M +— 0 € Ej,-1(,). Montrons que so est une section
holomorphe de p.
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On a bien stir posg = idy. Il reste & montrer que sg est holomorphe. Soient x € M et U, un ouvert contenant
x et trivialisant pour p et o une trivialisation de p au-dessus de U,.. Pour tout y € Uy, on a so(y) = ¢~ 1(y,0). En
effet, on a p1op(so(y)) = p(so(y)) =y et paop(so(y)) = 0 puisque pa oy est linéaire. Or, d’aprés 'exemple 1.103,
Papplication y € U, — (y,0) est holomorphe sur U, puisque les deux composantes sont holomorphes (il s’agit
de idy, et d’une application constante). Ainsi, par composition, la restriction de sy & U, est holomorphe. La
proposition 1.101 (¢v) montre que s¢ est holomorphe. =

SECTION ET STRUCTURE ALGEBRIQUE

De la méme fagon qu’on munit Hom?(p, p’) d’une structure de 52’ (M, C)-module grace a la structure d’espace
vectoriel des fibres, on peut munir I'(p, U) d’une structure de (M, C)-module. On pourra d’ailleurs remarquer
les similitudes entre la démonstration de I’holomorphie de s + s’ ou de A - s dans la proposition ci-dessous a
celle de f + f/ ou X - f donnée dans la remarque 1.163. Au vue du lemme 1.181, ces ressemblances n’ont rien
d’étonnant.

Proposition 1.177 — Structure de 5#(M,C)-module. Soient (M, &), (E, %) deux prévariétés holomorphes
et p: E—M un fibré vectoriel holomorphe. Pour s,s" € T'(p,M) et A € (M, C), on pose

s+ x—s(x)+ 8 (2) et Arsix— Az)s(x).

Alors s+ s’ et A - s appartiennent a I'(p, M).
Le triplet (I'(p, M), +, -) est alors un %’ (M, C)-module.

Preuve. Soit z € M. Comme s et s’ appartiennent & I'(p, M), s(z) et s'(x) appartiennent a E,. La structure
d’espace vectoriel de E, donne alors un sens & s(z) + s'(x). En particulier, on a (s + s')(xz) € E, et donc
(po(s+¢))(x) = z. De méme, A(z) € C donc A(z)s(z) a bien un sens et po (A - s)(x) = a.

Il reste & montrer que s+ s’ et A-s sont holomorphes. On considére U un ouvert trivialisant pour p et ¢ une
trivialisation de p de fibre F' au-dessus de U.

Commengons par s + s’. Comme ps o ¢ : E, — F est linéaire, on obtient, pour z € U,

(P2 0¢)((s +8)(2)) = (p2 0 ) (s(x) + 8'(2)) = (P20 o s)(x) + (p2 o pos)(z).

Ainsi, PO Qo ((s+s’)|U) = (p2opo (S|U)) +(p2ogo (5/|U))-

Comme p3, ¢, s et s’ sont holomorphes, on en déduit, par composition, que ps o p o (5|U) et ppopo (s’|U)
sont holomorphes (proposition 1.96 et application 1.98). L’application 1.106 pour A = C et F montre alors
que pz oo (s+ s')|U est holomorphe. De plus, p; o p o ((s + S')|U) =po((s+ 5')|U) = idy est holomorphe.
L’exemple 1.103 assure alors que ¢ o ((s + s’ )|U) est holomorphe. Comme ¢ est un biholomorphisme, on en

déduit, par composition par ¢!

,que (s+ ¢ )|U est holomorphe. Comme, on peut recouvrir M par des ouverts
trivialisants pour p, la proposition 1.101 (#¢) montre que s + s’ est holomorphe.

Passons a A - s. Comme ps 0 ¢ : E; — F est linéaire, on obtient, pour x € U,
(P20 @) (A~ 5)(@)) = (p2 0 p)(A(@)s(x)) = A(x)(p2 © p 0 5)(x).
Ainsi, p2opo((A-s) ) =N, -(P2zowo(s),))

Comme pa, ¢, s et A sont holomorphes, on en déduit que paopo (s ) et )\| - sont holomorphes (proposition 1.96

7
U
et application 1.98). L’application 1.106 pour A = C et F montre alors que )\|U “Pa oo (s|U ) est holomorphe.

Ainsi paopo (- s)|U est holomorphe. De plus, p; o @ o ((A-9) =po((A- s)|U) = idy est holomorphe.

v
L’exemple 1.103 assure alors que ¢ o ((A- 5)|U) est holomorphe. Comme ¢ est un biholomorphisme, on en

1

déduit, par composition par ¢, que (A - s)|U est holomorphe. Comme, on peut recouvrir M par des ouverts

trivialisants pour p, la proposition 1.101 (4¢) montre que A - s est holomorphe.
Montrons & présent que muni de cette loi + et de cette action de 52 (M,C), 'ensemble I'(p, M) est un
2 (M, C)-module. La loi 4 est associative puisque pour s,s’,s” € I'(p, M) et € M, on a
(s + (s +8")(x) = s(z) + (s'(x) + 5"(2)) = (s(2) + 5'(x)) + 5" (z) = ((s + ') + ") (2) .
La loi 4 est bien sir commutative puisque, pour s,s" € I'(p, M) et € M, on a
(s + ) (x) = s(z) + 5'(z) = s'(x) + s(z) = (' + 5)(2).
La section nulle sq est élément neutre pour + puisque, pour s € I'(p, M) et x € M, on a
(s+ s0)(x) = s(z) +0=s(x) =0+ s(z) = (s0 + s)(x).
Soit A : M — C lapplication constante égale & —1 qui est holomorphe (exemple 1.83). Pour s € I'(p,M) et
xe€M,ona A -sel(p,M) et
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(s+A-s)(x) = s(x) + (=s(x)) = 0= s0(x).
Ainsi A - s est 'opposé de s pour la loi + et (I'(p, M), +) est un groupe abélien.
Pour A € (M, C), s,s' € I'(p,M) et x € M, on a
(A (s+)(@) = Mz)(s(x) + 5'(z)) = AMz)s(z) + AMz)s'(z) = (A- s+ A s')(2).
Pour A\, p € (M, C), s € T'(p,M) et z € M, on a

(At p) - s)(@) = (A@) + p(x)s(x) = A(@)s(x) + pl)s(x) = (A s+ p-s)(@).
Pour \,p € #(M,C), s € T'(p,M) et z € M, on a

(M) - s)(x) = (A(@)p(x))s(x) = M) (u(z)s(z) = (A (1 5))(x).
Soit A ’élément neutre de 42 (M, C) pour la multiplication. L’application A est constante égale a 1. Elle est
holomorphe (exemple 1.83). Pour s € I'(p,M) et z € M, ona A-s € I'(p,M) et (A-s)(x) = s(z). Ainsi
(T(p, M), +) est bien un (M, C)-module. L]

L’exemple qui suit donne la forme générale des sections d’un fibré trivial p : M x F — M : elles s’identifient
aux fonctions holomorphes a valeurs dans ’espace vectoriel F. L’exemple 1.178 sert aussi de lemme préparatoire
a la proposition 1.179 et c’est pour cette raison qu’on s’intéresse dans un deuxiéme temps aux propriétés de la
restriction des sections du fibré trivial.

Exemple 1.178 — Section d’un fibré trivial. Soient (M, o) une prévariété holomorphe, F un C-espace vectoriel
de dimension finie et Trivg/[ : M x F— M le fibré vectoriel trivial de fibré F. Montrons que les applications

Ay {F(TrivM,M) — (M, F) o AL {%(M,F) — T(Trivyy, M)
fo— (e (2, f(2))

sont des isomorphisme de (M, C)-modules réciproque 'un de Pautre.

Soit s € T'(p,M). Comme ps : M x F—F est holomorphe (exemple 1.94), on obtient, par composition,
paos € (M,F). Ainsi Ay est bien définie. Soit f € s2(M,F). Comme Trivy; o Ay, (f) = p1 o Ay (f) = idy
et pa o Ay (f) = f, Pexemple 1.103 montre que Ay, (f) est holomorphe. De plus, comme Trivi; o Ay, (f) = idm,
on a Ay (f) € T'(p,M) et A} est bien définie.

Par ailleurs, on a Ay o A (f) = f pour tout f € 5 (M,F). De plus, pour s € I'(p, M), on a

An o Awm(s) = (&= (2,pa(s(2))))-
Comme s est une section de Trivk;, on a z = Trivi;(s(z)) = p1(s(x)) pour tout 2 € M. Ainsi,
(s(

1
Ay o Awm(s) = (z = (p1(s(2)), p2(s(x)))) = (x = s(x)) = s.

Il reste a montrer, par exemple, que A}, est (M, C)-linéaire. Soit f € S (M,F) et A € (M, C). On a
Ay (A f) = (= (2, AM(x) f(x))). Au vu de la structure d’espace vectoriel sur la fibre {z} x F, on a Al (A- f) =
(x — M) (z, f(z))). Au vu de la structure de 5 (M, C)-module sur I'(p, M), on obtient Ay (A-f) = X- Ay (f).

Soit f,g € H(M,F). On a Ay (g+ f) = (x — (x,9(z) + f())). Au vu de la structure d’espace vectoriel sur
la fibre {z} x F, on a Ay (9 + f) = (z — (z, f(2)) + (z,9(x))). Au vu de la structure de 52 (M, C)-module sur
I'(p, M), on obtient Ay, (g + f) = Ay(g) + Ay (f).-

Finalement Ay et A}, sont bien des isomorphismes de .7 (M, C)-modules réciproques I'un de l'autre.

Considérons a présent deux ouverts V.C U de M. D’aprés 'exemple 1.145, py et py sont les fibrés triviaux
de fibre F. Les isomorphismes Ay : I'(p, U) = T'(py, U) —» (U, F) et Ay : T'(p, V) =T'(py, V) — F#(V,F) sont
donc bien définis. Par ailleurs, considérons s € I'(p, U). D’apreés lapplication 1.98, 8|y est holomorphe. De plus,
pes)y) = pos),
8|y € I'(p, V). Montrons que le diagramme suivant est commutatif

S — p20S

= idU|v = idy. Ainsi 8y € I'(V,p). On peut donc définir Papplication p : s € T'(p,U) —

[(p,U) 2% (U, F)
pl . lﬂU,v
T(p,V) —2Ye 22(V,F)

Pour s € I'(p,U), on a py,v 0o Ay(s) = (p2 © s)|U =pso (5|U) = Ay o p(s). L]

SECTION ET FAISCEAU

Dans la proposition qui suit, on construit le faisceau des sections d’un fibré vectoriel et on montre que cette
construction est fonctorielle. Le foncteur I' ainsi construit est en fait une équivalence de catégorie (M, C)-
linéaires entre la catégorie des fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M et celle des .7’ (M)-modules locale-
ment libres de rang fini.
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Proposition 1.179 — Faisceau localement libre. Soient (M, «7), (E, %) deux prévariétés holomorphes, p :
E — M un fibré vectoriel holomorphe et V C U deux ouverts de M. L’application

{F(U,p) = F(UapU) - F(va) = F(V,pv)
pu,vip):

S l—>8|

est un morphisme de (U, C)-modules.

Ainsi U — I'(U, p) muni des applications py v(p) est un s#(M)-module localement libre noté I'(p).

Fonctorialité. Soient (E', %’) une prévariété holomorphe, p’ : E' —M un fibré vectoriel holomorphe et f €
Hom™(E, E). Alors f induit un morphisme de .7°(M)-modules de T'(p) dans T'(p’) noté ~;.

Soient (E”, %") une prévariété holomorphe, p” : E” — M un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M et
fe HomM(E', E"). Alors vs05 = 74 0 vf. De plus, on a viq, = idp(,. Enfin, 'application

r. {HOTDM (p,p") — Hom o\ (I'(p), T'(p'))
. f Yy
est un morphisme de .7 (M, C)-modules.
Preuve. D’aprés 'application 1.98, 5|, ©st holomorphe. De plus, p o (s|v) =(po s)|v = idU|v = idy. Ainsi
5|y € I'(V,p) et puv(p) est bien définie.
La restriction des applications est un morphisme de C-algebres p de 52 (U, C) dans 52 (V,C) (voir 'applica-
tion 1.105). Comme I'(p, V) = I'(py, V) est un 52 (V, C)-module (proposition 1.177), on obtient, par restriction

des scalaires via p, une structure de (U, C)-module sur I'(p, V).
Par ailleurs, pour s,s’ € T'(U,p) et x € V, on a

(s + 8, (@) = (s + 5)(a) = 5(2) + (@) = (51, ) @) + (/. ) @),
et pour s € I'(U,p), A € #Z(U,C) et z € V, on a
(- ), (@) = (- 8)(@) = A@)s(a) = Ay, ()3, @) = Oy, - 51, )@) = (- (5, )@)
Ainsi py,v(p) est bien (U, C)-linéaire.
Mountrons que I'(p) est un faisceau. Soient W C V C U trois ouverts de M, on a, pour s € I'(p, U)
(ov.w (p) 0 puv(P))(s) = 5,
Ainsi T'(p) est un préfaisceau. Soient U un ouvert de M et (U;);e1 un recouvrement ouvert de U. Pour i,j € [

on note U;; = U; NU;. On considére une famille (s;);cr telle que s; € T'(U;, p) pour tout i € Let s; U =Sy
ij ij

pour tout 4,5 € I. Comme les s; coincident deux & deux 1a ou elles sont définies, il existe une unique application
s : U—E telle que S|y, = Si- En effet, si une telle fonction s existe alors, pour x € U;, on a nécessairement

=puw(p)(s) et puuls)=s, =s

s(xz) = s;(x). De plus, comme les U; recouvrent U, s est alors entiérement déterminée. Enfin, si x appartient
aussi & Uj, alors, par hypothése, s;(x) = s;(z). La valeur de s en  ne dépend donc pas du choix de i € T et s
est bien définie. Enfin, comme S|y, = Si € ' (U;,E), la proposition 1.101 (i¢) montre que s € (U, E). Enfin,
pour z € U, il existe i € I tel que x € U;, d’out po s(z) = po s;(x) = = et donc po s = idy. On a donc bien
s € T'(U,p) et T'(p) est un faisceau. La premiére partie de la proposition montre que I'(p) est un 52 (M)-module.

Fonctorialité. Avant de montrer que I'(p) est localement libre, on va démontrer les propriétés de fonctorialité.
Soient U un ouvert de M et s € I'(p, U). L’application f o s: U—E’ est holomorphe puisque f et s le sont. De
plus, comme f € HomM(p,p’)7 onapofos=pos=idy. Ainsi, la composition par f envoie I'(p,U) dans
I'(p’,U). On peut donc définir

{F(n U) — I'(p', )
U s +—— fos.
Soient pu € #°(U,C) et 5,8 € T'(p,U). Pour z € U et par linéarité de f,, on a
fols+8)(z) = fals(z) +5'(2) = fuls(x)) + fa(s'(2) = f(s(x)) + f(s'(x)) = (fos+ fos)(z)
et folu-s)(@) = f(u@)s(x)) = fa(u(@)s(z)) = p(x) fo(s(x)) = p(x)f(s(x) = (u- (f o 5))(z).
Ainsi 5y est (U, C)-linéaire. Soient V C U deux ouverts de M et s € I'(p, U). On a
po(®)(Fos) = (fos), = Folsy) = £ o (ou (D)),

Ainsi f induit par composition un morphisme de .#°(M)-modules de I'(p) dans I'(p’) que on note ;.
Soient U un ouvert de M et s € I'(p, U). On a
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Apopuls) =(froflos=[fo(fos)=rypuernuls) et mia,uls) =idgos=s=idppu)(s)-

Ainsi on obtient vpof = v 07y et yiq, = idpp). Montrons & présent que f +— <y est un morphisme de
(M, C)-modules. Soient f, f € Hom™(p,p’), U un ouvert de M, s € T'(p,U) et z € U. On a

Verpu(s)(@) = ((F + [) os)(@) = (f + ) (s(x) = fa(s(x)) + [ (s(2))
= (fos)(@)+ ([ os)(x) = ((fos)+(f os))(x) =(vruls) +7.u(s))(z).
Soient f € HomM(p,p'), g € (M, C), U un ouvert de M, s € I'(p,U) et x € U. On a
Vg-r.0(8)(@) = ((g- f) o s)(x) = g(2)f(s(x)) = (9), - (fos))(@) = (g-7r.0)(s)(2).
Ainsi T est bien J#(M, C)-linéaire.
Mountrons maintenant que I'(p) est un 2 (M)-module localement libre. On reprend les notations de Pappli-
cation 1.106 et de ’exemple 1.178. Soient U un ouvert trivialisant pour p et ¢ un trivialisation de p au-dessus

de U de fibre C". Comme, d’aprés 'exemple 1.169, ¢ est un isomorphisme de fibrés au-dessus de U, on a le
diagramme commutatif suivant

T(V,p) =% T(V, p1) —2e #2(V,CM) —2Va (27 (V, C))"

ﬂV,W(P)l lﬂv,w(pl) lpv,w l(pv,w)"

Yo, W Dw

T(W, p) 2% T(W, p1) —2% 2(W, C) —2% (#2(W, C))"

ou sur la premiére (resp. deuxiéme) ligne, toutes les fleches sont des isomorphismes de 52 (V, C)-modules (resp.
(W, C)-modules) et sur les colonnes, les fleches sont des morphismes de 7 (V, C)-modules. Ainsi on obtient
un isomorphisme de ' (U)-modules de I‘(p)|U sur (J2(U))™. u

Dans la remarque qui suit, on met en avant une conséquence de la fonctorialité qui nous sera bien utile pour
la suite.

Remarque 1.180 — Section et faisceaux isomorphes. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe et p,p’
deux fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M. On suppose que p et p’ sont isomorphes (en tant que fibrés
vectoriels au-dessus de M) et que f réalise un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de M entre p et
p'. La propriété de fonctorialité assure que 7y réalise un isomorphisme (dont la réciproque est v;-1) entre le
faisceau des sections de p et celui de p’. En particulier, pour U un ouvert de M, 'application v,y (qui n’est
autre que la composition par f) réalise un isomorphisme entre les sections globales de p au-dessus de U et les
sections de p’ au-dessus de U. Autrement dit, lorsqu’on identifie p et p’ par I'intermédiaire de f, on confond la
section s € T'(p, U) avec la section fos € I'(p/,U). On dit que f o s est la section qui correspond a s dans cette
identification. n

Le lemme qui suit montre comment confondre les sections d’un fibré vectoriel avec des morphismes de fibrés
vectoriels par 'intermédiaire du fibré trivial de fibre C.

Lemme 1.181 — Section et morphisme de fibrés. Soient (M, o) et (E, %) deux prévariétés holomorphes,
p: E— M un fibré vectoriel holomorphe et U un ouvert de M. Les applications

5U. {F(p,U) — HomU(TriV%,pU) ot U {HomU(TriV%,pU) — T'(p,U)
s ((,A) = As(2)) f — (21— f(z,1))

sont des isomorphismes de (U, C)-modules réciproque I'un de lautre.
De plus, 0 = (6v)veouv(m) : I'(p) — Hom(Trivyy,p) et n = (Nu)ueouvm) : Hom(Trivyy, p) — T'(p) sont deux
isomorphismes de S#(M)-module réciproques 'un de l'autre.

Preuve. Soit s € T'(p,U). La structure d’espace vectoriel sur E, assure que, pour A € C et z € M, As(x)
est bien définie et appartient & E,. On en déduit que l'application f : (x,A) — As(xz) a bien un sens et
po f(z,\) = & = Triv§(x, \). De plus, pour z € M, I'application f, : (Trivy) ' (z) = {2} x C — E, induite par
f est linéaire puisque, pour A\, u € C, on a

fol@, A+ p) = A+ p)s(@) = As(z) + ps(x) = fol@,A) + falz,p) et falz, pd) = pAs(z) = pfa(z, A).
Montrons que f est holomorphe. Comme les ouverts trivialisants pour py forment un recouvrement ouvert de
U (puisque py est un fibré vectoriel holomorphe), la remarque 1.170 assure qu’il suffit de montrer que fy est
holomorphe pour tout ouvert V trivialisant pour py.

Soient V un ouvert trivialisant pour py et ¢ une trivialisation de py au-dessus de V de fibre F. L’application
@ o fy est donnée par
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o {(Trivﬁ)l(V)Vx(C—»VxF
oo (2, ) s (prowo f(z. ), p2o 9o f(z, ).

Or, pour (z,\) € C,onapjopo f(xz,A) =po f(x,\) = x. Ainsi p; opo f = p; est holomorphe. Par ailleurs,
p2 o @ est linéaire, ainsi

p2o@o f(A @) =p2op(As(x)) = Apz o pos(x)
On en déduit que py o @ o f est la composée des applications (ps o @ o s|v) x idc et (v,A) € F xCr— M\ € F.
La premiére est holomorphe grace & la proposition 1.96 et aux applications 1.98 et 1.104; la deuxiéme est
holomorphe car bilinéaire. Les deux composantes de ¢ sont donc holomorphes. L’exemple 1.103 montre alors
que o fy est holomorphe. Comme ¢ est un biholomorphisme, fy est holomorphe. Pour finir, la remarque 1.170
assure que f € HomV (Triv(tcJ7 p). Finalement §Y est bien définie.

Soit f € Hom" (Triv%7 p). L’application « — (z,1) est holomorphe puisque ses deux composantes le sont (la
premiére est idy et la deuxiéme une application constante). Par composition avec f, I'application s : z — f(x, 1)
est donc holomorphe. De plus, pour « € U, on a pos(x) = po f(x,1) = p1(z,1) = . Ainsi pos = idy. Finalement
s € I'(p,U) et nY est bien définie.

Par ailleurs, pour s € T'(p, U), on a

n" 08Y(s) =Y ((z, ) = As(z)) = (z+— 1s(z)) = s 5
et, pour f € Hom T1riv([CJ7 p), grace a la linéarité de f,, on obtient
8V onU(f) = ((x,A) = Af (2, 1)) = (2, A) = Moz, 1)) = (2, ) = fz,0) = f.
Ainsi §Y et nV sont deux bijections réciproques l'une de l'autre.
Montrons que Y est (U, C)-linéaire. Soient f, f’ € HomU(Triv%,p), Ae #(U,C)etx €U, ona
U (f+f) =@ = (f+ ) (1) = (@ = fla, 1)+ f(2,1) = (@ = fla, 1)+ (@ = f(2,1) =) +07 (),
et YA f) = (= (A )(,1) = (2= Mp(z, 1) f(2,1) = (2= M) f(z,1)) = 207 (f) .

Ainsi nY est (U, C)-linéaire et sa bijection réciproque 6V l'est donc aussi.

Mountrons que § et 7 sont des morphismes de 5 (M)-modules. Comme, pour tout ouvert U de M, les appli-
cations 6V et Y sont des isomorphismes de .#(U, C)-modules réciproques I'un de I'autres, il suffit de montrer
que, pour tous ouverts V C U de M, le diagramme suivant est commutatif

I

19}
I'(p,U) *— Hom™ (Triv, p)

PU,V(Z’)\L lTUvV

v

L(p,V) LA Hom™ (Triv$, p)
Soit s € I'(p,U). On a
ruv o dY(s) = ruv((z,\) = As(x)) = ((z,\) € V x C As(x) € p~1(V))
et §V o p(M,U)(s) = ((x,\) € VX C As|, (@) = ((z,A) € VX C As(x)).

Ainsi le diagramme est commutatif. u

1.5.5 CONSTRUCTION DE FIBRES VECTORIELS

Dans cette sous-section, on donne des méthodes de construction de fibrés vectoriels et de morphismes de
fibrés vectoriels. La proposition 1.182 est un préliminaire utile pour la construction des fibrés liée aux foncteurs
holomorphes (voir la définition 1.183).

RECOLLEMENT DE FIBRES VECTORIELS

La proposition qui suit est aux fibrés vectoriels ce que la proposition 1.128 est aux prévariétés. Elle montre
comment construire, a partir de certaines données, une structure de prévariété holomorphe faisant d’une appli-
cation un fibré vectoriel holomorphe. Pour accentuer la ressemblance avec la proposition 1.128, on aurait pu
exprimer ’holomorphie de gg, de la fagon suivante : 'application

Uag X Fa — Uﬁa X Fﬁ
wﬁ o 1#{1 : {
(z,v) (2, 9pa(z)(v))

est un isomorphisme de fibré vectoriel au-dessus de U,p (voir 'exemple 1.154 et la remarque 1.168).
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Proposition 1.182 — Recollement de trivialisation. Soient (M, <) une prévariété, E un ensemble et p : E—M
une application telle que p~*(z) soit muni d’une structure de C-espace vectoriel, pour tout = € M.

On considére 4 = (U,)aea un recouvrement ouvert de M et on suppose que, pour tout a € A, il existe
un C-espace vectoriel F,, de dimension finie et une application 1, : p~*(U,) — U, X F, vérifiant p = p; o 1,
et Yo, : p~H(z) — {2} x F, est une bijection linéaire, pour tout z € U,. On suppose, de plus, que, pour tout
(a, 3) € A2, lapplication

-1

{Uag =U,NUg — Homg(F,,Fp)
9Ba -

x — (p20%p,) © (P2 © Yay)
est holomorphe.
Dans ces conditions, il existe une unique structure de prévariété holomorphe sur E telle que p soit un fibré
vectoriel holomorphe et (U,, Fo, %s) une carte trivialisante pour p pour tout a € A.

Preuve. Soit x € U,. Comme p; 01, = p, les prolégomeénes 1.136 donnent un sens & l’application ¥,,. Comme
po réalise un isomorphisme linéaire entre {z} x F,, et F,, I'application (ps 0 14,) ! : Fo —p~!(z) a bien un
sens et est linéaire. On en déduit que, pour € Uyg, on a (p2 0 9g,) o (p2 0 wax)fl € Hom¢(F,,Fg). Enfin
comme 1,, est bijective, pour tout x € Uy, les prolégomeénes 1.136 montrent que 1, est bijective.

Pour a € A, on considére les prévariétés holomorphes M, = U, x F, et les applications injectives ¢, =
o ' : My — E. Montrons que I'on peut appliquer la proposition 1.128. Comme les U, recouvrent M, on a

E :p_l(M) = LEJAp_l(Ua) = LEJA‘Pa(Ma)-

Par ailleurs, pour o, 3 € A, on note U,g = U, N Ug. L’ensemble

ot 00p(Ms) = o~ (p7H(Us)) = (po9a) ™' (Us) = p17'(Up) = Uap x Fa
est bien un ouvert de M,,. Enfin, on a le diagramme commutatif suivant

Uap X Fo <22 p~1(Ung) —%> p~1(Upa) —2> Upa x Fg

el A

id
Uaﬁ Uﬁa

avec p, et @g bijective. Le lemme 1.158 assure que P'application ¥g, = @g~ ! 0 ¢4 1 Usp X Fo — Ug, X Fg
est donnée par (z,v) — (2, gga(z)(v)). Or la premiére composante de g, est la premiére projection donc est
holomorphe et la deuxiéme composante de ¢g, est holomorphe grace a 'application 1.118 (ii). On en déduit,
grace a I'exemple 1.103, que 93, est holomorphe.

La proposition 1.128 montre qu’il existe un unique atlas % sur E telle que p~!(U,) soit un ouvert de E et
o : p 1 (Uy) — U, x Fy, un biholomorphisme.

On en déduit alors que I'application p : p~1(U,) — U, est holomorphe comme composée des applications
holomorphes 9, et p;. Comme (U, )aeca est un recouvrement de M, la proposition 1.101 (vii) montre que p
est holomorphe. De plus, comme 1, est un biholomorphisme, p o b, = p1 et p2 0 ¢, est linéaire (puisque
p2: {z} xFo = F, Pest), on en déduit que p est un fibré vectoriel et (U, Fy,%,) une carte trivialisante pour p.

Montrons & présent 'unicité de ’atlas cherché. Si &’ est un atlas sur E tel que p : E — M soit un vectoriel
holomorphe et (U, Fy,1,) une carte trivialisante pour p pour tout w € A. Alors, par continuité de p, ’ensemble
p~1(U,) est un ouvert de E. De plus, comme ), est biholomorphisme, la proposition 1.128 assure que & = %'.
[

FIBRES ET FONCTEURS

L’objectif de ce qui suit est de généraliser les constructions et les (iso)-morphismes classiques de 'algébre
linéaire aux fibrés vectoriels holomorphes. A partir d’un « bon » foncteur (c’est-a-dire un foncteur holomorphe)
et d’un fibré vectoriel, on va construire un nouveau fibré vectoriel dont les fibres sont les transformées par
le foncteur des fibres du fibré vectoriel (c’est-a-dire T(E), = T(E,)). Ensuite, a partir des transformations
naturelles entre « bons » foncteurs, on va construire des morphismes de fibrés vectoriels.

Soient m,n € N deux entiers. On considére la catégorie produit C,, , = C-ev"™ x (C-ev°’)" et la catégorie
Iso(C,y,,n) qui n’est autre que la catégorie produit (Iso(C-ev))™ x (Iso(C-ev)°P)™. Pour tous espaces vectoriels
complexes de dimension finie Vi,V%,..., VL VZ  ona

m+n
Homg (V, V) x  [[ Homg(V7, Vy)

i=m—+1

HomCm,n((V%v s 7V71n+n)7 (V%v s 7V72n+n)) =

3

Il
—

7
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m m—+n
(V.. Ve ), (Vi V2 ) = [ Isome(VE,V2) x  [[ Isomc(VZ, V).
i=1

et HomIso((C m-+n m-+n
i=m-+1

m,n)
En particulier, ce sont des prévariétés holomorphes. Ces structures de prévariétés vont permettre de définir la
notion de foncteur holomorphe.

Définition 1.183 — Foncteur holomorphe. Soient & 'une des deux catégories C,, ,, ou Iso(Cy, ) et T un
foncteur de la catégorie 2 dans la catégorie C-ev des espaces vectoriels complexes de dimension finie. On dit que

T est holomorphe si, pour tous C-espaces vectoriels de dimension finie Vi,V%,..., V), ., V2 TPapplication
T- {Hom@((v%a ce av'}n—i-n)a (V%a ce avgn—i-n)) - HomC(T(V%a ce >V'}n+n)a T(V%a ce avgn—i-n))
ooy fonin) — T(f1,- -, fmtn)

est holomorphe.
Remarque 1.184 — Restriction. SiT : C,, , — C-ev est un foncteur holomorphe alors T induit par restriction
a la catégorie Iso(C,, n) un foncteur holomorphe T : Iso(C,,, ) — C-ev (voir 'application 1.98). u

Donnons quelques exemples classiques de foncteurs holomorphes qui permettront, via la proposition 1.186,
de construire de nouveaux fibrés vectoriels.

Exemple 1.185 — Quelques exemples de foncteurs holomorphes. On commence par des foncteurs de C,, ,,
dans C-ev.
On considére m = 0 et n = 1 et le foncteur

{Vr—>V*
D: .
f— f.

Le foncteur D est holomorphe puisque f +— ¢ f est linéaire donc holomorphe.
On considére m = 1 et n = 0 et le foncteur

{V|—>)\€(V)
At
fr—fA-NF.

Le foncteur A est holomorphe puisque f +— fA...Af est la composée de I’application linéaire (donc holomorphe)
f=(f,...,f) avec l'application multilinéaire (donc holomorphe) (f1,..., fe) — (fi A+ A fo).
On considére m =1 et n = 1 et le foncteur

- .{(V,W)r—>HomC(W,V)
| (fg) —— (e fouog).

Le foncteur Hom est holomorphe puisque (f, g) — (u — f owo g) est bilinéaire donc holomorphe.
On considére n = 0 et le foncteur

{(Vlv'”avm) ’—’VIQB@Vm
Somd:
(flv---afm) — (fl@"'@fm)-

Le foncteur Somd est holomorphe puisque (f1,..., fm)+— (f1 ® -+ ® fi) est linéaire donc holomorphe.
On considére n = 0 et, pour j € [1, m], le foncteur j¢ projection

) {(Vl,...,Vm)r—>Vj
j' (fla"'afm) '—>(fj)

Le foncteur P; est holomorphe puisque (fi,..., fm) — f; est linéaire donc holomorphe.
On considére n = 0 et le foncteur

{(Vla---avm)'—)vl®"'®vm
Tens:
(fla---afm) [ (fl@@fm)

Le foncteur Tens est holomorphe puisque (f1,..., fm) — (f1 ® -+ ® fn) est multilinéaire donc holomorphe.
On considére m = 1,n =0 (ou m = 0,n = 1) et Vo un C-espace vectoriel de dimension finie. Le foncteur

constant
Vi—Vy
CM -

fr—idy,
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est holomorphe puisque l'application f — idy, est constante.
On passe a présent aux foncteurs de Iso(C,, ,,) dans C-ev.
On considére m = 1 et n = 0 et le foncteur

— d
Ead: {V End¢(V)
fr— (e fouo £,

Le foncteur End est holomorphe puisque f +— (u +— fowuo f~!) est la composée de I'application holomorphe
f = (f, f~1) avec I'application bilinéaire (donc holomorphe) (f,g) + (u+ fowuog).
On considére le foncteur

{V — VO™ @ (V*)2n
T = e (e

Le foncteur T,, ., est holomorphe puisque f — (f®" ® (t f~H®") est la composée de Iapplication holomorphe
f= (oo f, 5 F 7Y 000 P 7Y avee Papplication multilinéaire (f1, ..., fign) — (f1 @+ @ foin)- L]

La proposition qui suit donne une méthode de construction de fibrés vectoriels. A partir d’'un foncteur
holomorphe de Iso(C,, ) dans C-ev et de m + n fibrés vectoriels, on construit un nouveau fibré vectoriel.
En fait, on peut se restreindre effectivement aux foncteurs de Iso(C,, ) dans C-ev et donc ne pas considérer
seulement des foncteurs holomorphes de C,, , dans C-ev car les trivialisations des fibrés vectoriels ne font
intervenir que des applications linéaires bijectives (les @).

Proposition 1.186 — Fibré et multifoncteur. Soient T : Iso(C,, ) — C-ev un foncteur holomorphe et (M, 27)
une prévariété holomorphe. Pour ¢ € [1, m + n], on considére un fibré vectoriel ¢; au-dessus de M d’espace
total E;. On note E = (E1,...,Epnim), ¢ = (¢1,---s@m+n) et, pour € M, E; = (E1)s,- .., (Emin)z). On
définit alors I’ensemble

T(E) - T(Ela .- 'aEern) = I_l (T((El)za sy (Eern)x)) - |_| T(Ex)

reM zEM
(@ ( ) T(E1,...,Emntn) — M
et lapplication T(q) = T(q1,--,Gm+n):
Y € T((El)x, RN (Em-i-n);c) — x.

Pour tout ¢ € [1, m + n], on considére Y; = (U,F;, ;) une carte trivialisante pour ¢;. On note alors
© = (@1, ©m+n) et on définit Papplication

T {T(Q)I(U) — UXT(Fla"'aFern)
. RS T(El) [ (Ia (T(pQ OPlgy-++yP20 Pmy, (p2 © Spm+1g;)_17 -..yP20 @m-}-nx)_l)(y))

et on note T(Uy, ..., Unyn) = (U, T(F1,....Fryn), T(9)). o

Pour i € [1, m + n], on considére une famille .%; = (U2, = (U, FL, ¢%))aca de cartes trivialisantes pour
¢i- On note .# = (F1, ..., Fmin). Si (Uy)aca est un recouvrement (ouvert) de M, il existe sur T(E) un unique
atlas Z tel que T(q) soit un fibré vectoriel holomorphe et T(8L, ... U™ soit une carte trivialisante pour
T(q) pour tout o € A.

Soit, pour ¢ € [1, n], une famille #] = (11}3 = (Ug,F%,(p%))geB de cartes trivialisantes pour ¢;. On note
F' = (F,...,F)1n) Si(Ug)ge est un recouvrement (ouvert) de M, alors B = Bz.

Enfin, pour tout famille (4; = (U,Fi,;))icf1,m4n] o0 &; est une carte trivialisante pour ¢;, la carte
T(Us, ..., y) est trivialisante pour T(g).

Preuve. On commence par montrer que T(q) est bien définie. Pour x € M, on considére I'application ¢, :
T(E,) — M constante égale a x. L’application T(¢q) n’est autre que l’application obtenue par la propriété uni-
verselle de la réunion disjointe d’ensembles.

Montrons que T(¢) est bien définie. On commence par remarquer que, grace a la remarque 1.142, il existe bien
des ouverts de M au-dessus desquels tous les ¢; sont simultanément trivialisables. Par ailleurs, pouri € [1, m+n]
et z € U, Papplication ps o (¢;). est un bijection linéaire de (E;), sur F;. Ainsi, on obtient, par fonctorialité,
une bijection linéaire

0p = T(p2 o ((Pl)x; ---y P20 ((Pm)x; (p2 o (‘Pm+1)m)_1a B (p2 o ((Pm+n)m)_1) : T(Ea) - T(Fla vy Fongn) -
La structure naturelle d’espace vectoriel sur {z} x T(F) donne une bijection linéaire
{T(Ez) — {z} x T(F1,...,Fmin)
y o (2,0:(y)) = (T(9)(y), 62 (y)) -
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Comme  (T(q))"}(U) = L] (T(E)) et U T(Fs oo Fona) = L (o} % T Fnn),

on en déduit que T(p) = || Yu, proT(p)=T

2€U D) 2g)-1v)

et que 'application induite par T(p) entre T(E;) et {z} x T(F1,...,Fm4n) n’est autre que la bijection C-linéaire
Og.

Pour montrer que T(q) est un fibré vectoriel, on va utiliser la proposition 1.182 (qui a été mise en avant
dans ce but). Remarquons que, grace a la remarque 1.142, de telles familles .%; existent : tout point de M
admet un voisinage ouvert trivialisant tous les ¢; simultanément. Par ailleurs, pour tout x € M, ’ensemble
T(q)"*(z) = T(E;) est muni d'une structure de C-espace vectoriel. Comme précédemment, pour o € A, on note

Vo = (pL,...,0m*"). On a alors p; o T(¢s) =T et, pour tout z € U,, 'application T (g, ). est
C-linéaire et bijective.
Soient «, 5 € A. Il reste & montrer que I’application
5 {Ua NUs — Homg(T(F,, ..., T(F*), T(Fp,...,.Fgt™))
Ba

(9D} pg)-1 v

x> (p2oT(pp),) o (p20T(Pa),) "

est holomorphe. Or, par définition de T(p,) et T(¢s), on a

—1 m—+n

P20 T(a)y = T(P20 (#8)zs - P20 (P8 )as (P20 (P T)2) ™ ooy (P2 o (7)) ™).

On obtient donc
dpa (@) = T(((p2 0 (Ph)z) © (P2 0 (P4)2) ™ Digi<m, (P2 0 (¥h)z) © (P2 0 (¢h)2) ™ m+i<i<m+n)

L’application dg, est donc la composée de 'application

m . X m+n X X
UaNUg — [] Isome(Fy,,Fy) x [ Isomc(Fj, Fy,)
i=1 i=m+1

= (((p2 0 (¥5)z) 0 (P2 0 (¥4)a) ™ i<icms (P2 0 (94)2) © (P2 0 (Ph)2) ™ m+i<i<mtn)
qui est holomorphe (voir les exemples 1.173 et 1.103) avec 'application

m ) . m+n . .
[1 Isomc(F,, Fy) x  [[ Tsome(Fj, F) — Home(T(F,

(03

- 7'"’Fngn)’T(Fé?""FglJrn))

i=1 i=m+1

(fl’ .- 'afWLaferla .. ~7fm+n) — T(fla .- '7anafm+1a .- 'afern)

qui est holomorphe par hypothése. Elle est donc holomorphe et la proposition 1.182 donne le résultat souhaité.

Si #’ est une autre famille, en considérant 4, = %, U # et 4 = (%,...,%mn+n), o0 obtient un atlas
P tel que T(q) soit un fibré vectoriel holomorphe, T(4L, ... U™F") soit une carte trivialisante de T(g) pour
tout o € A et T(ilé, ... ,ug””) soit une carte trivialisante de T(g) pour tout 8 € B. Par unicité, on obtient
Bz =By = B

Enfin, quitte & rajouter 4; a la famille .%; pour tout i € [1, m + n], on peut considérer que {; € .%;. Ainsi
T(Uy,...,4,1y) est un bien carte trivialisante pour T(q). L]

La remarque 1.184 montre que la proposition 1.186 s’applique aussi pour les foncteurs holomorphes de
Cin,n dans C-ev. Par ailleurs l'application suivante explicite la proposition 1.186 correspondant aux foncteurs
holomorphes de ’exemple 1.185.

Application 1.187 — Fibré vectoriel et foncteur. On reprend les notations de I'exemple 1.185.

Grace au foncteur D, on peut construire, a partir d’un fibré vectoriel p d’espace total E, un nouveau fibré
vectoriel p* dont on note E* 'espace total et dont les fibres sont les duaux des fibres de p. On dit que p* est le
dual de p.

Grace au foncteur AY, on peut construire, a partir d’un fibré vectoriel p d’espace total E, un nouveau fibré
vectoriel A*(p) dont on note A*(E) I'espace total et dont les fibres sont les puissances extérieures £° des fibres
de p. On dit que p* est la £¢ puissance extérieure de p.

Grace au foncteur Hom, on peut construire, & partir de deux fibrés vectoriels p, p’ d’espace total respectif E
et E', un nouveau fibré vectoriel Hom(p, p’) dont on note Hom(E, E’) I’espace total et dont les fibres sont les
Homg (E;, E';). On dit que Hom(p,p') est le fibré des homomorphismes de p dans p'.

Grace au foncteur Somd, on peut construire, & partir d’une famille (g1, ..., ¢n) de fibrés vectoriels d’espace
total respectif E;, un nouveau fibré vectoriel ¢; & - - - ® ¢q,,, dont on note E; & ... ® E,, 'espace total et dont les
fibres sont les (E1), @ -+ @ (Em)z. On dit que ¢1 & - - - @ g, est le fibré somme directe des ;.

Grace au foncteur P, on peut construire, a partir d’une famille (g1, ..., ¢») de fibrés vectoriels au-dessus de
M, un nouveau fibré vectoriel P;(qi,. .., ¢m). Les domaines des trivialisations (U, F, ¢) de g; telle que U soit un
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ouvert trivialisant pour tous les g forment un recouvrement de M (remarque 1.142). La proposition 1.182 et la
construction de P;(¢1, ..., ¢mn) montrent alors que P;(q1,...,qm) est en fait g;.

Gréace au foncteur Tens, on peut construire, & partir d’une famille (g1, ..., ¢y,) de fibrés vectoriels d’espace
total respectif E;, un nouveau fibré vectoriel ¢; ® - - - ® ¢,,, dont on note E; ® ... ® E,,, I'espace total et dont les
fibres sont les (E1); ® -+ ® (Ep,)z. On dit que ¢1 ® ... ® ¢, est le produit tensoriel des g;.

Gréace au foncteur End, on peut construire, & partir d’un fibré vectoriel p d’espace total E, un nouveau fibré
vectoriel End(p) dont on note End(E) 'espace total et dont les fibres sont les endomorphismes de fibres de p.
On dit que End(p) est le fibré des endomorphismes de p.

Grace au foncteur T, ,,, on peut construire, & partir d’un fibré vectoriel p d’espace total E, un nouveau fibré
vectoriel Ty, »,(p) dont on note T,, ,(E) 'espace total et dont les fibres sont les (E;)®™ @ (E,*)®". On dit que
Ty n(p) est le fibré des (m,n)-tenseurs de p. L]

Application 1.188 — Foncteur constant et fibré trivial. Soient M une prévariété holomorphe, F un C-espace
vectoriel de dimension finie et cp le foncteur holomorphe constant associé a F (voir 'exemple 1.185). Montrons
que pour tout fibré vectoriel ¢ : E — M au-dessus de M, I'application

IIF — MxF
S reM

feer(@)e — (2, f).

est un isomorphisme de fibrés vectoriels entre cp(q) et Trivyy.
Par construction de cp(q), espace total de cp(q) est donné par
L] F.
rzeM

La premiére composante de 0 n’est autre que cp(q). Ainsi p; 0d = cp(q). Par ailleurs, Iapplication induite par &
entre cp(q), et (Trivyy), = {z} x F est linéaire est linéaire (par construction de la structure d’espace vectoriel
sur {z} x F). Montrons que ¢ est un biholomorphisme. Il est clair que § est bijective. Par ailleurs, si (U, G, ¢)
est une carte trivialisante pour ¢ alors la trivialisation cp(¢) de cp(g) au-dessus de U est donnée par

c .{@(qw(U)HUxF
T fer@e — (@ f).

Cette application n’est autre que Iapplication induite par § entre cp(q)~!(U) et U x F. Ainsi lapplication §
induit un biholomorphisme entre cr(q)~*(U) et U x F pour tout ouvert U trivialisant pour ¢. L’exemple 1.115
montre que § est un biholomorphisme. La remarque 1.168 permet alors de conclure. u

Dans la proposition qui suit, on démontre la fonctorialité de la construction de la proposition 1.186.

Proposition 1.189 — Fibré et multifoncteur 2.  Soient & l'une des deux catégories Cy, p, ou Iso(Cyy ),
T : 9 — C-ev un foncteur holomorphe et (M, o) une prévariété holomorphe.

Pour i € [1, m+n], on considére ¢} et g5 deux fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M d’espace total
respectif B¢ et Ei. Pour i € [1, m], on consideére f; € Hom™ (¢, ¢4) et pour i € [m+ 1, m +n], on considére
fi € HomM (g%, q}). Si 2 = Iso(Cyy,n), on suppose de plus que (f;), est une bijection pour tout z € M et tout
iel,m+n].

Onpose E; = (E},...,El"""), Ey = (B, .. .,ED™) g1 = (¢f,...,q]" ™) et g2 = (g3, ..., ¢5"™™) et on définit
I’application

T(E:) — T(Eq)
Yy € T(E1)e — T((f1)as > (fn)as (Fma1)zs - -+ (Fntn)z) (¥)

OnaT(fi,.., fmin) € Hom™(T(q1), T(g2)), 4

Pour i € [1, m], on considére ¢ un fibré vectoriel holomorphe de base M et d’espace total E} et f/ €
Hom (g4, ¢%). Pour i € [m + 1, m + n], on considére ¢ un fibré vectoriel holomorphe de base M et d’espace
total E et f/ € Hom(q}, ¢4). Si 2 = Iso(C,y,.), on suppose de plus que (f/), est une bijection pour tout z € M
et tout i € [1, m +n]. On a alors

T(f{vafrln-i-n) OT(fla"-afm-i-n) = T(f{ Of17f»,lnofm;fm+1 Of;n+17"'7fm+n Ofrln+n)

T(f17"'7fm+n): {

ot T(idfﬁ’ .. >idq1"+") =idr(g) -

Preuve. Montrons que T(f1,..., fm+n) est bien définie. Pour tout ¢ € [1, m] et tout € M, Papplication
(fi)s : BY, — E%_ est C-linéaire (resp. bijective linéaire si 2 = Is0(C,y,,n)) et pour i € [m+1, m+n] et z € M,



82 CHAPITRE 1 — RAPPEL SUR LES VARIETES HOLOMORPHES 1.5.5

application (f;), : E5 — E?_ est C-linéaire (resp. bijective linéaire si 2 = Iso(C,,,,)). Par fonctorialité, on
obtient une application linéaire

T((f1)as -+ (Ftn)a) : T(EDas - (BT )a) = T((ES), -, (BFT)a).
T(

Or, par construction de T(E;) et T(Ez), on a T((E}), ..., (E;n"’”) ) =T(E;)s pour j € {1,2}. Comme
E

U T(Er)e =T(E1) et | T(Es)s = T(E2),
z€M zeM
Papplication |€_|MT((f1)z, cois (fntn)z) |€_|MT(E1)x — |€_|M'l’(E2)z

est une application de T(E;) dans T(E3) qui est en fait application T(f1,..., fintn)- Ainsi T(f1,..., frtn)
est bien définie. De plus, par définition, on a T(g2) o T(f1,..., fm+n) = T(q1) et Papplication T(f1,..., fintn)z
n’est autre que l'application C-linéaire T((f1)z, .-, (fmtn)z)-

Montrons que T(f1, ..., fm+n) est holomorphe. On utilise pour cela la proposition 1.172. On considére, pour
i € [1,m+n], une famille (&, = (Uy, FL, 0% ))aca (tesp. (U = (Uy, F2 ¢%))aea) de cartes trivialisantes
pour ¢i (resp. ¢3) dont les domaines recouvrent M (voir la remarque 1.142 pour I'existence de telles familles). La
proposition 1.186 montre que (T(&4L,... UT ™)) ca (vesp. (T(UL, ... U™ T))cn) est une famille de cartes
trivialisantes pour T(g1) (resp. T(g2)) dont les domaines recouvrent M.

m—+n m-+n

Pour a € A, on pose ¢o = (oL, ..., ) et ¢/ = (k... Q"
Ua — Homg(T(EL, .. . Fmn) T(F/L, ... Fimtn))
P

v (p20oT(w4)z) o T(f1,--, fnin)z 0 (P20 T(‘Pa)x)il
Or, pour tout z € U,, on a, par définition de T(p,) et T(pl,) (voir la proposition 1.186),

). Il s’agit de montrer que 'application

P20 T(pa)z = T((p2 0 (¥})2)1<i<cm, (P2 © (94)2) ™ mr1<i<min)

et P20 T(¢})e = T((p2 © (£0)z)1<i<m, (P2 © (¥0)e) ™ m+1<i<mtn) -
On en déduit que
(p2°T(90Ia)x)OT(fla-'-afern)zO(p2OT(SDa)z)_1 =
T(((p2 0 ¢arz) © (fi)a © (P2 0 04 ,) ™ Higicms (P2 0 ¥h,) © (fi)e © (P20 04,) ™ mt1<i<mrn) -
Le cas 9 = C,;, . On déduit de 1’égalité précédente que 'application 1) est la composée de 'application
Vo — {1 Home(Pé. P2 % TT Home(r o)
i= i=m+

z — (((p2o@it,) o (fi)e o (P20 @he) Dicicm: (P20 @h,) 0 (fi)z 0 (P20 @h ) mii<i<min)

qui, d’apreés la proposition 1.172 et 'exemple 1.103, est holomorphe avec 'application

m . X m—+n X X
- _1:[1 Homg (F%,, F7) x .7H+1 Homg (F/, F%) — Homg(T(FL, ... Fmtn) T(FL, ... Fimtn))
(Uty.e s Umpn) — T(u1,..., Umin)

qui est holomorphe par hypothése. On en déduit que ’application 1 est holomorphe. La proposition 1.172
montre alors que T(f1, ..., fmin) € Hom™(T(q1), T(g2))-

Le cas 2 = 1s0(C,y, ). Comme, pour i € [1, m], application (f;), est une bijection linéaire, 'application
z — (paoglt )o(fi)zo(p2ogl, )t est en fait a valeurs dans Isomc (FY,, F/2). La proposition 1.159 et 'exemple 1.99
montrent alors que 'application

{Ua — Isomg (F?, Fl)
1

z — (p2oy,) o (fi)so (P20 0h,)”
est holomorphe. De méme, pour i € [m + 1, m + n], on obtient 'holomorphie de lapplication
{Ua — Isomc (F%,FY)
z — (p2owh,) o (fi)eo(p2oyh,)™ .

L’exemple 1.103 montre alors que I'application

m . . m+n o
Uy — [] Isomc(F?,,F2) x [ Isomc(FZ,F%)
i=1 i=m+1

z — ((p2o@lt,) o (fi)ao (P20 wh,) Nici<m, (P20 @h,) o (fi)e o (P20 @R ,)  ms1<i<mtn)
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est holomorphe. Par composition avec ’application holomorphe

m . X m+n ) )
[1 Isome(F%, Fli) x [ Isome(FZ,F:) — Homg(T(FL,.. . Fotn), T(FL, ... Fimtn))
T: { i=1 i=m+1
(U1, Umtn) — T(u1, .« Umtn)

on obtient I’holomorphie de 1. La proposition 1.172 montre alors que T(f1, ..., fmin) € Hom™(T(q1), T(¢2)).
Soient e € T(E;) et = T(q1)(e ) On pose f = (f1,..., fmtn) €t f' = (f1,-. -, frnin)- On a alors T(f)(e) =
T(f)u(e) = T((f1)as - -+ (fmtn)a)(e) € T(E2)s, dot

T()(T(f)(e)) DN T((f1)zs - (fman)z)(€) = T((fzs - s (Fngn)a) © T((f1)as - -+ (fmtn)a)(e)
Da o (f1)ay s (fin)z (fm)xa(ferl)zO(f;nJrl)xa--'a(fern)xO(franrn)z)(e)

(
T(f
T((f
T(fie
T(f

= 1 f1,~-~;f/ Of?ﬂaferloferla"'vferno )z (€)
= 10 f1sesfm Ofm7fm+1Ofm+1a---afm+n° ;n+n)(e)'
On obtient ainsi T(f’) o T(f) = T(f{ o fi,---s fh © fims fmt1 0 flug1s- -+ fngn © fipyn)- De plus, on a
T(idgs, ..., id m+n)( T(idgs, - - ,idq;wn)x(e) = T(id(g1), - ,id(E1n+7L)w)(€) = idp(g,),(e) = e
et donc T(idg1, . .. ,ldq1n+7t) = idp(q,)- n

La remarque qui suit résume les propositions 1.186 et 1.189 en utilisant le langage des catégories.

Remarque 1.190 — Fonctorialité. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe, p,p’ deux fibrés vectoriels au-
dessusde M et f € HomM (p,p’). D’apreés la remarque 1.168, f est un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus
de M si et seulement si f, est bijective pour tout = € M.

On note Fibym(Cyr, ) = (Fibm)™ x (Fibp®)" et Fibym(Iso(Coy,pn)) = Iso((Fibm)™ x (Fibyv™P)™). Les
propositions 1.186 et 1.189 se résument ainsi. Soient 2 'une des deux catégories C,, n ou Iso(Cy, ) et T :
2 — C-ev est un foncteur holomorphe alors on a un foncteur

Fiby(2) — Fiby

T (p17---apm+n) — T(pla---apm+n)
(flv---afm-i-n) — T(flv'--afm-i-n)-

Finalement, on a pu étendre le foncteur T aux fibrés vectoriels au-dessus de n’importe quelle base alors qu’il
n’était défini que sur les fibrés vectoriels au-dessus des prévariétés réduites & un point (voir les exemples 1.143

et 1.151) et illustrer une nouvelle fois le précepte « les fibrés vectoriels généralisent la notion d’espaces vectoriels ».
m

Application 1.191 — Foncteur holomorphe et fibré trivial. Soient 2 'une des deux catégories C,,, ou
Iso(Cpyn), T : 2 —C-ev un foncteur holomorphe, (M, o) une prévariété holomorphe et Fq,...,Fy, 4, des
C-espaces vectoriels de dimension finie.

Pour x e Met i€ [1, m+n], on note f;, la bijection linéaire canonique f — (z, f) de F; dans {z} x F;.
Montrons que 'application

5. { T(Trivg,[l, . ,Trivi/[’”*") — TrivE/I(Fl"”’F’”")
ye T({I} xFp,..., {I} X Fm—i—n) — (x7 T(fl,m; s afm,;m (f'rrL+1,m)_17 s (fm—i—n,m)_l)(y))

est un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes.
On considére ¢ un fibré vectoriel au-dessus de M. Pour i € [1, m + n ], on note ¢; I"isomorphisme de fibrés
vectoriels entre cr, (¢) et Trivi; donné dans application 1.188. Par fonctorialité (proposition 1.189), on obtient

un isomorphisme T(d1, ..., 0min) entre T(cr, (q), ..., cF,,,,(q)) et T(Trivg,[l, . ,Trivi/["”*”).
Par ailleurs, le composé du foncteur

(CFI) LR cF7n+n): {

avec le foncteur holomorphe T n’est autre que le foncteur cpp,

Vi (i, Fruen)
f E— (1dF1’)1dF

min)

o Frngn)- On en déduit que

T(er, (), -+ i (@) = CT(Fy . Frngn) ()-
En appliquant une nouvelle fois 'application 1.188, on obtient le résultat souhaité. u
On s’intéresse maintenant aux transformations naturelles entre deux foncteurs holomorphes. On montre dans

la proposition qui suit qu’on peut étendre une transformation naturelle entre deux foncteurs holomorphes en
une transformation naturelle entre les foncteurs étendus suivant la méthode de la proposition 1.189.
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Proposition 1.192 — Fibré et multifoncteur 3. Soient 2 l'une des deux catégories C,, n, ou Iso(Cyy,.p),
T: 9 —C-evet T': 2 — C-ev deux foncteurs holomorphes, 7 : T — T’ une transformation naturelle et (M, <)
une prévariété holomorphe.

Pour i € [1, m +n], on considére ¢} un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total E{ et on
pose E; = (El,...,El"™) et 1 = (¢f,...,¢"™™). On définit

{ T(E) — T(B)
.
"\ € T®)e = TUED e (B )0) e 7y gy () € T (BN (BF ™))

On a 7, € Hom™(T(q1), T (q1))- _ _

Pour i € [1, m], on considére ¢} un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total EY et f; €
HomM(q{, q%) (si 2 =1Is0(C,p ), on suppose de plus que (f;). est bijective pour tout z € M) et pour i € [m +
1, m+n], on considére ¢} un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total E¢ et f; € HomM(qé, q)
(st 2 =1s0(Cyy.,n), on suppose de plus que (f;), est bijective pour tout x € M). On pose f = (f1,..., fm+n) €t
g2 = (gd,...,q"™). On a alors T'(f) o 7y, = 74, © T(f)-

Soient T” : 2 — C-ev un foncteur holomorphe. On considére une transformation naturelle 8 : T — T”. On
a alors g, 07y, = (B07T)g,. SiT=T et 7 =idr alors 7, =1id,,.

Preuve. Montrons que 7,, est bien définie. Comme

T(E,) = |€_|MT((E%)x,--.,(E’1”+")x) et T'(Ey) = IglMT'((E%)x,-u,(ET*")x),

on a T = T, , .
o= U mey,,..@rm,
xeM

De plus, par construction, on a T'(¢g1) o 7, = T(q1) et (7q)a = T(ED),...,(EP ™), €St C-linéaire. Montrons
que 74, est holomorphe. On utilise pour cela la proposition 1.172. On considére, pour ¢ € [1, m + n], une
famille (U, = (Uy, F, ¢! ))aca de cartes trivialisantes pour g; dont les domaines recouvrent M (voir la re-
marque 1.142 pour 'existence de telles familles). La proposition 1.186 montre que (T(&4L, ..., U™F™)) ca (resp.
(T/(UL, ..., UmF7)) e a) est une famille de cartes trivialisantes pour T(q1) (resp. T’(q1)) dont les domaines
recouvrent M.

m—+n

Pour « € A, on pose ¢, = (L, ..., ). Pour tout & € U,, on a, par définition de T(pq) et T'(pq),

P20 T(@a)z = T((p2 0 (¥4)2)1<i<m, (P2 © (94)2) ™ mr1<i<min)

et P20 T (Pa)e = T'((p2 © (¥4)a)1<i<m, (P2 © (94)2) ™ )mt1<i<men) -

On en déduit que

(P20 T'(¢a)z) © (71 )a © (P20 T(pa)a) " = (P2 0 T'(pa)z) (T((EDE,‘,‘,(ET*”)Q:)) o(p20T(pa)s) ™" = TFL,..,Fm+n
Ainsi, I'application

By THFL L FT)
1

{Ua — Homg(T(FL,.
z — (p20o T (Pa)z) © (Tq)z © (P2 0 T(¥a)z)”

est constante donc holomorphe. La proposition 1.172 (4i) montre alors que 7,, € Hom™ (T(q1), T'(¢1))-
Soient e € T(Eq) et x = T(¢1)(e). Comme T(f)(e) = T(f)z(e) = T((f1)a)- -+ (fmtn)z)(e) € Eay, (74,)z(e) €
T'(Ev)s (Ta)e = (g, @y, (Ta)e = @y, @p.,) et

T(EYa B0ty © T((1)as s (fmgn)a) = T((f1)as - s (Fman)a) © 7wy, o mren,) »
on obtient
Tg2 © T(f)(€) = (742)z © T(f)a(€) = T'(f)z 0 (141 )a(e) = T'(f) 0 74, ().
Ainsi 74, o T(f) = T'(f) o 74,. Par ailleurs, on a
Bar © 701 (€) = By(mr),.,....(87+7),) © T(@)a o (877, (€) = (BOT)(qmty,mptn),) (€) = (BoT)q ()

On obtient donc 3y, o7, = (B0 7)g . De plus, comme 7g,, = idg,,, on obtient

Tq (€) = T((E%)””’(Elnﬂ)x)(e) = e = idp(g,)(e).
On en déduit que 74, = idyp(y,)- L]

La remarque qui suit résume la proposition 1.192 en utilisant le langage des catégories.
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Remarque 1.193 — Fonctorialité et transformation naturelle. Soient Z 'une des deux catégories C,, ,, ou
Iso(Cyp,n). On note Fonc(Z,C-ev) la catégorie des foncteurs de 2 dans C-ev, Holo(Z2,C-ev) la sous-catégorie
pleine des foncteurs holomorphes et Fonc(Fibym(2), Fibm) la catégorie des foncteurs de Fiba(Z) dans Fiby.
On a un foncteur

Holo(2,C-ev) — Fonc(Fibm(2), Fibwm)
T — T

T = T.

En particulier, en reprenant les notations de la proposition 1.192, on obtient que si 7 : T — T’ est un isomor-
phisme de foncteurs alors 7,4, est un isomorphisme de fibrés vectoriels au-dessus de M. u

Exemple 1.194 — Fibré somme directe. Soient m € Net j € [1, m]. On considére les foncteurs holomorphes
Somd : C-ev™ — C-ev et P; : C-ev™ — C-ev (voir 'exemple 1.185). On a alors les transformations naturelles

ij : P; — Somd et r; : Somd — P; donnée, pour tous espaces vectoriels Vy,...,V,, de dimension finie, par
Vi — Vi®--- 0V, Vio---&V,, —V;

ij(Vl,...,Vm): { et rj(Vl,...,Vm): {

v; — (0,...,0,v;,0,...,0) (V1,0 Um) 5.
Soient (M, /) une prévariété holomorphe et ¢i,..., ¢y, des fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M
dont les espaces totaux respectifs sont Eq,...,E;,. On note ¢ & - -+ ® ¢, le fibré somme directe des ¢; (voir

Papplication 1.187) et T(E) son espace total.

Pour j € [1, m], la proposition 1.192 appliquée aux deux transformations naturelles i, : P; — Somd et
r; : Somd — P; permet de définir deux morphismes de fibrés vectoriels i; € HomM (G, 1 @& B qm) et 1 €

M1 @ - ® gm, q;) donnés par
. E;  — T(E) T(E) . E,
7 \ej €(E))a — (0,...,0,¢;,0,...,0) € T(E), " ers. .. em) €T(E)y — ¢ € (B))s .

Hom

Montrons que (g1 B+ @ @myi1y- -« 0m, 71, - - - T'm) est la somme directe des ¢; dans la catégorie pré-2 (M, C)-
linéaire Fibyg. Soient e € T(E) et . = (q1 @ -+ D gm)(e). On a

(il ory+--+imo Tm)(e) = ((Zl)ac © (rl)x +o 4+ (Zm)a © (rm)x)(e) =€,
et donc i1 071 4 -+ 4 i 0 Ty = idgy @ @g,, - Solent j,k € [1, m] avec j # k, e € E;j et x = gj(e). On a

(rjoiz)(e) = ((rj)e o (i)z)(e) =€ et (rgoiz)(e) = ((r&)a o (i)x)(e) =0,
et donc 7 0i; = idg, et rpod; = 0. Ainsi (q1 @ - @© @, 1, -+ %m, 1, - - - T'm) €st la somme directe des ¢; dans
FibM |

Application 1.195 — Catégorie 5# (M, C)-linéaire. Soit M une prévariété holomorphe. Montrons que la catégorie
Fibng est une catégorie 52 (M, C)-linéaire.

D’aprés la remarque 1.166 et 'exemple 1.194, il suffit de montrer que Fiby; admet un objet nul. Montrons
que p = Trivg/[ le fibré vectoriel trivial de fibre réduite a 0 est un objet nul dans Fiby;.

Soient p’ un fibré vectoriel au-dessus de M et f € Hom™ (p,p') et g€ HomM (p',p). Pour z € M, espace de
départ (resp. d’arrivée) de f, (de g,) est un espace vectoriel nul. On a donc f, = 0 et g, = 0. Ainsi, en reprenant
les notations de I'exemple 1.150, on a f = fJ et g = f%. On en déduit que Hom™ (p, p’) et Hom™ (p/, p) sont
réduits a des singletons et donc p est un objet nul. u

Application 1.196 — Section du fibré somme directe. Soient (M, o) une prévariété holomorphe et g1, ..., gm
des fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de M dont les espaces totaux respectifs sont Eq, ..., E;,. On note
g1 D ® qpm le fibré somme directe des ¢; (voir 'application 1.187) et T(E) son espace total.

On considére un ouvert U de M et, pour j € [1, m], une section s; de ¢; au-dessus de U. Montrons que

Papplication
U — T(E)
$1D- - DSm:
x — (s1(x),...,8m(x)).
est une section de ¢ ® - - D ¢y,

Pour j € [1, m], on considére les applications

i; € Hom™ ( Y@ @ gm )

définies dans I’exemple 1.194. La proposition 1.179 montre que i; 0s; € I'(q1 @ - - - ® gm, U). Alnsi

G 1B B am) et r; € Hom
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1108144 imos, €N @ ®qn,U).

Or,onai o8+ +6mosy =81® - DSy Ainsi $1D - B sy EN(1 D+ B G, U).
Réciproquement, si s € I'(q1 & - - - @ gm, U) alors rj o s € I'(¢;, U) pour tout j € [1, m] (proposition 1.179).
On reprend alors les notations de la proposition 1.179. Les relations 7; o i; = idy;, rj oix = 0si j # k et
1071 4 -+ iy 0Ty = idg, @..@q,, Mmontrent que les applications

Vi, Us o5 Vi, U

(81,...,sm) 11081+ " +6,08, =8D B Sm
Mg ® @ gm,U) —T(q1,U) & &T(gm, V)
et Yri,Us- s Vrm, U
s — (r108,...,7m08).

sont des isomorphismes 5 (U, C)-linéaire réciproques 'une de lautre.
Ainsi les morphismes de ' (M)-modules

(Yizs -5 Yim)  T(@) @ ©T(gm) —T(q1 &+ © qm)

et Yris - Yrm) D@1 @ -+ ® gm) — T(q1) & BT (gm) -

sont des isomorphismes réciproques 'un de l'autre. u

Proposition 1.197 — Fibré, foncteur et transformation quasi-naturelle. Soient 2 'une des deux catégories
Cmn ou Iso(Cpy ), T 1 2 —C-ev et TV : 7 —C-ev deux foncteurs holomorphes et (M, &) une prévariété
holomorphe.

On suppose que, pour toute famille (V1, ..., V,,1,) d’espaces vectoriels de dimension finie, on dispose d’une
application holomorphe

TVi,....Vign T(Vla cee aV’ern) *)T/(Vla cee ;Vern)

telle que pour toutes familles (Vi,..., Vyin), (Wi,..., Wy, t,) d’espaces vectoriels de dimension finie et pour
toutes familles (u1,. .., Um+n) d’applications linéaires avec u; : V; = W, pour 1 < i < m et u; : W; =V, pour
m+1<1i<m+n,on ait le diagramme commutatif suivant

Vm+n

T(Vi,. ., Vinin) T'(Vi,.. .y Vinin)

T(ulvagu'rn#»n)l/ lT/(ul,m,uern)

TWq,..., Wintn

T(W1, ..., Woin) T/ (Wi, ..., Wongn)

Pour i € [1, m +n], on considére ¢ un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total E{ et on
pose E; = (El,...,E""™) et 1 = (¢f,...,¢""™). On définit

T(E1) — T'(Ey)
qt m+n m+n
Oy € T(E)a = TUED s o, (BIF)) > e gy () € (B, (BFF),)

L’application 7,, est holomorphe et vérifie T'(g1) o 74, = T(q1).

Pour i € [1, m], on considére ¢¢ un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total Ef et f; €
HomM(qi, g%) (si 2 =1Is0(C,y »), on suppose de plus que (f;). est bijective pour tout z € M) et pour i € [m +
1, m+mn], on considére ¢¢ un fibré vectoriel holomorphe au-dessus de M d’espace total E? et f; € Hom™ (g3, ¢%)
(si @ = Iso(Cy, ), on suppose de plus que (f;), est bijective pour tout © € M). On pose f = (f1,..., fm+n) €t
g2 = (g3,...,qy"™). On a alors T'(f) o 74, = 74, o T(f).

Preuve. Montrons que 7,, est bien définie. Comme

T(E,) = IG_IMT((E%)x,--.,(ETJF")x) et T'(E1) = IG_IMT’((E%)x,-u,(EY””)x),

on a T = L 7me mny g .
n e (EDe (BT
De plus, par construction, on a T’(¢q1) o 74, = T(q1).
On considére, pour i € [1, m+n], une famille (Ui, = (U,, F%, ! ))aca de cartes trivialisantes pour ¢; dont
les domaines recouvrent M (voir la remarque 1.142 pour l'existence de telles familles). La proposition 1.186
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montre que (T(UL, ..., U7 7)) ea (vesp. (T/(UL, ..., UTT™))ca) est une famille de cartes trivialisantes pour
T(q1) (resp. T'(¢q1)) dont les domaines recouvrent M.

Pour o € A, on pose p, = (L, ..., oM ™). Pour raccourcir les notations, on pose ui = ps o (¢'), pour
L <i<metul = (pyo(p)s) ! pour m +1 < i < m + n. Par définition de T(p,) et T'(¢q) (voir la

proposition 1.186), on a
p20T(va)e = T(ug,. .., uf ™) et p2o T (pa)e = T'(ug, ..., u*").
Par ailleurs, on a le diagramme commutatif suivant :

T(pa) Tq
Up X T(F1, - Fogn) = T(q1) " (Ug) —> T (q1) "1 (Uy) Ua X T'(F1,...,Fpin)

Nl)l T’(‘Il)l /
idu,,

Uq Ua

T,(‘Pa)
_—

Pour (z,v) € Uy X T(F1,...,Fpin), le lemme 1.158 et les définitions de T (¢, ) et T'(p,) montrent que

T (¢a) 0 Tq, © T((pa)_l(x,v) = (7, (p2 0 T'(¢a)z) © (Tgy )z © (P2 © TI(SDa)x)_l(U))
= (2, T'(ul,...,u™*™) o (T(E1)1cicmin) © T(ul,...,umt™)~(v)
= (x7TF17'”1F7n+n (U))
1

Ainsi T (o) 0 Tq © T(pa =idu, X TF,,.. Frin

)"
est holomorphe (application 1.104). Comme T'(pqo) et T (cpa) ! sont des biholomorphismes, on en déduit
que 7, : p 1 (Ug) —p' " (Uy) est holomorphe. Or (p'~'(Uy))acn est un recouvrement ouvert de T'(E;) et
75" (Ua)) = p~'(Uq) est un ouvert de T(E;). La proposition 1.101 (vii) montre que 74, holomorphe.

Soient e € T(E1) et x = T(q1)(e). Comme T(f)(e) = T(f)z(e) = T((f1)as---» (fmtn)z)(e) € Eag, (14,)z(e) €
T'(Ev)e, (To)z = w1y, ... 2r+,) (Ta)z = TEy)

1)@y

B+, ©F

Ty

T(EYar B0ty © T((f1)as s (fmtn)a) = T((f1)as - s (Fman)a) © 7wy, w5

on obtient 72 © T(f)(€) = (74 )2 © T(f)a(e) = T'(f)z © (7q1)a(e) = T'(f) © 74, (¢) -
Ainsi 74, o T(f) = T'(f) 0 7y, u

FIBRE, FONCTEUR ET CHANGEMENT DE BASE

Dans les propositions 1.189 et 1.192, la prévariété de base de tous les fibrés entrant en jeu est fixée. Mais, on
a parfois besoin d’effectuer un changement de base. La situation est alors un peu plus complexe que celle décrite
dans les propositions 1.189 et 1.192. En effet, on a besoin d’assurer une propriété de bijectivité sur les applications
induites entre les fibres (au moins pour la partie contravariante) pour pouvoir obtenir des applications linéaires
dans le bon sens et ainsi construire I’application T(f1, ..., fmin). On obtient alors des résultats de fonctorialité
du méme type que ceux des propositions 1.189 et 1.192.

Proposition 1.198 — Fibré et multifoncteur 4. Soient & l'une des deux catégories C,, n, ou Iso(Cyy ),
T : 9 — C-ev un foncteur holomorphe et (My, &4 ), (Ms, 9%) deux prévariétés holomorphes et g : M — My une
application holomorphe.

Pour i € [1, m+n], on considére un fibré vectoriel ¢¢ au-dessus de M; d’espace total E¢, un fibré vectoriel
¢} au-dessus de My d’espace total E et f; € Hom?(qi, ¢3).

On suppose que (fi)s est bijective pour tout ¢ € [m+ 1, m +n] et tout x € My et si Z = Iso(C,y, ), o1
suppose en plus que (f;). est bijective pour tout ¢ € [1, m] et tout x € Mj.

Onpose E; = (E},...,El"""), Ey = (B, .. .,ED™), g1 = (¢f,...,q" ™) et g2 = (g3, ..., ¢5"™™) et on définit
I’application

T(E) — T(Eg)
y € T(E1)z — T((f1)zr- s (fn)a, (fs1)e) ™5 ((frngn)2) 1) (w)

On a T(fla s afm+n) € Homg(T(ql)a T(qQ))

Soient (M3, of3) une prévariété holomorphe et ¢’ : My — Mj une application holomorphe. Pour tout i €
[1, m+n], on considére un fibré vectoriel ¢§ au-dessus de Ms d’espace total E} et f/ € Hom?(q},q3). On
suppose que (f;), est bijective pour tout ¢ € [m + 1, m+n] et tout z € My et si Z = Iso(C,, ), on suppose
en plus que (f;), est bijective pour tout i € [1, m] et tout x € M.

T(fla"'afern): {
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On pose f = (fi,.-, fmn), [/ =(fl,-- s flugn) €t a3 = (q%,...,qg“r"). On a
T(f) o T(f) = T(f1 0 fis-- s fonym © fnsn) € Hom? *(T(q1), T(g3)).

De plus, si My = My, g = idwm,, g5 = qf et f; = id,; alors T(idq%, c gt = idr(g,)-
__ On considére un foncteur holomorphe T" :  — C-ev et une transformation naturelle 7 : T — T’. On a alors
T o7g =7g,0T.
Preuve. Montrons que T(f1,.- -, fm+tn) est bien définie. Pour tout ¢ € [1, m] et tout & € My, I'application
(fi)e + E1, —E5 () est C-linéaire (resp. bijective linéaire si & = Iso(Cp,,n)) et pour i € [m+ 1, m+n]
et © € My, lapplication ((f;)z)™" : B,y — E{, est une bijection linéaire. Par fonctorialité, on obtient une
application linéaire
-1 -1 m+n m+n

T((f1)zr > fm)as (fmr1)z ooy (fnan)e ) T((E%)aa ooy (BT * )a) = T((E%)g(m)’ s (B3 * )g(w)) :

Or, par construction de T(E;) et T(Ez), on a

T((ED)a, - (ET)2) = T(E1), et T((E%)g(m)v R (EgnJrn)g(I)) = T(E2)g) C T(Eg).
On a donc une famille d’applications

T((fl)za ceey (fm)ma (ferl)z_la ceey (fern)m_l) : T((E%)ra EEE) (E71n+n)m) HT(E2)

indexée par x € M;. Comme

I_l T(EI)CE = T(El) 5
reM;
la propriété universelle de la réunion disjointe fournit une application de T(E;) dans T(Ez2) qui n’est autre
que l'application T(f1,.- -y frntn). Ainsi T(f1, ..., fm_ﬂl) est bien définie. De plus, par définition, on a bien sir
T(q2) o T(f1,---, fintn) = go T(q1) et Papplication T(f1,..., fintn)z n'est autre que 'application C-linéaire

T((fl):cv T (fm):c_a(fm+1)x_1a T (fm+n)w_1)-

Mountrons que T(f1,. .., fm+tn) est holomorphe. On utilise pour cela la proposition 1.159. On considére, pour
i€ [1,m+n], une famille (U, = (Ua,Fl, 9%))aca (vesp. (U = (Us, F, 95))pen) de cartes trivialisantes
pour ¢i (resp. ¢5) dont les domaines recouvrent M; (resp. M) (voir la remarque 1.142 pour 'existence de telles
familles). La proposition 1.186 montre que (T(UL, ..., U7+ ")) ecn (resp. (T(ﬂ}j, . ,ilg”r"))geB) est une famille

de cartes trivialisantes pour T(q1) (resp. T(g2)) dont les domaines recouvrent My (resp. Ms).
m—+n

Pour « € A (resp. 8 € B), on pose ¢o = (¢L,..., T ") (resp. ©h = (gpé, PR )). Il s’agit de montrer
que 'application
{Ua Ng~'(Up) — Homg(T(Fy, ... Fotm), T(F, ..., FFt™)
T — (p2o T(@ﬁ)g(w)) oT(f1,..+s fmin)z o (P20 T(‘Pa)m)il

est holomorphe. Or, pour tout z € U, N g~ *(Ug), on a, par définition de T(p,) et T(pg),

P20 T(pa)z = T((p2 © (¥})2)1<i<m, (P2 © (94)2) ™ mr1<i<min)

et P20 T(95)g(x) = T((2 © (¥})g(a))1<i<m, (P2 © (Ph)g(x)) ™ m+i<i<mtn) -
On en déduit que
(P20 T(28)g()) © T(f1s-- s fman)e © (P20 T(pa)z) ™' =

T(((p2 0 ‘P%g(x)) o (fi)z o (P20 (¥4)z)"igicm, (P20 ¥h,) 0 (fi)m71 o(p2o @%g(l.))il)erl@éern) :

Le cas 9 = Cyy, . Pour (o, 3) € A x B, on pose Vo3 = Uy Ng~1(Ug). On déduit de I'égalité précédente que
1) est la composée des applications

m ) ) m+n . .
Vasg — 1 Homc(foaF%) x 1 HomC(FlﬁaF;)
5 i=1 i=m+1
z — (((p20 @%g(m)) 0 fiz 0 (P20 i) Di<i<ms (P20 ¢,) © fiz to(pao @igg(z))_l)m+1gi<m+n)
m S m4n - 1 1 m+n
o T il;ll Homg (Fg,, Fjz) x iz];[HHomC(F%,FfX) — Homg(T(FL,...F7+m) T(F},... , Fpt™)

(U1, Umgn) — T(u1, .y Umtn) -
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D’aprés la proposition 1.159, les m premiéres composantes de § sont holomorphes. Par ailleurs, comme, pour
i€[m+1, m+n], Papplication (f;), est une bijection linéaire, Papplication

v (p209h, ) 0 fiz © (P20 Pos) ™"
est en fait a valeurs dans Isomg (F?,, F’ﬁ) La proposition 1.159 et I’exemple 1.99 montrent alors que 'application
Vap — Tsome(F,, Fl)
v = (P20l )0 fiz o (P20 ¥4,
est holomorphe. Par composition avec ’application holomorphe
u € Tsome(F},, Fy) — u~" € Homg (F}, FY,)

(application 1.91), on obtient I’holomorphie de la ¢ composante de §. L’exemple 1.103 donne alors ’holomorphie
de 6. Comme l'application T est holomorphe, on en déduit, par composition, que 1 est holomorphe. Pour finir,
la proposition 1.159 montre que T(f1, ..., fmin) € Hom?(T(q1), T(g2)).

Le cas 2 = 1s0(C,y, ). Pour (o, 3) € A x B, on pose Vog = Uy N g~ 1(Ug). Comme, pour i € [1, m+n],
Papplication (f;), est une bijection linéaire, application

zr— (p2o¢p )0 fiz o (P20 ¢h,)”!
est en fait a valeurs dans Isomc(F?, F%) La proposition 1.159 et I’exemple 1.99 montrent alors que I'application
Vap — Tsome(F,, Fj)
v (p2ogh )0 fiz o (P209h,) !
est holomorphe. De plus, pour i € [m+ 1, m+ n], on obtient, par composition avec application holomorphe,
Tnv : u € Tsome(F},, F) — u~! € Tsome(Fj, F)
I’holomorphie de "application
Vap — Isome(F,, Fl)
S 1 . 3
Tr +— (p2 o (pgz) 1o fi:c o (pg o (pzﬁg(z)) 1
L’exemple 1.103 montre alors que ’application
m X . m—+n X X
Vag — [[ Isome(Fe,, Fj) x  [[ Isome(Fj, FY)
i=1 i=m+1
z — (((p20 @%g(z)) o fiz © (P20 ¢k ,) Dicicm (20 @h,) 0 fi, o (pao @%g(x))_l)mﬂgigmm)

est holomorphe. Par composition avec ’application holomorphe

m . . m+n . .
T il;ll Isomc (Fy,, Fjy) x iz];[ﬂlsomC(Fg,Fg) — Homg(T(FL, ... Fo+"), T(F},... . F3*™)
(U1, .-, Umn) — T(u1, ..oy Umtn)

on obtient I’holomorphie de 1. Pour finir, la proposition 1.159 donne T(f1, ..., fmin) € Hom?(T(q1), T(g2))-
Soient e € T(E1) et # = T(q1)(e). On pose f = (f1,..., fmtn) €t f/ = (fi,--., fiusn). On a alors

T(f)(e) - T(f)x(e) - T((fl)za cey (fm)za (ferl)xila sy (fern)xil)(e) € T(EQ)g(x) )
dou T(f)T(f)(€) = T(f)g(@) © T(fras- s Fmar e oo os Fngny )(e)
(

T(
T((f} gay1<icms (Flg@yDmtiicmin) © T((fiz)i<icm: (fis Dmri<icmin)(€)
T((f gy © fioh<icm: (fia "0 flyy Dmtr<icmin)(€)
= T((fi () © fiax)1<i<m: (fl g0y © fia) ™ Imt1<icmn)(€)
T(fi o froe s fingn © frman)a(e)
T(fio fiseeos Fugn © fman)(e) -
=T(f{ o fi,---, Jrin © fmgn). Par ailleurs, on a

T(idgs, - -- yidgmen)a(e) = T(id(gy), - - idgmeny )(e) = idrgm,), (e) = e
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et donc T(idq%, . ,idqlnﬂ) = idp(q,)-
Passons a I’étude de la transformation naturelle 7. Soient e € T(E1) et © = T(¢1)(e). Comme

T(f)(e) = T(f)x(e) = T((f1)$7 SRR (fm)ia (fm-l—l)x_l’ R (fm—i—n)x_l)(e) € EQg(a;) )

on a Tao © T(f)(€) = (Tg2)g(x) © T(f)ale)
= T(EL) ) (E )y 0y) © T((Fiz)1isms (Fin ™ mt1<i<men)(€)
= T'((fiz)i<icm: (fio” m+1<i<mtn) © T((E})z,...,(E]”")z)(e)
=T/(f)z 0 (14 )a(e) = T'(f) 0 (1,)(e) -
Ainsi 74, o T(f) = T/(f) o Ty u
La remarque qui suit résume la proposition 1.198 dans le langage des catégories.

Remarque 1.199 — Résumé catégorique.  Soient p (resp. p’,p”’) un fibré vectoriel de base M (resp. M’', M")
d’espace total E (resp. E',E”) et g : M — M’ (resp. ¢’ : M’ = M") une application holomorphe. On définit

Hombij ?(p,p’) = {f € Hom?(p,p’), Ve eM, f,€lsomc(Es,E'y)} -
Soient f € Hombij?(p,p’) et f' € Hombij g (', p"). Comme (f' o f)y = f'y(s) © fu, la proposition 1.164 montre
que [’ o f € Hombij 9’09 (p,p”). Par ailleurs, on a bien str idg € Hombij ™ (p, p).
Etant donné un (m + n)-uplet g1 = (qi,...,¢]"™™) de fibrés vectoriels au-dessus d’une méme base M, on
note base(q1) = M et E; l'espace total de ¢}. Si ¢1 = (qi,...,¢]"™™) est un (m + n)-uplet de fibrés vectoriels
au-dessus d’une méme base M et g2 = (g3, .., g5 ™™) un (m+n)-uplet de fibrés vectoriels au-dessus d'une méme
base M’, on définit

HOI’Dle (QI7q2):{(f17---afm+n7g)7 96%(M7MI)) VZE IIlam]L fleHomg(qiaQE%
Vie[l,n], fi;€Hombij?(¢"", ¢ ")}

et  Hombij'(q1,q2) = {(f1,- -+, fmin,9), ge A (MM), Vie[l,m+n], fie€Hombij’(qi,q¢)}.

Soient g3 un (m + n)-uplet de fibrés vectoriels au-dessus d’une méme base M”. D’aprés ce qui précede, la
composition composantes par composantes induit une application

{ Hombij (g1, g2) x Hombij (g2,q3) —— Hombij (¢1, ¢3)
o:
((fla---7fm+n7g)7(f{7""f'rln—i-nagl)) — (f{ Ofla"'afrln-l—nofm-i-nvglog)

et (idg,,...,idg,,,,,idpase(q,;)) € Hombij (g1, ¢1). De méme, la composition composantes par composantes induit
une application

{ Hombij (g1, g2) x Hombij (g2, ¢3) — Hombij'(q1,¢3)
((fla-”;fernvg)v(f{a"'v 'r/n—‘,-n)g/)) E— (f{ Ofla”'a T/n_‘_nofern,g/Og)

et (idEU EER idEm+n7 idbase(ql)) € Homle I(Qla QI)'

Les propriétés d’associativité et d’identité sont évidemment vérifiées. On peut ainsi définir une catégorie &
(resp. &) dont les objets sont les (m + n)-uplets de fibrés vectoriels au-dessus d’une méme base et dont les
morphismes entre les objets g1 et gz sont les éléments de Hombij (g1, g2) (resp. Hombij'(q1, q2)).

On reprend les notations des remarques 1.193 et on note Fonc(&, Fib) la catégorie des foncteurs de & dans
Fib (resp. Fonc(&”, Fib) la catégorie des foncteurs de &’ dans Fib).

La proposition 1.198 s’écrit alors de la fagon suivante. Soit T : C,,, , — C-ev un foncteur holomorphe. On a
les deux foncteurs

& — Fib Holo(C,y, 1, C-ev) — Fonc(&, Fib)
T: ¢ (p1,--yPmin) — T(@1,-- -, Pmtn) et T — T
(flv---afm-i-n) — T(fla---afm-i—n) T — (TQUidbase(ql))qlEOb(é") .

De méme, soit T : Iso(C,, ) — C-ev un foncteur holomorphe. On a les deux foncteurs

&’ — Fib Holo(Iso(C,y,,),C-ev) — Fonc(&”, Fib)
T: < (p1y--+yPmtn) — T(P1,. - Pmtn) et T — T
(fis- oy fmin) — T(f1, o, frntn) T (g1 idbase(qr)) g1 €Ob(&7) -

On généralise ainsi les propositions 1.189 et 1.192 avec en plus la possibilité de changer de base. u



1.6.1 CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES PREVARIETES HOLOMORPHES 91

1.6 CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES PREVARIETES HOLOMORPHES

Dans cette sous-section, on transfert le calcul différentiel holomorphe sur les prévariétés holomorphes. On
introduit la notion de vecteurs tangents, d’espace tangent & une prévariété, de différentielle d’une application...
Contrairement au cas des ouverts de C", ’'espace tangent n’est pas ’espace vectoriel (ou un sous-espace) ambiant
(puisqu’il n’y a pas forcément d’espace vectoriel ambiant). En fait, & chaque point x € M, on va associer un
ensemble de vecteurs tangents qui forme ’espace vectoriel tangent en x & M. Lorsqu’on regroupe tous ces espaces,
on obtient le fibré vectoriel tangent & M.

1.6.1 FIBRE TANGENT

ESPACE TANGENT

Proposition-Définition 1.200 — Espace tangent 1. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe et z € M. On
pose

T, (M) = Derc(s4, (M), Cy M)
le C-espace vectoriel des dérivations C-linéaires de 42, (M) dans C, v (voir la remarque 1.133 pour la définition
de C; ). On dit que T, (M) est ’espace tangent a M en .
Soient (M’, &7’) une prévariété holomorphe, f € 57 (M,C) et y = f(x) € M’. On pose
To(M) — Ty (M)
T.(f): .
D +—Dof:
On dit que T, (f) est la différentielle de f en .
Soient (M, o), (M',&") et (M",o/") trois prévariétés holomorphes, f : M—M' et g : M'—>M" deux
applications holomorphes et x € M. On a alors
Ty(idv) =idr,ary et Tpay(g) o Tu(f) = Talg o f). (3)

Soient (M, «7) et (M, /) deux prévariétés holomorphes, f : M — M’ un biholomorphisme. Alors T, (f) est
inversible et

Tm(f)_l :Tf(x)(f_l)' (4)
Soient (M, «7) un prévariété holomorphe, U un ouvert de M et € U. On note ¢ : U— M linclusion. Alors
Ty(2) : T4 (U) = Tz(M) est un isomorphisme.

Preuve. Montrons que T, (f) est bien définie. En appliquant la proposition 1.2 avec k = C, A = J,(M'),
B = (M) et ¢ = f, on obtient que I'application T, (f) est & valeurs dans 'ensemble des C-dérivations de
;(M') dans C muni de la structure 7, (M’)-module obtenu par restriction des scalaires de celle de 2, (M) via
fx. D’aprés la remarque 1.133, ce structure de 42, (M’)-module sur C est en fait C, . Ainsi Ty (f) est bien
définie et est en fait I'application Ay: de la proposition 1.2.

Les égalités (3) résultent de la proposition-définition 1.131 et précisément du fait que

(idv)z =idsgny et (9o f)i=fioG}u -
Passons a la démonstration de (4). On a fo f~! =idyy et f o f = idy. Comme f~!(f(x)) = z, on obtient,
avec (3),
To(f) o Tpy(f1) = Ty (idwr) =idr,, owry et Ty (f71) o Tu(f) = Tulidm) = idr,

Montrons la bijectivité de T,(i). On reprend les notations de la proposition 1.2. On a Ty (i) = );:. Comme
i% est un isomorphisme de C-algébres (remarque 1.133), la deuxiéme partie de la proposition 1.2 assure que
T, (7) est un C-isomorphisme. "

Remarque 1.201 — Application induite.  Soient (M, /) et (M, &’) deux prévariétés holomorphes, U un
ouvert de M, V un ouvert de M’ et f € (M, M’) vérifiant f(U) C V. On note iy : U= M et iy : V—M les
inclusions. L’application 1.100 assure que f induit une application holomorphe fyy : U— V. Montrons que

To(f) o Ta(iv) = T(p(a)) (iv) o Tu(fuv) - (5)

Par définition, on a f oiy =iy o fyy. D’aprés (3), on obtient le résultat souhaité. u
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Exemple 1.202 — Quverts de C". Soient U un ouvert de C™ muni de sa structure naturelle de prévariété
holomorphe et € U. Pour ¢ € [1, n], on note p; : U— C la restriction de application i® coordonnée et
I'image de p; — p;(z)1 € (U, C) dans 7,(U).

On reprend les notations de la proposition-définition 1.131 Soit v € C™. On va construire, & l'aide de la
propriété universelle de la limite inductive une dérivation sur %, (U) correspondant a la dérivation selon v. Pour
V ouvert de U, on considére ’application linéaire

H(C) — C

A
) = i, LRI E)

z—0

=dfs(v).

Pour W C V avec W € Ouv,(U), on a 8},’}; opuyv = GX o~ Ainsi, grace & la propriété universelle de la limite
inductive (d’espaces vectoriels), on obtient une unique application C-linéaire 9, , : 4, (U) — C vérifiant 9, 4 o
Av,e = 0y, pour tout ouvert V de U.

Montrons que 3, , est une dérivation. Soient v, € %, (U). On peut alors écrire v = f et 4/ = f' avec
f. [/ € Eup. On pose V = def(f) et V! = def(f’). On a alors, par définition de %,

= Tlyave V= vy et = (ff/)|vm//'
On a alors 00.0(17) = OV (F1 g P i)
=y @R P )+ s @Y (fy )

= eVE('Y)av,:c(Vl) + GVE (7/)811,:8(7)
=7 0uz(v) +7  Ova(7).

Ainsi 0y 5 est un dérivation de .5, (U).
Montrons que les applications
n n
AU {Tm(U)—)C et ovU: {(C — T=(0)

xT

D +— (D(m1),...,D(awm))

I — 81,’1

sont des isomorphismes C-linéaires réciproques 'un de l'autre.
La structure d’espace vectoriel sur T, (U) assure que AY est C-linéaire. Par ailleurs, pour V € Ouvy(z),
I’application v +— 8X , est C-linéaire. L’application v + (8 JVeOuvy () est donc C-linéaire. La propriété

v,x
universelle de la limite inductive assure alors que v — 9, , est linéaire.
Notons % = (e1,...,ex) la base canonique de C™. On note alors 9; , plutot que Je, . On remarque que
0i.2(0j) = B0 (pue(py — pi(2)1)) = O, (pj — pj(2)1) = di ;- (%)
Soient v = (v1,...,v,) € R™. On a alors AY 0 OV (v) = (0, 2 (1), ..., 0px(ay)). Par lindarité de OV et grace a

la remarque (%), on obtient

n

611,@(051‘) = zvjé)j,x(ai) = ;.

J=1

Ainsi AY 0 ©Y(v) = v pour tout v € C".

Soit D € T,(U). Calculons OV o AY(D). On pose v = (D(a1),...,D(ay)). On a alors O o AY(D) = 9, ..
Montrons que D = 9, . Soient v € J,(U) et g € En» tels que § = . Il existe une boule ouverte B centrée en
x et contenue dans U telle que, sur B, la fonction g coincide avec la somme f d’une série entiére en x :

oy = F=F@1+ S el - m @) (e pale)D), )
(i150++58n) EN"N{(O,...,0) }

En regroupant convenablement les termes, on peut écrire
n
gg =F=F@)1+ Xa(pi —pi(z))| 5 9i
=
avec ¢; € A (B,C). Pour i € [1, n], on pose v; = g;. Comme
(i —pi(@)) =0 et y=7= |B:7-

n

on en déduit que v=fx)1+ > .

i=1



1.6.1 CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES PREVARIETES HOLOMORPHES 93

Ainsi, puisque D et 9, , sont des dérivations et que evM(a;) =0, on a
D(y) = F@D() + X (s:(@)D(a) + v (@)D(g)) = Lar(@)D(ar) et D0(1) = X u(w)hs().
Or v = (D(ay),...,D(ay)). La linéarité de OV et 1'égalité (x) donnent alors
9,.(0) = 3-D(,)9.5(0) = Dl(ay)

Jj=

n

et donc Ov,z(7) = > gi(x)D(e;) = D(7).

i=1

Finalement 9, , = D et OV o AY(D) = D pour tout D € T,(U).
On considére a présent un ouvert V.de C™ (muni de sa structure naturelle de prévariété holomorphe) et
f : U—V une application de classe holomorphe. Montrons que, pour tout x € U, on a

Ay(x)oT(f)xo(Ag)’l =df,. (6)

On note ¢; : C™ — C Papplication i® coordonnée ainsi que sa restriction a V et 3; 'image de ¢; — ¢;(f(x))1 dans
H(z)(V). Soit v € C". Par définition, on a

(AF () 0 T(f)z 0 (A7) ™)) = (Oa,0 0 f3(Bi)ief1,m] -
Pour i € [1, m], l'égalité (1) de la proposition-définition 1.131 montre que
(f)z(Bi) =(giof—giof(z)l).
Finalement, par construction de 0, ,, on a

a;c,v o (f);(ﬁz) = d(Qz of—gio f(I)l)a(U)
=giodfs(v).
Les i® composantes de (Ay(x) o T(f)z o (AY)™1) et df.(v) sont donc égales, pour tout i € [1, m] ce qui donne
I’égalité voulue.
En particulier, si V est un ouvert de U et f =i : V — U est l'inclusion, on obtient 1’égalité

AUoT(i), = AY. (7)

Finalement l'isomorphisme AU permet d’identifier T, (U) a C". L’égalité (6) montre qu’au travers de cette
identification la différentielle d’une application holomorphe (au sens des prévariété) n’est rien d’autre que la
différentielle usuelle. u

Proposition 1.203 — Dimension finie. Soient (M, .2/) une prévariété holomorphe et = € M. L’espace vectoriel
T, (M) est de dimension finie égale & dim, (M).

Preuve. La proposition 1.55 montre qu'’il existe un ouvert U € Ouvy(z) qui est le domaine d’une carte
(U,V,n,¢) € &. D’aprés la proposition-définition 1.200 et exemple 1.112, T, (p) et Ty, (¢~ ') sont des
isomorphismes réciproques 'un de 'autre.

Comme T, (i) réalise un isomorphisme, on en déduit que Ty, (V) et T, (M) sont isomorphes. Grace a
Iexemple 1.202, on en déduit que T, (M) est de dimension n = dim, (M). n

FIBRE TANGENT

Proposition-Définition 1.204 — Fibré tangent. Soient (M, /) une prévariété holomorphe. On considére
I’ensemble

T(M) = xIE_IMTx(M)
TM) — M
s {DeTx(M) —
Soit U = (U, V,n, 1) une carte de &7. On note i : U— M linclusion. On définit 'application
pu H(U) — UxCn
®): {D € T, (M) — (2, A, 0 T (1) o T, (5)~1(D))

et I'application
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et on note T(U) = (U,C", T(y))).

Soit &' = (Uy)aea un atlas sur M contenu dans . Il existe sur T(M) un unique atlas Bo tel que pm
soit un fibré vectoriel holomorphe et (T(Uy))aca soit une famille de cartes trivialisantes pour py. De plus, on
a By = By En particulier, T(U) est une carte trivialisante pour py, pour tout 4 € 7.

Soient (M’, «7’) une prévariété holomorphe et f € 5 (M, M’). On considére application

{ T(M) — T(M)
. yeT:c(M) ’_)Ta(f)(y) ETf(z)(Ml)'
Alors (T(f), f) est un morphisme de fibré vectoriel holomorphe.
Soient (M”, 27") une prévariété holomorphe et f' € (M, M”). On a
(T(f/)af/)o(T(f)af): (T(flof)aflof) et (T(ldM)aldM)zldpM

Preuve. Montrons que py est bien définie. Pour € M, on considére 'application p, : T, (M) — M constante
égale a x. L’application py n’est autre que ’application obtenue par la propriété universelle de la réunion
disjointe d’ensembles.

Montrons que T(¢)) est bien définie. On reprend les notations de 'exemple 1.202. Soit U = (U, V,n,¢) € .
Pour z € U, on considére alors I'isomorphisme linéaire

Oy = Az(x) 0 Ty(¢p) o Ty(i)~t: T (M) — Cn.
Avec la structure naturelle d’espace vectoriel sur {z} x C™, on en déduit une bijection C-linéaire
{Tx(M) — {z} xC"
Pug:
D — (2,0u,(D)).

On définit alors la bijection

Ll To(M) — L ({z} xC")

oy = LI Ol zeU zeU
vev De Ti(M) — (xv(s?/l:c(D)) = (pM(D)v(sUa(D))
Comme pv H(U) = || T.(M) et L] {z} xC")=UxC",

zeU zeU

Papplication ¢y n’est autre que T (). Ainsi T(¢)) est bien définie et vérifie p; o T(v)) = pm. De plus, 'application
induite par T (1) entre py~*(x) = T, (M) et {z} x C™ n’est autre que &, qui est une bijection C-linéaire.
Montrons que les conditions de la proposition 1.182 sont vérifiées. D’apreés la proposition 1.203, ’ensemble
pm (x) = To(M) est muni d'une structure de C-espace vectoriel de dimension finie. Comme &7’ est un atlas
sur M, les domaines des cartes de &/’ recouvrent M.
11 suffit donc de montrer que, pour U = (U, V,n,¢) € &' et U' = (U, V', n/, ") € &', Iapplication

UNU — Homg(C™,C™)
51,{1,{’5 / —1 —1
z +— (p2oT(¢P)z) " o (p2 o T(¥)a)
est holomorphe. On va montrer que, pour x € UNU’, on a
S () = d(Y 0 ™) y(a) -

Pour cela, on note ¢ : U—=M, ¢/ : U—=M, 4 : UNU —=U, iy : UNU ST, j; : »(UNTU)—>V et jo :
' (UNTU’')— V' les inclusions. Par définition, on a

Suu (Z) = Axl(z) 0 Tm(wl) o Tz(il)_l © Tm(z) o Tm(w)_l °© Az(aj)

-1

Grace a (7), on en déduit que
Suarar () = A, 00" 0 T () (j2) 7 0 T () © T (i) 4 0 T (i) © Tar(1h) ™ 0 Ty (42) 0 (AL ™)) 7L

On note Yyy : UNU = y(UNTU’) et Yy : UNT — ¢’ (UNT’) les applications induites respectivement par
Yet Y et U =l 0yt On va montrer que

(Tyr(@)(J2)) " 0 Te(9') 0 To(i') ™" 0 Tu(i) 0 To(¥0) ™ 0 Ty (1) = T(¥) (o) -
L’égalité (3) appliquée a ¢ : U—-V, UNU' C Uet (UNTU’) C V donne
Ty ()™ 0 Ty(a)(j1) = Ta(in) 0 To(puu)



1.6.1 CALCUL DIFFERENTIEL SUR LES PREVARIETES HOLOMORPHES 95

De méme, pour ¢, on obtient
Tyr(a) (J2) 7" 0 T (¥') = Tu(¥iyr) © Tal(iz) 7"
On pose j: UNU’— M linclusion. Comme j = ¢ 0 i3 =i’ 042, on obtient grace a (3)
Te(in) L oT,(i) L =Tu(j)"r et Tu(i)oTu(i1) = Tu(y)
Ainsi, on obtient

(Tw/(;c)(jQ))71 © Tz(wl) © Tm(i/)71 © Tz(l) © Tz(w)il © Tw(x)(jl) = Tz(wT/JU/) © Tz(wUU/)71 .
D’aprés (4) et (3), on a donc

To(Whu) © Te(uu) ™t = Ta(Wiu) © Ty (uu ) = Ty @hyr 0 Yuw ") = Ty (P).

Finalement, grace a (4), on obtient
Suarer () = A, 0 Ty (1) 0 (AG )7L = d(W) 0y = AW 0 (e -

Comme ./’ est un atlas, application &4 est holomorphe comme composée de 1) avec ’application holomorphe
d(¢' o1p~1). La proposition 1.182 montre qu’il existe une unique structure de prévariété holomorphe sur T (M)
telle que py soit un fibré vectoriel holomorphe sur M et T(I/) une carte trivialisante pour py pour tout U € o7,

Comme &' C & et que latlas %o est tel que py soit un fibré vectoriel holomorphe, T(U) une carte
trivialisante de py pour tout U € /', on obtient B, = B, par unicité. En particulier, la structure de
prévariété sur T(M) ne dépend pas du choix du sous-atlas de 7. Ainsi, pour U € &7, on obtient que T(U) est
un carte trivialisante pour pyr.

Montrons que T(f) est bien définie. Pour tout x € M, I'application T, (f) : To(M) — T ;) (M’) est C-linéaire.
Comme

L) To(M) = T(M) et L Ty (M) € T(M),
zeM z€EM

Papplication Ll Tz(f) : TM) — | Tp(M)
zeM reM

induit une application de T(M) dans T(M') qui n’est autre que T(f) qui est donc bien définie. De plus, par
définition, on a bien stir py o T(f) = f o pm et Vapplication T(f), n’est autre que T, (f) qui est C-linéaire.

Montrons que T(f) est holomorphe. On utilise pour cela la proposition 1.159. Soient & = (U, V,n,¢) € &/
et U = (U, V' ,n/;4') € @’ . Onnote W =p(UN f~1(U))eti: UM, i;: UNfLHU)—-U,i: U —-M et
j1: W—V les inclusions. Pour tout z € UN g~ 1(U’), on a, par définition de T(¢)) et T(z)’),

p2oT(W)e =AYy 0 Ta(®) 0 To())™h et p2o T(W) sty = AV (say) © Tern (@) © Ty (@)~
Il s’agit donc de montrer que I'application
8@ AV iy © Tirn (@) 0 Ty ()71 0 Tu(f) 0 Tuli) 0 Tu(y) H 0 AY )™

est holomorphe. Grace a (7), on a

5(@) = A pan © T (@) © Ty (i) 7 0 To(f) 0 Tu(d) 0 To (1) 0 Typay (1) 0 (AY,)) -

On note fuyr : UN f~1(U") = U’ et Yy : UN f~1(U') — W les applications induites par f et 1. L’égalité (5)
appliquée 4 ¢ : U—V, UNg H(U’) c Uet W C V donne alors

Ty (¢) ™ 0 Ty(a)(j1) = Ta(in) o To(puu) "

1

De méme, pour f, on obtient
Tf(x)(i/)il o Ty(f) =Tz (fuu) o Tm(i1)71 .
Ainsi, on obtient
() = AVl pay) © Tr@) () 0 Ty (i") ™1 0 Ty (f) 0 T (i) 0 To (1) ™ 0 Tysay (1) © (AN,))

= AV 5y © Tr) (") 0 Tu(fuur) 0 Ta(in) ™ 0 Ta(in) o To(duu) ™h o (Af,) "

= AZ/(f(l)) o Tf(l)(wl) o T:E(fUU/) o Tm('l/}UU/)il e} (Amx))il .
Comme l'application f: Y o fuyr o Yyu " qui est Papplication f lue dans les cartes U et U’ est holomorphe,
on obtient, grace a (4) et (3),

Ty @) o Tol(fovr) © Ta(Puu) ™t = Ty (V) 0 To(f) © Tye) @urr ™) = Ty (¥ 0 f o by ™).
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Finalement, on obtient grace a (6),
3(x) = A 4y © Ty (' 0 F o urr ) 0 (AW )7 =d(@ o f ot )y

L’application d est donc holomorphe comme composée de I’application 1 avec I'application d(z’ o f o¢p~1).

Or (T(U))uesw (resp. (T(U'))urecor) est une famille de cartes trivialisantes pour py (resp. pyv) dont les
domaines recouvrent M (resp. M), la proposition 1.159 montre alors que (T(f), f) € Hom (pm, pmv)-

Soient e € T(M) et 2 = py(e). On a alors T(f)(e) = Tx(e) € Ty, (M), d’'otr, avec (3), on obtient

T()T(f)(e) = Ty (f) o Ta(f)(e) = Ta(f 0 f)(e) = T(f" o f)(e)-
On obtient ainsi T(f") o T(f) = T(f' o f) et donc (T(f"), f') o (T(f), f) = (T(f' o f), f o f). De plus, avec (3),

on a
T(idM)(e) =T, (idM)(e) = idTl.(M) (6) =e= idT(M) (6) .
et donc T(idM) = idT(M)- Ainsi (T(ldM),ldM) = idpM.

Exemple 1.205 — Le cas d’un ouvert de C*. Soit U un ouvert de C" qu’on munit de sa structure canonique
de prévariété holomorphe. Comme le domaine de la carte i = (U, U, n,id) recouvre U, on obtient en reprenant
les notations de la démonstration de la proposition-définition 1.204 (avec i = idy et ¥ = idy) que Papplication

. T(U) — U xC"
7 {D € To(U) — (2, AY(D))

est une trivialisation de T(U) au-dessus et donc un isomorphisme de fibré vectoriel au-dessus de U (voir la
remarque 1.169).

Exemple 1.206 — Le cas d’un ouvert de M. Soient (M, .«/) une prévariété holomorphe, U un ouvert de M
qu’on munit de sa structure canonique de prévariété holomorphe (exemple 1.61) et ¢ : U— M inclusion. On note
pu le fibré tangent de U et py le fibré tangent de M. Montrons que 'application T(¢) induit un isomorphisme
de fibré vectoriel holomorphe au-dessus de U entre py et (pm)u le fibré induit par py au-dessus de U.

D’aprés la proposition-définition 1.204, T(i) € Hom'(py, pum). L’exemple 1.152 montre que T(i) se factorise
en un morphisme de fibrés vectoriels au-dessus de U (encore noté T(7)) entre py et (pm)u. De plus, Pappli-
cation induite par T(i) entre les fibres de py et (pm)u au-dessus de x n’est autre que T, (7). Comme T, (i)
est isomorphisme, pour tout x € U (proposition-définition 1.200), la remarque 1.168 montre que T(i) réalise
un isomorphisme de fibré vectoriel holomorphe au-dessus de U entre py et (py)u. En particulier, la proposi-
tion 1.179 montre que la composition par T(¢) réalise un isomorphisme de (U, C)-modules entre I'(py, U) et

I'((pm)u, U) = T'(pm, U). .

CHAMP DE VECTEURS

Définition 1.207 — Champ de vecteurs. Soient (M, o) une prévariété holomorphe et py; son fibré tangent. Une
section globale de py est appelée un champ de vecteurs au-dessus de M. On note X(M) (plutot que T'(pay, M))
le 57 (M, C)-module des champs de vecteur au-dessus de M.

Remarque 1.208 — Champ de vecteurs et restriction. Soient (M, o) une prévariété holomorphe, py; son
fibré tangent, U un ouvert de M et s un champ de vecteurs au-dessus de M.

Comme la restriction (py)u de pm & U n’est pas puy, la restriction de s & U n’est pas un champ de vecteurs
au-dessus de U mais simplement une section de (py)u. Cependant, si i : U— M est Uinclusion, alors T(i) réalise
un isomorphisme de fibré vectoriel holomorphe au-dessus de U entre py et (pm)u (exemple 1.206). En reprenant
les notations de la proposition 1.179, on obtient que

Yr@)-,u(s) ) =T osy,

est une section de py c’est-a-dire un champ de vecteur au-dessus de U.
Pour V C U deux ouverts de M, on note iyy : V— U. Montrons qu’en posant

U +— X(U)
M {V CUr— (s€X(U) T(iyy) Lo S|y, € X(V)),

on obtient un 4 (M)-module localement libre isomorphe a I'(pym).
Par construction X(U) est un (U, C)-module (proposition 1.177). De plus, d’aprés ce qui précéde, appli-
cation
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{X(U) — X(V)
pu,v: 1

s +— T(iyv)~ o8|,

est bien définie et est un isomorphisme 52°(U, C)-linéaire. De plus, si W € V C U sont trois ouverts de M, on a
iuw = fuvoivw. On en déduit que T(ivw) = T(ivv) o T(ivw) (proposition 1.200) et donc pu,w = pw v opu,v.
De plus, iyy = idy et donc T(iyy) = idy, et puu = idx(yy. Ainsi Xy est un préfaisceau au-dessus de M.
Montrons que Xy est un préfaisceau isomorphe a I'(py). Pour U € Ouv(M), on note vy : X(U) —T'(pm, U) la
composition par T(imy) qui d’aprés 'exemple 1.206 est un isomorphisme .52’ (U, C)-linéaire. Pour s € X(U), on
a

Yv © PU,V(S) = T(ZM\/) o T(iUv)71 ¢} S|V = T(ZMU) o T(iUv) o T(iUv)71 ¢} S|V = T(ZMU) o0soiyy = ’)/U(S)|V .

Ainsi (YU)uecouv(m) est un isomorphisme de préfaisceaux. Finalement Xy est bien un .#(M)-module localement
libre isomorphe a I'(py). On dit que Xy est le faisceau des champs de vecteurs de M. u

Lemme 1.209 — Ecriture d’un champ de vecteur au-dessus d’une carte. Soient (M,.%7) une prévariété
holomorphe, U = (U, V,n,9) € & une carte de o7 et py le fibré tangent de U. On note (g;)1<ign la base
canonique de C".

Pour i € [1, n], Papplication

o

K2

U — pu
{x — To() o (AY,) (e
est un champ de vecteur au-dessus de U.
L’application
(U, C)" — X(U)
(Jihiizn — > i M

i=1

ou:

est un isomorphisme de .#°(U, C)-modules. Ainsi (8)1<icn est une 52 (U, C)-base de X(U).

Par ailleurs, soient f € 27 (U,C) et € U. On note f I'image de f dans JZ,(U). On a alors

o)) = i o v (@) = 2L ).

Enfin, si U’ est un ouvert de M contenu dans U, on pose U’ =U Iy et le diagramme suivant est commutatif

2#(U,C)" — 2 X(U)

ﬂg,U/l Pu,u’
6 ’
2 (U, C)» —% X(U)

Preuve. La famille (g;)1<i<n est une base de C". L’exemple 1.106 montre que lapplication

#(U,C)" — #(U,C")

\I/UZ n
(fi)icisn = X figi
=1

est un isomorphisme de 52 (U, C)-modules. En composant avec 'isomorphisme 52 (U, C)-linéaire
Al {‘%(U’C”) — I(Trivg , U)
[ o=z (2, f(2)))
de 'exemple 1.178, on obtient que I’application
#(U,C)" — [(Trivs", U)

(fihrgicn — (x — (x,gjlfi(x)gi))

est un isomorphisme de (U, C)-modules. Par ailleurs, par construction du fibré vectoriel holomorphe py, on
a la trivialisation
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' prl(U) — UxC"
W {y € T,(U) — (xaA;{(z) o Ta(¥)(y)) -

En reprenant les notations de la proposition 1.179, on obtient, grace & la remarque 1.180 et & 'exemple 1.169,
que 'application

X(U) — D(Trivy", U)
YT(4),U +
() s T($) o s
est un isomorphisme (U, C)-linéaire. Ainsi lapplication

H(U,C)" —s X(U)
(fi)igign — gnlfi (Yr),u) " Ha = (z,6:))

est un isomorphisme de (U, C)-modules.
Soit i € [1, n]. Montrons que (yr(y),v) *(z — (z,&;)) = 0. Par définition, on a

(Vrew),u) e e (z,0) (@) = T(P) Hw,e) = (T()2) (2, €4)
= To ()~ o (A ) (&)
= (x).

L’application 85-” est donc bien un champ de vecteur (celui qui correspond au champ de vecteurs constants
sur V égal a ¢; via la trivialisation T(¢))). De plus, on a bien I'isomorphisme .7 (U, C)-linéaire souhaité.
Soient z € U et i € [1, n]. Calculons 8 (x)(f). Par définition, on a

H@)(F) = Tul) ™ o (AY ) ) (F)-
La construction de ’exemple 1.202 assure que (Az(x))_l(ei) = Oj(x)- De plus, on a T.(¢p)~t = Tw(z)(w_l)
(égalité (4) de la proposition-définition 1.200), donc
3 () (f) = Tya) (V™) (i) (F) -
Par définition de Ty, (¥ ~!), on obtient
() (f) = i pa) © (T/)_l)rp(x)(f) :
On note fo¢~! I'image foyp~t € #(V,C) dans H#,)(V). Par définition de (w_l);k[)(z) (voir 1'égalité (1) de
la proposition-définition 1.131), on a (dfl)z(x)(f) = fo1~1. On obtient ainsi
() (f) = By (fo ™).
Finalement la définition de 0; (5 (voir exemple 1.202) donne
O () (f) = 0i(f o 1) (W()) -
Au passage, on a montré que I'image de la base canonique (g;)1<ig<n de C™ par I'isomorphisme linéaire

(AZ(:C) 0T, ()1 est la base (0% (x))1<i<n de T,(U). En particulier, pour tout v € T, (U), il existe une unique

famille (\;)1<i<n € C™ telle que

n
v=>Y N (x).
i=1
On en déduit que pour toute section ensembliste X de py au-dessus-de U, il existe une unique famille (f1)1<i<n €
F(U,C)" telle que

n
VreU, X(z) = Zlfz(x)alu(x) (%)
i=
De plus, X est holomorphe si et seulement si tous les f; le sont. En effet, si tous les f; sont holomorphes
alors X est 'image de la famille (f;)1<i<n par lapplication &;. Réciproquement si X est holomorphe, on note
(91)1<i<n € J€(U,C)™ lantécédent de X par l'application . L’unicité de la décomposition (*) assure que
fi = gi pour tout ¢ € [1, n] et donc f; est holomorphe.
Montrons la commutativité du diagramme. Pour cela, on note ¢’ : U’ —(U’) application induite par .
On pose j : U —U et j : 9(U')—V les inclusions. Par définition de py,ys : X(U) — X(U’), on a, pour tout
zelU
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puu (O () = (J) o@-“(x)—T(j){loa%’(x)=Tx<j>‘1oaf’<x>
= To(j) " o Tu(¥) o (AY,)) " (er) -

Les égalités (5) et (7) donnent alors

pu,u (88) (@) = To(¥') ™" 0 Ty (5) " o (A ) " (e:)

= To(y) "o (ALY)) " (er) = ' (a).

Ainsi py,u/(8¥) = 8. Passons a la commutativité du diagramme. Soit (fi)1<icn € # (U, C)". Par (U, C)-
linéarité de py,us : X(U) — X(U’) et (U’, C)-linéarité de dyyr, on a

pu,ur © Py ((fi)igi<n) = ﬁ:lfiPU,U/(aiu) = Xn:fz' M

i=1
n
et pUur © O ((fi)igisn) = Z: (fi)) . O
Par définition de la structure de (U, C)-module sur X(U’), 'action de f; € (U, C) coincide avec I’action de
( fi)| o € #(U',C). On obtient alors la commutativité du diagramme. n

Remarque 1.210 — Décomposition d’un vecteur tangent. Soient (M, o) une prévariété holomorphe, U =
(U,V,n,v) € o une carte de o et x € U. On reprend les notations et les résultats du lemme 1.209. La famille
(0% (x))1<icn est une base de T, (U). Pour i € [1, n], on note p; : V—C la restriction & V de Papplication

i® coordonnée, v; = p; o 1) et ; I'image de ¢; € #(U,C) dans %, (U). Montrons que la décomposition de
D € T,(U) dans la base (0¥ (z))1<i<n est donnée par

D= D) ().

Soient 7,5 € [1, n], on a

O (2)(¥5) = 05 (v 0 ™1 (W (2)) = Oi(p;)(¥(2)) = b5 -

Ainsi si D= Xn:)\iag/{(x)
i=1
alors D(v; Z)\ M (x) () =

1=

ce qui donne I’égalité voulue.
En particulier, si Y’ = (U, V', n,?’) est une carte de & de domaine U, on obtient

M (z) = ; M (2)(5;)0H (x) .

Le lemme 1.209 montre alors que

O (@) = w0 v (@) ()
= S0y o o)W @)H @)
32 XD (o).

Finalement, la matrice de passage de la base (94)1<i<n & la base (84 )1<icn de T, (U) n'est autre que la matrice

de d( o w’fl)w(x) dans la base canonique de C™. =

1.6.2 FIBRE COTANGENT

Proposition-Définition 1.211 — Fibré cotangent. Soit (M, <) une prévariété holomorphe. On considére
I’ensemble



100 CHAPITRE 1 — RAPPEL SUR LES VARIETES HOLOMORPHES 1.6.2

Soit U = (U, V,n, 1) une carte de &7. On note i : U— M linclusion. On définit 'application
P (U) — Ux (€

T*(M) — M
et 'application [2VE
[TRS

T (w) t

y € (To(M))* — (2, (AY 0 Ta(¥) 0 To(i)™) ™)

et on note T*(U) = (U, (C™)*, T*(¢)).

Soit &' = (Ua)aeca un atlas sur M contenu dans 7. Il existe sur T*(M) un unique atlas A, tel que py,
soit un fibré vectoriel holomorphe et (T*(Uy))aca soit une famille de cartes trivialisantes pour p};. De plus, on
a Boy = By En particulier, T*(U) est une carte trivialisante pour py; pour tout U € 7.

Preuve. Il s’agit de I'application de la proposition 1.186 au fibré T(M) et au foncteur contravariant « dual »
(voir I’exemple 1.185). u
Proposition-Définition 1.212 — Puissance extérieure du fibré cotangent. Soit (M, /) une prévariété holo-
morphe et £ € N. On considére I’ensemble
AP (M) = [ AY(To(M)*)

reM

AL*(M) — M
y € AY(T,(M)*) — .
Soit U = (U, V,n,1) une carte de &/. On note i : U— M l’inclusion. On définit ’application

: { A% (o) HU) — U AY(C))
AS* () :
. t N1y —
y € A((To(M))*) 7 (a, A (A 0 Ta(¥) 0 Tu(@)™1) ~H) ()

et on note A“*(U) = (U, A*((C™)*), A%*(1))).

Soit &' = (Us)aea un atlas sur M contenu dans 7. Il existe sur A**(M) un unique atlas % tel que
A%*(pu) soit un fibré vectoriel holomorphe et (A*(Uy))aca soit une famille de cartes trivialisantes pour Dt
De plus, on a By = By En particulier, T*(U) est une carte trivialisante pour py; pour tout U € 7.

et lapplication A (pm): {

Preuve. Il s’agit de ’application de la proposition 1.186 au fibré p§; et au foncteur A? (voir 'exemple 1.185)
ou de 'application de la proposition 1.186 au fibré tangent py; et au foncteur composé du foncteur « dual » et
AL, [

Remarque 1.213 — Ouvert d’une prévariété. Soient (M, /) une prévariété, £ € N, U un ouvert de M et
i : U— M linclusion. Comme, pour tout « € U, application T, (i) = T(i), est bijective (remarque 1.200), on
peut appliquer la proposition 1.198 au foncteur contravariant Ao« dual », au fibré tangent py au-dessus de U,
au fibré tangent py au-dessus de M et a Papplication T(i) € Hom' (pu, pm)- On construit ainsi une application
AY* (i) € Hom" (A“* (py), A®*(pm)) donnée par

AL (). { A (pu)  — A% (pm)
v e AYTL(U)*) — AT ()Y ().

Lorsque £ = 1, on note T* (i) plutot que A**(4). L’exemple 1.152 montre que A** (i) se factorise en un morphisme
de fibrés vectoriels au-dessus de U (encore noté A%*(i)) entre A*(py) et A“*(pn)u. De plus, application induite
par A%*(i) entre les fibres de py et (pum)u au-dessus de z n’est autre que A*( th(i)_l). Comme A*( th(i)_l) est
un isomorphisme, pour tout z € U (grace a la proposition-définition 1.200 et a la fonctorialité), la remarque 1.168
montre que A%*(i) réalise un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes au-dessus de U entre A“*(py) et
A%*(pm)u. En particulier, la proposition 1.179 montre que la composition par A%*(i) réalise un isomorphisme
de (U, C)-modules entre T'(A**(py), U) et T(A“* (pm)u, U) = T'(A“*(pum), U). u

Définition 1.214 — Forme différentielle. Soient (M, &7) une prévariété holomorphe et ¢ € N son fibré tangent.
Une section globale de A**(pyr) est appelée une £-forme différentielle au-dessus de M. On note Q(M) (plutot
que T'(A“*(pyr), M)) le 2 (M, C)-module des ¢-formes différentielles au-dessus de M.

Remarque 1.215 — Forme différentielle et restriction. Soient (M, %) une prévariété holomorphe, ¢ € N,
A%*(pm) la puissance extérieure £¢ du fibré cotangent de M, U un ouvert de M, i : U— M l'inclusion et s une
{-forme différentielle au-dessus de M.
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Comme la restriction A**(py)u de A%*(py) & U n'est pas A“*(py) (puisque T, (M) # T, (U)), la restric-
tion de s & U n’est pas une /-forme différentielle au-dessus de U mais simplement une section de A“*(py)u.
Cependant, si i : U— M est Iinclusion, alors A®*(i) réalise un isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes au-
dessus de U entre A“*(py) et A%*(py)u. (remarque 1.213). En reprenant les notations de la proposition 1.179,
on obtient que

Yae (i), u(8), ) =A@ oy

est une section de A“*(py) c’est-a-dire une /-forme différentielle au-dessus de U.
Pour V C U deux ouverts de M, on note iyy : V— U. Montrons qu’en posant

, U QZ(U)
Qe
MUV U — (s € QUU) — Al (igy) Lo Sy € QL))

on obtient un #(M)-module localement libre isomorphe a T'(A%*(py)).
Par construction Qf(U) est un (U, C)-module (proposition 1.177). De plus, d’aprés ce qui précéde, 1'ap-
plication

Puv: 1

o [2UU) — 9fW)
— Ae’*(iUv)_ o S|V

est bien définie et est un isomorphisme (U, C)-linéaire. De plus, si W C V C U sont trois ouverts de M,
on a iyw = iyv o ivw. On en déduit que T(iyw) = T(iyv) o T(iyw) (proposition 1.200) et donc par la
proposition 1.198, on obtient A**(iyw) = A**(iyv) o A*(ivw). Finalement, on a pg?w = p%)’v o pg’)v. Par
ailleurs, on a iyy = idy. On en déduit successivement T(ivy) = idp,, A (ipy) = idpes(py) €t puu = idoe(u)-
Ainsi Qf; est un préfaisceau au-dessus de M. Montrons que €, est un préfaisceau isomorphe a I'(A**(pu)).
Pour U € Ouv(M), on note vy : Q¢(U) — I'(pm, U) la composition par A**(iyy) qui, d’aprés la remarque 1.213,
est un isomorphisme 7 (U, C)-linéaire. Pour s € QY(U), on a

W o py (s) = A (inv) 0 A (igv) "L os)

= A" (imu) 0 A% (iuv) 0 AW (iuv) "t o)

= A%*(imy) 0 s 0 iyy = ’YU(S)|V -
Ainsi (Y0)uecouv(m) est un isomorphisme de préfaisceaux. Finalement Q% est bien un #(M)-module localement
libre isomorphe a I'(pm). On dit que Qﬁ,[ est le faisceau des L-formes différentielles de M. u

1.6.3 DIFFERENTIELLE

Proposition-Définition 1.216 — Différentielle.  Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe et f : M —C
une application holomorphe. On note ¢ : T(C) — C x C l'isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes de
I'exemple 1.205 appliqué & U = C. Pour = € M, on considére I'application linéaire

P2 oo Tl(f) = A(;(x) o Tl(f) : Tx(M) —C

que P'on note df(z) (ou dmf(x) si on veut indiquer la prévariété sur laquelle on travaille). On dit que df(x) est
la différentielle de f en x. B B

Pour tout x € M, df(z) € (T(M))*. De plus, pour D € T;(M), on a df(z)(D) = D(f) ou f désigne
l'image de f dans 5%, (M). L’application df : z — df(x) appartient a I'(p};, M) = Q'(M). On dit que df est la
différentielle de f. De plus I’application

(M, C) — QM)
dM :
f — df

est une C-dérivation.

Preuve. Les applications T, (f) et A(?(x) sont linéaires donc df(z) lest aussi. Par ailleurs, par définition de
Ty (f) et A?(zy on a, pour D € T, (M),

df(@)(D) = A%, o Tu(f)(D) = D(f:(a)).
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ol a désigne 'image de idy dans J}(,)(C). L'égalité (1) de la proposition-définition 1.131 montre alors que
f#(a) est I'image de idy o f = f dans %, (U). Ainsi, df(z)(D) = D(f).

Comme df(z) € (To(M))*, on a py; odf = idy. Il suffit donc de montrer que df est holomorphe. On
considére pour cela une carte U = (U, V,n,p) € . On note i : U— M Vinclusion. Par construction de la
structure de prévariété sur T(M)* (voir la proposition-définition 1.211), on dispose de la trivialisation

. { (i)' (U) — Ux ()

T*
(w) w € (Tz(M)*) — (CL’,W © Tz(z) © Tm(w)il © (Al(l))il)

Par définition de df,, on obtient, pour z € U,
(T*(¢) 0 df) () = T*()(df2) = (2, A%, 0 Talf) 0 Tu(i) 0 Tu(¥h) o (AY ) 7).
Les égalités (4) et (3) montrent que
To(f) © Tu(i) 0 Ta(¥) ™" = Ta(f) 0 Ta (i) © Typa) (™) = Ty (f 0 i 0971,

L’égalité (6) donne alors (T*(¥) o df) (@) = d(f o™ )y(a) -

Cette derniére égalité se justifie aussi directement grace au calcul de la preuve de la proposition-définition 1.200
appliquée & la carte U de </ et & la carte (C,C,1,idc). Finalement, comme f o 1)~! et 1 sont holomorphes,
on en déduit que T*(¢)) o (df)|U est holomorphe. Or T* (%)) est un biholomorphisme, on déduit que (df)|U est
holomorphe. Ainsi la restriction de df a tout ouvert qui est le domaine d’une carte de &7 est holomorphe. La
proposition 1.101 donne alors I’holomorphie de df.

Soient f,g € #(M,C), A € C et z € M. On note f,q, fg, \f et f + g les images respectives de f, g, fg, \f
et (f + g) dans 52, (M). Pour D € T, (M), on a

d(f + 9)()(D) = D(f + g) = D(f +7) = D(f) + D(g) = df (2)(D) + dg(x)(D),

d(Af)(z)(D) = D(Af) = D(Af) = AD(f) = Adf(x)(D)

et d(f9)(z)(D) = D(fg) = D(fg) = f(2)D(g) + g(x)D(f) = f(x)dg(x)(D) + g(z)df («)(D).
La derniére égalité donne d(fg) = fdg + gdf et on obtient ainsi le résultat souhaité. u

Exemple 1.217 — Si U est un ouvert de C*. Soit U un ouvert de C™. On considére la structure naturelle de
prévariété holomorphe sur U donnée par la carte Y = (U, U, n,id). L’application

i, | T U@
(1d): {w € To(U) — (z,w o Tp(i) o To(id) L o (AY) 1)

réalise un isomorphisme de fibré vectoriel holomorphe au-dessus de U. Soit f € 52 (U, C), le calcul de la preuve
de la proposition-définition 1.216 appliqué a la carte & montre que T*(id)od f(x) = (x,df,). Ainsi pooT*(id)od f
n’est autre que la différentielle usuelle de f.

Finalement, le fibré cotangent p{; de U s’identifie grace & T*(id) au fibré trivial de fibre (C™)*. La section
df s’identifie alors a la section T*(id) o df du fibré trivial de fibre (C™)* (voir la remarque 1.180). Le calcul
précédent montre que la fonction de U dans C qui correspond a df via I'isomorphisme Ay de I'exemple 1.178
n’est autre que la différentielle usuelle.

Par ailleurs, soit (£1,...,&,) la base canonique de C". L’application

!
f '—)(f(sl)w-.af(gn))'
correspondant & ’écriture de f en coordonnée dans la base duale de la base canonique. La remarque 1.140

montre alors qu’en composant T*(id) avec idy X ¢, on obtient une nouvelle trivialisation du fibré cotangent py
de U. La fonction de U dans C correspondant a la section df est alors

x— (dfz(e1),...,dfz(en)) = (g—i(x),,g—i(x)) u

Exemple 1.218 — Si U est un ouvert de M.  Soient (M, ) une prévariété holomorphe, f : M — C une
application holomorphe, U un ouvert de M et ¢ : U— M linclusion. L’ouvert U est muni d’une structure de
prévariété de fagon canonique. On peut donc définir dy : (U, C) — Q' (U). Montrons que,
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Vo eU, du(f)(@)oTe(i)=du(fj )=) et T@)7 o (duf), =dulf],)- (8)

Comme f|U = f o1, la proposition-définition 1.200 montre que, pour z € U, on a

dU(f|U)(x) = A?(z) OT:c(f|U) A?(x) o (f) o Tu(d)
= dmf(z) o Tp(i) = "To(i)(dmf(2)) = T*(6) " o (duf)(z),
ce qui donne le résultat souhaité. En appliquant ce qui précéde a la prévariété U et un ouvert V de la prévariété
U, I'égalité (8) assure que dg = (du)ueouv(m) €st un morphisme de faisceaux abéliens de 7 (M) dans Q'(M). =

Lemme 1.219 — Ecriture d’une forme différentielle.  Soient (M,.o7) une prévariété holomorphe, £ € N et
U = (U,V,n,¢p) € &. Pour i € [1,n], on note p; : C*— C Dapplication ¢ coordonnée, p; : V—C la
restriction & V de D'application ¢ coordonnée et ¢; = p; o ¢b. On note ZP([1, n]) I'ensemble des parties a £
éléments de [1, n] et pour I € Z([1, n]),

P =ds; A Adepg,
ou I={iy,... i} avec iy < -+ < iy.
L’application
(AU, ©) 70D, at(V)
(Miez1,n) > fidn

IeZ,([1,n])

est un isomorphisme de (U, C)-modules. Ainsi (¢1)1e 2, ([1,n]) est une (U, C)-base de Q“(U).
Par ailleurs, si U’ est un ouvert de M contenu dans U, on pose U’ = U lur - On a alors le diagramme commutatif
suivant

(I)ui

(#(U,C) 211D —=¢(U)

(U)

pUYU,Wé([[l,n]])\L lpg)‘}'
(A (U, ©) 70D — (1)

Enfin, si f € #(U,C) et z € U, la décomposition de df(z) € T,(U)* dans la base (d);(x))1<i<n est donnée

par

df@ﬂ==é;a?@ﬂﬂﬂdwdx)== Oh(f o) (e(x))dvy (x)

ot f désigne I'image de f dans /%, (U).

Preuve. Pour 1 < ¢ < n, 'application p; est une forme linéaire sur C". De plus, la famille (p;)1<ign est une
base de (C™)*. Pour I = {iy,...,ie} € Z([1, n]) avec iy < --- < iy, on pose pr = p;; A --- A p;,. La famille
(P)1e 2, ([1,n]) €St une base de A*((C™)*). L’exemple 1.106 montre que I'application

(U, C)7 M nl) — (U, A((C)"))

n
=1

Uy
N (fDiez,q1,n) — > fim
IeZ,([1,n])

est un isomorphisme de .7 (U, C)-modules. En composant avec I'isomorphisme .7 (U, C)-linéaire
. L AL((CP)*
Ah{%@AW@H)HHﬂMN)%W
f — (2= (2, f(2)))
de 'exemple 1.178, on obtient que I’application
(U, C) Z([1,n]) _, F(THVAZ((C") ),U)

(rez(1,n) (xH (I, > fl(w)p1>>
IeZ,([1,n])

est un isomorphisme de .7 (U, C)-modules. Par ailleurs, par construction du fibré vectoriel holomorphe AG* (pu),
on a la trivialisation

1

A (pu) (U) — Ux AY((C")")

A (1): §
€ (A (To(U)") — (2, A" (AY() 0 Ta(¥) )W)
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En reprenant les notations de la proposition 1.179, on obtient grice a la remarque 1.180 et a I’exemple 1.169
que 'application

QY(U) — D(Trivh (€97 )

TALx(4),U
s A (Y)os

est un isomorphisme (U, C)-linéaire. Ainsi lapplication
AU, 70D — 0!(U)

(fI)Ie%([[Ln]]) — > fi ’YAL*(w),Ufl(ﬂf — (x,pr1)) .
IE.@[(III,TL]])

est un isomorphisme de (U, C)-modules.

Soit T = {i1,...,ig} avec i1 < --- < 4y une partie a ¢ éléments de [1, n]. Montrons a présent que
Yaeo(gy,u” (x> (x,pr)) = Yr. Par définition, on a

= AL (@) (pr) = A (i) ()

= (A () 0 Ta(®) (i) A= A (A, 0 Tu(¥)) (92,
= (pi, © AX(z) o Ta(y)) A- - A(piy 0 Ay © Ta(¥)).

Montrons que piOAz(z) oT,(y) = Agi(z) 0T, (¢;) = di;(x) pour tout © € Uet tout i € [1, n]. Soit ¢ € [1, n],
on note a; (resp. §;) I'image de p; € J(V,C) (resp. ¢; € (U, C)) dans () (V) (resp. 52,(U)). Par définition
(proposition-définition 1.200 et exemple 1.202), on a, pour D € T, (U),

Ppi © AZ(;C) © Tz(w)(D) = D(%’Z(O@))

L’égalité (1) de la proposition-définition 1.131 montre que ¥} («a;) est en fait I'image de p; o = ¢; € 52(U,C)
dans 77, (U). On obtient alors, par définition de la différentielle de v; (proposition-définition 1.216)

pio AZ(Q) o Ty (4)(D) = D(8:) = dvpi(x)(D) .

On en déduit que fyAe,*(wLU*l(:c = (z,p1) () = dey, () Ao Adedy, (x) = der(z) .
On obtient ainsi 'isomorphisme (U, C)-linéaire souhaité.

Au passage, on a montré que l'image de la base (pr)ic o, ([1,n]) de AY((C™)*) par I'isomorphisme linéaire
Ae’*(t(Az(m) 0Ty (v))) est la base (Y1(x))icw,(1,n]) de Tz(U). En particulier, pour tout v € T, (U), il existe
une unique famille (Ar)iez,([1,n]) € C7([1, n]) telle que

v = > i ()

IeZ([1,n])

On en déduit que pour toute section ensembliste w de A**(py) au-dessus-de U, il existe une unique famille
(fDiez,1,n]) € Z(U,C)7:I1: 7D telle que

VeeU, —w@)= >  filz)di(z). (%)
e ([1,n])
De plus, w est holomorphe si et seulement si tous les f le sont. En effet, si tous les f; sont holomorphes alors
w est I'image de la famille (f1)ic,([1,]) par I'application ®;,. Réciproquement si w est holomorphe, on note
(912, ([1,n]) € (U, )71 7D Pantécedent de w par I'application ®y. L’unicité de la décomposition ()
assure que f; = g; pour tout I € Fy([1, n]) et donc fi est holomorphe.
En particulier, pour £ =1 et € U, on obtient que la famille de formes linéaires (dv;(z))1<ign €st une base
de T,(U)*. De plus, pour D € T,(U), on a

AX(z) o To(¢)(D) = (p1o Az(m) o Ta(¢)(D),....pno A%\Z(i) o T (¢)(D)) = (d1(z)(D), . .., dyn(z)(D))

et I'application
o D (A (2)(D), .., dth(2)(D))

n’est autre que la bijection C-linéaire AZ(@ o T, (v).

{Tx(U) — C"
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Montrons la commutativité du diagramme. Pour cela, on note ¢’ : U’ — ) (U’) Iapplication induite par 1
et, pour i € [1, n], p; : ¥(U")— C la restriction a (U’) de I’application i® coordonnée et ¢, = p; o ¢)’. Pour

une partie I = {iy,..., 4} avec i1 < -+ < ip & £ éléments de [1, n], on pose
P =dipy, A Adey,
Soit I = {il, ..., ig} avec i; < -+ < iy une partie & £ éléments de [1, n]. Commencons par montrer, a aide de

(8), que pU U (1/11) 1. On pose j : U’ — U l'inclusion. Par définition de pg?U,, on a, pour tout z € U’

P (W) () = A‘WJ‘owd)—A‘%ﬂxlo%@ﬂ=A%W%UDwmw)
Af('T ()deu<> - Adiy, (x))
:wmwm» tmwa»

= (dvy, () 0 To(4)) A+ A (di, (@) 0 Ta(j)) -

légalité (8) nous donne
Pl (¥0) (@) = AW}, (2) A~ A dw, () = v (a)

Passons a la commutativité du diagramme. Soit (f1)iez,([1,n]) € #(U, C)Z¢(t:nD), Par #(U, C)-linéarité de
pg?U, et (U, C)-linéarité de @y, on a

Comme ¢} = ’”iIU/ ,

p%)U« o Py ((f)iezy1,n]) = > flpg,)U’(\IlI) = > v
IeZ,([1,n]) 1e2,([1,n])
et pu,Uf%f([[l’"]])O‘I)u'((fl)leﬂ[([[l,nﬂ)): > (fI)|U, Y1

IeZ,([1,n])

Par définition de la structure de (U, C)-module sur Q(U’), 'action de f; € (U, C) coincide avec I’action de
( o) v € (U’,C). On obtient alors la commutativité du diagramme.
Comme (d;(x))1<ign €st une base de T, (U)*, on peut écrire

df(z) = i)\idl/fi(lﬂ) avec \; € C.
i=1

On en déduit que Af (2) (4 (2)) = 32 Adebi(@) (4 (2)) = Ay
i=1
ce qui donne la décomposition souhaitée. u

Remarque 1.220 — Dualité. Soient (M, .o/) une prévariété holomorphe, ¢ € N et U = (U,V,n,¢) € & et
2z € UPourie[1,n], on note g; le i¢ vecteur de la base canonique, p; : C"™ — C application ¢ coordonnée,
pi : V— C la restriction & V de I’application i¢ coordonnée et 1; = p; 0. Pour f € (U, C), on note f I'image
f dans J2,(U).

La décomposition de la remarque 1.210 d'un vecteur tangent D € T,(U) dans la base (0¥ (x))1<i
T, (U) et la décomposition, donnée dans le lemme 1.219, du vecteur cotangent d f(x) dans la base (dv;(z
s’écrivent

n de

<ig<n

D= ;(@ H(z) = zwxx M) et wm=§ww@wmy

Ces égalités n’ont rien d’étonnant puisque les familles (0¥ (2))1<i<n et (d;(z))1<i<n sont des bases duales I'une
de l'autre. En effet, par construction (0¥ (x))1<i<n est 'image de la base canonique de C™ par I'isomorphisme
(AY o Tx(¢0))7t et (dehi())1<i<n est Uimage de la base duale de la base canonique de C™ par I'isomorphisme

t
(A} 0 T (¥)). .
On reprend les notations de la sous-section 1.1.2 pour la signature d’une application injective de [1, ¢] dans
[1, n] (définition 1.4), Pensemble des applications injectives de [1, £] dans [1, n] (notation 1.3).
Lemme 1.221 — Forme différentielle et changement de cartes. Soient (M, /) une prévariété holomorphe,
teNetUd = (U,V,n,) € o et = (U,V',n,¢’) € & deux cartes de /. Pouri € [1, n], on note p; : C* —C
Papplication i® coordonnée ainsi que ses restrictions & V et V' et on pose ¢; = p; o ¢ et ¢, = p; o ¢)’. On note
Z([1, n]) Vensemble des parties a £ éléments de [1, n] et pour I € Z([1, n]),

v =dei, Ao Adyy, et w{:dwgl/\uJ\dw;e
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ouI={i1,...,i¢} avec iy < --- < iy.
On peut écrire

dyp; = Zlaijd% avec aij € A (U,C).
i=

On pose A = (a;j)1<ij<n € Mp (A (U,C)) et pour I,J € Z([1, n]) on note ary le mineur de A dont les lignes
(resp. les colonnes) sont celles dont l'indice appartient a I (resp. J).
Preuve. Soit i € [1, n]. D’aprés le lemme 1.219, la forme différentielle dy; € Q!(U) se décompose dans la
A (U, C)-base (dvp;)1<i<n de Q1(U) sous la forme
dyl = > a;dy; avec a;; € H(U,C).
j=1

Comme D'application
QU — Q4U)
(Wi, we) — W1 A Awyp

est alternée, le lemme 1.12 donne le résultat.

Proposition-Définition 1.222 — Différentielle. Soient (M, .2/) une prévariété holomorphe. Pour tout ¢ € N,
il existe un unique morphisme de faisceaux abéliens dy, = (d?)eruv(M) : Qﬁ/l — Qﬁl vérifiant les propriétés
suivantes

(1) do : QY — Q4 est la différentielle;
(ii) Pour tout ouvert U de M, tout f € Q°(U) et a € Q¢(U), on a

df (fa) = d§ (f) Av B+ fdf(a) ;
(4i1) Pour tout ¢ € N*, tout ouvert U de M, tout a € Q*(U) et 8 € QY(U), on a
dE_H(oz Au B) = dY(a) Au B+ a Au dg(ﬁ) ;
(iv) dy odg = 0.
De plus, pour tout £,m € N, tout ouvert U de M et tout a € Q°(U) et 3 € Q™(U), on a
dem(a Ay B) = de(a) Au B+ (=1)%a Au dn(8)

et dg410de=0.

Preuve. Supposons qu’une telle famille de morphismes de faisceaux abéliens existe et montrons qu’elle est
unique. Soient U = (U, V,n,) une carte de o7 et a € Q(U). D’aprés le lemme 1.219, on peut écrire o comme
une somme (finie) de termes de la forme

B=fd¥(gi) A---AdT(ge) avec f,g; € #(U,C).

L’image de « par déj est alors la somme des images par déj de chacun des termes de la somme définissant «.
Ainsi, pour montrer que dy est uniquement déterminé, il suffit de montrer que dE est entiérement déterminé
sur les éléments de la forme

6:fdg(g1)/\~'/\dg(g4) avec f,g; € (U,C).
Calculons donc df (3). Le point (ii) donne
df () = g (£) Adg (g1) A== AdG(ge) + f - df (A5 (g1) A+ A G (ge)) -

Montrons que dy (d§ (g1) A -+ A dg (ge)) = 0. (%)

Pour cela, on raisonne par récurrence. De fagon précise, on va montrer par récurrence sur i que, pour tout
i€[0,0—1],ona

dy(dg (g1) A+ A (ge)) = (=1)'dg (g1) A+ - AdG (g0) A de—i(dF (gisa) A=+ AdG (g0))

Pour i = 0, le résultat est trivial. Supposons I’égalité vrai au rang i < £ — 1. Comme ¢ — 1 — i > 0, on peut
appliquer le point (4i7) pour obtenir

de—i(dg (gir 1) A---Adg (ge) = dYdF (gir1) AdG (gig2) A+ AdF (g¢) — G (gir1) Ade—i—1(dG (gir2) A---Adg (ge)) -
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Comme dY od§ = 0, on obtient bien
Ay (g (91) A~ AdF (ge) = (=1)*1dF (91) A+ AdE (90) AdE (gi1) A de—im1(d (gis2) A -+ AdF (g0)) -
En particulier, avec ¢ = £ — 1, on obtient, grace a ’égalité d; o dg = 0,
Ay (dg' (g1) A+ AdG (g0) = (=1)71dg (1) A -+ A dY (dF (9¢)) = 0.
Ainsi dY (8) = d§ () AdF (g1) A+~ Ad§ (ge). Ainsi, on obtient que d (8) s’écrit uniquement a I'aide de d§. Ainsi
dy est uniquement déterminé pour tout ouvert U qui est le domaine d'une carte de 7. Comme les domaines
des cartes de & recouvrent M, on obtient I'unicité cherchée.

On définit ensuite au-dessus d’une carte et on vérifie que c’est compatible puis on utilise le critére de
recollement...



