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Partie Math�ematiqueDur�ee : 2 heures et 30 minutes.Les 
al
ulatri
es et do
uments sont interdits.Justi�er 
haque r�eponse(les r�eponses non justi��ees non seront pas prises en 
ompte).Exer
i
e 1. Soit B la forme bilin�eaire sym�etrique sur R3 d�e�nie pourv = (x; y; z) et v0 = (x0; y0; z0) par :B(v; v0) = (x + y + z)(x0 + y0 + z0) + (y + z)(y0 + z0) + zz0:1. Montrer que B est un produit s
alaire sur R3 .2. On fait de R3 un espa
e eu
lidien en le munissant de 
e produit s
alaire.�A partir de la base 
anonique, 
onstruire une base orthonorm�ee par lepro
�ed�e de Gram-S
hmidt.Exer
i
e 2. On 
onsid�ere l'espa
e eu
lidien E des polynômes �a 
oeÆ
ientsr�eels de degr�e au plus 2, muni du produit s
alaire h : ; : i d�e�ni par :hP;Qi = Z 10 P (x)Q(x) dx:Soit F le sous-espa
e des polynômes de degr�e au plus 1 et p le proje
teurorthogonal sur F .1. D�eterminer une base orthonorm�ee de F .2. Soit le polynôme R(x) = x2. Justi�er le fait que l'int�egrale :Z 10 (ax+ b� x2)2 dxest minimale lorque ax + b est le polynôme p(R). Cal
uler p(R).3. Sans au
un 
al
ul suppl�ementaire, �e
rire la matri
e A de p dans la base(1; x; x2) de E. 1



Exer
i
e 3. Soit f la fon
tion d�e�nie sur R� ℄0;+1[ par :f(x; y) = exy2yet F la fon
tion d�e�nie sur R par :F (x) = Z 21 f(x; t) dt:1. Montrer que la fon
tion f est 
ontinue sur R� ℄0;+1[. Peut-on end�eduire que la fon
tion F est 
ontinue sur R ?2. Montrer que la fon
tion F est d�erivable sur R.3. �Etablir pour tout x 2 R :F 0(x) = ex2x (e3x � 1):Exer
i
e 4. On d�e�nit une fon
tion ' : [0;+1[! R en posant '(0) = 1 et'(t) = Ar
tg tt si t > 0. On pose pour tout x > 0 :F (x) = Z +10 x'(xt)1 + t2 dt:1. Montrer que ' est 
ontinue sur [0;+1[.2. Montrer que F est d�e�nie et 
ontinûment d�erivable sur [0;+1[.3. Montrer que pour tout x 2 [0; 1[ [ ℄1;+1[ :F 0(x) = �2(1 + x) ��Indi
ation. Pour tout x 2 R r f�1; 1g, on a :1(1 + t2)(1 + x2t2) = 11� x2 � 1(1 + t2) � x21 + x2t2��4. Cette expression de F 0(x) est-elle en
ore valide pour x = 1 ? (Onr�epondra sans e�e
tuer le moindre 
al
ul.)5. D�eduire de 
e qui pr�e
�ede une expression de F (x) sans int�egrale.
2


