Feuille de TD 3 MT 252 — Année 2004-2005

Systeme différentiel

Exercice 1 — Systéme différentiel 2 x 2. Soit () le systéme différentiel linéaire avec second membre

)
t y(t) +t
t x(t) — t*
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ou z et y désignent des fonctions de R dans R.

) =
) =

a) Déterminer la solution générale du systéme linéaire homogéne associé a (.%).

b) Déterminer la solution particuliére du systéme (%) pour les conditions initiales 2(0) = 1, y(0) = 0 (on pourra
chercher z et y sous forme de polynomes de degré respectif 2 et 1).

c) Déterminer la solution générale du systéme (.7).

Exercice 2 — Systéme différentiel 2 x 2. Soit (.%) le systéme différentiel linéaire avec second membre
a'(t) = —x(t) —y(t) + 1
A v

ou z et y désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale du systéme linéaire homogéne associé a (.%).
b) Déterminer la solution particuliére du systéme (.) pour les conditions initiales z(0) = 0, y(0) = 1.

c) Déterminer la solution générale du systéme (.7).

Exercice 3 — Systéme différentiel 3 x 3 (Examen Juin 2004). Soit () le systéme différentiel linéaire avec
second membre

()= z(t)+2yt)+1
() v (&)= —=3a(t) = 3y(t) + 2(t) — ¢’
2'(t) = 2z(t)+2y(t) — 2(t) + 2¢*

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme linéaire homogéne associé a ().
b) Déterminer la solution particuliére du systéme () pour les conditions initiales xz(0) = 1, y(0) = —1 et
z(0) = 1.

c) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (.%).

Exercice 4 — Systéme différentiel 3 x 3 (Examen Septembre 2004). Soit () le systéme différentiel linéaire
avec second membre

z(t) = —3x(t) +2y(t) — 2(t)
() vt = —y)+i+1
Z(t) = 2x(t) — 2(t) + 2t + 2

ol x, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme linéaire homogéne associé a (.%).
b) Déterminer la solution particuliére du systéme (.%) pour les conditions initiales z(0) = y(0) = z(0) = 0.

c) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (.%).

Exercice 5 — Systéme différentiel 3 x 3. Soit (.) le systéme différentiel linéaire avec second membre

x'(t) 3x(t) +y(t) + 3t
() v ()= —da(t) —y(t) +t -3
2'(t) 4z(t) — 8y(t) + 22(t)

ol x, y et z désignent des fonctions de R dans R.



a) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme linéaire homogéne associé a (.%).

b) Déterminer la solution particuliére du systéme () pour les conditions initiales 2(0) = 18, y(0) = —45 et
2(0) =1 (On pourra chercher z et y sous forme de polynome de degreé 1).

c) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (.%).

Exercice 6 — Systéme différentiel 3 x 3. Soit (.) le systéme différentiel linéaire avec second membre

2/ (t) = —dx(t) +y(t) +2(t) +1
()35 () = a(t) —y(t) —22() + ¢
20 = —2a(t) +y(t) — 2(t) + 2

ol x, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme linéaire homogéne associé a (%).
b) Déterminer une solution particuliére du systéme () avec x, y et z des polynomes de degré 2.

c) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (.%).

Exercice 7 — Systéme différentiel 3 x 3. Soit () le systéme différentiel linéaire

() = Tz(t) + y(t) + 4z(¢)
()Y (H) = —a(t) = Ty(t) —4z(t)
2'(t) = —6x(t) + 6y(t)

ol z, y et z désignent des fonctions de R dans R. Déterminer la solution générale du systéme linéaire (.%).
Exercice 8 — Systéme différentiel 3 x 3. Soit (.) le systéme différentiel linéaire avec second membre

' (t) = 4da(t) + 6y(t) — 3z(t) + cost
()Y (t)= —x(t) —5dy(t) — 22(t) — cost + sint
2'(t) = Bx(t) + 6y(t) — 4z(t) + cost

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme linéaire homogéne associé a (.%).
b) Déterminer la solution particuliére du systéme () pour les conditions initiales (0) = 0, y(0) = 1 et 2(0) = 2.

c) Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, du systéme (.%).

Exercice 9 — Systéme différentiel antisymétrique. Soit (.¥) le systéme différentiel linéaire

a'(t) = y(t) = 2(t)
() v () = =(t) —(t)
Z(t) = a(t) -yt

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.%).
b) Calculer ||(x(t),y(t), z(t))||? ot t = (2(t),y(t), 2(t)) est solution de (.#). Etait-ce prévisible ?

c) Montrer les solutions de .7 sont planes. Etait-ce prévisible ?

Exercice 10 — Systéme différentiel antisymétrique. Soit (%) le systéme différentiel linéaire

(b)) = —y(t) — 2(t)
(&) Qv ) = () — =)
Z(t) = () +y()

ou z, y et z désignent des fonctions de R dans R.

a) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.%).
b) Calculer ||(x(t),y(t), z(t))||? ot t = (2(t),y(t), 2(t)) est solution de (.#). Etait-ce prévisible ?

c) Montrer les solutions de .# sont planes. Etait-ce prévisible ?



Exercice 11 — Systéme différentiel et espace euclidien (Examen Juin 2005). Soit (.¥) le systéme différentiel
linéaire
() = —=(t) +y(t)
il
{6 20

On note E le R-espace vectoriel des solutions de . & valeurs réelles.

a) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.#). En déduire une base de E.

b) On considére sur E la forme bilinéaire symétrique (- | -) définie par

xiv) - | X)),

ott (-,-) désigne le produit scalaire canonique de I’espace euclidien R?. Montrer que I'espace vectoriel E, muni
de la forme (- | -), est un espace euclidien de dimension 2.

c) Construire une base orthonormée de E.

Exercice 12 — Systéme différentiel d’ordre 2 (Examen Juin 2005). Soit (.¥) le systéme différentiel linéaire
(1) = a(t) — dy(t)
54
= et

Déterminer la solution générale & valeurs réelles du systéme linéaire (.).
Exercice 13 — Systéme différentiel d’ordre 2. Soit (.) le systéme différentiel linéaire

' (t) = 2'(t)+y'(t) —y(t)
() {y”(t) = 2/()+ /() — ()

a) Déterminer la matrice du systéme linéaire du premier ordre associé a (.%).

b) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.%).

Exercice 14 — Systéme différentiel d’ordre 2. Soit () le systéme différentiel linéaire

a(t) = —3x(t) + 2y(t)
A2

a) Déterminer la matrice du systéme linéaire du premier ordre associé a ().

b) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.%).

Exercice 15 — Systéme différentiel et espace euclidien (Examen Juin 2005). Soit (%) le systéme différentiel
linéaire
() = () —y(t)
el
A 2o o

On note E le R-espace vectoriel des solutions de .¥ a valeurs réelles.

a) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.#). En déduire une base de E.

b) On considére sur E la forme bilinéaire symétrique (- | -) définie par
2
X 1v)= [, ¥0).

ot (-,-) désigne le produit scalaire canonique de I’espace euclidien R?. Montrer que I'espace vectoriel E, muni
de la forme (- | -), est un espace euclidien de dimension 2.

c) Construire une base orthonormée de E.

Exercice 16 — Systéme différentiel et espace euclidien (Examen Juin 2005). Soit () le systéme différentiel
linéaire

y'(t) = 2x(t) —y(t)

On note E le R-espace vectoriel des solutions de . & valeurs réelles.

) {:v’(t) = () —y(t)



a) Déterminer la solution générale a valeurs réelles du systéme linéaire (.#). En déduire une base de E.

b) On considére sur E la forme bilinéaire symétrique (- | -) définie par
(X]Y) = (X(0),Y(0)) ,

ott (-,-) désigne le produit scalaire canonique de I’espace euclidien R?. Montrer que I'espace vectoriel E, muni
de la forme (- | -), est un espace euclidien de dimension 2.

c) Construire une base orthonormée de E.



