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Algèbre approfondie.
Exercice 1 Questions de cours.
a) Soit k un corps et P ∈ k[X]. Montrer que k[X]/P est un corps si et seulement si P est irréductible.

b) Soit k un corps. Montrer qu’une extension finie de k est algébrique sur k.

c) Soit P ∈ Z[X] et Q,R ∈ Q[X] unitaires vérifiant P = QR. Montrer que Q,R ∈ Z[X].

d) Pour quelles valeurs de n, n
√
2 est-il constructible ?

Exercice 2 On considère le polynôme P = X6 − 11 ∈ Q[X].
a) Montrer que P est irréductible sur Q.

b) Déterminer le corps de décomposition K de P sur Q. En donner une partie génératrice à deux éléments.

c) Déterminer la dimension de K sur Q et une base de K sur Q.

d) Déterminer les sous-corps L de K qui sont isomorphes à des corps de rupture de P sur Q.

e) Soit j = exp(2iπ/3). On rappelle que j est racine de X2 + X + 1 ∈ Q. Vérifier que K est un corps de
décomposition de P sur Q(j).

f) Montrer que P est irréductible sur Q(j). En déduire que K est un corps de rupture de P sur Q(j).

g) En utilisant la propriété des corps de rupture, déterminer le nombre et la forme des morphismes de Q(j)-
extensions de K dans lui-même.


