Formation en Mathématiques Commune Cachan / P7 Année 2009-2010
Calcul différentiel Frédéric Pascal, Vincent Beck

Partiel du 4 Novembre 2009

Seules les notes de cours et de TD sont autorisées. Il est interdit de communiquer par un
quelconque moyen. Les exercices sont indépendants.

Exercice 1 Déterminer df (z) et d*f(x), si elles existent, des fonctions suivantes

a) f:R" — R telle que f(z) = 3(Az,z) + (d,z) + 06 ot A € M, (R), d€ R", 6 € R.

b) f: R" — R telle que f(z) = g(Az+0b) ou g : R™ — R est 2 fois différentiable, A € M,,, ,(R),
beR™

c) f: Myn(R) — R telle que f(A) = tr(ABA?) ou B € S,(R).

d) f: R" = R telle que f(z) = Z(?“Z(:z:))2 ou r; : R" — R sont 2 fois différentiables.
i=1
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e) f: R" — R telle que f(z) = Z(r?(x))z ou r; : R" — R sont 2 fois différentiables et
a®™ =max(0,a).

Exercice 2 Soit C' un ouvert convexe d’un espace F et f une application de C' dans R. On dit
que f est convexe sur C' si pour tout (z,y) € C' x C et tout a €]0, 1] on a

flax+ (1 —a)y) <af(e)+ (1 -a)f(y).

a) On suppose f différentiable sur C. Montrer qu’elle est convexe sur C' si et seulement si
Ve, 7) eCxC,  f2) > f(7)+ df@)z— 7).
On pourra appliquer cette inégalité a x et T = ax + (1 — a)y.
b) On suppose f deux fois différentiable sur C'. Montrer qu’elle est convexe sur C' si et seulement

si d*f(x) est semi-définie positive pour tout z € C (c’est-a-dire d?f(x)(h, h) = 0 pour tout
heFE).

Exercice 3 Soit 1 € R. On considére le systéme différentiel .S,
dz

i y* — cos(x)
d
d—i = —ysin(z) — pye?

a) Montrer que pour 0 < g < 1, le systéme S, admet un unique point d’équilibre C'(u) =
(zc(1t), ye(pn)) dans la bande B = {(z,y) e R* | —Z <2 <0,y > 0}.

b) Montrer que la fonction u — C'(u) est de classe C*° au voisinage de 0 et donner un dévelop-
pement limité & l'ordre 1 de z.(u) et y.(u).

c) On note A(y) la matrice du probléme linéarisé au point C(u). Ecrire le développement limité

a lordre 1 de A(p).



Exercice 4 On se donne a et b deux réels tels que a < b et h € R un parameétre. On pose
f(z,h) = (x —a)(b—x)+ ha®.

Montrer que pour A > 0 assez petit, I’équation f(z,h) = 0 a trois racines réelles distinctes
x1(h) < x9(h) < z3(h). Donner un développement asymptotique de ces racines pour h — 0
arrété en he(h).

Exercice 5 Soit ¢ une application de classe C' sur R? & valeurs dans R. On considére le systéme
différentiel

i—f = 2(t) + y()e(x(t), y(t))
()9 §
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a) Justifier que S admet une unique solution maximale ¢ — (z(t),y(¢)) telle que z(0) = y(0) =
1

7
b) Calculer x(t)? + y(t)®. En déduire l'intervalle de définition de ¢ — (z(t), y(t)).
c) On cherche une solution sous la forme z(t) = exp(t) cos u(t) et y(t) = exp(t) sinu(t). Déter-
miner une équation différentielle dont u est solution.
Dans les questions d a f, on suppose que ¢(z,y) = zy/(1 + 2% + y?).
d) Démontrer que z(t) > 0 et y(t) > 0 pour tout t € R.
e) Résoudre I'équation différentielle
i—": - —% sin(u(t)) cos(u(t))
avec 0 < u < /2.
f) Déterminer x(t) et y(¢).

Exercice 6 — Inversion globale et fonction contractante. Soient (E, || - ||) un R-espace
vectoriel normé de dimension finie et f : £ — E une application de classe C!. On note aussi
| - || la norme sur Endg(E) subordonnée a || - || et on pose p = f —idg.

a) On suppose que ||dg,|| < 1 pour tout z € E. Montrer que f est un C!'-diffécomorphisme de
R™ sur son image.

b) Soit g : E — E. Montrer que g est k-lipschitzienne si et seulement si ||dg(x)|| < k pour tout
r e L.

c) On suppose que l'application ¢ = f — idg est k-lipschitzienne avec k < 1. Montrer que f
est un C!-diffeomorphisme de E sur lui-méme. On pourra utiliser le théoréme du point fixe
a une fonction convenablement choisie.

d) Soit g : R — R de classe C! telle que |¢’(t)] < k < 1 pour tout ¢ € R. Montrer que les
applications

f‘{ R? — R? ) f'{ R? — R?
(=) — (@ +9ly),y+9(2)) ’ | (zy) — (v +g(z), 2+ g(y))

sont des Cl-difféomorphismes de R? sur lui-méme.



