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Algeébre approfondie.

Exercice 1 — Racines de l'unité. Soit ¢ une racine m® primitive de 'unité dans C et £ une racine n® primitive
de l'unité dans C.

a) Montrer que le sous-groupe G = ((,&) de C* engendré par ¢ et £ est fini.
b) En déduire que G est cyclique.

c) Déterminer un générateur de G et l'ordre de G (indication : soit d = pged(m, n) et d = rm + ns une relation
de Bézout, on pourra considérer (*¢7).

d) En déduire la valeur de [Q(¢, &) : Q]

Exercice 2 — Corps fini.
a) Montrer que le polynome P = X% + X + 1 est irréductible sur Fs.

b) On note K = F3[X]/P et x la classe de X dans K. Justifier que (1, z, 2%, 23) est une Fa-base de K et que K
est un corps de cardinal 16.

c) Démontrer que 'ensemble L = {y € K, y* = y} est un sous-corps de K dont on déterminera le cardinal.
d) Déterminer la liste de tous les sous-corps de K.

e) Déterminer pour chacun des éléments de L la décomposition dans la base (1,2, 2%, 2®) (on pourra considérer
I’élément 22 + ).

f) Soit Q € F5[X]. Montrer que si z € K est une racine de Q alors 22 I'est aussi. En déduire que une factorisation
de P en irréductibles dans K[X] (les coefficients de la factorisation seront exprimés dans la base (1, z, 2%, 23)).

g) Soit Q € L[X]. Montrer que si z € K est une racine de Q alors z* I’est aussi.

h) Le polynome P est-il irréductible sur L ou non ? Si oui, justifier 'irréductibilité, sinon déterminer une facto-
risation de P dans L[X].

Exercice 3 — Polynéme symétrique. On considére Z[Xy,...,X,] 'anneau des polynomes en n indéterminées
a coefficients dans Z.
Pour j € [1, n], on note &?; I'ensemble des parties & j éléments de {1,...,n} et
Ej(Xl,... ,Xn) = Z HX@ € Z[X1,7Xn] .
Jez;tel

Pour j € N*, on pose S;(Xy,...,X,) = X37 + -+ X, 7.
a) Montrer que, pour tout j € N*, S; est un polynoéme symétrique en Xy,...,X,.

b) Exprimer S;, So et S en fonction de ¥4,...,3,.

—s

c) On considére le polynome P(T) = [] (T — X;). Exprimer P en fonction de T et de X; pour j € [1, n].

¢
d) En déduire que, pour j > n, on a S; — X151 + XS0 — ¥3S,_3 + --- + (—1)"%,S;_,, = 0 (on pourra
utiliser le fait que X est racine de P pour tout ¢ € [1, n]).
n P(T) _ & P(T) - P(Xe)

e) Montrer que P'(T) = =
) we P =2 X, ~ 5 Tox,

1

f) Pour tout m € [0, n], déterminer explicitement un polynéome Q,,(T,X;) tel que
T™ — X" = (T — Xo)Qum (T, Xy) .
g) En déduire que

P(T)
T-X,

n—1 p . .
=T 4+ ZlAp’ng_l_p avec A, =X+ ST(=1)2X P 0j-
p= Jj=1

h) A P’aide de la question e, en déduire que j < n—1, on a S; =181+ 225,20 —335;_3+---+ (—l)ijj =0.



