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Caractére

Exercice 1 — Groupe produit. Soient G et H deux groupes finis et V une représentation de G (sur C) et W
une représentation de H (sur C).

a) Construire sur V@ W une structure de G x H-module (on pourra considérer pour g € G et h € H,
T(pv(9), pw(h))).

b) Calculer le caractére de la représentation précédente en fonction de celui de V et de celui de W.

c) En déduire que si V et W sont irréductibles alors V. ® W est une représentation irréductible de G x H.

d) Montrer qu’on décrit ainsi toutes les représentations irréductibles de G x H sur C.

e) Se convaincre que ces calculs ont déja été vu lorsque G et H sont abéliens.

Exercice 2 — Dimension des représentations irréductibles. Le but de cet exercice est de montrer que les
dimensions des représentations irréductibles sur C d’un groupe fini divisent 'ordre de G/Z(G) (et pas seulement
Pordre de G). Soit V une représentation irréductible de G. On note n = dim V sa dimension.

a) Construire sur V¥ =V @ --- @ V. m une structure de G™-module. Montrer que ce G™ est irréductible (on
—_———
pourra utiliser ’exercice 1)
b) Montrer que si g € Z(G) alors pyv(g) est une homothétie. On note A(g) le rapport de cet homothétie.

c) On note H le sous-groupe de G™ formé des éléments (g1, ..., gm) avec g; € Z(G) et g1 - - gm = 1. Montrer
que H agit trivialement sur V¥™. En déduire que V®™ fournit en fait une représentation de G™/H qui, de
plus, est irréductible.

d) Montrer que [H| = (ZG)™ 1. En déduire que (dim V)™ | G|G/Z(G)|™! et ceci pour tout m > 1.
e) En déduire que dimV | |G/Z(G)| (on a G/(Z(G) dim(V))™ € (dim V)~'Z pour tout m > 1).

Exercice 3 — Entier algébrique. Soit P un polynéme dont les coefficients sont entiers sur Z, G un groupe fini
et x un caractére de G. Montrer que

1
al > P(x(9))
| |g€G
est un entier algébrique.
Exercice 4 — Racine de 'unité. Soient A1, ..., )\, des racines de I'unité dans C et a =n=1(A\; + -+ \,). On
suppose que a est un entier algébrique. Le but est de montrer que a =0 ou A\ =--- =\, = a.

a) On suppose que A; est une racine n;° de 'unité et on note £ = ppem (n;, 1 <4 < n). Montrer que \; € Q(¢)
ou ( est une racine ¢° primitive de 1.

b) Montrer que Q(¢) est une extension galoisienne de Q.

c) Montrer que I1 o(a) est un entier (montrer qu’il est rationnel et entier sur Z) de norme plus petite

) o€Gal(Q(¢)/Q)
que 1.

d) Conclure.

Exercice 5 Soit G un groupe fini et p une représentation irréductible de G sur C de degré n et de caractére x.
a) Montrer que ¢(s)x(s)/n est un entier algébrique.
b) En déduire que si ¢(s) et n sont premiers entre eux alors x(s)/n est un entier algébrique.

c) En déduire que si x(s) # 0 alors p(s) est une homothétie (utiliser I’exercice 4).



