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Théoréme des fonctions implicites et du rang constant

Immersion, submersion et rang constant.

Définition 1 — Systéme de coordonnées locales.  Soit V un ouvert de R™. Pour ¢ € [1, n], on considére

Si 'application (f1,. .., f,) est un ¢-diffeomorphisme de V sur un ouvert W de R™, on dit que (fi, ..., fn)
est un systéme de coordonnées ou un changement de coordonnées sur V.

Soient a@ € V. On dit que V'application (f1,..., fn) est un systéme de coordonnées locales ou un changement
de coordonnées locales en a, 8’1l existe un voisinage V' de a tel que (f1, ..., f,) soient un systéme de coordonnées
sur V'. Le théoréme d’inversion locale assure que (f1,..., fn) est un systéme de coordonnées locales en « si et
seulement si l'application linéaire df(a) : R — R"™ est inversible.

Exercice 1 — Submersion. Soient n,p € N*, U un ouvert de R", f = (f1,..., fp) : U— RP une application de
classe ¢! et a € U. On suppose que df(a) est surjective : on dit alors que f est une submersion en a.

a) Montrer que n > p. Montrer qu’on peut « compléter » la famille (f1,..., fp) en un systéme de coordonnée
locales (f1,- .., fn) en a. On note V 'ouvert contenant a sur lequel (fi,..., f,) est un ¢'-diffeomorphisme.

b) Montrer qu’a un %!-diffeomorphisme prés a la source, 'application f s’écrit
(@1, .. ) — (T1,...,Tp) -

Pouvait-on appliquer le théoréme du rang constant ? Qu’aurait-il donné ?
c) Montrer que la restriction de f & V est ouverte.
d) Montrer qu’il n’existe aucune fonction autre que 0 telle que ¢(f1,..., fp) =0.

e) Montrer que f localement admet un inverse a droite c’est-a-dire qu’il existe un voisinage ouvert W de f(a)
et une fonction g : W — 'V de classe € telle que g(f(a)) = a et fog=idw.

f) Soit h une application définie dans un voisinage de f(a) a valeurs dans un R-espace vectoriel de dimension
finie F. Montrer que h est de classe €' en f(a) si et seulement si h o f est de classe € en a.

g) On suppose a présent que f est une submersion en tout point de U : on dit que f est un submersion. Montrer
que f est une application ouverte et qu'une application h : f(U) — F est de classe ¢! si et seulement si ho f
lest.

h) Applications. On considére une équation aux dérivés partielles linéaire du premier ordre en n variables
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ol (v1,...,v,) sont des fonctions de classe ¢! donnée définie sur un ouvert U de R™ et & valeurs réelles et
I'inconnue f une fonction de classe €' sur U a valeur réelles. On suppose que les fonctions v; ne s’annulent
pas simultanément et on considére (f1,..., f,) des solutions particuliére de 'équation telle que la famille
(df1(a),...,dfp(a)) soit libre. Montrer que p < m et qu'au voisinage de a, '’équation se raméne en une
équation du méme type en n — p variables. Que se passe-t-il si p =n — 1.

i) Résoudre ’équation aux dérivés partielles

af af of
en appliquant la méthode précédente.
Exercice 2 — Immersion. Soient n,p € N*, U un ouvert de R", f = (f1,..., fp) : U—RP une application de

classe € et a € U. On suppose que df(a) est injective : on dit alors que f est une injection en a.

a) Montrer que n < p puis qu’a un ¢'-diffeomorphisme prés au but, I'application f s’écrit



(1, .oy xn) — (1,0 ., Tpn,0,...,0).

Pouvait-on appliquer le théoréme du rang constant ? Qu’aurait-il donné ?

b) Montrer que f localement admet un inverse & gauche c’est-a-dire qu’il existe un voisinage ouvert W de f(a)
et une fonction g : W — R" de classe € telle que g o f = idy.

c) Soient W un ouvert d’un R-espace vectoriel de dimension finie F, w € W et h : W — R"™ une application telle
que h(w) = a. Montrer que h est de classe €' en w si et seulement si f o h I'est.

d) Soient h un fonction définie au voisinage de a. Pour que h soit de classe € en a il faut et il suffit qu’il existe
une fonction A’ définie sur un voisinage de f(a) de classe ¢! en f(a) telle que b/ o f = h.

e) Soient W un ouvert d’un R-espace vectoriel de dimension finie F, h : W —R™ une application telle que
h(W) C U. Montrer que h est de classe ¢! si et seulement si f o h Uest.

Théoréme des fonctions implicites.

Exercice 3 — Premiers exemples.

a) Montrer que 1’équation 2% + 2z + exp(z —  — y?) = cos(x — y + 2) définit implicitement une fonction
(z,y) — z = p(x,y) de classe €>° dans un voisinage de (0,0). Calculer la différentielle et la différentielle
seconde de ¢ en (0, 0).

b) Démontrer que les équations
2+t +22 =14
2 4+y3+ 22 =36
définissent implicitement une fonction €> d’une variable a valeurs dans R2.

c) Montrer que I'équation zy* — 2® + y = 0 définit implicitement une fonction z — y = ¢(z) de classe €
vérifiant ¢(0) = 0. Donner un développement limité de ¢ a lordre 25 en (0,0).

d) Montrer que I’équation siny + xy* + 22 = 0 définit implicitement une fonction = — y = p(x) de classe €'
vérifiant ¢(0) = 0. Donner un développement limité de ¢ a lordre 10 en (0, 0).

Exercice 4 — Fonction racine.

a) Soient Py € R, [X] et zyp € R une racine simple de Py. Montrer qu’il existe une fonction « racine » de classe
%> dans un voisinage de Py. De facon précise, montrer qu’il existe un voisinage V de Py dans R, [X], un
voisinage W de xq et une fonction rac : V— W tel que rac(P) soit une racine de P pour tout P € V.

Exercice 5 — Fonction valeur propre.

a) Soient Ag € M, (R) et A\g € R une valeur propre simple. Montrer qu’il existe une fonction « valeur propre »
de classe ¥>° dans un voisinage de Agy. De fagon précise, montrer qu’il existe un voisinage V de Ay dans
M,,(R), un voisinage W de A et une fonction vp : V—W tel que vp(A) soit une valeur propre de A pour
tout A € V.



