Calcul différentiel et géométrie Année 2008-2009 — ENS Cachan
Vincent Beck

Autour du théoréeme d'inversion locale

Inégalité des accroissements finis.

Exercice 1 On rappelle I'inégalité des accroissements finis. Soient E, F deux R-espaces vectoriels de dimension
finie et U un ouvert de E. Si f : U—F est différentiable alors pour tous z,y € U tels que [z,y] C U, on a

1/ () = FW)ll < ( sup Idf(v)||> =yl

Si U est un ouvert convexe et ||df(v)|| < M pour tout v € U alors

1/ () = fW)ll < M|z —y]|.

a) Montrer que le premier énoncé n’est plus vrai si on retire la condition [z,y] C U.

b) Mountrer que le deuxiéme énoncé n’est plus vrai si on retire la condition U convexe.

Inversion locale.

Exercice 2 — Exemples.
a) On counsidére 'application

R} — R3
7 {(Jc, y,z) — (exp(2y) + exp(2z), exp(2z) — exp(2z),z — y) .

Déterminer ¢(R?) et montrer que ¢ est un diffeomorphisme de R® sur son image.

b) On considére lapplication
R? RS
F:
(5,1, 2) s (653925 4 =B 40422 B0 | 20 _ 93enu (B 4 2U _ e1-5)

Exprimer F en fonction de ¢. En déduire que F est un diffeomorphisme de R? sur son image si A > 0.

Exercice 3 — Inversion locale et polynéme. Soit n € N. On note R,,_1[X] (resp. R,[X]) 'ensemble des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n — 1 (resp. n) et

D":{(xlv'--axn)eRn7 l‘1>"'>$n}.

a) Montrer que l'application

D, — R,—1[X]

p: n

(1, ey Tp) — [[(X—z;) — X"
i=1

est un €°-diffeomorphisme de R™ sur p(R™). En déduire que I’ensemble des polynomes scindées & racines
simples de degré n est un ouvert de R,,[X].

b) Montrer que lapplication ¢ s’identifie & 'application

D, — R"
(@1, oyxn) — (01(X1, .o Tn)y ey on (T, ooy X))

ol g; est le i° polynéme symétrique élémentaire.

c) Que se passe-t-il si on remplace D,, par R™?



Exercice 4 — Inversion locale et matrice. Soit n € N*. On note M, (R) I’espace vectoriel des matrices
réelles, S,, le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et S,/ I’ensemble des matrices symétriques définies
positives.

a) Soient k& € N*. Montrer qu’il existe un voisinage V de I,, tel que, pour tout B € V, il existe une matrice
A € M,,(R) telle que A* = B.

b) Montrer qu’il existe un voisinage V de I,, tel que, pour tout B € V, il existe une matrice A € M, (R) telle
que exp(A) = B.

c) Soit Ay une matrice symétrique inversible. On considére 1’application

M,(R) — S,
:
M — ‘MAGM.
Montrer qu’elle est différentiable et calculer sa différentielle en I. Montrer que dip; est surjective et calculer
son noyau.

d) Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de Ay dans S,, et une application ¢ : S,, — GL,(R) tels que
A= tw(A) Ap(A) pour tout A € V.

e) En déduire que 'ensemble des formes quadratiques de signature (p, q) avec p+¢q = n est un ouvert de ’espace
vectoriel des formes quadratiques sur R".

f) Montrer que S!* est un ouvert de S,. Montrer que, pour tout A € S, il existe une unique matrice

symétrique positive B telle que A = B2. Montrer que B est définie positive. On pose B = v/A.
g) Montrer que lapplication

St ., S+
{A — VA

est de classe €°°.

Exercice 5 — Inversion locale et géométrie.  On considére le plan euclidien (R?, (-,)) et a € R%. Pour
M, N € R2, on note |MN] la distance entre M et N. On pose A = (a,0) et B = (—a, 0) et on définit les fonctions
R? — R R? — R
1 et P
M= (z,y) — [MA[, M = (z,y) — [MB] ,

R2 — R2
et :
7 {M = (2,9) — (p1(M),2(M)) = (IMA[, [MBY]).

a) Faire un dessin.
b) En quels points ¢ est-elle différentiable ? Montrer qu’en ces points elle est de classe €.

c) Montrer que 'application ¢ est un ¢*°-diffeomorphisme de R x R* sur ¢(R x R% ) et déterminer ¢(R x R ).
Indication : on rappelle I'inégalité triangulaire

V(C,D,E) € (R?)3, ||CE| — IDE|| < |CD| < |CE| + |ED|.
d) Pour f: R x R% — R de classe 62, on note
~ [eRxR%) — R
| { (w,0)  — (fop )wo).

Pf_ 7o Lof 10f 282f<%% %%)
dy? ’

2
Montrer que — Af = % * =AMt p10u 2 OV Oulv \ Ox Ox + Jy Oy

e) Déterminer les fonction f: R x RY — R telle que Af = 0 et f soit de la forme f(u,v) = a(u) + B(v) pour
tout (u,v) € (R x R%) olt av, B sont des fonctions 6.



Inversion globale.

Exercice 6 — Théoréme d’inversion globale. Soient E,F deux R-espaces vectoriels de dimension finie, U un
ouvert de E et f : U— F une application. On dit que f est une application ouverte si pour tout ouvert V contenu
dans U alors f(V) est ouvert.

a) Dans cette question, on suppose que f(U) est un ouvert de F et que f : U— f(U) est un €*-difféomorphisme
avec k > 1. Montrer que f est injective, ouverte et que df, est une bijection pour tout x € U. Montrer que
pour tout V, 'application f : V — f(V) est un €*-difféomorphisme.

b) Dans cette question, on suppose que, pour tout z € U, il existe un ouvert U, contenant x tel que 'application
f|U soit ouverte. Montrer que f est ouverte.

T

c) Montrer que f est continue si et seulement si f~1(V) est ouvert pour tout ouvert V de F.

d) Dans cette question, on suppose que f est de classe €' et df, est inversible pour tout z € U. Montrer que
f est une application ouverte.

e) Théoréme d’inversion globale. On suppose que f est de classe €%, injective et que df, est inversible pour
tout # € U. Montrer que f est un ¢*-difféomorphisme de U sur f(U).

Exercice 7 — Inversion globale et fonction dilatante. Soient (E, ||-||) un R-espace vectoriel normé (de dimension
finie) et f : E—E. On dit que f est dilatante si et seulement si

k>0, V(xy) €E%  |f@@) = fWI = kllz -yl

a) On suppose que f est 1. Montrer que si f est dilatante alors
k>0, V(z,h)€E?  |dfa(h)ll = K|A].

b) On suppose que f est € et dilatante. Montrer que f est un ¢*-difféeomorphisme de E sur lui-méme.

Exercice 8 — Inversion globale et fonction contractante. Soient (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé de
dimension finie et f : E — E une application de classe €’*. On note aussi || - || la norme sur Endg (E) subordonnée
al | et on pose p = f —idg

a) On suppose que ||dp,|| < 1 pour tout z € E. Montrer que f est un ¢!-diffeomorphisme de R™ sur son image.
b) Soit ¢ : E— E. Montrer que g est k-lipschitzienne si et seulement si ||dg(z)|| < k pour tout = € E.

c) On suppose que lapplication ¢ = f — idg est k-lipschitzienne avec k& < 1. Montrer que f est un ¢’'-
difféomorphisme de E sur lui-méme. On pourra utiliser le théoréme du point fixe a une fonction convenable-
ment choisie.

d) Soit g : R—R de classe € telle que |¢'(t)] < k < 1 pour tout ¢ € R. Montrer que les applications

f { R2 — R2 f { RQ . RQ
: et :
(z,y) — (z+9(y),y + g(x)) (z,y) — (y +9(z),z +9(y))

sont des €!-difféomorphismes de R? sur lui-méme.

e) Soient a,b € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour 'application

£ { RZ — R2
| (@.y) — (2 +asin(y),y + bsin())

soit un ¢ *°-diffeomorphisme de R? sur son image, de R? sur lui-méme.
Exercice 9 — Inversion globale et fonction réelle.  Soient f,g : R—R deux fonctions de classe €. On
considére 'application
R? — R?
F:
(

z,y) — (x+y, f(z) +9(y)).

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que F soit un ¢!-diffSomorphisme local en tout point
de R2.



b) On suppose la condition précédente vérifiee. Montrer que F est un ¢*-diffeomorphisme de R? sur son image.

¢) On suppose qu’il existe k > 0 tel que f/'(z) > k pour tout =z € R. Montrer que f est un ¢*-difféomorphisme
de R sur lui-méme. On suppose de plus que g est bornée et que la condition de la question a est vérifiée.
Montrer que F est un ¢'-diffecomorphisme de R? sur lui-méme.

Un premier pas vers la géométrie.

Exercice 10 — Lemme de Morse en dimension 2. Soient U un ouvert de R? contenant 0 et f : U— R une

application de classe 3. On suppose que f(0) =0 et df(0) = 0.

a) En adaptant la méthode de Gauss de réduction des formes quadratiques, montrer qu’on peut écrire dans un
voisinage de 'origine

flx,y) = eru(z,y)? + eav(z,y)? avec g; € {1}
et o (z,y) — (u(x,y),v(x,y)) est un €*-difféomorphisme entre deux voisinages de l'origine tel que ¢(0) = 0.
Indication : partir de l’expression de f donnée par le lemme d’Hadamard (feuille 1, exercice 11 question b).

b) Dessiner les lignes de niveau de f.

Exercice 11 — Lemme de Morse. Soient U un ouvert de R™ contenant 0 et f : U— R une application de classe
3. On suppose que f(0) = 0 et df(0) = 0 et d2f(0) non dégénérée. L'objectif de I'exercice est de montrer
quil existe un entier r et un ¢*-difféomorphisme ¢ = (¢1,...,¢,) entre deux voisinages ouverts de 0 tel que
©(0) = 0 et dans 'ouvert de définition de ¢, on ait

f:8012+"'+90T27807"4’127”'790712'
On partira de 'expression de f donnée par le lemme d’Hadamard (feuille 1, exercice 11 question b).

a) Soit z — A(x) une application de classe ¢! de U dans M,,(R). Montrer que I'application z +— A(x)(z) est
différentiable et calculer sa différentielle en 0.

b) En déduire que l'application ¢ : = +— A(z)(z) est un difféomorphisme local en 0 tel que ¢(0) = 0 si et
seulement si A(0) est inversible.

c) Conclure a l'aide de la question d de P'exercice 4.



