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Module sur un anneau principal

Exercice 1 — Bicommutant. Soit A un anneau principal. On note &2 un systéme de représentant de 1’ensemble
des nombres premiers de A.

a) Soient a,b € A. A quels conditions le quotient aA/bA a-t-il un sens ? Déterminer a’ tel que aA/bA = A/a’A.

b) Soient a,b € A. Montrer que l'ensemble I,;, = {c€ A, b|ac} est un idéal de A qui contient (b). En
déterminer un générateur en fonction des décompositions de a et b en nombres premiers.

c) Déterminer les facteurs invariants de I, et de I,;/(b). Cas particulier : ¢ = 0,b=0,a | b, b | a, aetd
premier entre eux.

d) Soit a,b € A. Déterminer Homy (A/(a), A/(b)). Cas particulier : a = 0,b =0, a | b, b | a, a et b premier entre
eux.

e) Soit M un A-module de type fini. Déterminer End (M).

f) Déterminer le centre de End (M). En déduire 'ensemble des endomorphismes de groupe de M qui commutent
avec tous les éléments de End , (M).

g) Application. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Déterminer
la dimension du commutant de u puis I’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec tous les
éléments qui commutent avec u.

Exercice 2 — Endomorphisme cyclique. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie n et « un endomor-
phisme de E. On note k[u] 1’algébre des polynomes en u et C,, le commutant de u; 7, le polyndme minimal de
u et x, le polyndme caractéristique (qu’on suppose unitaire).

a) Montrer que k[u] = k[X]/m,.
b) Déterminer dim C,, en fonction des degrés des invariants de similitude de u (utiliser I’exercice précédent).
c) Montrer que dim k[u] < n < dim C,.

d) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes

(5) dim Kfu] =

(7i) deg my, = m;

(401) T = Xu

(iv) 1l existe une base de E dans laquelle la matrice de u est une matrice compagnon ;
(v) Il existe z € E tel que (z,u(z),...,u" " 1(x)) soit libre;

(vi) 1l existe x € E tel que (x,u(z),...,u""1(z)) soit une base;

(vii) Le k[X]-module (E,u) est monogeéne ;

(i) Cu = klul;

(z) dim C,, =n;

(z1) Cy est de d1mens1on minimal ;
(xit) C,, est commutatif;

(xiit) k[u] est un élément maximal dans I'ensemble des sous-algébre commutative de End, (E);

)
)
)
)
)
)
(viii) u n’admet qu’un seul invariant de similitude;
) C
)
)
)
)
(ziv) L’application P — KerP(u) est une bijection entre I’ensemble des diviseurs unitaire de m, et l'en-
semble des sous-espaces stables par u;
(zv) L’application P — Im P(u) est une bijection entre 'ensemble des diviseurs unitaire de 7, et ’ensemble
des sous-espaces stables par u ;
Si k est infini, les propositions précédentes sont équivalentes a
(2zvi) Pensemble des sous-espaces stables par u est fini;
Si x. est scindé, les propositions précédentes sont équivalentes a chacune des deux suivantes
(zvii) les sous-espaces propres de u sont tous de dimension 1;

(zviii) rg (u — Aid) = n — 1 pour tout A € k.

Un endomorphisme vérifiant ces propriétés est dit cyclique.



Exercice 3 — Equation a coefficients dans un anneau principal. Soient A un anneau principal et a1, as, as €
A~ {0}. Le but de l'exercice est de déterminer I’ensemble H des solutions de I'équation ajz1 + agzs +azzs =0
d’inconnues (x1, 2, x3).

a) Montrer qu’on peut supposer que ai, as, ag sont premiers entre eux dans leur ensemble (ce qu’on fait).
) )

Nature de ’ensemble des solutions.

b) Montrer que H est un sous-module libre de rang 2 de A3.

On se rameéne au cas ou les a; sont premiers entre eux deux a deux.
c) On définit d; = pged (aj, ax) pour 4, j, k € {1,2,3} distincts. Montrer que d;d; | ax pour ¢, j, k € {1,2,3}
distincts. On note aj, le quotient de ay par d;d;.
d) Montrer que si (x1,x2,x3) € H alors d; | ;.

e) Montrer que application

H —s H
(1,2, 23) — (x1/d1,x2/d2, 3/d3)

réalise une bijection de H sur I'ensemble H' des solutions de ’équation ajz1 + a2 + ahxs = 0 d’inconnues
(Ila Z2, l‘?})'
f) Montrer que les a} sont premiers entre deux a deux.
Détermination de ’ensemble des solutions.
g) En déduire une base de H'.
h) Montrer que h} = (0,a}, —a}), hly, = (—a},0,a}) et by = (ah, —a},0) est un systéme générateur de H'. A
quelles conditions sur (m1,ma, ms) et (n1,n2,n3), a-t-on m1hy + mahy + mghfy = n1hj + nahl +nzhf?
Exemple.

i) Déterminer ’ensemble des solutions de 1’équation 5z + 7y + 35z = 0.



