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INTRODUCTION

Cette thése est divisée en deux parties et une annexe complétement indépendantes. La premiére partie tourne
autour des groupes de réflexions alors que la deuxiéme s’intéresse & la notion de catégorie stable. L’annexe
étudie quelques problémes de signes dans les complexes de modules. Chacune des deux parties est divisée en
deux chapitres : un chapitre de rappel suivi d’un chapitre présentant mes résultats de recherches.

Partie 1.

Le chapitre 2 présente mon travail de thése sur les groupes de réflexions complexes. Le résultat central est
la proposition 2.20 : étant donné (G, V) un groupe de réflexions complexes, M une représentation de G de
dimension finie et y un caractére linéaire de G, on peut, sous certaines conditions (hypothése 2.16 ou 2.17),
construire une structure d’algébre extérieure sur (T~!S(V*) @ A(M*))X (ott T est une partie multiplicative de
S(V*) convenablement choisie).

Ce travail se place dans la lignée des travaux de Orlik et Solomon [O-S] (qui étudient le cas (S(V*)@A(M*))%)
et de Shepler [SHE] (qui étudie le cas (S(V*) ® A(V*))X). L’approche présentée ici est 1égérement différente de
celle de larticle [BEC] et méne & un résultat un peu plus général. Cette approche permettra certainement de
généraliser aussi les résultats de Hartmann et Shepler [H-S].

Lorsqu’on peut choisir T = {1}, on peut utiliser la bigraduation de (S(V*) ® A(M*))X pour obtenir quelques
conséquences de la structure d’algébre extérieure, notamment en lien avec la régularité d’un entier. Ce travail
est proposé dans la section 2.2 et poursuit les idées de [BLM], [LEH1] et [L-M].

Par ailleurs, ’étude de la structure de (T=1S(V*) @ A(M*))X pousse a définir différents types d’hyperplans
(en lien avec la représentation M et le caractére linéaire x). Les sections 2.3, 2.4 et 2.5 sont dédiées a 1’étude de
ces types d’hyperplans pour les groupes &,,, G(d, 1,7), G(de, e, 2) et Gag.

Partie 2.

Le chapitre 4 présente mon travail de thése sur les catégories stables. L’objet de ce chapitre est I’étude de la
situation suivante : On se donne un triplet adjoint (M, L,R) entre deux catégories o et Z (avec M : B — )
ou & vérifie 'hypothése 3.22 (& est triangulée dans la section 4.1 et abélienne dans les sections 4.2 et 4.3).
Que se passe-t-il lorsqu’on annule les objets M-split de &/ (voir la proposition-définition 3.24 pour la définition
d’objet M-split) ?

Dans la section 4.1, on présente une suggestion de construction d’une catégorie M-stable pour une catégorie
triangulée. Considérons le cas ot &/ = A-Mod est la catégorie des A-modules ot A est une algébre symétrique de
dimension finie sur un corps k et Z = k-Ev. Si M = A®j- est le foncteur d’extension des scalaires alors L = R est
la restriction des scalaires et on a un triplet adjoint (M, L, R) au niveau des catégories dérivées. La catégorie M-
stable triangulée définie dans la section 4.1 est alors la catégorie stable usuelle (voir 'exemple 4.6). On montre
enfin que la catégorie des objets M-split n’est pas nécessairement triangulée (voir les contre-exemples 4.12
et 4.13).

La section 4.2 présente un travail qui se place dans le prolongement de celui de Happel [HAP, Chapitre 2]
et Linckelmann [LIN] qui définissent la catégorie stable d’une algébre auto-injective A comme quotient de la
catégorie des A-modules par les modules projectifs et montrent que cette catégorie stable est triangulée. Happel
utilise I’hypothése d’auto-injectivité pour identifier modules projectifs et modules injectifs et pouvoir ainsi se
« déplacer dans les deux sens ». Dans notre travail, cette « identification » est contenue dans la définition des
objets M-split : ce sont les notions de relative injectivité et relative projectivité qui coincident. De fagon un
peu plus précise, lorsque &7 et & sont abéliennes et vérifient les hypothéses 4.14, alors le quotient de 7 par les
morphismes se factorisant par les objets M-split de o7 est triangulé.

L’exemple fondamental qui a guidé notre travail est le suivant : on considére une algébre symétrique A de
dimension finie sur un corps k. Comme A est auto-injective, la construction de Happel s’applique. De plus, les
projectifs ne sont rien d’autre que les facteurs directs des modules induits (qui sont les modules libres). Dans



ce cadre, la construction de Happel s’interpréte comme le quotient de la catégorie de A-modules par les objets
M-split ot M = A ®j, + (avec M qui fait partie du triplet adjoint (M, Res, Res) puisque A est symétrique).

La section 4.3 présente un travail qui se place dans le prolongement de celui de Rickard [RIC, Théoréme 2.1].
En effet, Rickard montre que la catégorie stable s’obtient comme quotient de la catégorie dérivée bornée par les
complexes parfaits. Toujours en s’inspirant de notre exemple fondamental, on montre que la catégorie M-stable
de la catégorie abélienne &7 s’obtient comme quotient d’une catégorie M-dérivée bornée par les complexes bornés
d’objets M-split (voir la proposition 4.49). Ce quotient de la catégorie M-dérivée s’interpréte également comme
la catégorie M-stable au sens triangulé de la catégorie M-dérivée pour une extension naturelle des foncteurs
(M,L,R) (voir les exemples 4.6 et 4.7).

Dans l'exemple 4.16, on donne quelques situations concrétes dans lesquelles les hypotheéses de travail des
sections 4.2 et 4.3 sont vérifiées. Les exemples que nous donnons vérifient tous L = R méme si le cadre abs-
trait présenté ne 'impose pas. Les hypothéses permettent tout de méme de regrouper dans le méme cadre la
construction de la catégorie stable et de la catégorie relativement stable.

Le travail des sections 4.2 et 4.3 est en un certain sens le dual de celui de [GRI] qui étudie le quotient de la
catégorie A par les facteurs directs des objets de la forme LX ou RX lorsque ces deux classes d’objets coincident
(et que M est fidéle mais que L et R ne sont plus nécessairement ni fidéles ni exacts).

Annexe.

L’annexe propose une convention de signe adaptée de [SGA4] pour les complexes Hom et produit tensoriel.
On étudie comment les transformations naturelles usuelles reliant le produit tensoriel et les homomorphismes
au niveau des modules se prolongent au niveau des complexes.
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CHAPITRE 1

RAPPELS : GROUPE DE REFLEXIONS

Ce chapitre propose des rappels en vue du chapitre 2. Il est divisé en trois sections. La section 1.1 est consacrée
a quelques rappels d’algébre commutative : invariants, anneaux de fractions, graduations. La section 1.2 est,
quant a elle, consacrée & quelques rappels sur les réflexions. Enfin, la section 1.3 regroupe quelques résultats
classiques sur les groupes de réflexions notamment les théorémes de Chevalley-Shephard-Todd, Gutkin et Stanley.
Elle se termine par une nouvelle caractérisation des matrices minimales au sens d’Opdam (voir la proposition-
définition 1.65).

1.1 RAPPELS D’ALGEBRE COMMUTATIVE

Dans cette section, on rappelle quelques résultats d’algébre commutative utiles pour la suite notamment
pour I’étude des composantes isotypiques de I'algébre T~1S(V*) @ A(M*) (voir les sections 2.1 et 2.2).

On commence briévement par fixer un vocabulaire pour la manipulation des modules sur un anneau (non
nécessairement commutatif). On poursuit ensuite, dans la sous-section 1.1.1, avec quelques propriétés des an-
neaux de fractions en lien avec les actions de groupes : points fixes, composante isotypique pour un caractére
linéaire... Enfin, on termine, dans la sous-section 1.1.2, par une étude rapide de la graduation : série de Poincaré,
trace graduée, formules de Molien...

MODULES A GAUCHE, MODULES A DROITE, MULTIMODULES ET APPLICATIONS LINEAIRES

Notation 1.1 — Module. Soient R un anneau commutatif unitaire et A une R-algébre associative unitaire.
On dit que M est un A-module (resp. un module-A) si M est un module & gauche sur A (resp. a droite sur A).
Si M et N sont deux A-modules (resp. deux modules-A), on note Hom, (M, N) (resp. Hom (M, N)A ) I'ensemble
des applications A-linéaires de M dans N. On dit que Homp (M, N) (resp. Hom(M,N),) est ’ensemble des
morphismes de A-modules (resp. modules-A) de M dans N. Pour I’ensemble des endomorphismes d’un A-module
M (resp. d’'un module-A), on note End, (M) = Hom, (M, M) (resp. End(M)a = Hom(M, M),).

Pour B une R-algébre associative unitaire, on note B°P la R-algébre associative dont le R-module sous-jacent
est B et dont le produit est donné par b-ge» ¥’ = b’ -3 b pour tous b, b’ € B et lorsque M est un A ® B°P-module,
on dit plutét que M est un A-module-B ou un (A, B)-bimodule. Enfin, pour M et N deux A-modules-B, on note

Homya (M, N)g = Homagper (M, N) et Enda(M)g = Homp (M, M)5 .

Définition 1.2 — Action sur les morphismes. Considérons B, C deux R-algébres associatives unitaires, M un
A-module-B et N un A-module-C. On munit Homa (M, N) d’une structure de module-B°? @ C grace a 'action

(f-(b© ) (m) = f(m-b) - ¢

ot f € Homp(M,N),be B, ce Cet meM.
De fagon précise, on note v : B— Endg (M) (resp. vo : C— Endg (N)) anti-homomorphisme de R-algébres
associés aux structures de module-B (resp. module-C) de M (resp. N). Par ailleurs, on considére

{EndA(M) — Endg (Homy (M, N))
v:
fooo—=(igmgof)

et

{EndA(N) — Endg (Hom, (M, N))
S N T T
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L’application v est un anti-homomorphisme de R-algébres et p un morphisme de R-algébres. L’anti-homomor-
phisme de R-algébres associés a ’action & droite de B°? ® C est donné par

V(b)) €BXC,  vpwsc(b®c) = (voue)(e) o (novs)(b).

Exemple 1.3 — Action sur les morphismes. Considérons B, C et D trois R-algébres associatives unitaires, M
un A-module-B et N un C-module-D. En suivant la définition 1.2, on munit Homg (M, N) d’une structure de
C ® A°P-module-D ® B°P grace a l'action

((c@a)-f-(dob))(m)=c- fla-m-b)-d
ot f € Homgy(M,N),a € A;beB,ceC,deD et me M. [

Exemple 1.4 — Action sur le dual. En particulier, avec M = A N =R, B= A et C = D = R, on obtient
sur A* = Homp, (A, R) une structure de A°P-module-A°P, c¢’est-a-dire une structure de A-module-A. L’action de
a®a €A®A sur f € A* est donnée par ((a ®d’) - f)(z) = f(a’za) pour tout z € A. L]

1.1.1 ANNEAU ET MODULE DE FRACTIONS ET CARACTERE LINEAIRE

On commence par rappeler les propriétés de factorialité des anneaux de fractions d’un anneau factoriel
(lemmes 1.5 et 1.6). Celles-ci seront fondamentales (avec A = S(V*)) pour les problémes de divisibilité dans la
section 2.1.

On étudie ensuite Paction d’un groupe G par automorphisme sur un anneau (lemme 1.7). En particulier, on
étudie lorsque cette action est complétée par un morphisme de G dans le groupe des inversibles du centre de A.
Par la suite, on regarde comment ces propriétés se propagent dans les anneaux de fractions et dans les modules
de fractions. Lorsque le groupe G est fini, ce qui sera notre cas dans les sections 2.1 et 2.2, tout se passe bien.

Avant de commencer, on rappelle que, si A est un anneau commutatif unitaire et S une partie multiplicative de
A (c’est-a-dire contenant 1 et stable par produit) alors "anneau de fractions S™'A est obtenu comme I’ensemble
A x S quotienté par la relation d’équivalence (a,s) ~ (a’,s") si et seulement s’il existe t € S tel que tas’ = ta's
muni des lois (bien définies) a/s + a’/s’ = (as’ + da’s)/ss’ et (a/s) - (a'/s’) = (aa’)/(ss"). De méme, si M est
un A-module, le ST!A-module de fractions S™'M est obtenu comme 1’ensemble M x S quotienté par la relation
d’équivalence (m,s) ~ (m’,s’) si et seulement s’il existe ¢ € S tel que ts'm = tsm’ muni des lois (bien définies)
m/s+m'/s' = (ms +ms)/ss’ et (a/s) - (m/s') = am/ss'.

ANNEAU DE FRACTIONS ET FACTORIALITE

Lemme 1.5 — Anneau de fractions et anneau intégre. Soient A un anneau intégre (c’est-a-dire commutatif
unitaire et sans diviseur de 0 non nul) et S une partie multiplicative de A qui ne contient pas 0.

L’anneau S™'A est intégre et le morphisme canonique i : A — S™'A est injectif.

De plus, si S C T (avec 0 ¢ T) alors STt A s’identifie & un sous-anneau de T~'A. En particulier S™*A est un
sous-anneau de K = Frac(A) le corps des fractions de A.

Preuve. Si (a/s)(a/s’) = 0 alors (aa’)/(ss’) = 0 et donc il existe t € S tel que taa’ = 0. Comme ¢ # 0 et A
intégre, on en déduit que aa’ = 0 et donc a ou a’ est nul (toujours parce que A est intégre). Ainsi a/s = 0 ou
a’/s' =0 et STIA est intégre.

Sii(a) =a/1 =0 dans ST'A alors il existe s € S tel que sa = 0. Or s # 0 d’ott a = 0 et i est injectif.

On en déduit que le morphisme de A dans T~'A est injectif. Par ailleurs, I'image par S est contenu dans
celle de T et donc dans (T~1A)*. Ainsi, par la propriété universelle des anneaux de fractions, on construit un
morphisme ¢ : ST*A — T~ 1A vérifiant ¢(a/s) = a/s pour tous a € A et s € S.

Mountrons que ¢ est injectif. Si p(a/s) = a/s =0, il existe t € T tel que ta = 0. Comme ¢ # 0 et A intégre,
on en déduit que a = 0 et donc a/s = 0 dans S™'A. Ainsi ¢ est injectif.

Comme S C T = A\ {0} et K=T"'A, on obtient bien que S™'A est un sous-anneau de K. u

Lemme 1.6 — Anneau de fractions et anneau factoriel. Soient A un anneau factoriel et S une partie
multiplicative de A qui ne contient pas 0. On note & une famille de représentants de ’ensemble des éléments
premiers de A et i : A— S™!A le morphisme canonique.

L’anneau S~ A est factoriel. De facon précise, on pose

P ={pe P, 3IseS, pls} et P’'={peP, p/le(STTA)*}.

Ona 2 =P et i(P . P') est une famille de représentants de 'ensemble des éléments premiers de S™1A.
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Preuve. L’ensemble &2’ est ’ensemble des éléments premiers de A apparaissant dans les factorisations des
éléments de S et P est Iensemble des éléments premiers de A dont I'image dans S~ A est inversible.

Soit p € P’ Nl existe s € S et ¢ € A tel que s = pg. On a donc i(p)i(q)/s = i(s)/s = 1 Ainsi i(p) € (STTA)*.

Réciproquement, si i(p) est inversible alors il existe a/s € ST!A tel que (p/1)(a/s) = 1. On en déduit qu’il
existe t € S tel que t(pa — s) = 0. Comme ¢ # 0, on en déduit que pa = s c’est-a-dire p | s.

Soit p € 2\ 2. Montrons que i(p) est premier. Soient a/s,a’/s’ € STLA tel que p/1 | (a/s)(a’/s"). 1l existe
donc b/s" € STLA tel que (p/1)(b/s") = aa’/ss’. Ainsi, on a t € S vérifiant t(pbss’ — aa’s”) = 0. On en déduit
que p | aa’s"t. Or pt st car p ¢ &', on en déduit que p | aa’ puis p | a ou p | @’. Il existe donc ¢ € A tel que
pc=a ou pc=a’ et donc (p/1)(¢/s) =a/s ou (p/1)(c/s’) =a’/s'. Ainsi p/1 est premier.

Soient p,p’ € Z'. Supposons que p/1 et p’/1 sont associés dans S~A alors il existe a/s € STLA tel que
p/1=(a/s)(p'/1). On en déduit qu'’il existe t € S tel que pst = tap’. Ainsi p’ | pst. Comme p’ 1 st, la primalité
de p donne p’ | p et donc p = p'.

Soient a/s € STA \ {0}. On a a # 0 et on peut écrire

a=¢ H pr(a) =€ ( H pup(a)> ( H pup(a)>
peEP peEP! PEPLP!

avec Vp(a) € N et nul sauf pour un nombre fini d’éléments premiers et ¢ € A*. On obtient donc

@) ()= (@)

avec ¢/ € (ST1A)*. Tout élément de S™!A se décompose donc en produit d’éléments premiers. Ainsi STLA est
factoriel et on a bien le résultat souhaité. u

ANNEAU DE FRACTIONS ET GROUPE D’AUTOMORPHISMES

Lemme 1.7 — Morphisme d’anneaux. Soient G un groupe, A un anneau unitaire et ¢ : G— Aut(A) un
morphisme de groupes de G dans les automorphismes de I’anneau A. Alors ’ensemble

AG ={recA, Vge G, gx=uz}

est un sous-anneau de A. De plus, on a (A®)* = AG N AX.

Soit x : G — (ZA)* un morphisme de groupes. L’ensemble

AXx={zx €A, VgeG, gx=x(g9)x}

est un sous-(A%, A%)-bimodule de A.

Par ailleurs, si G est fini et A commutatif alors A est entier sur AC.
Preuve. On a g1 = 1 pour tout g € G et donc 1 € AC. De plus, pour tous =,y € A®, on a

g@t+y)=grt+gy=a+y et  glay) = (92)(g9y) = 2y

et donc zy € AC et z +y € AC. Ainsi A est bien un sous-anneau de A.

Si z € (AS)* alors il existe y € A C A tel que 2y = yz = 1 et donc 2 € AS N AX. Réciproquement, si
x € AS N AX alors il existe y € A tel que zy = yxz = 1. Comme z € A®, on a alors, pour tout g € G,

z(gy) = (92)(gy) = g(zy) = g1 = 1 = g(yz) = (9y)(92) = (g9y)=-

Ainsi gy est aussi l'inverse de z dans A et donc gy = y pour tout g € G. Finalement y € A® et x € (A%)*.

On a g0 = 0 = x(g)0 pour tout g € G et donc 0 € AX. De plus, pour tous z,y € AX et z € A% on a

9@ +y) =gz + g9y = x(9)r + x(9)y = x(9)(@ +vy),  g(zx) = (92)(92) = 2x(9)z = x(9)zx

et g9(xz) = (92)(92) = x(g)zz .

Ainsi x + y, zx, 22z € AX et AX est bien un sous-(A%, A%)-bimodule de A.
On suppose que G est fini. Si x € A alors

I;IG(T —g(x)) € AS[T]

est bien défini car G est fini et est un polynome unitaire a coefficients dans A® dont x est racine. u

On suppose a présent A commutatif et on s’intéresse aux anneaux de fractions de A. Le cas le plus riche est
celui ot G est fini.
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Proposition 1.8 — Groupe, anneau et partie multiplicative. Soient G un groupe, A un anneau commutatif
unitaire, ¢ : G — Aut(A) un morphisme de groupes, S une partie multiplicative de A stable par G (c’est-a-dire
telle que gS C S pour tout g € G).

On pose S = SN AC. L’ensemble S¢ est une partie multiplicative de AS. Le morphisme ¢ s’étend en un
morphisme § : G +— Aut(S7!A) et on a un morphisme canonique 9 : (S&)71AG — (S71A)C,

Si G est fini alors 1 est un bijectif.
Preuve. Par définition S¢ € A®. Comme 1 € Set 1 € A%, ona 1€ S%. Siz,ye SE alors 2y € S (car S est
multiplicative) et zy € AS (car A® est un sous-anneau) donc S¢ est une partie multiplicative de AS.

On a ¢S C S pour tout g € G. On en déduit successivement ¢~ 1S C S puis S C ¢S et donc ¢S = S pour tout
g € G. Ainsi ¢ est a valeurs dans le sous-groupe

Autg(A) = {6 € Aut(A), 4(S) =S}
de Aut(A). Or la propriété universelle de S™*A assure Iexistence d'un morphisme de groupe de Autg(A) dans
Aut(S71A). Par composition, on obtient ainsi le morphisme ¢ souhaité. Par construction, on a
~ a ga
V(G,S,Q)GAXSXG, @(g)<_):_
S gs
Le morphisme canonique i : A — S™!A commute avec l’action de G. En effet, Pour g € Get a € A, on a
(ga) = 99 = 9 _ g0 _ s
ilga) = 5 97 gi(a) .
On en déduit immédiatement que 7 induit un morphisme d’anneau de A® dans (S~*A)“. En effet, pour a,b € A
et g€ A%, on a
gi(a) = i(ga) = i(a), i(a+0b) =i(a) +i(b), i(ab) = i(a)i(b) et  i(1)=1.

De plus, si s € S& alors i(s) est inversible dans S™'A et appartient a (ST'A)%. Le lemme 1.7 montre que
i(s) € ((ST*A)%)*. La propriété universelle de (S¢)~'A® permet de construire le morphisme 1 souhaité. Il est
donné par

V¥ (a,s) € AG x SG, z/;(g):g.

s s
Supposons a présent que G est fini et montrons la bijectivité de 1. Commengons par injectivité. Soit
(a,s) € A% x SC tel que a/s € Kert. On a donc a/s = 0 dans (S™*A)¢ C S~1A. Par définition, il existe ¢ € S
tel que ta = 0. Comme G est fini, on peut poser
t'= T] (gt) € A.
geG
Par construction t' € A® et comme gS C S pour tout g € G, onat’ € S. Ainsi #' € SG. Par ailleurs, on a t'a = 0
et donc a/s = 0 dans (S¢)7'AC. Ainsi 1 est injective.
Passons & la surjectivité de 1. Soit a/s € (ST'A)% avec a € A et s € S. Comme G est fini, on peut définir
s'= T] (gs) € A, "= I (¢9s) €A et a' =as" €A
9€G geGL{1}
Par construction s’ € AS et comme gS C S pour tout g € G, on a s’ € S. Ainsi s € S¢. Par ailleurs, on a
a/s = (as")/(ss") =a’/s’. Comme a/s est fixe par G et s’ aussi, on en déduit que

Vge G,  gla/s)=gld'/s) = (ga')/(gs') = (9a’)/s' = a/s =d'/s".
On en déduit qu’il existe ¢, € S tel que t4(ga’ — a’) = 0. On définit alors

th= Tl g'(ty) €S et /= T[t, eS°.
g'eG geG

Par construction de t/, on a t'(ga’ — a’) = 0 pour tout g € G. On en déduit que, pour tout g € G,
g(t'a’) = g(t")g(a’) = t'(9a’) = t'a’.
Finalement a/s = a'/s' = t'a’/t's" avec t's’ € SC et t'a’ € AS. On obtient donc a/s = ¥(a’t'/s't') ce qui donne
la surjectivité de . [
On ajoute & présent a la situation précédente un morphisme de G dans A*.

Proposition 1.9 — Groupe, anneau et partie multiplicative et caractére. Soient G un groupe, A un anneau
commutatif unitaire, ¢ : G — Aut(A) un morphisme de groupes, x : G — A* un morphisme de groupes, S une
partie multiplicative de A stable par G et S¢ =S N AC.

Le morphisme y s’étend en un morphisme de groupes (encore noté x) de G dans S™!'A. Le morphisme
canonique 7 : A — ST!A induit un morphisme de A®-modules de AX dans (S™!A)X et s’étend, de facon unique,
en un morphisme j de (S¥)~!A%-modules de (S¢)~'AX dans (ST'A)X.
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| Si G est fini alors j est bijectif.

Preuve. On note i : A— S~ !A le morphisme canonique. L’application i induit un morphisme de groupes de
A* dans (ST'A)* et donc par composition un morphisme de G dans (S™'A)*. Ainsi (ST'A)X est bien défini et
un (S~'A)%-module (lemme 1.7). C’est donc aussi, d’aprés la proposition 1.8, un (S¢)~!A%-module.

Par ailleurs, pour g € G et a € AX, on a

gi(a) = g(a/1) = (g9a)/(91) = (9a)/1 = i(ga) = i(x(9)a) = (x(9)a)/1 = (x(9)/1)(a/1) = x(g)i(a).
Ainsi i induit bien une application de AX dans (S™'A)X. De plus, pour a,b € AX et c € AG ona
i(a+0b) =i(a) + i(b) et i(ca) = (ca)/1 = (¢/1)(a/1) = ci(a)

et i est bien AS-linéaire.

Montrons a présent I'existence de j. Elle va résulter de ’adjonction des foncteurs restriction et extension des
scalaires pour les anneaux A% et (S)"'A%. De facon précise, on a 'isomorphisme

Hom o (AX, (S7TA)X) =~ Hom gey-1,6 ((S9) TTAX, (STTA)X).

On définit alors j comme le morphisme correspondant a ¢ dans cette bijection. En suivant les fléches, on obtient
que j vérifie j(a/s) = a/s pour tout a € AX et s € SG.

Montrons & présent la bijectivité de j lorsque G est fini. Commengons par 'injectivité. Si j(a/s) = 0 alors
a/s =0 dans (STTA)X C S7!A et donc il existe t € S tel que ta = 0. Comme G est fini, on peut définir

t'= T] (gt) € A.
geG

Par construction ¢’ € A® et comme ¢S C S pour tout g € G, on at’ € S. Ainsi t’ € SC. Par ailleurs, on a t'a = 0
et donc a/s = 0 dans (S¥)~LAX. Ainsi j est injective.

Passons a la surjectivité de j. Soit a/s € (STTA)X (avec a € A et s € S). Comme G est fini, on peut définir

s'= T] (gs) € A, "= I (g9s) €A et a =s"a€A.
9€G geG{1}
Par construction s’ € AS et comme gS C S pour tout g € G, on a s’ € S. Ainsi s’ € S¢. Par ailleurs, on a
a/s =a'/s'. Comme a/s € (STLA)X et que s’ € S, on en déduit que
gla/s) = g(d'/s") = (ga)/(95") = (9a)/s" = x(9)(a/s) = x(g9)a’/s" = (x(g)a’) /5.
On en déduit qu’il existe t; € S tel que t4(ga’ — x(g)a) = 0. On définit alors
th= Tl g'(ty) €8¢ et /= T[t, 8.
g'eG geG

Par construction, on a t'(ga’ — x(g)a’) = 0 pour tout g € G et donc g(t'a’) = g(t')g(a’) = t'(ga’) = x(g)t'd
pour tout g € G. On a alors a/s = a//s' = t'a’/t's" avec t's’ € SY et t'a’ € AX. Ainsi a/s = j(t'a’/s't’) ce qui
donne la surjectivité de j. n

MODULE DE FRACTIONS ET GROUPE D’AUTOMORPHISMES

On étudie pour finir le cas d’un module. On introduit, pour cela, la notation suivante : lorsque M est un
groupe, Autg, (M) désigne les automorphismes du groupe M.

Proposition 1.10 — Groupe, module, anneau et partie multiplicative et caractére. Soient G un groupe, A un
anneau unitaire et M un A-module. On suppose donné ¢ : G — Aut(A) un morphisme de groupes, x : G — (ZA)*
un morphisme de groupes, A : G — Autg, (M) un morphisme de groupes vérifiant

V(a,m) € A x M, glam) = (ga)(gm) .

On définit MX = {m €M, Vge G, gm = x(g)m}. C’est un sous-A%-modules de M.
On suppose que A est commutatif, on considére S une partie multiplicative de A stable par G et on pose
S¢ =SNAS. On note @ : G — Aut(S7!A), le « prolongement » de ¢ (voir la proposition 1.8).
Le morphisme A s’étend en un morphisme de groupes de A: G — Autg, (S™M) vérifiant
V(g,a,s,8,m) € GxAxSxSxM, X(g) (ﬂﬂ/) =(9) (E) Ag) (i) i
ss s s
On note encore Y : G — (S7tA)* le « prolongement » de y : G— AX (proposition 1.9). Le morphisme
canonique 7y; : M — S™!M induit un morphisme de A“-modules de MX dans (S™'M)X et s’étend, de fagon
unique, en un morphisme jy de (S¢)"1A%-modules de (S¢)~'MX dans (S~!M)X.
Si G est fini alors jyr est bijectif.

Preuve. Pour g € G et m,m’ € MX et a € A%, on a g0 = x(9)0 =0 et
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glm+m') = gm+gm’ = x(g)m+ x(g)m’ = x(g)(m+m') et glam) = (ga)(gm) = ax(g)m = x(g)am .

Ainsi MX est bien un sous-A%-module de M.

Construisons A. On identifie pour cela S™'M et S™'A @A M. Pour g € G, on a ¢(g) € End, (S7'A) et
A(g) € End,,(M). On peut donc considérer I'endomorphisme $(g) ® A(g) du groupe abélien S™'A @z M puis le
composer avec la surjection canonique m de ST'A ®z M dans ST*A @, M. On note alors §, = 70 (¢(g) ® A(g)).
Par construction, on a

V(a,s,m) € A xS xM, dg(a/s@m) = gla/s) @ gm.
De plus, pour a,a’ € A, s € Set m € M, on a
dg(a’(a/s)®@m) = g(a'a/s) ® gm = g(a/s)(ga’) ® gm = g(a/s) ® (ga’)gm = g(a/s) ® g(a'm) = 54((a/s) @ a'm).

On en déduit que &, passe au quotient par le sous-groupe (ra ® y —r @ ay, x € S7'A, y € M, a € A) et
définit donc un endomorphisme A(g) de ST1A ®4 M = S~IM. Par construction, on a,

V(g,m,s) € Gx M xS, Mg)(m/s) = gm/gs.
On a alors, pour g € G, a € A, 5,8’ € Set m € M,

M) (220) =) () = Lam) _ L9lom) _ 9997 _ 5i) (2) R ().

5 s/ s’/ g(ss')  (9s)(gs")  gs gs'

Enfin, on a X(lg) =1idg-1y; et pour g,¢' € G, me Met s €S, on a
Mag')(m/s) = (99'm)/(99's) = 9(g'm/g's) = Ng)Mg')(m/s)
Ainsi A(g) € Autg(S™'M) et A est un morphisme de groupes.

Passons a I'étude de iy;. Pour g € G et m € MX, on a

gini(m) = g(m/1) = (gm)/(g1) = gm/1 = im(gm) = im(x(g)m) = (x(9)m)/1 = (x(9)/1)(m/1) = x(g)inm(m) .
Ainsi iy induit bien une application de MX dans (S™!M)X. De plus, pour m,m’ € MX et a € A%, on a
im(m +m’) = im(m) + im(m’) et iv(am) = (am)/1 = (a/1)(m/1) = aiy(m)
et iy est bien AG-linéaire.
Montrons & présent l'existence de jy. Elle va résulter de ’adjonction des foncteurs restriction et extension
des scalaires pour les anneaux A% et (S5)7'AG. De facon précise, on a l'isomorphisme

Hom y ¢ (MX, (STIM)X) ~ Hom(sg),lAG((SG)_lMX, (STIM)X).

On définit alors le morphisme jj; comme le morphisme correspondant & i)y dans cette bijection. En suivant les
fleches, on obtient que jy(m/s) = m/s pour tout m € AX et s € SU.

Montrons & présent la bijectivité de jy lorsque G est fini. Commencgons par U'injectivité. Soit (m, s) € MX xS¢
tel que jum(m/s) = 0. On a m/s =0 dans (ST'M)X C S™'M et donc il existe ¢ € S tel que tm = 0. Comme G
est fini, on peut définir

t'= ] (gt) € A.
g€G

Par construction ¢ € A® et comme gS C S pour tout g € G, on a t' € S. Ainsi ' € SE. Par ailleurs, on a
t'm =0 et donc m/s = 0 dans (S®)"MX. Ainsi jy est injective.

Passons a la surjectivité de jy. Soit m/s € (STIM)X avec m € A et s € S. Comme G est fini, on peut définir

s'= T] (gs) € A, "= I (g9s)€A et m' = s"m e M.
geG gea{1}
Par construction, on a s’ € A® et comme ¢S C S pour tout g € G, on a s’ € S. Ainsi s’ € S¢. Par ailleurs, on a
m/s = (ms")/ss” =m'/s'. Comme m/s € (STIM)X et que s’ est fixé par G, on en déduit que
(x(g)m')/s" = x(g)(m"/s") = x(g)m/s = g(m/s) = g(m'/s") = (gm')/(g5") = (gm) /5.
On en déduit qu’il existe ¢, € S tel que t4(gm’ — x(g)m’) = 0. On définit alors
th= Tl g'(ty) €S et /= T[t, eSC.
g'eG geG

Par construction, on a t'(gm’ — x(g)m’) = 0 pour tout g € G et donc g(t'm’) = g(t')g(m') = t'(gm’) = x(g)t'm’
pour tout g € G. Finalement, on a m/s = m'/s' = t'm//t's' avec t's’ € SC et t'm’ € MX. On a donc
m/s = jm(t'm'/s't') et jyu est bien surjective. L]
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Remarque 1.11 — x = 1. On reprend la proposition 1.10 dans le cas oit x : G — (ZA)* est donné par x(g) =1
pour tout g € G. L’ensemble MX est alors par définition {m € M, gm = m} et se note plutét M%. Cest un
sous-A%-module de M.

Par ailleurs, le prolongement de x a (ST1A)* vérifie encore x(g) = 1 pour tout g € G. Ainsi iy induit un
morphisme de M® dans (S™!M)% qui se prolonge de facon unique en un morphisme jy de (S¢)~'M% dans
(S™IM)C. Lorsque G est fini, jy est bijectif. u

Exemple 1.12 — M = A. Les résultats de la proposition 1.10 appliqué &8 M = A redonnent les résultats de la
proposition 1.9. u

1.1.2 GRADUATION

Dans cette sous-section, on étudie les propriétés de graduation, essentiellement en vue de la section 2.2
dans laquelle on utilisera la bigraduation de l'algébre S(V*) ® A(M*). Toujours dans cet objectif, on donne
des exemples de calculs pour les algébres extérieures et symétriques, en particulier les formules 1.20 de Molien.
L’outil principal développé dans cette section est la notion de série de Poincaré (voir la définition 1.15). On
finit en donnant deux énoncés dus a Springer (corollaire 1.22 et lemme 1.23) en vue de la démonstration du
théoréme 1.35 de Chevalley-Shephard-Todd.

DEFINITIONS

On définit deux types de graduations : graduation de type N et N2. Ce deuxiéme type de graduation est
appelé bigraduation. Dans [BBKA, II.11], on trouvera une étude bien plus riche de ces problémes de graduation.

Définition 1.13 — Graduation et bigraduation. Soit k& un corps. Un k-espace vectoriel gradué est un k-espace
vectoriel M muni d’'une décomposition en somme directe
M=V
€N
ot M; est un k-espace vectoriel de dimension finie, pour tout ¢ € N. Pour 7 € N, on dit que M; est la composante
homogéne de degré i de M. Un endomorphisme f € End, (M) est dit gradué si f(M;) C M; pour tout i € N.
On note alors f; 'endomorphisme de M; induit par f. Si M est de plus une k-algébre, on dit que M est une
k-algebre graduée si M;M; C M;,; pour tout (i,j) € N2.
Un k-espace vectoriel bigradué est un k-espace vectoriel M muni d’une décomposition en somme directe
M= & M,;

(4,4)EN?
ot M; ; est un k-espace vectoriel de dimension finie, pour tout (4, j) € N2. Pour (4,5) € N?, on dit que M; ; est la
composante homogéne de degré (i, j) de M. Un endomorphisme f € End, (M) est dit bigradué si f(M,; ;) C M, ;
pour tout (i,5) € N2. On note alors fi,; Vendomorphisme de M, ; induit par f.

Exemple 1.14 — Algébre symétrique et extérieure. Soient k un corps et V un k-espace vectoriel de dimension r.
L’algebre symétrique S(V) de V est une k-algébre graduée. Pour n € N, on note S,, (V) la composante homogéne
de degré n de S(V).

De méme, l’algebre extérieure A(V) de V est une k-algébre graduée. Pour p € N, on note AP(V) la composante
homogene de degré p de A(V). L]

SERIE DE POINCARE

Sous leur abord naif, les séries de Poincaré (voir la définition 1.15) sont en fait un outil trés puissant dans
I’étude des graduations, notamment grace au lemme 1.16. Les résultats utiles pour la suite sont les formules 1.20
de Molien et leur corollaire 1.21.

Définition 1.15 — Séries de Poincaré. Soit k un corps. Pour
M=V
€N
un k-espace vectoriel gradué, on définit la série de Poincaré de M ou dimension graduée de M par
Pum(T) = grdim(M) = >° dimy M; T? € Z[[T]] .
ieN
Pour f un endomorphisme gradué de M, on définit la série de Poincaré de f ou trace graduée de f par

Py(T) = grtr(f) = Y tr (fi)T* € k[[T]].

i€EN
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Pour un k-espace vectoriel bigradué M= @ M,
(i,5)eN?

on définit la série de Poincaré de M ou dimension graduée de M par

Pu(T,U) = grdim(M) = Y dimg M; ; T°U7 € Z[[T, U]].
(i,5)€N?

Pour f un endomorphisme bigradué de M, on définit la série de Poincaré de f ou trace graduée de f par

PAT) =git(f) = 5 (i) TV € KT,

Les séries de Poincaré se comportent remarquablement bien vis-a-vis du produit tensoriel et de la somme
directe (lemme 1.16). Ces propriétés permettent de nombreux calculs qui donnent toute leur puissance aux séries
de Poincaré.

Lemme 1.16 — Graduation, somme directe et produit tensoriel. Soit k£ un corps. On considére

€N €N

deux k-espaces vectoriels gradués. Alors M & N est un k-espace vectoriel gradué par

Me&N=gM; &Ny
€N

et M ® N est un k-espace vectoriel bigradué par

MeN= & (Mi®Nj)
(i,5)EN?

et gradué par Me@N= & (@(Mz ® Nn_i))
neN \i=0

Cette derniére graduation sur M ® N est appelé graduation totale. De plus, on a
Puen(T) = Pu(T) + Pn(T), Pumen(T,U) = Py (T)Pn(U) et Pumen(T) = Pu(T)Pn(T).

Soient f (resp. g) un endomorphisme gradué de M (resp. N) alors f @ ¢g est un endomorphisme gradué de
M@ N et f ® g est un endomorphisme bigradué et gradué de M ® N. De plus, on a

Pf@g(T) = Pf(T) + Pg(T)a Pf®g(Tv U) = Pf(T)Pg(U) et Pf®g(T) = Pf(T)Pg(T) :
Preuve. Comme M; ® N; est de dimension finie et dimg(M; & N;) = dimy M; + dimy, N;, on obtient les résultats

souhaités sur la somme directe.
Comme M; ® N, est de dimension finie et dimy(M; ® N;) = dimy, M; dimy, N,

PM®N (T, U) = Z dlmk Mz dimk NjTin = <Z dlmk MlTl) (Z dlmk N].Uj) = PM(T)PN(U)

(i,5)EN? €N jJEN
n n . )
et PM®N (T) = Z dlmk Mz dimk Nn,iTn = Z Z (dlmk MzTZ)(dlmk Nn,iTn_z) = PM(T)PN(T) .
neN =0 neN =0

Pour i e Nyon a (f® g)(M; @ N;) CM,; & N,. Ainsi f & g est gradué et (f @ g); = f; ® gi- La relation sur
les séries de Poincaré en découle immédiatement.

Pour (i,j) € N?, ona (f®g)(M;®N;) C M;®N;. Ainsi f®g est bigradué et gradué. De plus (f®g);; = fi®g;
et, pour n € N,

n

(f®g)n=D(fi ®gn-i)-

i=0
Par ailleurs, si E, F sont deux k-espaces vectoriels et u € End,(E) et v € End,(F), on a tr (u® v) = tr (u)tr (v).
On en déduit que

Prog(T.U) = % tr(fi)tr(gj)Tin=(Ztr(fz-)T") <2tr<gj>uj>=Pf<T>Pg<U>

(i,5)EN? €N JEN

n

et Prog(T) = X Sotr (f)ir (gasd)T" = 3 3 (tr (f)T7)(tr (gmi) T" ) = P4(T)Py(T). .

neN i=0 n€eN =0
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On donne & présent trois exemples de calcul de série de Poincaré trés utile pour la suite : notamment ceux
de l’algébre symétrique (exemple 1.18) et d’une algébre de polynomes (exemple 1.19).

Exemple 1.17 — Trace et dimension. Soient k£ un corps de caractéristique nulle et M un k-espace vectoriel
gradué (resp. bigradué). Alors idy est un endomorphisme gradué (resp. bigradué) et grtr(idy) = grdim(M). =

Exemple 1.18 — Algebre symétrique et extérieure. Soient k& un corps et V un k-espace vectoriel de dimension r.
On a

Pao(m = ("= (M e

neN neN n

et Pawy(T) = (;) T = (14T).

peEN
Les deux premiéres égalités résultent de lexercice 4.1 de [BPM]. Les deux derniéres sont immédiates. L’égalité
Psvy(T) = (1 — T)~" résulte du fait que S(V) = S(k)®", du lemme 1.16 et de I'égalité

PS(k) = ZG:NTn = (1 — T)_l.

Lorsque k est de caractéristique nulle, ’exemple 1.17 et la proposition 1.20 donne aussi le résultat. u

Exemple 1.19 — Algebre de Polyndme. Soient A une k-algébre graduée, P1,...,P,. € A avec P; homogéne

de degré d;. On suppose que la famille (Pq,...,P,) est algébriquement indépendante. On a alors
”
Pyp,,..p(T) = [T(1—T%)~ 1.
i=1

En effet, I'indépendance algébrique des P; donne I'isomorphisme de k-espaces vectoriels gradués

E[Py,...,P. ] =k[P1]® - ® k[P,] avec P (T) = > Tndi = (1 — Td)~L.
neN

Le lemme 1.16 donne alors le résultat. u

Les deux résultats suivants permettent de calculer la trace graduée dans le cas de 'algébre symétrique et de
I’algébre alternée d’un espace vectoriel.

Proposition 1.20 — Formules de Molien. Soient k& un corps, V un k-espace vectoriel de dimension finie et
f € End, (V). Alors f définit un endomorphisme gradué fg (resp. fa) de S(V) 'algébre symétrique de V (resp.
A(V) Talgébre extérieure de V). On a alors

Ps(T) =det(id — fT)"' et Py (T)=det(id + fT).

Preuve. On peut étendre les scalaires et supposer f trigonalisable. Soit (eq,...,e,) une base de V dans laquelle
la matrice de f est triangulaire inférieure et les termes diagonaux sont (A1,..., A.).

En ordonnant lexicographiquement la famille (e1%e2® - - - €,%");, ...1i, —n, On obtient une base de S,, (V) dans
laquelle la matrice de I’endomorphisme induit par f est triangulaire inférieure. Le terme diagonal correspondant
aerileg”? .- e, est Al )\,«i". On en déduit que

Pfs (T) = Z Z )\11'1 ,..)\T'irTn _ Z Z ()\lT)h ()\TT)Z7 _

neN i1 +--+ir=n neEN i1+ +ir=n g

o B

(]. — )\iT)il .

D=t

7

> (T =
1 neN

On obtient bien ainsi le résultat souhaité (voir aussi [BBK, V.5.3 lemme 2]).

En ordonnant lexicographiquement la famille (e;, A---Ae;,)1<i; <...<i,<r, On Obtient une base de A?(V) dans
laquelle la matrice de I’endomorphisme induit par f est triangulaire inférieure. Le terme diagonal correspondant
aey Ao Aej, est Ay -+ Ay . On en déduit que

T T

Pp(T)= X > A A TP =3 > (AT (A, T) = [TA+ANT) = det(1 + fT). =

PpEN 1<i1 < <ip p=0 1<i1 < <ip<T i=1

Les formules de Molien permettent de calculer la série de Poincaré des invariants de 'algébre symétrique.

Corollaire 1.21 — Série de Poincaré des invariants. Soient & un corps de caractéristique nulle, V un k-espace
vectoriel de dimension finie, G un sous-groupe fini de GL(V), S(V*) I'algébre symétrique du dual de V et S(V*)%
I'algébre des invariants de S(V*). La série de Poincaré de S(V*)© est

! S det(1 —gT) L.

Paere ) = 1q7 2,
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Preuve. On note S, (V*)¢ la composante homogéne de degré n de S(V*)¢ et g, 'endomorphisme de S,,(V*)
induit par g € G. Par définition, on a

Pgve(T) = ZNdim(Sn(V*)G)T”.
ne

Par ailleurs, si M est un G-module alors

1
=n g
al 2

est un projecteur d’image M®. Avec M = S,,(V*), on en déduit que

1
dim(S, (V%) = — Y tr(gn) -
|G| geG
. . 1
On obtient ainsi Pgv=ya(T) = —= > tr(gn)T".
|G| geG
La formule 1.20 de Molien donne alors
1 1
Pgyveye(T) = = 3 det(id — ‘g 7'T) = — 3" det(id — ¢T). m
(€ rere! Gl gec:

Toujours grace aux séries de Poincaré, on obtient de nombreuses informations sur les degrés d’une fa-
mille algébriquement libre d’éléments invariants de S(V*) : c’est le sens du corollaire suivant dit & Sprin-
ger (voir [SPR1, théoréme 2.4]) utile pour la démonstration du théoréme 1.35 de Chevalley-Shephard-Todd.

Corollaire 1.22 — Eléments invariants algébriquement indépendants. Soient k& un corps de caractéristique
nulle, V un k-espace vectoriel de dimension ¢, G un sous-groupe fini de GL(V), S(V*) lalgébre symétrique du
dual de V et S(V*)© I'algébre des invariants de S(V*). On suppose que (Py,...,P;) est une famille d’éléments
invariants de S(V*) homogeénes algébriquement indépendants. Pour ¢ € [ 1, £], on pose d; = degP;. On a alors

£
(i) I di > G

¢ ¢
(#9) Si [[di = |G| alors > (d; — 1) < || ou . est le nombre de réflexions contenue dans G (voir la
i=1 i=1

définition 1.24 et la remarque 1.25);
(4ii) De plus, si S(V*)¢ = k[P1,...,P/] alors

o

4
di=1G et Y(di-1)=1|7.
=1

1

2

Preuve. On a S,(V*)¢ C S, (V*). L'exemple 1.18 assure alors que dimg(S,(V*)®) < C7, i v_1- Toujours
avec I'exemple 1.18, on en déduit que la série entiére Pg(y+)c a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
Comme les P; sont invariants, la k-algébre graduée k[P1, ..., P,] est contenue dans S(V*)<. On en déduit que,
pour n € N, la composante homogéne de degré n de k[Py,...,Py] est de dimension inférieure a celle S,, (V*)C.
L’exemple 1.19 et le corollaire 1.21 donne alors, pour tout ¢t € [0,1],

! > det(id — gt)~t. (%)

(1= t5)~" =Pyp,,..p(t) < Psveye(t) = al
| |g€G

0
i=1

En multipliant par (1 —¢)* > 0, on en déduit que

~

%

1 1 (1—1t)*
<— |1+ | .
L1t dil |G| ( geG\Z{IG}det(ldgt)>

Or 1 n’est pas un poéle du membre de gauche. Par ailleurs, 1 est un zéro de chacun des termes de la somme du
membre de droite puisque la multiplicité de 1 comme valeur propre de g # 1g est strictement inférieure a £. En
évaluant en ¢ = 1, on obtient I'inégalité (i).

Démontrons a présent (i7). Pour tout ¢t € [0,1], on a

‘ 1 11 1 1
I (1tdi) G[(1—-1)F = IGIga;{l}det(l*gt)'

En multipliant par (1 —¢)*~ > 0, on obtient
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s (f () - ) <,
I—t G \L+t4---Ftdt IG[ ) 7 1G] jedT 1y det(1 — gt) |

Etude du membre de droite. Soit ¢ € G ~ {1}. Si g n’est pas une réflexion alors 1 est valeur propre de
multiplicité au plus £ — 2 de g et 1 est un pole de multiplicité au plus £ — 2 de det(1 — gt)~1. Ainsi 1 est zéro de

(1 _ t)€—1

det(1 —gt)’
Si g est une réflexion de G alors (1 —¢)*~1(det(1 — gt))~! = 1 — (,t ot ¢, est la derniére (celle différente de 1
(voir la remarque 1.25)) valeur propre de g. En particulier 1 n’est pas pole du membre de droite. On note .
I’ensemble des réflexions contenues dans G. La limite lorsque ¢ tend vers 1 du membre de droite est donc

1 5 1

|G| ges 1- Cg .
En mettant & part les réflexions d’ordre deux pour lesquelles (1 —(,)~! = 1/2 et en regroupant une réflexion et

son inverse, on obtient que la limite du membre de droite lorsque ¢ tend vers 1 est |-|/2|G| puisque
1 1 1-—
+ — = So _ 1.
I=¢  1-¢G 1 =6

Ftude du membre de gauche. Le membre de gauche se réécrit

L
|Gl = TT(A+t+-- +t4h

1 =1
¢
IGI TI(T+t+-- Ftdim1)
=1
¢
La relation 11 d: = |G|
=1

assure que 1 est une racine du numérateur N. En particulier 1 n’est pas un pdle du membre de gauche. La
formule de Taylor appliquée en 1 pour le numérateur assure que la limite lorsque ¢ tend vers 1 du membre de
gauche est donnée par

-N'(1)
YR
G IT d:
i=1
¢
Or N(@t)==>(1+2t+ -+ (d — 4 [[A+t+- +tb1),
i=1 i

£odi(d; —1
et donc N’(l):—ZMde.

i=1 2 i
On en déduit que la limite lorsque ¢ tend vers 1 du membre de gauche est donnée par

LS d-1
PR

Finalement, en comparant les limites, on obtient 1’inégalité
¢

2 (di=1) < 7).
i=1
Pour finir démontrons (iii). L'égalité S(V*)S = k[Py,...,P,] assure que () est en fait une égalité. Les
inégalités (i) et (ii) se transforment alors en égalité. L]

SOUS-ALGEBRE GRADUEE

On finit cette section de rappels d’algébre commutative par un lemme, une nouvelle fois dii & Springer
(voir [SPR1, proposition 2.3]) qui étudie les sous-algébres polynomiales de S(V*).

Lemme 1.23 — Sous-algeébre de polyndmes. Soient k un corps de caractéristique nulle, V un k-espace vectoriel
de dimension ¢, A une sous-algébre graduée de S(V*) engendrée par ¢ éléments homogenes algébriquement
indépendants (P1,...,P/). On pose d; = deg(P;) et on suppose que les d; sont rangés par ordre croissant.
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(i) Pour i € [1,£], d; est le degré minimal d’un élément homogéne de A algébriquement indépendant de
(Py,...,P;_1). En particulier d; est le degré minimal des éléments homogénes non constants de A.

(#4) Soient (Qq,...,Qe) une famille de ¢ éléments homogeénes algébriquement indépendants de A. Pour tout
i € [1,£], on pose deg(Q;) = e; qu’on suppose rangés par ordre croissant. On a d; < e; pour tout
i€[1,¢]. De plus, si d; =e; pour tout 7 € [1, £] alors (Qq,...,Q¢) engendre A.

Preuve. Soit P € A homogeéne de degré d, il existe un unique F € k[T, ..., T(] tel que P = F(Py,...,Py). Tous
les mondémes T - - - T,* qui apparaissent alors dans ’écriture de F vérifient

‘
i=1
Si P est algébriquement indépendant de (Py,...,P;_1) alors il existe un des monomes de F qui fait intervenir

T}, pour h > i. On obtient alors d > dj, > d;.

Passons au point (i¢). Par hypothése, il existe des polynomes F; € k[T1,..., T¢| tels que Q; = F;(P1,...,Py).
On raisonne par récurrence sur ¢. On a bien d; < e; d’aprés le point (7). Supposons maintenant d; < e; pour
j€e[l,i—1]. Comme les Qi sont algébriquement indépendants, les F; pour j € [1, ¢] ne peuvent dépendre
que de Tq,...,T;_1. Donc il existe j € [1, ] et h > ¢ tel que F; dépend de Tj. On en déduit que e; > dj, ce
qui donne e; > e; = dj > d;. Le cas d’égalité résulte alors de la comparaison des séries de Poincaré de A et
Palgebre engendrée par les Q; (grace a ’exemple 1.19). u

1.2 RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE

Dans cette section, on étudie quelques propriétés élémentaires des réflexions d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Le résultat central pour la suite (section 2.1) est le lemme 1.28. Par ailleurs, le lemme 1.33 sera a la
base du théoréme 1.47 de Stanley.

1.2.1 L’ALGEBRE LINEAIRE DES REFLEXIONS

DEFINITION

Définition 1.24 — Hyperplan de points fixes. Soient & un corps, E un k-espace vectoriel de dimension finie
et v € End,(E). On suppose que « admet un hyperplan de points fixes.

On dit alors que H = Ker (u — id) est 'hyperplan de u et D = Im (u — id) la droite de u.

On dit que u est une dilatation si u est diagonalisable et inversible. On dit que u est une transvection si u
n’est pas diagonalisable. On dit que u est une réflexion si u est une dilatation d’ordre fini.

Remarque 1.25 — Dilatation. Soient & un corps, E un k-espace vectoriel de dimension finie et v € End (E).
Si u admet un hyperplan de points fixes alors le sous-espace propre associé & la valeur propre 1 est de dimension
n — 1.

Ainsi u est diagonalisable si et seulement si la derniére racine A\ du polynoéme caractéristique y, de u n’est
pas 1. Par ailleurs, les relations coefficients-racines assurent alors que A\ = det u.

Finalement si u est diagonalisable, u a deux valeurs propres distinctes : 1 et det u. Le polynéme minimal de
u est (X —1)(X — detu) et la droite de u est D = Im (u — id) = Ker (u — det(u)id). L]

L’exemple suivant étudie la transposée d’une réflexion en vue du théoréme 1.47 de Stanley.

Exemple 1.26 — Réflexion et dualité. Soient k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension finie et s une
réflexion. On note H 'hyperplan de s, D la droite de s et o une forme linéaire de noyau H.

Alors 's est une réflexion de méme ordre que s d’hyperplan D° et de droite H° = ka. En particulier, on a
sq = det_l(s)a. Par ailleurs, si H est un hyperplan de E contenant D et o’ une forme linéaire de noyau H’
alors sa/ = /.

Montrons les résultats annoncés ci-dessus. Les propriétés de la transposée assurent que ‘s € GL(E), est de
méme ordre que s et a méme polynéme minimal que s. En particulier s est diagonalisable. Soient h € H et
deD.Ona

*s(a)(h) = aos(h) = a(h) =0=det(s)a(h) et  ‘s(a)(d) = aos(d) = det(s)a(d)

et donc ts(a) = det(s)a. Ainsi ka est une droite propre de *s. De plus, pour ¢ € D°, on a
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"s()(h) =pos(h) =p(h) et s(p)(d) =pos(d) = detsp(d) = 0= p(d)
et donc ts(go) = ¢. On en déduit que D° est un hyperplan de points fixes pour s et 's est bien une réflexion
d’hyperplan D° et de droite H®.
On a alors sa = ‘s ~1(a) = det™!(s)aw. Par ailleurs, o € D° et donc sa/ = tsfl(o/) =a. L]

Notation 1.27 — Algébre symétrique et fonction polynomiale. Soient k& un corps infini, E un k-espace
vectoriel de dimension finie. On note S(E*) I’algébre symétrique du dual de E c’est-a-dire I’algébre des fonctions
polynomiales sur E & valeurs dans k.

Le lemme élémentaire suivant (voir aussi [GUT, lemme 1]) est fondamental a la fois dans la démonstration
du théoréme 1.47 de Stanley et dans la sous-section 2.1.2.

Lemme 1.28 — Divisibilité dans S(E*). Soient k£ un corps infini, E un k-espace vectoriel de dimension finie,
s € GL(E) une réflexion d’hyperplan H et d’ordre e, o € E* une forme linéaire de noyau H et S(E*) I'algebre
symétrique de E*. Si P € S(E*) et i € [0, e — 1] vérifient sP = det™*(s)P alors P est divisible par o'.

Preuve. Pour le plaisir et au vu des nombreuses utilisations que nous en ferons au chapitre 2, donnons deux
démonstrations de ce résultat.

Premiére démonstration. On raisonne par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 0, il n’y a rien & démontrer. Soit
i € [0, e—2]. On suppose que o divise Q pour tout polynome Q tel que sQ = det *(s)Q et on considére
P € S(V*) tel que sP = det™*"'(s)P. Pour h € H, on a s~ *(h) = h et donc

det ™" '(s)P(h) = (sP)(h) = P(s~'h) = P(h).
Comme det ™" "*(s) # 1, on en déduit que P(h) = 0 pour tout h € H et donc « divise P. On pose alors P = aQ.
Comme s(a) = det™'(s)a (voir I'exemple 1.26), on en déduit par intégrité de S(E*) que sQ = det™*(s)Q.
L’hypothése de récurrence donne alors o divise Q. On a ainsi ot! divise aQ = P.

Deuzieme démonstration. On considére (uq,...,us—1) une base de H et uy un vecteur directeur de la droite
de s. On note #* = (v1,...,vs) la base duale de la base (u1,...,us). On remarque que vy est une forme linéaire
de noyau H. Ainsi vy est proportionnelle a « et (v1,...,v¢-1, @) est une base de E*. On en déduit que P € S(E*)
peut s’écrire

P = Z aj1,m,jgvlj1 Uefljé’lozjé avec aj,
(J1,---,50) ENF
et ot le nombre de aj, ... j, non nul est fini. Par ailleurs, Ker v, contient la droite de s pour tout ¢ € [1,¢-1].
L’exemple 1.26 donne alors sv, = vy pour ¢ € [1, £/ —1] et sa = det_l(s)a. On en déduit que
sP = S det T (s)ay,.. g0t o
(J1,---,50) ENE

.....

Comme sP = detﬂ'(s)P, I'indépendance linéaire des monémes {vljl g Tt ade }(jl o) ENE donne alors

Y (ji,---,50) € N, det ™ (s)aj, . ;, = det™"(s)aj, ... j, - .
Comme i € [0, e—1] et j; € N, on en déduit que a;,, .. j, # 0 implique jo = i + ke avec k € N. Ainsi o divise
tous les monémes qui interviennent dans P et donc o* divise P. =

REFLEXION ET COMMUTATION

Ici, on étudie le commutant d’une réflexion et les réflexions qu’il contient pour aboutir au lemme 1.33.

Lemme 1.29 — Sous-espace stable par une réflexion. Soient k£ un corps, E un k-espace vectoriel de dimension
finie et s € GL(E) une réflexion. On note H ’hyperplan de s et D la droite de s. Un sous-espace F de E est
stable par s si et seulement si D C F ou F C H.

Preuve. On suppose que F est stable par s. Le lemme des noyaux appliqué au polynome (X —1)(X —det s) (qui
est le polyndome minimal de s) et & 'endomorphisme de F induit par s (voir [BPM, application 4.39]) donne
F=(FnH)& (FND).

Or D est une droite donc FND =D ou F N D = {0}. Dans le premier cas, on a D C F. Dans le deuxiéme cas,
onaF=FNH et donc F C H.

Réciproquement, si F C H alors s(x) = x pour tout = € F et donc F est stable par s. On suppose que D C F.
Soit & € F, on considére la décomposition de x = h + d dans la somme directe E = H® D. Comme d € F, on a
h € F et donc s(z) = h + det(s)d € F. Ainsi F est stable par s. L]

Lemme 1.30 — Commutant d’une réflexion. Soient k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension finie et
s € GL(E) une réflexion. On note H 'hyperplan de s et D la droite de s.
Un endomorphisme f de E commute avec s si seulement si H et D sont stables par f.
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Preuve. Si f commute avec s alors H et D sont stables par f (voir [BPM, lemme 4.26]).

On suppose que H et D sont stables par f. On peut considérer les endomorphismes sy, fi induits par s et
f sur H et sp, fp induits par s et f sur D. Or sy = idyg et sp = {idp. Ainsi sy et fg commutent et sp et fp
commutent. Comme H et D engendrent V, on en déduit que s et f commutent. u

Lemme 1.31 — Deux réflexions qui commutent. Soient k& un corps, E un k-espace vectoriel de dimension
finie et s, s’ € GL(E) deux réflexions. On note H (resp. H') 'hyperplan de s (resp. s') et D (resp. D) la droite
de s (resp. §').

On a la disjonction de cas

(1) s et ' ne commutent pas;
(ii) H=H et D=D';
(i5i) DC H et D' C H.
On suppose que Paction de (s, s’) sur E est semi-simple. On a alors les équivalences
())H=H,
(1)) D=D',
(iii) H=H et D=D’.
On suppose que Paction de (s, s’) sur E est semi-simple. On a alors les équivalences
(i) DcCH,
(7i) D' C H,
(i7i) DC H' et D’ C H.

Preuve. On ne peut avoir (i4) et (¢i7) puisqu’alors D C H ce qui est absurde. On ne peut avoir (¢) et (ii).
Sinon, H et D seraient stables par s’ et le lemme 1.30 montrerait que s’ commute avec s. On ne peut avoir ()
et (¢i7). Sinon, le lemme 1.29 montrerait que D et H sont stables par s’ et le lemme 1.30 assureraient que s et
s’ commutent.

Supposons que s et s’ commutent. On en déduit (lemme 1.30) que H est stable par s’. Le lemme 1.29 assure
alors, par raison de dimension, que H = H ou D’ C H. De méme, D est stable par s’ et donc D C H ou D = D'.

Or H=H' et D C H implique E C H’ ce qui est absurde. De méme, D’ C H et D = D’ implique D C H ce
qui est absurde. On aboutit a D = D’ et H=H' ou D C H et D’ C H. On a donc bien la disjonction de cas
souhaitée.

Passons au cas d’une action semi simple de (s, s’).
(#i1) = (i) et (i4i) = (ii) sont évidentes.
(¢) = (4i%).  On en déduit alors que H est un sous-espace stable par (s, s’). Il admet donc un supplémentaire
F stable par (s,s’). Ainsi, d’aprés le lemme 1.29,ona D C FouF C Het D' C F ou F C H'. Comme F est un
supplémentaire de H = H’, on en déduit que F C H et F C H’ sont impossibles. Ainsi D C F et D’ C F. Par
raison de dimension, on a donc D = F = D’.
(#9) = (#47). Omn en déduit alors que D est un sous-espace stable par (s, s’). Il admet donc un supplémentaire
F stable par (s,s’). Ainsi, d’aprés le lemme 1.29, ona D C Fou F C Het D’ C F ou F C H'. Comme F est
un supplémentaire de D = D’, on en déduit que D C F et D’ C F sont impossibles. Ainsi F C H et F C H. Par
raison de dimension, on a donc H =F = H’.
(791) = (i) et (i4i) = (4i) sont évidentes.
(i) = (i4i).  On en déduit, grace au lemme 1.29, que D est un sous-espace stable par (s, s’). Il admet donc un
supplémentaire F stable par (s, s’). Ainsi, d’aprés le lemme 1.29, ona D CFouF CHet D' C FouF C H.
Comme F est un supplémentaire de D, on en déduit que D C F est impossible. De méme, comme D C H’, on
ne peut avoir F C H’ sinon on aurait E C E’. Ainsi F C H et D’ C F. Finalement D’ C F C H.
(#4) = (#1) résulte de ce qui précéde en échangeant s et s'. L]

Remarque 1.32 — Hypothése de semi-simplicité.  D’aprés le théoréme de Maschke, ’hypothése de semi-
simplicité sur (s, s’) est réalisée lorsque (s, s’) est fini et cark 1 |(s, s’)|. En particulier, elle est réalisée si (s, s’)
est fini et car k = 0 et donc si s, s’ sont deux réflexions d’un groupe de réflexions complexes. u

Le lemme suivant est a la base de la démonstration du théoréme 1.47 de Stanley.

Lemme 1.33 — Hyperplans et orbites. Soient k& un corps, E un k-espace vectoriel de dimension finie et
s,s" € GL(E) deux réflexions. On note H (resp. H') 'hyperplan de s (resp. s’) et D (resp. D) la droite de s
(resp. s').

Si s et s’ commutent alors 'orbite de H sous G’ = (s} est réduite a H.
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On suppose que (s, s’) agit sur E de fagon semi-simple. Si s et s’ ne commutent pas alors 'orbite de H sous
G’ a pour cardinal |G/|.

L — 5. Ainsi

Preuve. Supposons que s et s’ commutent. L’hyperplan s’(H) est 'hyperplan de la réflexion s’'ss’~
s'(H) = H et Porbite de H sous G’ est {H}.

Supposons que s et s’ ne commutent pas et que (s, s’) agit sur E de fagon semi-simple. On note m le cardinal
de Porbite de H sous G’. On a bien str m < |G/| et s/""(H) = H. Si m < |G’| alors (s')™ est une réflexion
d’hyperplan H' et de droite D’ qui laisse fixe H. Le lemme 1.29 montre que D’ € H ou H = H'. Le lemme 1.31

assure alors que s et s’ commutent ce qui contredit I’hypothése de départ. On obtient donc m = |G/|. u

1.3 (QUELQUES RAPPELS SUR LES GROUPES DE REFLEXIONS

Dans cette section, on étudie la notion de groupe de réflexions. Dans une premiére sous-section, on étudie
en particulier le lien entre invariants et groupe de réflexions (théoréme 1.35 de Chevalley-Shephard-Todd) qui
permet d’introduire les notions de degrés d’un groupe de réflexions et d’algébre des coinvariants qui seront
utilisées par la suite (sections 2.1 et 2.2). On s’intéresse ensuite, dans la sous-section 1.3.2 aux hyperplans d’un
groupe de réflexions ce qui méne naturellement au théoréme 1.47 de Stanley puis aux théorémes 1.52 et 1.59 de
Gutkin dans la sous-section 1.3.3. La sous-section 1.3.4 propose une nouvelle démonstration de la proposition
2.4 de [OPD] : c’est le premier travail personnel présenté dans cette thése. Dans la derniére sous-section 1.3.5,
on se penche sur les liens entre groupes de Coxeter et groupes de réflexions complexes (voir la définition 1.34).

Définition 1.34 — Groupe de réflexions complexes. Soit & un corps. On dit que (G, V) est un k-groupe
de réflexions si V est un k-espace vectoriel de dimension finie (qu'on note ¢) et G un sous-groupe fini GL(V)
engendré par des réflexions.

Un C-groupe de réflexions est appelé groupe de réflexions complexes. Un R-groupe de réflexions est appelé
groupe de Cozeter. Un Q-groupe de réflexions est appelé groupe de Weyl.

Pour simplifier, on dira souvent : « soit G un k-groupe de réflexions » en omettant ainsi V.

On dit que (G, V) est un groupe de réflexions irréductible si V est un G-module irréductible.

1.3.1 GROUPE DE REFLEXIONS ET INVARIANTS

Les groupes de réflexions peuvent se caractériser par leur algébre d’invariants : ¢’est une algébre de polynémes.
L’énoncé précis est le théoréme 1.35 de Chevalley-Shephard-Todd dont on donne ici par plaisir la preuve de
Shephard et Todd [S-T, théoréme II.5.1].

Proposition 1.35 — Théoréme de Chevalley-Shephard-Todd. Soient k& un corps de caractéristique nulle, V
un k-espace vectoriel de dimension finie ¢ et G un sous-groupe fini de GL(V). On a alors I’équivalence

() (G, V) est un k-groupe de réflexions ;
(41) 11 existe une famille (Py,...,P,) d’éléments homogénes de S(V*)© algébriquement indépendant tels que
S(V¥)G = k[Py,...,Py].

Si ces propriétés sont vérifiées alors

¢ ¢
|G| = T] degP; et [ =3 (degP; — 1)

i=1 i=1
ou . désigne ’ensemble des réflexions contenues dans G.

Preuve. (i) = (i7). Il s’agit du théoréme I1.5.1 de Particle [S-T]. La démonstration proposée dans cet article
repose sur la classification des groupes de réflexions irréductibles. L’article [CHE] (théoréme A) propose une
preuve ne reposant pas sur cette classification : elle est reprise dans [BBK, V.5.3 Théoréme 3.

(i) = (i). On définit G’ C G le sous-groupe engendré par .. Par définition, (G’,V) est un groupe de
réflexions. L’implication (i) = (i7) assure alors l'existence d’une famille (Qq,..., Q) d’élément homogénes de
S(V*)G/ algébriquement indépendants telle que

S(V)S = k[Qu,..., Q.

On note e¢; = deg Q; (resp. d; = deg P;) et on suppose les e; (resp. d;) rangés par ordre croissant. En appliquant
le point (7i7) du corollaire 1.22 au groupe G’, on obtient
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L L
ITei=|G] et Si(e; — 1) =S
i=1

i=1
ot &’ est 'ensemble des réflexions de G'. Or ¥ C ./ par définition de G’ et ./ C & puisque G’ C G. En
appliquant le point (iiz) du corollaire 1.22 au groupe G, on obtient alors
¢
(di —1) =7 =" = X(ei—1),

i=1 i=1

MN

Par ailleurs, comme S(V*)¢ ¢ S(V*)" (puisque G/ C G), le lemme 1.23 montre que e¢; < d; pour tout
i € [1,¢]. On obtient finalement dont on déduit d; = e; pour tout ¢ € [1, ¢]. Enfin, le point (iii) du
corollaire 1.22 appliqué 4 G donne alors
¢ ¢ ¢
IGl=1]di= [l &= |G| et =3 (di—1).
1 i=1

i= i=1

Comme G’ C G, on en déduit que G’ = G est un k-groupe de réflexions. =

Définition 1.36 — Invariants fondamentaux. Soient & un corps de caractéristique nulle et (G, V) un k-groupe
de réflexions. Si (Py, ..., Pqimv) est une famille d’éléments homogénes de S(V*)¢ algébriquement indépendants
telle que S(V*)S = k[P1,...,Pdimv], on dit que (Py,...,Pgimv) une famille d’invariants fondamentaux de G.

On déduit du théoréme précédent le corollaire 1.37 : on n’a pas besoin de savoir que 'algébre des invariants
est une algébre de polynomes, il suffit d’avoir le bon nombre d’éléments invariants homogénes algébriquement
indépendant et que le produit de leur degré soit le cardinal du groupe (c’est aussi le théoréme 2.4 de [SPR1]).

Corollaire 1.37 — Eléments invariants algébriquement indépendants. Soient k& un corps de caractéristique
nulle, V un k-espace vectoriel de dimension ¢, G un sous-groupe fini de GL(V), S(V*) l'algébre symétrique du
dual de V et S(V*)© I'algébre des invariants de S(V*). On suppose que (Py,...,P;) est une famille d’éléments
invariants de S(V*) homogeénes algébriquement indépendants. Pour ¢ € [1, £], on pose d; = deg P;. On suppose
de plus que

Y4
[[di=1G|.

i=1
Alors (G, V) est un k-groupe de réflexions et S(V*)¢ = k[Py,...P,].
Preuve. On définit G’ C G le sous-groupe engendré par .. Par définition, (G, V) est un groupe de réflexions.

L’implication (i) = (ii) assure alors l'existence d’une famille (Qq,..., Q) d’élément homogénes de S(V*)G/
algébriquement indépendants telle que

S(V¥)C = k[Qu,...,Qd.

On note e; = deg Q; et on suppose les e; (resp. d;) rangés par ordre croissant. En appliquant le point (ii¢) du
corollaire 1.22 au groupe G’, on obtient

¢ ¢
[[ei=IG'] et 3(ei—1)=[]
i=1 i=1
ot &’ est 'ensemble des réflexions de G'. Or ¥ C ./ par définition de G’ et ./ C & puisque G’ C G. En
appliquant le point (i4) du corollaire 1.22 au groupe G, on obtient alors

~

4
(di =) < | = " = (e = 1),

i=1 i=1

Par ailleurs, comme S(V*)¢ < S(V*)¢ (puisque G’ C G), le lemme 1.23 montre que e; < d; pour tout
i € [1,¢]. On obtient finalement dont on déduit d; = e, pour tout ¢ € [1, £]. L’hypothése sur les d; assure
alors que

¢ ¢
Gl =1 di=[]ei=|C"].
i=1 i=1
Comme G’ C G, on en déduit que G’ = G est un k-groupe de réflexions. L’égalité S(V*)S = k[Py,...P,] découle

alors du point (i7) du lemme 1.23. u

On termine cette section par la définition des degrés d’un groupe de réflexions et de 1'algébre des coin-
variants. Le fait que les degrés d’un groupe de réflexions sont bien définis repose sur le lemme suivant (voir
aussi [BBK, V.1 corollaire]).
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Lemme 1.38 — Polyndme et multiplicité. Soient d; < --- < dy et e < --- < ep deux familles d’entiers
naturels. Si

‘ o

[T(1—T%)=[](1—T%) dans Z[T)

i=1 i=1
alors £ = (' et d; = e; pour tout 7 € [1, ¢].
Preuve. Soient m € N et ¢ € C une racine primitive m® de I'unité. On étudie la multiplicité de ¢ en tant que
racine des polynomes de ’énoncé. La comparaison des multiplicités assure que le nombre d’entiers ¢ € [1, ¢]
tel que m | d; est égal au nombre d’entiers i € [1, ¢'] tel que m | e;. En particulier, pour m = ¢ = 1, on obtient
que ¢ = {'. En choisissant m = p® avec p premier et o € N, on obtient le résultat. u

Remarque 1.39 — Degrés d’'un groupe de réflexions. Soient k& un corps de caractéristique nulle, (G, V) un
k-groupe de réflexions et (P1,...,Paimv) et (Q1, ..., Qdimv) une famille d’invariants fondamentaux de G. Pour
i €[1,dimV], on note d; = deg P; et e; = deg Q;. On suppose les d; et e; sont rangés par ordre croissant. En
calculant la série de Poincaré de S(V*)“ grace a 'exemple 1.19, le lemme 1.38 donne d; = e;.

Ainsi la famille des degrés d’une famille d’invariants fondamentaux de G ne dépend pas du choix de la famille
d’invariants fondamentaux. On dit que cette famille (di, ..., ddimv) est la famille des degrés de G. u

Définition 1.40 — Algébre des coinvariants. Soit (G, V) un k-groupe de réflexions complexes. On note I I'idéal
de S(V*) engendré par les éléments de S(V*)© nuls en 0 € V, I'algébre quotient S = S(V*)/I est graduée. Pour
i € N, on note (Sg); la composante homogene de degré ¢ de Sg. On dit que Sg est l'algébre des coinvariants
de G. Elle est isomorphe en tant que G-module & la représentation réguliére et on a S(V*) = Sg ® S(V*)©
(voir [CHE, théoréme B]).

1.3.2 HYPERPLANS DE REFLEXION

Dans cette sous-section et la suivante, on s’intéresse aux objets géométriques de V associé au groupe de
réflexions (G, V) : les hyperplans et les réflexions. On constate que de nombreux objets et propriétés n’inter-
viennent qu’au travers des orbites d’hyperplans sous l'action de G (voir la remarque 1.45 et les théorémes 1.47
de Stanley et 1.52 de Gutkin).

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Notation 1.41 — Réflexion et hyperplan. Soit (G, V) un groupe de réflexions complexes. On note . (ou
si on veut mettre en avant le groupe G) 'ensemble des réflexions de G et 7 (ou ¢ si on veut mettre en avant
le groupe G) ’ensemble des hyperplans des réflexions de G :

& ={s€ G, sestuneréflexion} ={seG, rg(s—id)=1}={se€ G, dimKer(s—id)=dimV -1}
et s = {H hyperplan de V, 3s € G, Ker (s —id) = H} = {H hyperplan de V, 3s € ., Ker (s —id) = H}.

En effet, comme G est un sous-groupe fini de GL(V), tout élément g de G est diagonalisable et donc si g admet
un hyperplan de point fixe, ¢’est une réflexion.

Notation 1.42 — Autour d’un hyperplan. Soit (G, V) un groupe de réflexions complexes. Pour H € /7,

— on choisit ag € V* une forme linéaire de noyau H ;

— on définit Gy = Fixg(H) = {g € G, Vz € H, gz =xa}. C’est un sous-groupe cyclique de G dont on note
e le cardinal et sy le générateur de déterminant (i = exp(2in/en);

— on considére un G-module N de dimension finie; pour j € [0, eg — 1], on introduit les entiers ny(N) et
n;u(N) pour définis par

erl . erl erl
ResG, (N) = @ nyu(N)det™ et nu(N) = X jnju(N) = 3 jnju(N) ;
j=0 7=0 j=1

Uentier n; u(N) représente la multiplicité de ¢y’ comme valeur propre de sy agissant sur N* ;

— soit x un caractére linéaire de G, on note C,, la représentation de G de caractére x sur C et nu(x) pour
nu(Cy); par définition, ny(y) est Punique entier j vérifiant 0 < j < ey et x(suy) = det(sg) ™ . Enfin, pour
un G-module N, on note NX la composante x-isotypique de N.

Remarque 1.43 — Cyclicité de Gg. Soit (G, V) un groupe de réflexions complexes et H € . Le groupe
Gy est fini et H est un sous-Gy-module de V. Le théoréme de Maschke assure qu’il existe une droite D stable
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par Gu. De plus, comme Gy agit trivialement sur H, 1'application ¢ € Gg — gp € GL(D) (ou gp désigne
I'endomorphisme de D induit par g) est injective. Ainsi Gy s’identifie & un sous-groupe (fini) de GL(D) = C*.
On en déduit que Gy est cyclique.

De plus, la théorie des caractéres linéaires des groupes cycliques assure que la famille (detfj )o<j<en—1 €st
une famille de représentants des représentants irréductibles de Gy et les entiers n; i sont bien définis. u

Définition 1.44 — Fonction polynomiale associée a une représentation. Soient (G, V) un groupe de réflexions
complexes et N un G-module de dimension finie. On définit

QN = H aH”H(N) S S(V*)
Hes?

Lorsque x est un caractére linéaire de G, on note Q, plutot que Qc, . On a donc

Q= [I ag™®™ e S(Vv*).
Hes?
Remarque 1.45 — Action de G sur les hyperplans. Soient H € J# et g € G. Montrons que gH € 7. Par
définition de /7, il existe s € .7 tel que H = Ker (s — id). On a Ker (gsg~! — id) = gH. Ainsi gH € . Comme
¢'(gH) = (¢'¢9)H et (idH) = H, on en déduit que G agit sur . On note ¢ = /G 'ensemble des orbites de
FC sous G.

Pour g € G et H € #, on a Gyu = gGug~'. Ainsi les groupes Ggu et Gy sont conjugués. En particulier,
ils ont méme cardinal et donc ey = ey. Ainsi H — ey est constante sur chacune des orbites de 7 sous G et
permet donc de définir C € ¥ +— e tel que ec = ey pour tout H € C.

Comme la conjugaison conserve le déterminant et que ey = egn, la relation Gyg = gGug~! assure que
SgH = gsug~!. Ainsi sgu et sg sont conjugués dans G. On en déduit que les multiplicités de (w’ = CgHj comme
valeur propre de sy et sgu agissant sur N* coincident. On a donc n; y(N) = n; u(N) pour tout j € [0, ey —1]
et nu(N) = ngu(N). Les fonctions H — n; g(N) et H — ng(N) sont donc constantes sur les orbites de 7 sous
G. Pour C € €, on peut donc définir les entiers n; c(N) et nc(N) par njc(N) = n;u(N) et nc(N) = nu(N)
pour tout H € C. En particulier, pour N = C,, on note nc(x) plutoét que nc(Cy).

Pour C € ¥, on définit

ac = H ag € S(V*)
HeC

On peut alors écrire Qn = [] ace®™ et Qy = [I ac™™ . -
Ce% Ce%

Remarque 1.46 — G-module et puissance extérieure. Soit N un G-module de dimension finie r. On a alors
Res&, (A"(N)) = det (™),

Ainsi np(A"(N)) est 'unique entier compris entre 0 et e — 1 congru a np(N) modulo ey. En particulier,

nu(N) — ng(A"™(N)) est un entier positif ou nul divisible par ey et ng(N) = ng(A"(N)) si et seulement si

nu(N) < eg — 1. En notant dety le caractére linéaire de G donné par la représentation A"(N) (c’est-a-dire le

déterminant de la représentation N), on en déduit aussi que Qget, divise Qn. De fagon précise, on a

QN = Qdety I1 ag®ere
{CG%, nc(N))ec}

avec ac = (nc(N) — ne(dety))/ec € N*. L]

COMPOSANTES ISOTYPIQUES ET HYPERPLANS : LE THEOREME DE STANLEY

Nous rappelons ici la preuve du théoréme de Stanley (voir [STA, Théoréme 3.1] ou [SPR2, Théoréme 4.3.4]
ou encore [O-T, Théoréme 6.37]) sur les caractéres linéaires d’un groupe de réflexions. Ce théoréme nous sera
utile pour la construction et I'étude de la structure d’algebre sur T~1S(V*) @ A(M*) (voir les corollaires 2.10
et 2.11).

Théoréme 1.47 — Théoréme de Stanley. Soit G un groupe de réflexions complexes. Pour C € €, on a
VHeC, spac= det_l(sH) ac et VHe 7 \C, spac=ac.

Pour tout (ac)cew € N? et He 5, on a

su ( IT ae™e) = det(om v T] acs ()

Ce® Ce%
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ou Cy est la classe H dans 27 /G.
L’application

Hom,, (G,C*) — [ Z/ecZ
A Ce®

X > (no(X))cew

est un isomorphisme de groupes.
Enfin S(V*)X = Q,S(V*)©.

Preuve. L’ensemble C est une orbite d’hyperplans sous G. Ainsi le sous-groupe Gy = (si) agit sur C. Soit
H’ € C, H' est 'hyperplan de sy € .. Ainsi (sp, sp) C G vérifie 'hypothése de semi-simplicité du lemme 1.33.
Ainsi si sy et sy commutent, 'orbite de H' sous Gy est réduite & H'. Sinon, I'orbite de H est de cardinal ef.

Remarque. Les éléments de I'orbite de H' sont de la forme sg”*(H’) pour k € Z. Or sg*(H’) est ’hyperplan
de Sepk(H) = spFsmsn~F. Or sp”smw sy F commute avec sy si et seulement si sy commute avec sg. Ainsi la
condition « sy commute avec sy » ne dépend pas du choix de I’hyperplan dans 1’orbite de H’, ce qu’on retrouve
bien stir a posteriori avec la propriété sur le cardinal d’une orbite.

On note alors C = C/Gy I'ensemble des orbites des éléments de C sous action de Gy et (H.)cec une famille
de représentants des orbites de C sous Gy. On définit alors

Ci={ceC, |d>1} e Co={ceC, |d=1}.

Les ensembles C; et Co sont disjoints et leur réunion est C. La partie C; correspond au cas ou la réflexion
associé a un hyperplan de ¢ € C; ne commute pas avec sy. La partie Cy correspond au cas oul la réflexion associé
4 un hyperplan de ¢ € C; commute avec sg. En suivant la disjonction de cas du lemme 1.31, on va diviser
I’ensemble Co qui est formé d’orbites ponctuelles en deux parties. On définit alors

Cl={c={H}Ye€C, DCH} et Ch={c={H}eC, H=H}.

On a donc C5 = {{H}} si H € C et C, = @ sinon. Par ailleurs, comme C est réunion disjointe de C1,Cj et Cj, on
a’,

ac = [I (om.asm,) - Qegen—1ny) 1 an, I] an, .
ceCy ceCy ceCy

Comme o, k(1) €t su¥(am,) sont des formes linéaires de noyau sy”*(H,), elles sont proportionnelles et donc

ac =X [] (om. (suan,) -+ (su®tan.)) I au. [I am. avec A e C*.

ceCy ceCy ceCy
On a alors smac = A ] ((sHch) (su’ap,) - - (sHeHch)) I suan, [] smom, .
ceCy ceCy c€eCl

L’exemple 1.26 montre que sgyap, = am, pour ¢ € C} et syap, = det™ ' (sg)an, pour ¢ € C. On en déduit que

spac = A ] ((sHch)(sHQQHC) aHC) IT en, T[] det_l(sH)aHC = (det sH)*|C§|ac.
ceCy cely ceC)

Comme C = {{H}} si H € C et ) = @ sinon, on obtient
spac = det '(sg)ac siHeC et spac = a¢  sinon.
On en déduit immédiatement ’égalité (x) :

su( T acr ) = (T suacy) = (I (@er ™o (smacy ) = det(sm) v TT ac.

Cew Cew Cew Cew

Soit x € Hom,, (G, C*). Par définition de nc(x), on a x(su) = det ™0 () pour tout H € C. On en déduit
que

(x - X')(su) = det*"C(X)(sH) det*"C(X’)(sH) — det—(rc)+nc (X))

Ainsi ne(x - x') est I'unique entier compris entre 0 et ec — 1 congru & nc(y) + nc(x’) modulo ec. On en
déduit successivement que nc(x - x') = nc(x) + nc(x’) dans Z/ecZ et que A est un morphisme de groupes.
L’injectivité résulte du fait que (sg)uesr est une famille génératrice de G : si ng(x) = nc(x’) pour tout C € €
alors x(sg) = x/'(su) pour tout H € # et donc x et Y’ coincident sur une famille génératrice de G. Etudions
enfin la surjectivité de A. Pour

(ac)cew € [l Z/ecZ,
cew



30 CHAPITRE 1 — RAPPELS : GROUPE DE REFLEXIONS 1.3.2

on considére une famille (n¢)cee d’entiers naturels telle que ne = ac dans Z/ecZ pour tout C € €. L’égalité ()
montre alors que
Q=[] ac"®
Cee

vérifie spQ = det™ ““(spy)Q pour tout H € C et tout C € ¢. Comme la famille (sp)mesr engendre G, on en
déduit que gQ € C*Q pour tout g € G. Ainsi, pour tout g € G, il existe un unique Ay € C* tel que gQ = A;Q.
Par linéarité de g € G, I'application A appartient & Hom,, (G,C*) et vérifie A(\) = (ac)cew- Ainsi A est bien
surjective.

L’égalité (x) donne spQ, = detan(X)(sH)QX = x(su)Qy pour tout H € 4. Ainsi, comme (Su)Hes
engendre G, on obtient Q, € S(V*)X puis que S(V*)¥Q, C S(V*)X. Montrons l'inclusion réciproque. Soit
Q € S(V*)X. Montrons que Q, | Q. Soit s € . une réflexion d’hyperplan H. On note C € € l'orbite de H sous
G. Par hypothése, on a sQ = x(s)Q = det ™) (s)Q. Comme x est une représentation de dimension 1, on a
0 < nc(x) < ec — 1. Le lemme 1.28 donne alors a0 | Q. Comme les oy sont premiers entre eux deux a
deux, on en déduit que

T ag™™ = J] acg™™ = Q1 Q.

Hesw Cee

On a alors Q = Q, P avec P € S(V*). Comme Q, € S(V*)X, on en déduit par intégrité de S(V*) que P € S(V*)<
et donc P € S(V*)€Q,. L

PARTIES MULTIPLICATIVES ET HYPERPLANS

On finit cette sous-section en définissant et étudiant certaines parties multiplicatives de S(V*) qu’il faudra
inverser pour obtenir une bonne structure sur (S(V*) @ A(M*))X (voir la proposition 2.20).

Lemme 1.48 — Partie multiplicative et hyperplan. Soit (G, V) un groupe de réflexions complexes. Pour
M C F, on définit la partie multiplicative de S(V*)

T:<(CXOLH, H€%>mult{>\ H ag®™, AeCx, aHGN}
He#
alors T est stable par G si et seulement si .# l’est. On dit que T est la partie multiplicative associée & A .
On se place dans le cas ot .# et T sont stables par G. Ainsi G agit sur .# et on note .# /G lespace des
orbites. On a

ac
TG = (C* [] au®", Ce////G>mu1t{>\ I (HaHeH) , AeCx, aceN}.
HeC Ce.#/G \HeC

Preuve. La premiére équivalence repose sur le fait suivant : gag € C*agn. En effet, si .# est stable par G
alors

JueCx, g(A [I aH“H>=>\u II agu®™ €T
He# He#
car agu € T. Réciproquement, on suppose que T est stable par G. Si H € .# alors gay = Aagu € T. On en
déduit que

gon = Aagn = p [ ap®™ avec pe€C*, ageN.
He#

Comme les aj sont premiers entre eux deux a deux et irréductibles dans S(V*), la factorialité de S(V*) assure
que agg = dam avec § € C* et H' € 4. On en déduit que gH = H' € .#. Ainsi .4 est stable par G.
On suppose a présent que .# est stable par G. Le théoréme 1.47 de Stanley montre que

ac
A H (HO&HeH) , AeC*, ac€eN
ce.#)c \HeC

est contenu dans T¢. Réciproquement, soit P € T¢. On peut écrire

P=X[] ag™ € S(V*)© avec A€ C*.
He.#
Pour g € G, on a alors

P=gP =M [] au®™ avec pu € C*.
He.#
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Par factorialité, on en déduit que agu = an pour tout H € .# et tout g € G. Ainsi ay est constant sur chacune
des orbites de .# sous G. La fonction H — ayg passe donc au quotient et permet de définir une fonction C — ac
de # /G dans N tel que ag = ac pour tout H € C. On a alors

11 aH)ac.

P\ (
Ce.# /G \HEC

Le théoréme 1.47 de Stanley assure alors que chacun des ac est divisible par ec. u

Remarque 1.49 — Elément premier dans T~1S(V*). On reprend le cadre du lemme 1.48. Soit .# C # et T
la partie multiplicative associée.

Si H ¢ .# alors ay est premier dans T~'S(V*). En effet, les éléments premiers intervenant dans les décom-
positions des éléments de T en facteurs irréductibles sont les ay pour H € .#. Comme si H # H’ alors ay et
app sont premiers entre eux, on en déduit que ag n’intervient pas dans la décomposition d’un élément de T si
H € s \ . Le lemme 1.6 montre que ay est premier dans T~1S(V*).

Le lemme 1.6 montre aussi si H # H' avec H H' € 5 \ .# alors ag et ag sont premiers et ne sont pas
associés dans T~1S(V*) puisque ap et ajps sont premiers et non associés dans S(V*). En particulier, ils sont
premiers entre eux. [ ]

1.3.3 THEOREME DE GUTKIN

Dans cette sous-section, on démontre le(s) théoréme(s) de Gutkin (théorémes 1.52 et 1.59) qui servent de
base de travail & la sous-section suivante. Ce faisant, on introduit la notion de degré fantéme d’une représentation
du groupe de réflexions complexes (G, V) et celle d’exposants.

DEGRE FANTOME ET EXPOSANTS

On reprend les notations de la définition 1.40. Considérons une indéterminée T, on définit, pour un G-module
N de dimension finie, le degré fantome Fn(T) de N comme le polynome (puisque Sg et N sont de dimension
finie) & coefficients entiers
FN(T) = 3 ((Sq)e: N)TH = % dim (((Sg)i ® N*)G) T? = grdim(Sg ® N*)%) .
i€N i€N
Comme dim (((Sq); ® N*)¥) € N et Si est isomorphe  la représentation réguliere (théoréme B de [CHE]), on
peut écrire

dim N
Fy(T)= 3 Tm®.

Jj=1
Les entiers m;(N) sont appelés les N-ezposants de G et on définit le N-ezposant total m(N) par

m(N) = Fx'(1) = 35 mj(N).

j=1

Remarque 1.50 — Somme directe. Soient N; et Ny deux G-modules de dimension finie. La définition du degré
fantome donne tout de suite

Fnion, = Fny +Fn, s m(N1 & Ng) = m(Ny) + m(Ny)

et 'ensemble des Ny @ Na-exposants de G est la réunion des Ny-exposants de G et des Ny-exposants de G. =

Lemme 1.51 — Une autre expression du degré fantéme. On note (dy,...,dy) les degrés de G. Soit N un
G-module de dimension finie de caractére x. On a

Nz 7’ 1 x(9)
En(T) = (1'11(1 -1 )) <@ g%ém ) |

Preuve. On calcule grdim(S(V*) ® N*)¢ de deux maniéres différentes. La premiére méthode repose sur le
théoréme B de Chevalley [CHE]. On a

(S(V*) @ N )& "L R @ (Sq @ N*)C .
Le lemme 1.16 donne alors
grdim(S(V*) ® N*)¢ = grdim(R)grdim(Sg ® N*)¢ = grdim(R)Fx(T).
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Or grdim(R) = < }i(l — T >_1 ,

¢
et donc Fn = ( Ima- Td%)) grdim(S(V*) @ N*)¢

i=1
La deuxiéme méthode utilise la trace graduée On a

grdim((S(V*) @ N*)¢) = |G| Z grr(gs(v+)en=)) = |(1}| Z grtr(gsev))x(g™") .

La formule 1.20 de Molien donne alors

1 x(g™")

Finalement, on obtient le résultat souhaité. u

LA VERSION FAIBLE DU THEOREME DE GUTKIN

On donne ici une premiére version du théoréme de Gutkin. Elle sera 'un des ingrédients de la démonstration
de la version forte. Elle illustre une nouvelle fois le fait qu’on peut regarder les hyperplans de facon indépendante.
On donne ensuite quelques exemples de calcul d’exposant total (exemple 1.54 et remarque 1.55).

Théoréme 1.52 — Théoréme de Gutkin (version faible). Soient N un G-module de dimension finie, on a

nu(N) = m(Res 8H (N)) et m(N) = Hezﬁm(Res 8H (N)).

Preuve. Par définition des exposants de N, on a
T T
Fn(T) = 3 T (N) et donc  FxN'(1) = Z m;i(N) = m(N).
=1

i=1
Pour obtenir I’expression souhaitée, on va utiliser I’expression de Fy du lemme 1.51.

Soit g € G. La multiplicité de 1 comme racine du polynoéme det(1 —¢gT) est la multiplicité de 1 comme valeur
propre de g~ ! et donc de g. Elle est donc inférieure ou égale & £. Par ailleurs, 1 est racine de
‘

[1(1—1%)

i=1
de multiplicité ¢. Ainsi, avec I'expression de Fy du lemme 1.51, on obtient en distinguant 1’identité, les réflexions
et ’ensemble des éléments de G dont 1 est valeur propre avec multiplicité au plus £ — 2
x(1) £ di—1 (1-T) £ di—1 x(s) 2
Fn(T) == [T+ -+ T4 1) + 14+ T% — = — 4+ (1-T)*F(T
(T) Iel Zl;[l( ) Iel Zl;[l( )ng;clidet(s)T ( (T)

ot F(T) est une fraction rationnelle dont 1 n’est pas un pole. Commengons par le premier terme. En dérivant,
il devient

ﬁi(( '+(di—1)Td7'_2)H(1+...+de—1)>.

Gl = i

x(1) di(d; — 1) x(1) ( ) di—1 _x()lZal
EnT=1,0na e d; d;
Gl & < > L) =er L) & )
Passons au deuxiéme terme, en dérivant, on obtient
1 v x(s)

a7 L 1‘[(1+ S T + (1 = T)F,(T)

sere 1 —det(s)T
ot F1(T) est une fraction rationnelle dont 1 n’est pas un pole. En évaluant en T = 1, on trouve
_ ¥ x(s)
s€La 1- det(s)
En dérivant le troisiéme terme et en ’évaluant en T = 1, on trouve 0. Finalement, on obtient
2 seze 1 —det(s)

En partitionnant ’ensemble des réflexions suivant leur hyperplan, on obtient

XMW Faul x(s) X[l x(s)
- Y —det(s) > < 2G sE;GHl—det(s)>'

Hew 2 HEA 5€ Py Hen

m(N) = Fy'(1) =



1.3.3 QUELQUES RAPPELS SUR LES GROUPES DE REFLEXIONS 33

L’égalité (x) appliquée aux Gy donne alors la deuxiéme égalité.
Montrons a présent la premiére égalité. D’aprés la remarque 1.50, on a

erl .
m(Res &, (N)) = Y njmpm(det™).
j=0

De plus, I'égalité (x) appliquée au groupe Gy et au caractére det ™ donne alors

) e — 1 exg—1 —nj
m(det™) = AL G —.
2 n=1 1- CH
Par ailleurs, pour d € Net j € [0, d—1], 'égalité (x) appliquée au groupe Uy agissant sur C par multiplication
et au caractére puiss; : x — 277 de Uy montre que

) d—1 d=l ¢ R ]
m(puiss;) = SR 211 — ol ¢ = exp(2in/d)

Or l'algebre symétrique du dual de C s’identifie via la forme linéaire id¢ a Palgeébre de polynémes C[X] ou ¢

agit sur X par multiplication par (~!. L’algébre des invariants est donc C[X9] et I’algébre des coinvariants est

C[X]/{X%). De plus, ¢ agit sur z* la classe de X* modulo (X?) par multiplication par (~*. Comme (1,...,z971)

est une base de C[X]/(X?), on en déduit que le puiss;-exposant de Uqg est j. Ainsi

d—1 d=l ¢
2 n=1 1- Cn

En appliquant cette égalité (+*) a d = ey — 1, on en déduit que m(det ™) = j et m(Res 8H (N)) = nu(N). L]

j = m(puiss;) = ol ¢ = exp(2in/d). (xx)

Remarque 1.53 — Calcul. Pour démontrer la relation (#x), on aurait aussi utiliser la méthode suivante. Soient
deN,je[0,d—1]et ¢ =exp(2ir/d), on a

d—1 /—nj 1 /d=1 —nJj nj
> ¢ = 5(2 ¢ + < )

n:l]-*é-n n:l]-*é-n 1747’”
¢ ¢ni 11— Cn(2j+1) 2 L J L
Or + = n___> 0 = nj ne — n * ok ok
e e I TP oE (%)

d—1 d—1
Or Y. ¢k =dsid|ket Y ¢* =0 sinon. On obtient donc

n=0 n=0

o =§<(d—1>+ > <—1>>=d—;1—j

n=11—¢" ke[ -5, 51~{0}
Lorsque j = 0, le calcul ( x *) donne immédiatement 1 et on retrouve le calcul de [BBK, p.112]. u
Exemple 1.54 — Calcul de m(V) et m(V*). Pour N =V, on a Res 8H (V) = (£ — 1) det® @ det ™"~ Ainsi
nu(V) = eg — 1 qui est le nombre de réflexions dans G dont ’hyperplan est H. On obtient donc

m(V) = > (en —1) =|Zal.

Hes?

Pour N = V*, ona Res¢, (V) = (£ — 1) det’ ®det™". Ainsi ny(V) = 1. On obtient donc
m(V*) = > 1=[7]
Heosr

Pour N = A*(V), on a Res 8H (AL(V)) = det=“®=Y_ Ainsi ngg(V) = eg — 1. On obtient donc

m(Af(V)) = H;f(eH —1) =76 =m(V).

Pour N = A*(V*), on a Res (G;H (A*(V*)) = det . Ainsi ng(V) = 1. On obtient donc

m(AY(V*)) = || = m(V*).
Les égalités m(V) = m(AY(V)) et m(V*) = m(A*(V*)) sont expliquées par la remarque 1.55 suivante. u
Remarque 1.55 — m(N) = m(A"(N)) et m(N*) = m(A"(N*)). Le théoréme 1.52 permet des caractériser les

G-modules N de dimension finie n vérifiant m(N) = m(A™(N)) ainsi que ceux vérifiant m(N) = m(A™(N)) et
m(N*) = m(A™(N*)).
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En effet, la remarque 1.46 montre que ni(N) < ng(A™(N)) avec égalité si et seulement si npy(N) < ey — 1.
La version faible du théoréme de Gutkin assure alors que

> nu(N) =m(N) = m(A"(N)) = > ng(A™(N)) = VHe 2, nu(N)=nu(A"(N)).
Hesr Hew#

Ainsi m(N) = m(A™(N)) = VHe #, nu(N)<eg-—1.

Autrement dit, m(N) = m(A™(N)) si et seulement si tous les hyperplans de .7 sont N-bons (voir la défini-
tion 2.3).

On en déduit immédiatement que m(N) = m(A™(N)) et m(N*) = m(A™(N*)) si et seulement si tous les hy-
perplans de # sont N-bons et N*-bons. La remarque 2.4 assure que m(N) = m(A™(N)) et m(N*) = m(A™(N*))
si et seulement si tous les hyperplans de 7 sont N-excellents. =

LA VERSION FORTE DU THEOREME DE GUTKIN

La version forte du théoréme 1.59 de Gutkin donne la non-nullité d’un déterminant (et méme plus précisément
une expression complétement factorisée). La démonstration proposée ici est décomposée en de multiples lemmes
pour mettre en avant les différents outils qui interviennent.

Remarque 1.56 — Section des coinvariants. On note I I'idéal de S(V*) engendré par 'ensemble S(V*)$ des
polyndmes invariants sans terme constant. Montrons que I admet un supplémentaire G-stable et gradué.

L’idéal T est G-stable car 'action de G sur S(V*) est une action par automorphisme d’anneau. On note
Sn(V*) la composante homogéne de degré n de S(V*). Comme l'action de G sur S(V*) est graduée, on peut,
pour n € N, appliquer le théoréme de Maschke a la composante homogéne I,, = 1N S,,(V*) de degré n et ainsi
la compléter par U,, en un supplémentaire G-stable de I,, dans S,,(V*). De plus, comme S(V*)E est gradué, 1
est un idéal gradué de S(V*) et

U= U,
neN

est bien un supplémentaire de I dans S(V*) qui, par construction est G-stable et gradué.

De plus, la surjection canonique S(V*)— Sg induit par restriction & U un isomorphisme de G-modules
gradués. u

On commence cette démonstration de la version forte du théoréme de Gutkin par un lemme de théorie des
groupes.

Lemme 1.57 — Un peu de théorie des groupes. Soient k un corps de caractéristique nulle, W un k-espace
vectoriel, v € W, H un sous-groupe fini de GL(W) et N un H-module de dimension finie. On note %, le k-espace
vectoriel des fonctions de 'orbite de v sous H a valeurs dans k et H, C H le stabilisateur de v.

L’application linéaire

F, N — N
), N -
“ fen — fom
est bien définie et vérifie 1, x((F, @ N)H) = NHo,

Preuve. L’application linéaire 1, n est bien définie : 'application (f,n) — f(v)n est clairement bilinéaire. De
plus, pour g € H, f € #, et n € N, on a

Ygux(9(f @n)) = Ygun(gf @ gn)) = flg~ gv)gn = f(v)gn = gu n(f @ n).

On en déduit immédiatement que, pour = € (Z, @ N)H, on a g, n(x) = g1y n(2). Finalement, pour g € H, et
z € (F, @ N), on a g, N(7) = YguN(2) = 1y n(2). On en déduit que

Yy N((Fy @ N)H) c NHe |

Montrons I'inclusion réciproque. Pour w € Hov l'orbite de v, on définit §,, € %, telle que §,,(w') = dypp pour
tout w’ € Hu. La famille (§,)weno est une base de .%,. Tout élément x € %, @ N se décompose donc de maniére
unique

T= D Ou Ny avec N, € N.
weHwv

Or, pour g € H, on a gr = > g0y @gny = Y. Oguw @ gny
weHv weHv
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On en déduit que z € (F, NI = V(g,w) € HxHv, gny = ngy. (%)

On considére a présent n € NHv. Pour g € H, I’élément gn ne dépend que de la classe de g modulo H,. Pour
w € Hu, on pose n,, = gn ot g € H vérifie gv = w. La condition (*) montre que

y= Y 6w ®ny € (F, @N)H.

weHv
De plus, YoN(y) = DY 0w(V)ny =ny =n.
weHv
On obtient ainsi I’égalité ensembliste souhaitée. L]

Le lemme suivant s’obtient alors immédiatement & partir du lemme précédent grace aux propriétés classiques
d’un groupe de réflexions complexes (théorémes de Chevalley et de Steinberg).

Lemme 1.58 — Evaluation. Soient v € V, N un G-module de dimension finie et U € S(V*) un supplémentaire
G-stable et gradué de l'idéal de S(V*) engendré par SE (voir la remarque 1.56). On considére lapplication
linéaire
S(V*) ®N — N
$u,N*
’ fen +— f(u)n.
On a g, N((S(V¥) @ N)G) = ¢, n((U® N)¥) = NGv. En particulier, si v est régulier alors ¢, n est surjective.

Preuve. Soit p : S(V*) — .%, 'application de restriction. On a ¢, N = ¥y n 0 (p ® idx). De plus, l'application p
est un morphisme surjectif de G-modules. On en déduit que (p®idx)((S(V*)@N)¢) = (£, ®N)C. Le lemme 1.57
donne alors ¢, N((S(V*) ® N)¢) = NG,

Par un raisonnement analogue, il suffit de vérifier que p(U) = .%, pour obtenir ¢, x((U® N)¥) = NG, Soit
v € Fp. Nexiste f € S(V*) tel que p(f) = . Or le théoréme B de Chevalley [CHE] donne S(V*) = S(V*)¢ @ U.
On considére alors la décomposition de

n

f=Yfi®ou eS(V)¢aU,

i=1

Comme f; est G-invariant, sa restriction a 'orbite de v est une constante A;. On obtient alors
n

v=p(f) = > Aip(ui)

i=1

et la restriction de p & U est bien surjective.
Si v est régulier (c’est-a~dire dans aucun hyperplan de ), le théoréme de Steinberg (voir [STE, corollaire 1.6]
ou [LEH2, théoréme 1.1]) assure que G, = {1} et donc Papplication ¢, n est surjective. u

On arrive enfin au théoréme de Gutkin.

Théoréme 1.59 — Théoréme de Gutkin (version forte). Soient N un G-module de dimension finie n,
(y1,...,yn) une base de N* et U un supplémentaire G-stable et gradué de I'idéal de S(V*) engendré S(V*)§
(voir la remarque 1.56).

L’espace vectoriel (U®@N*)¢ est de dimension n. Soit (u1, ..., u,) une base de (U@ N*)%. Pouri,j € [1, n],
on définit P;; € U les composantes de u; € S(V*) @ N* dans la S(V*)-base (1 ® y;)1<j<n de S(V*) @ N* :

u; = Pij ®y;
i=1
et on pose C = (P;;);; € M, (S(V*)).

Pour g € G, on note gy la matrice de g € GL(N) dans la base duale de la base (y1,...,y»). On a alors

(i) g- C:= (gPsj)i; = Cyn
(Z’L) det C € (CXQN.

En particulier, det C # 0 et deg det C = m(N).

Preuve. D’aprés le théoréme B de Chevalley [CHE]|, U est G-isomorphe a la représentation réguliére et donc
(U® N*)C est de dimension dim N* = dim N = n.

Soit g € G, on note gn+ = (aij)1<i,j<n 1@ matrice de g € GL(N*) dans la base (y1,...,yn). Pour j € [1, n],
on a

n n n

gui= Y gPi; ®gy; = > gPi; ® > akjyx = > D ak; (9Pij) @ Y-
=1 k=1 1

Jj=1 k=1j=
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L’unicité de la décomposition dans la base (1 ® y;)1<j<n assure alors que
C=(g-0) th*, c’est-a-dire g-C=C th,fl = Cgn

Remarques : changement de bases. Lorsqu’on effectue un changement de base de N*, on change C en C ‘A1

ol A = (a;j)1<i,j<n €st la matrice de passage de (y1,...,yn) & la nouvelle base (z1,...,2,). En effet,
n n n n n
up= Y Qi ®@2; = Y Qi @ Y arjyr = Y Y Qijar; @ yr -
j=1 j=1 k=1 k=1;j=1

On multiplie donc le déterminant de C par un élément inversible de C*. Finalement, pour montrer la propriété
sur le déterminant, on peut choisir la base de N* dans laquelle on va travailler.
Lorsqu’on effectue un changement de base de (U ® N*)G, on change C en ‘A C ot A = (aij)1<i j<n est la

matrice de passage de (u1,...,u,) a la nouvelle base (v1,...,v,). En effet,
n n n n n
Vi = D GkiUk = 2 ki ) Pri®y; = > D> ariPri Qyj.
k=1 k=1 j=1 j=1k=1

On multiplie donc le déterminant de C par un élément inversible de C*. Finalement, pour montrer la propriété
sur le déterminant, on peut choisir la base de (U ® N*)¢ dans laquelle on va travailler.

Soit H € J#. On considére maintenant (yi,...,y,) une base de N* dans laquelle sy agit de fagon diagonale.
Pour i € [1, n], on définit les entiers j; vérifiant 0 < j; < ey — 1 et y; est vecteur propre de sy agissant sur N*
associé a la valeur propre (g’*. On a alors, pour i € [1,n],

su(u) = 3 su(Pix) @ su(yr) = 3. su(Pi) @ G’y = . Ca’* su(Pix) @ yi.
h=1 =1 =1

Comme les u; sont fixes par G, on en déduit que

Y (i,k)e[1,n]? si(Par) = Ca Py .

Le lemme 1.28 assure alors que V(i k)€1, n]? ag’* | Py, .
Ainsi, pour tout k € [1, n], tous les éléments de la k° colonne de C sont divisibles par ay’*. La multilinéarité
du déterminant assure que det(C) est divisible par
n
n . Z jk
H apg’* = agh=l =ag
k=1

nyx (N) .

De plus, si H € 4 et H # H alors ag™®™) et ag ™ ™) sont premiers entre eux. On en déduit que det C est
divisible par

[T an™®™ = Q.
HEA

Par ailleurs, comme U est gradué, on peut écrire
(U N*¢ = @ (U; @ N9,
ieN
et ainsi, grace au théoréme de la base incompléte, choisir une base (u1, ..., u,) formée d’éléments gradués. Dans
cette base, la i° ligne de C est formée de polyndmes homogénes de degré degu;. Ainsi det C est un polyndme
homogéne de degré

n
degdet C = > degu;.
i=1
Comme la surjection canonique S(V*) — S¢ induit, par restriction a U, un isomorphisme de G-modules gradués,
la famille (deg uq, . .., deg u, ) n’est autre que la famille des N-exposants de G. Ainsi, par définition du N-exposant
total de G, on a degdet C = m(N).
La version faible du théoréme de Gutkin 1.52 assure alors que
m(N) = > np(N) et donc detCeC ] ag™™.
Heor Hes?

Il nous reste & montrer que det C # 0. On utilise pour cela le lemme 1.58. La matrice de ’application linéaire
won+ : (U®N*)G —N* dans les bases (u1,...,us) et (y1,-...,yn) est alors (P;;(v))1<ij<n- Lorsqu'on choisit
v € V™8 DPapplication ¢, n+ : (U® N*)¥ — N* est surjective et donc inversible. Ainsi det((P;;(v))1<i j<n) # 0.
Comme le morphisme d’évaluation en v est un morphisme d’anneaux, on en déduit que det C # 0. u
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On termine cette sous-section en rappelant la définition 2.2 de [OPD] qui nous servira dans la proposition 2.14.

Définition 1.60 — Matrice minimale au sens d’'Opdam. Soit N un G-module de dimension finie n. On fixe
une base & de N et pour g € G, on note gy la matrice de g dans A. Une matrice N-minimale au sens d’Opdam
C = (Pijicijcn € Ma(S(V"))

est une matrice vérifiant
(i) gC := (gPi;)i,; = Cgn pour tout g € G;
(7i) det C #£ 0;
(741) degdet C = m(N);
(tv) 11 existe D € M, (C) telle que E- C=DC oa E - C = (E(P;;))1<i,j<n €t E est ’endomorphisme de S(V*)
donné par E(P) = (deg P)P pour tout polynéme homogeéne P € S(V*).

Remarque 1.61 — Matrice minimale et théoréme de Gutkin. En choisissant une base (u1, ..., u,) de (UQN*)G
formeée d’éléments homogénes (pour assurer la condition (iv) de la définition 1.60) le théoréme de Gutkin 1.59
assure l’existence d’une matrice N-minimale. u

1.3.4 THEOREME DE GUTKIN ET MATRICE MINIMALE

On présente dans cette sous-section un premier travail personnel. Son but est d’élargir la notion de matrice
minimale au sens d’Opdam (pour oublier la condition (iv) d’homogénéité) et de démontrer dans ce cadre plus
large les points (7ii) et (iv) de la proposition 2.4 de [OPD]. Pour cela et grace au théoréme 1.59 de Gutkin, il va
simplement suffire d’étudier quelques actions sur un espace de matrices a coefficients dans un espace vectoriel.

MATRICE A COEFFICIENTS DANS UN ESPACE VECTORIEL.

Soient k un corps commutatif, R une k-algébre commutative associative et unitaire et S un R-module. On
note M, 1 (S) le R-module des matrices & n lignes et m colonnes a coefficients dans S.

La structure de R-module de S permet de définir, pour tout ¢, par produit matriciel & gauche une ap-
plication R-bilinéaire de My, (R) X My, 1, (S) dans My, (S) et par produit matriciel & droite une application
R-bilinéaire de M, (S) x M,, ¢(R) dans M, ¢(S). De fagon précise, pour A = (a;j)1<i<e,1<i<n € Men(R),
B = (bij)i<i<m,1<j<t € M e(R) et U = (z45)1<i<n,1<i<m € Mp,m(S), on pose

A.-U= (Zai(;x(;j) et U-B= (Zbéjxié)
6=1 6=1

De plus, si A’ € My ¢(R) et B’ € My ¢ (R), on a
(A/A)- U=A"-(A-U) et U-(BB)=(U-B) -B.
Pour finir, les « actions » a droite et & gauche commutent :
(A-U)-B=A-(U-B).
En particulier, comme id,, - U = U et U -id,, = idy,, on a une structure de M, (R)-module-M,,(R) sur M, »,(S).
Par ailleurs, comme k& C R, on en déduit, par restriction des « actions » de My, (k) et M, ¢(k) sur M, (S).

Par ailleurs, on a une action de Endy(S) sur M, ,(S) coeflicients par coefficients. Elle est donnée par
I'application k-bilinéaire

1<i<01<j<m 1<i<n, 1<5<L

{Endk(S) X My m (S) — My, (S)
(f,U) — U= (f(2ij))1<i<n1<igm

De plus, pour f,g € End,(S),onag-(f-U)=gf-Uetids-U = U. Ainsi M,, ,(S) est un End, (S)-module. Par
ailleurs, la k-linéarité de f assure que I’action de End,, (S) commute avec les « actions » de My (k) et de My, ¢(k).
En particulier, M,, ,, (S) hérite d’une structure de (M, (k) ® End, (S))-module-M,, (k). De plus, si f € End(S)
est en fait R-linéaire (c’est-a-dire f € Endy(S)) alors 'action de f commute avec les « actions » de My, (R) et
de M,,, ¢(R). Ainsi M,, ,,,(S) hérite d’une structure de (M,,(R) ® Endg (S))-module-M,, (R). Pour la suite, on ne
retient que la structure de (M, (R) ® Endg (S))-module-M,, (k) sur M, ,(S).

APPLICATION LINEAIRE ET MATRICE.

Soit X un k-espace vectoriel de dimension finie r. On fixe une base (z1,...,z,) de X et (&1,...,&) sa base
duale ce qui permet d’identifier M, (k) et End,, (X).
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Les k-isomorphismes usuels

Hom, (X, S) — My ,.(S) Mir(S) — X*®S
a: et ﬂ: T

f '—’(f(zl)aaf(zr)) (51;”'757")'—)2(51'@51')-

i=1

deviennent alors des isomorphismes de Endy (S)-module-M, (k) (et donc de Endg (S)-module-M,.(k)). La com-
mutativité avec les éléments de End(S) est évidente. Si ¢ € End,(X) a pour matrice A = (a;;)1<i,j<r dans la
base (21,...,z,), on a

0 h= (Goatwn) | =(0(Eesm)), = (1(Ern)) ., = oteser

X EWAS B

On obtient ainsi le fait que « soit un morphisme de modules-M,.(k). Par ailleurs,
B(s1,--..8)) A= (Z <Z§jaij>®5i> = ( §j®(zaij5i)> = B((s1,...,5r) - A)
==t 1g<r VL =t 1<j<r

et 3 est donc aussi un morphisme de modules-M,. (k).
De plus, 3o« n’est autre que I'inverse de I’isomorphisme classique ¥ de X* ® S dans Hom,, (X, S). En effet,

Vo Boalf) = (z - é&(z)ﬂxi)) - (z - f <;§(x)z>>

f

T
et comme tout élément de X* ® S se décompose sous la forme > (& ® s;), on a
i=1

BoaoW (ié(fi ® Si)) =p ((iéffi(sg‘)si) Kj@) =Bls1,-80) = 20 (& @ si)-

2

L07-

Via l'isomorphisme «, l'injectivité de f est synonyme de la liberté de la famille «(f); la surjectivité (resp.
bijectivité) de f est synonyme du fait que la famille a(f) soit génératrice (resp. une base) de S.

ACTION DE GROUPE

On suppose que S et X sont deux kG-modules et on note p : kG — M,.(k) le morphisme structurel de X (tou-
jours via l'identification de End,, (X) avec M. (k) via la base (z1, ..., ,)). La structure de End; (S)-module-M, (k)
de My ,(S) munit M; ,(S) d’une structure de kG-module correspondant a 'action diagonale de G sur X et S :
pour g € G et (s1,...,5,) € My,(S), on a

g-(s1,...,8:) = (gs1,...,9s:) - p(g™").

Comme « et 3 sont des isomorphismes de End,(S)-module-M,(k), on en déduit que « et [ sont des isomor-
phismes de kG-modules pour la structure décrite ci-dessus. En particulier, a et § induisent des isomorphismes
respectivement entre Homg (X, S) et My ()¢ et My ,.(S)¢ et (X*®$S)“. Autrement dit, se donner un morphisme
de G-modules de X dans S revient a se donner une matrice L uniligne & r colonnes a coefficients dans S vérifiant
gL = Lp(g).

On suppose de plus que S est en fait un RG-module (et pas simplement un kG-module). Les ensembles
Homg (X, S), M;.-(S)¢ et (X* ® S)¢ sont alors en fait des R-modules et a et 3 sont R-linéaires.

FAMILLE D’APPLICATIONS LINEAIRES

Soit ¢ € N. Les isomorphismes « et 5 induisent des isomorphismes k-linéaires (encore noté « et [3) respective-
ment entre Homy, (X, S)* et M; -(S) et entre M, ,.(S) et (X* ® S)*. De fagon précise, si (fi,..., fi;) € Hom, (X, S)
alors, pour j € [1, 4], on pose L; = a(f;) et on considére la matrice L € M; ,(S) dont la j° ligne est L;. De
méme, si L € M, ,(S), on note L; la j° ligne de L et on pose 3; = B(L;) € X* @S et B(L) = (b1, .., 5i)-

Il est clair que « et § sont des isomorphismes de End, (S)-module. Le calcul matriciel (par ligne) montre
que « et [ sont aussi des morphismes de modules-M,.(k). En particulier, « et 5 sont des G-morphismes pour
laction de G sur M, ,(S) donnée par

VgeG, VL= (lew)ick<itck<r € Min(S),  g-L = (9lr) plg™").

Notation 1.62 — Action de G. Soient g € G et L € M, ,(S). On note g - L I'image de L par I’action de g € G
définie ci-dessus et gL I'image de L par 'action de g € End(S).
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Ainsi, se donner une famille (fi,...,f;) € Homg(X,S)? revient a se donner une matrice L € M, ,.(S) telle
que g -L =L pour tout g € G ou encore gL = Lp(g) pour tout g € G.

Par combinaison linéaire, on définit une application R-bilinéaire A qui commute avec 'action de G
M;,i(R) x Homy (X, S)* — Hom,, (X, S)’
A: i
((nkk')1<k<g‘,1<k'<i, (fi,-o 0 J) ¥ 22 S .
k'=1 1<k
La calcul matriciel par lignes et colonnes assure que
V(N, fi,..., fi) € Mji(R) x Hom, (X, S)", aA(N, (f1,.--, fi)) =N-alfi,..., fi).

Autrement dit, faire des combinaisons R-linéaires d’application de X dans S revient & multiplier a gauche par
la matrice des coefficients de la combinaison linéaire.
On peut alors résumer ce qui précéde par la proposition suivante.

Proposition 1.63 — Base. On suppose que Homg (X, S) est un R-module libre de rang . Se donner une R-base
de Homg (X, S) est équivalent & se donner une matrice L € M, ,(S) vérifiant

(i) gL = Lp(g) pour tout g € G;
(%) pour toute matrice M € M; .(S) telle que gM = Mp(g) pour tout g € G, il existe une unique matrice
N e M, ;(R) telle que M = NL.

APPLICATION AUX GROUPES DE REFLEXIONS COMPLEXES

On fixe un C-espace vectoriel V de dimension finie et G C GL(V) un groupe de réflexions complexes. On
applique ce qui précéde a S = S(V*) l'algébre symétrique du dual de V, R = S(V*)¢ 'algébre des invariants de
S et X = N un CG-module de dimension finie r = n (on note p : CG — End(N) le morphisme structurel). On
note Sg ’algébre des coinvariants de G.

Le théoréme B de Chevalley [CHE]| assure que

Homg (N, S(V*)) = (N* @ S(V¥))¢ = S(V")¢ ® (N* @ S¢)¢
est un S(V*)“-module libre de rang n. La proposition 1.63 donne alors I'existence d'une matrice C € M, (S(V*))
vérifiant gC = Cp(g) pour tout g € G et pour toute matrice D € M; ,,(S) telle que gD = Dp(g) pour tout g € G,
il existe une unique matrice E € M, ,,(R) telle que D = EC.

Comme la construction de la matrice C = (P; ;)1<i j<n du théoréme de Gutkin 1.59 (voir le théoréme 1
de [GUT]) suit exactement le principe décrit ci-dessus, le théoréme de Gutkin 1.59 peut s’énoncer de la fagon
suivante.

Proposition 1.64 — Théoréme de Gutkin : version forte 2. Soient p une représentation (matricielle) de G de
dimension n et C € M, (S(V*)) vérifiant
(i) gC = Cp(g) pour tout g € G;
(¢4) pour toute matrice D € M; ,(S(V*)) telle que gD = Dp(g) pour tout g € G, il existe une unique matrice
E € M; »(R) telle que D = EC.

alors det C € C*Q,.

La proposition 1.64 c’est-a-dire le théoréeme de Gutkin permet d’élargir légérement la notion de matrice
minimale (on oublie la condition (iv) d’homogénéité) et donne une démonstration de la proposition 2.4 (ii7)
et (iv) de [OPD].

Proposition-Définition 1.65 — Matrice minimale. Soient p une représentation (matricielle) de G de dimension
n et C € M, (S(V*)). On a équivalence entre 1, 2, 3 et 4.
1) (7)) gC = Cp(g) pour tout g € G;
(1) pour toute matrice D € M, ,(S(V*)) vérifiant gD = Dp(g) pour tout g € G, il existe une unique
matrice E € M; ,(R) telle que D = EC;
2) (i) gC = Cp(g) pour tout g € G;
(7i) det C #£ 0;
(7it) degdet C = m(p);
3) (i) gC = Cp(g) pour tout g € G;
(73) det C # 0
(797) deg det C est minimal parmi les matrices de M, (S(V*)) vérifiant (7) ;
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4) (i) gC = Cp(g) pour tout g € G;
(17) det C € C*Q,.
On dit d’une matrice vérifiant 1) & 4) que c’est une matrice p-minimale. On dit qu’une matrice vérifiant 1)
a 4) et le point (iv) de la définition 1.60 (c’est-a-dire une matrice p-minimale au sens d’Opdam) est une matrice
p-minimale homogéne.

Preuve. 1) = 2) et 1) = 4) résultent immédiatement de la proposition 1.64. 4) = 2) est évident.

2) = 1). Soient C vérifiant 2) et D vérifiant 1). Il existe E € M,,(R) telle que C = ED. On a det C = det Edet D
et donc en regardant les degrés deg det E = 0. Ainsi E est inversible dans R (puisque par hypothése det E # 0)
et donc pour toute matrice P € M, ,,(S) telle que gP = Pp(g), il existe une matrice P’ € M; ,(R) telle que
P=PD=PE!'C=P'Cavec P"=PE"! €M,;,R).

2) = 3). Soit C vérifiant 2). On a vu que C vérifie 1). Ainsi si D vérifie (i), on a D = EC avec E € M,,(R) et
donc degdet D = degdet E + degdet C > degdet C.

3) = 2). Soient C vérifiant 3) et D vérifiant 1). On a donc C = ED avec E € M,,(R). On en déduit que
degdet C = degdetE 4 degdet D. Comme D vérifie (i), on en déduit par minimalité que degdetE = 0 et
deg det C = det det D = m(p). L]

1.3.5 GROUPES DE REFLEXIONS COMPLEXES VS GROUPES DE COXETER

On termine cette section de rappels sur les groupes de réflexions en étudiant le lien entre groupes de ré-
flexions réelles (c’est-a-dire groupe de Coxeter) et groupes de réflexions complexes. Le résultat principal est la
proposition 1.69. Il repose sur les lemmes 1.67 et 1.68 (voir aussi [SER, 13.2]).

Définition 1.66 — Représentation réelle. Soient G un groupe fini et V un CG-module. On dit que la
représentation V est une représentation réelle s’il existe un RG-module V' tel que V e Qr V.

Lemme 1.67 — Forme bilinéaire invariante. Soient G un groupe fini et V une représentation de dimension
finie de G sur C de dimension finie de caractére x. On a les équivalences

(¢) Il existe une forme bilinéaire G-invariante non dégénérée sur V si et seulement si x est a valeurs réelles;;
(77) La représentation V est une représentation réelle si et seulement s’il existe une forme bilinéaire symétrique
G-invariante non dégénérée sur V.

Preuve. Démontrons ’équivalence (7). On note X le conjugué de x : c’est le caractére de la représentation V*.

Le caractére x est a valeurs réelles si et seulement si y = . Une représentation est caractérisée par son caractére
G-mod G-mod

(voir [SER, 2.3 corollaire 2]) donc xy = X si et seulement si V. "~ V*. Par définition, on a V. =~ V* si et
seulement sl existe f € Homgg(V, V*) bijective.

Soit f € Homeg (V, V*) bijective. L’application B: (v, w) — f(v)(w) est une forme bilinéaire G-invariante.
La bijectivité de f assure la non-dégénérescence de B. En effet, si v # 0 alors f(v) # 0 et donc il existe w € V
tel que f(v)(w) # 0; de méme, si w # 0, il existe ¢ € V* tel que p(w) # 0. Or il existe v tel que ¢ = f(v) et
done f(o)(w) = p(w) # 0.

Réciproquement, soit B une forme bilinéaire non dégénérée G-invariante. L’application f définie par

vV — Vv
fr{

v — (w— B(v,w)).

est un isomorphisme de CG-modules. On obtient ainsi ’équivalence souhaitée.
G-mod.
=

Passons a I’équivalence (i%). Soit V/ un RG-module tel que C® V' "~ V. Montrons qu’il existe sur V/ un
produit scalaire G-invariant. Pour cela, considérons un produit scalaire b sur V’. La forme bilinéaire b’ définie
par
_ L ST b9 v, g7 w) pour tout v,w € V

|G| geG
est une forme bilinéaire symétrique G-invariante. De plus, pour v € V', I’élément b’ (v,v) € R est une somme
de termes positifs donc b'(v,v) > 0 et b'(v,v) = 0 implique successivement b(v,v) = 0 et v = 0. Ainsi b’ est un
produit scalaire G-invariant.

Considérons alors 'application

CeV)x(Ce®V)—C
b’
AQui,p®uvz) +—— Aub(v1,v9).

b (v, w)
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Elle est bien définie. On vérifie qu’elle est bilinéaire symétrique non dégénérée et G-invariante.

Réciproquement, supposons qu’il existe une forme bilinéaire symétrique non dégénérée et G-invariante b.
Commengons par montrer qu’il existe un produit scalaire hermitien G-invariant B (on suppose que la semi-
linéarité a lieu en la seconde variable). On considére un produit scalaire hermitien B’ sur V. On a alors
- > B'(g7 v, 97 w)

|G| geG
est une forme sesquilinéaire hermitienne G-invariante. De plus, pour v € V, I’élément B(v,v) est une somme
de réels positifs donc B(v,v) > 0 et B(v,v) = 0 implique successivement B’(v,v) = 0 et v = 0. Ainsi B est un
produit scalaire hermitien G-invariant.

Soit w € W. Comme B est un produit scalaire hermitien, B est non dégénérée. On peut donc représenter la
forme linéaire v — b(w,v) avec B. De fagon précise, il existe un unique @(w) € V tel que

Yo eV, b(w,v) = B(p(w),v).

(v, w) — B(v,w)

L’unicité de ¢(w) assure la semi-linéarité de . De plus, ¢ est bijective puisque b et B ne sont pas dégénérées.
Enfin, comme b et B sont G-invariantes, ¢ commute avec tous les éléments de G. En effet,

V(v,w) € V2, Blp(gw),v) = blgw,v) = b(w, g~ 'v) = Bp(w), g~'v) = B(gyp(w),v),
ce qui donne bien ¢(gw) = go(w) pour tout w € V puisque B est non dégénérée. On en déduit alors que p? est

linéaire bijective et commute avec tous les éléments de G. Ainsi, ¢? est un G-isomorphisme de V. Par ailleurs,
pour v,w € V, on a

B(¢?(w),v) = b(p(w),v) = b(v, p(w)) = Bp(v), p(w)),

et donc B(¢*(w), v) = B(p(v), p(w)) = Bp(w), p(v)) = B(¢*(v), w) = B(w, ¥*(v)).
L’endomorphisme ¢? est donc hermitien. De plus, comme B(p?(v),v) = B(p(v), ¢(v)) = 0, on en déduit que ¢
est hermitien positif. Enfin, comme (2 est bijectif, ¢? est hermitien défini positif.

Par ailleurs, il existe un unique endomorphisme 1 hermitien défini positif tel que p? = ¥2. On pose o = @~ !
L’endomorphisme 1 est un polynéme en ¢? et 1»~! est un polynéme en 1. Ainsi 1y~ et ¢ commutent. On
en déduit que 0? = id. L’endomorphisme R-linéaire o est donc une symétrie de V et on peut décomposer
V =V, & V_ en les sous-espaces (réels) propres de o associés respectivement aux valeurs propres 1 et —1.
Comme o est semi-linéaire, on a iV = V_ et iV_ = V. Ainsi V = V1 @ ¢V. Par ailleurs, G commute a
¢ et donc & ¥~ !. Les éléments de G commutent donc avec o. On en déduit que les sous-espaces propres de o
c’est-a-dire V4 et V_ =iV sont stables par G. On a alors V= C ® V1 ce qui achéve la démonstration. u

Lemme 1.68 — Forme bilinéaire invariante et représentation irréductible : indicateur de Frobenius-Schur.
Soient G un groupe fini, V une représentation irréductible de G sur C de caractére x et b une forme bilinéaire G-
invariante sur V. Alors b est nulle ou non dégénérée. On suppose que b est non dégénérée. Toute forme bilinéaire
G-invariante sur V est proportionnelle & b. De plus, b est symétrique ou antisymétrique.

Par ailleurs, on a

1 0 si x#X

EZx(gQ): 1 si x=% etpréel

IGlget —1 si x =% et pnon réel
On dit que |G|71 Y x(g?) est indicateur de Schur de V.

g€G
Preuve. Comme b est G-invariante, les ensembles
Ve={vev, YweV, bv,w)=0} et V={weV, YveV, bv,w)=0}
sont des sous-G-modules de V donc sont nuls ou V c’est-a-dire b = 0 ou b non dégénérée.
Soit " une forme bilinéaire G-invariante. On note Y (b) et Y (b') les CG-morphismes

. V — V¥ (o). V — V¥
©): {’U — (w +— b(v,w)) “ (®): {’U — (w — b (v,w)).

Comme b est non dégénérée, T (b) est bijectif. Ainsi (T (b)) "'oY (b') : V—V est un morphisme de CG-modules.
Comme V est irréductible, le lemme de Schur (voir [SER, 2.2 proposition 4]) assure que (Y (b))~ o Y(¥') = «id
avec o € C. On en déduit alors que b’ = ab.
On consideére la forme bilinéaire G-invariante b’ : (v, w) — b(w,v). D’aprés ce qui précéde,
JaeC, VY(v,w)eV? b(w,v) = b'(v,w) = ab(v,w) = ab’ (w,v) = a*b(w,v).

Comme b # 0, on en déduit que o® = 1 et donc o = %1, ce qui donne le résultat voulu.
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On note S3(V) (resp. S2(V*)) la composante homogéne de degré 2 de 1’algébre symétrique de V (resp. V*) et
A%(V) (resp. A%2(V*)) la composante homogéne de degré 2 de I’algébre extérieure de V (resp. V*). Pour g € G,

on note (A1,...,A) les valeurs propres de g agissant sur V. On a alors
”
X(9%) = N7 = AN — AN = xs2v)(9) — Xaie ) (9) -
i=1 i<y i<j

On en déduit que
1
C= il ZE;X(QQ) = (xsz2(v)» 1) — (xarz(v), 1) = (Xs2(v=), 1) — (Xanz(ve), 1) -
ge
On note Bil(V) l'espace vectoriel des formes bilinéaires sur V. Les propriétés démontrées ci-dessus donnent
(xBil(v), 1) € {0,1}. Comme (xs2(v+), 1), (xan2(v+), 1) et {xgiv), 1) sont des entiers naturels et que

(xs2(v+), 1) + (xawz (v, 1) = (XBi(vy» 1)
On a Ce{0,1,—1}. Le lemme 1.67 donne la distinction des cas. =

En utilisant l'indicateur de Schur, on obtient alors la proposition bien connue suivante qui caractérise les
groupes de Coxeter parmi les groupes de réflexions complexes.

Proposition 1.69 — Groupe de Coxeter et groupe de réflexions complexes. Soit (G, V) un groupe de réflexions
complexes irréductible. Alors G est un groupe de Coxeter si et seulement si 'un des degrés de G est 2.

Preuve. Si G est un groupe de Coxeter, le lemme 1.67 montre qu’il existe une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée G-invariante sur V. C’est en particulier un élément non nul de Sz(V*)%. Comme G est irréductible,
tous les degrés de G sont strictement plus grands que 1 (sinon V a un hyperplan stable par G donnée par le
noyau d'un élément de S; (V*)¢ = (V*)¥). On en déduit que, si aucun des degrés n’est 2 alors tous les polynomes
invariants non nuls sont de degrés strictement plus grands que 2, ce qui est absurde. Donc I'un des degrés est 2.

Si I'un des degré est 2 alors (So(V*))® # 0. Ainsi il existe une forme bilinéaire b symétrique G-invariante
non nulle sur V. Le lemme 1.68 montre que b est non dégénérée. Le lemme 1.67 assure que la représentation est
réelle et donc G est un groupe de Coxeter. L]



CHAPITRE 2

ALGEBRE DES INVARIANTS RELATIFS

Ce chapitre présente mon travail de thése sur les groupes de réflexions complexes. Le résultat central est
la proposition 2.20 : étant donné (G, V) un groupe de réflexions complexes, M une représentation de G de
dimension finie et y un caractére linéaire de G, on peut, sous certaines conditions (hypothése 2.16 ou 2.17),
construire une structure d’algébre extérieure sur (T71S(V*) ® A(M*))X (ou T est une partie multiplicative de
S(V*) convenablement choisie). La section 2.2 donne alors quelques conséquences de cette structure, notamment
en lien avec la régularité d'un entier. Par ailleurs, I'étude de la structure de (T~1S(V*) ® A(M*))X pousse a
deéfinir différents types d’hyperplans (en lien avec la représentation M et le caractére linéaire x) ; les sections 2.3,
2.4 et 2.5 sont dédiées a I’étude de ces types d’hyperplans pour les groupes &,,, G(d, 1,r), G(de, e, 2) et Gog.

2.1 ALGEBRE EXTERIEURE

Dans cette section et la suivante, on fixe un groupe de réflexions complexes (G, V), un CG-module M de
dimension r et x un caractére linéaire de G. On note dety; (resp. dety+) le déterminant de la représentation M
(resp. M*).

Les articles [O-S]|, [SHE], [LEH1] et [BEC] étudient la composante x-isotypique de 'algébre S(V*) @ A(M*)
sur laquelle G agit de fagon diagonale. Sous des conditions portant sur les restrictions aux différents Gy des
représentations M et , on obtient une structure de (S(V*)®@A(M*))X de S(V*)©-algébre extérieure. Ici, I'idée est
de transférer les hypothéses nécessaires sur M et x par des conditions sur 'anneau de base : on remplace S(V*)
par un anneau plus gros (un anneau de fractions de S(V*)) dans lequel on s’autorise & inverser certaines formes
linéaires associées aux hyperplans de G. Les conditions porteront alors sur le choix des mauvais hyperplans
qu’il va falloir inverser. Les résultats des articles [O-S|, [SHE]|, [LEH1] et [BEC] s’obtiennent alors comme cas
particuliers de la proposition 2.20 (voir la remarque 2.21). Dans [H-S|, on trouve une premiére étude de la
situation en caractéristique non nulle.

Notation 2.1 Soit .# C S une partie G-stable, on note & = 2 ~\ 4 et T C S(V*) la partie multiplicative
correspondante & .# (voir le lemme 1.48). On pose alors = T~1S(V*) @ A(M*) et QP = T~1S(V*) @ AP(M*)
pour tout p € [0, ]. On a alors

X = ,éo Q)X

L’idée de la démonstration est de mettre dans la partie .# les hyperplans qui vont poser probléme. On
commence donc, dans la sous-section 2.1.1, par définir des « types d’hyperplans » qui vont permettre de diffé-
rentier les hyperplans de 7. Dans la sous-section 2.1.2, on construit la structure d’algébre QX. Enfin, dans la
sous-section 2.1.3, on détermine cette structure d’algébre.

2.1.1 HYPERPLANS

Pour définir la notion d’hyperplan (M, x)-acceptable, on a besoin d’introduire une notation qui sera, par
ailleurs, utile pour la sous-section suivante.

Notation 2.2 Pour H € JZ, on note (ji,...,J,) une famille d’entiers vérifiant 0 < j; < eg — 1 pour tout
ie1l,r]et Reng (M) = det ™ @---@det™?". La famille (ji,...,,) n'est pas définie de fagon unique mais le
multi-ensemble. associé lest. Les entiers j; sont intimement liés aux n; (M) (voir la notation 1.42). De fagon
précise, pour j € [0, ex — 1], nju(M) est le nombre d’entiers ¢ € [1, r] tels que j; = j et donc
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erl

ga =5 jniu(M) = nu(M).

Par ailleurs, la famille (j1,...,J.) est telle que les valeurs propres de sy agissant sur M* sont les Ca’' pour
ie[1,r].
On définit a présent 4 types d’hyperplans (2 types relativement a une représentation de G et deux autres

types relativement & un couple formé d’une représentation et d’un caractére linéaire de G). Les hyperplans
M-excellents ou (M, x)-bons seront ceux qu’on n’aura pas besoin d’inverser (voir les hypotheses 2.16 et 2.17).

Définition 2.3 — Type d’Hyperplan. Soit H € 7. On dit que H est
() M-bon si niz(M) < e et M-mauvais sinon ;
1) M-excellent si sy agit sur M comme une réflexion ;
(#51) (M, x)-bon si ng(M) + nu(x) < en;
(iv) (M X)-acceptable s’il n’existe pas deux parties disjointes de 'ensemble [1, r] (notées Iy et 1) vérifiant

en —nu(x) < D Jji et en —nu(x) < Y Jjis

i€l i€la

Si H n’est pas (M, x)-acceptable, on dit que H est (M, x)-inacceptable.

Dans la remarque qui suit, on étudie les liens suivants entre les différentes notions de la définition 2.3.

Remarque 2.4 — Bon et excellent hyperplan. Soit H € 7. On note 1 le caractére trivial de G. Montrons les
propriétés suivantes.

(1) H est M-excellent si et seulement si H est M-bon et M*-bon si et seulement si sy agit sur M comme
I'identité ou une réflexion.
(79) Si H est (M, x)-bon est alors H est M-bon.
(4ii) H est M-excellent si et seulement si H est (M, x)-acceptable pour tout x € Hom,, (G,C*).
(iv) Si H est (M, x)-bon alors H est (M, x)-acceptable.
(v) H est M-bon si et seulement si H est (M, 1)-bon.
)

(vi) Si H est M-bon alors H est (M, 1)-acceptable.

Démontrons (7). On commence par exprimer ng(M*) en fonction de ny(M) :
erl
na(M*) = > (en — j)n;u(M) = en(r — nou(M)) — nu(M).
j=1

Comme ny(M) = 0 si et seulement si ny(M*) = 0 si et seulement si sy agit trivialement sur M, on a
ngM) <eg—1 et ng(M*) <epy—1 <— r—nou(M) < 2.

Comme ng (M) (resp. no u(M*)) est la multiplicité de 1 comme valeur propre de sy agissant sur M (resp. M*),
on a nou(M) = noa(M*) et la condition noy(M) € {r —1,r} s’exprime géométriquement par le fait que sy
agissent sur M comme l'identité ou une réflexion. On obtient bien I’équivalence souhaitée. En particulier, un
hyperplan M-excellent est toujours M-bon.
Démontrons (i7). Comme ng(x) = 0, un hyperplan (M, x)-bon est M-bon.
Démontrons (i4i). Supposons que H est M-excellent. Il existe un unique entier ig € [1, r] tel que j;, soit
non nul. De deux parties disjointes I; et Iy de [1, 7], il y en a au plus une qui contient ig. On a alors
> ji=0<en—nu(x) ou > ji=0<enq—nu(x)-
i€ly i€la
Réciproquement, on suppose que H n’est pas M-excellent. Il existe donc i1 # io tel que j;; # 0 et j;, # 0. Par
ailleurs, le théoréme 1.47 de Stanley donne l'existence de x tel que ny(x) = exg — 1. Comme les parties disjointes
Il = {Zl} et 12 = {22} vérifient
Yjizl=en—nu(x) et Yjizl=ea—nulx),
icly i€la
on en déduit que H n’est pas (M, x)-acceptable.
Démontrons (iv). Soit I une partie de [1, r] vérifiant

en — nu(x) < Xji-
iel
Une telle partie I contient tous les i € [1, r] tel que j; # 0 puisque

>, Ji=nuM) <en —nu(x)-
i€[1,r]
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Ainsi une partie disjointe I’ de I vérifie
> Ji=0<en—nu(x).
ier
Démontrons (v) et (vi). Comme ng(1) = 0 pour tout H € 5, un hyperplan M-bon si et seulement s’il est
(M, 1)-bon. Le point (iv) assure qu'un tel hyperplan est (M, 1)-acceptable. L]

Le cas eg = 2 est trés fréquent dans les groupes de réflexions et mérite une étude particuliére.

Remarque 2.5 — Le cas d’un hyperplan vérifiant eqg = 2. Soit H € 57 vérifiant eg = 2.

L’hyperplan H est M-bon si et seulement s’il est M-excellent si et seulement si sy agit sur M comme une
réflexion ou comme l'identité (c’est-a-dire si la multiplicité de la valeur propre —1 de sy agissant sur M est
inférieure ou égale a 1).

Si x(Gu) # 1 alors

(1) H est (M, x)-acceptable si et seulement si sy agit sur M comme une réflexion ou comme l'identité (c’est-a-
dire si la multiplicité de la valeur propre —1 de sy agissant sur M est inférieure ou égale a 1) ;

(7i) H est (M, x)-bon si et seulement si sy agit trivialement sur M (c’est-a~dire si la multiplicité de la valeur
propre —1 de sy agissant sur M est nulle).

Si x(Gu) =1 alors

(1) H est (M, x)-acceptable si et seulement si la multiplicité de la valeur propre —1 de sy agissant sur M est
inférieure ou égale a 3;

(7i) H est (M, x)-bon si et seulement si sy agit sur M comme une réflexion ou comme l'identité (c’est-a-dire si
la multiplicité de la valeur propre —1 de sy agissant sur M est nulle).

D’aprés la remarque 2.4, il suffit de montrer que si H est M-bon alors H est M-excellent. Par hypothése, on
a ng(M) = n1 u(M) < 2 et donc ngu(M) =r —nyu(M) € {r,r — 1}.

On suppose x(Gu) # 1. Onaalors ny(x) # 0 et donc ny(x) = 1. La définition d’acceptabilité montre que si H
est (M, x)-acceptable alors H est (M, x’)-acceptable pour tout caractére linéaire x’ vérifiant ny(x’) < 1. Comme
tout caractére linéaire ' vérifie ny(x’) < 1, on en déduit que H est (M, x’)-acceptable pour tout caractére
linéaire x’ de G. La remarque 2.4 montre que H est M-excellent. Par ailleurs, par définition de (M, x)-bon, H
est (M, x)-bon si et seulement si ny(M) < 1 c’est-a-dire ny (M) = 0.

On suppose x(Gu) = 1. On a nu(x) = 0 et donc H est (M, x)-bon si et seulement si nip(M) < 2 (c’est-a-dire
H est M-bon). Par ailleurs, comme, dans notre cas, j; € {0,1}, la multiplicité de —1 comme valeur propre de
sy est égale au nombre de i tels que j; # 0. S’il y en a au moins 4, on peut faire deux paquets de cardinal 2 et
Ihyperplan n’est pas (M, x)-bon. S’il y en a moins de 3, deux parties disjointes de [1, 7] ne peuvent contenir
toutes deux deux entiers i tels que j; # 0 et H est (M, x)-acceptable. u

2.1.2 CONSTRUCTION D’UNE STRUCTURE D’ALGEBRE

En suivant de prés les idées de Shepler [SHE| et Lehrer [LEH1]|, on va construire sur QX une structure
d’algebre. 11 s’agit donc de définir une produit. Pour cela, on va utiliser le polynéme Q, du théoréme 1.47 de
Stanley pour ramener le produit usuel de deux éléments de 2X dans QX. On cherche donc des conditions de
divisibilité par Q, ou plutdt par la partie non inversible de Q,, : c’est le sens des lemmes 2.7 et 2.8. Pour obtenir
la divisibilité souhaité, on a besoin de certaines hypothéses sur les hyperplans de .# (hypothéses 2.6 et 2.9).

Hypothése 2.6 La partie .# contient tous les hyperplans M-mauvais. Cette hypothése peut aussi se formuler :
P n’est formée que d’hyperplans M-bons.

DIVISIBILITE

On commence donc par étendre le lemme 1.28 de divisibilité des polynomes a I’anneau T~1S(V*).

Lemme 2.7 — Divisibilité dans T~1S(V*). Soient z € T-!S(V*),He s et i € [1, en]. Si sux = (u'z alors
2 est divisible par ap® 7.

Ce lemme n’a d’intérét que pour H € % puisque pour H € .#, la forme linéaire ay (et donc ag® %) est
inversible dans T~1S(V*).
Preuve. Comme T est stable par G, on peut écrire x = P/Q avec Q € TC. Par intégrité de S(V*), on en déduit
que sgP = (y'P. Le lemme 1.28 montre que P est divisible par oy~ et donc z aussi. ]
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Lemme 2.8 — Divisibilité dans 2. Soient € ()X et H € . On considére (y1,...,¥,) une base de M* telle
que su(y;) = Cu’'y; pour tout i € [1, r] (voir la notation 2.2). On écrit

w= > Wiy ,..ip Yis N N, avec  pi,,..q, € TIS(V*).
10 < <ip<r

Pour H € 4, on a
ou 0<jy, +---+ sz ey —1— nH(X) et aHjil i +nm (x) | Lis,oiy

ou ey — nH(X) i 4+, <2em—2—nu(x) et apln bt tmbozen |y,

Preuve. Comme la famille (y;, A -+ Ayi,)1<i <-.<i,<r forme une T~1S(V*)-base de 0, on a

s,y Yir N+ AN yi, € (QP)X.

Ainsi SH(Miy iy Yir N ANYi,) = CH na(x) Miy,oip Yin N N iy
Par ailleurs, SH(Miy iy Yir N ANYi,) = SH(May i) SHYi) A A su(Yyi,)

— CHji1+"'+]ip SH(,Uil,...,ip) Yi, A---A Yi, -
On en déduit alors su(iy,...iy) = ST _nH(X)M“,.,.,zp-

L’hypothése 2.6 sur .4 et & assure que

VHe®, 0<n ():z Sem—1.

D’ou 2 —2eq < —ji, — - —Ji, —nu(x) <0.
Deux cas peuvent alors se produire :
ou 1—en < —ji, — - —Jji, —nu(x) <0 et en posant fg =exg —jis, —- - —ji, —nu(x), on a
su(tiy,...ip) = CHfHMz'l,...,ip avec 1< fu<en;
le lemme 2.7 assure alors que j;, ... ;, est divisible par aglin i e
ou 2—2ep < —ji, — - —Ji, —nu(X) < —en et si fu=2eq —ji, — - —Ji, —nu(x), on a
su(tiy,...ip) = CHfHMz'l,...,ip avec 2< fu<en;
le lemme 2.7 assure que i, ..., est divisible par aglit iyt —en =

Pour assurer la divisibilité par Q,, on renforce ’hypothése 2.6 de la fagon suivante.

Hypothése 2.9 La partie .# vérifie 'hypothése 2.6 et .# contient tous les hyperplans (M, x)-inacceptables.
Cette hypothése peut aussi se formuler : % n’est formée que d’hyperplans (M, x)-acceptables et M-bons.

On obtient alors le résultat suivant de divisibilité par Q, qui raffine le lemme 2 de [SHE].

Corollaire 2.10 — Divisibilité dans QX. On suppose que I’hypothése 2.9 est vérifiee. Pour p,w € QX, on a

Qylpnhw.
Preuve. On fixe H € % et on considére la méme base (y1,...,y,) de M* que celle du lemme 2.8. Pour une
partie I = {i1,...,ip} de [1,r] avec 1 < iy <--- <4, <7, on note yr = y;; A--- Ay,;,. On peut alors écrire
L= > Uy et w= Y wiy avec pr,wr € T7IS(VF).
Ic[1,r] IC[1,r]
D’ou HAW= D> Erjpuws Yius avec ery € {£1}.
INJ=o

On utilise & présent le lemme 2.8. Soient I, J C [1, r] avecINJ = @
=Si0< Y ji <em—nu(x) oul< Y 4 <en—nu(x) alors yur ou wy est divisible par ag™ () et donc pwy est
i€l ieJ
divisible par ay00
— Sinon ) j; = en —nu(x) et > ji = en — nu(x) avec INJ = & ce qui contredit ’hypothése 2.9.
i€l i€J

Le produit u A w est donc divisible par ar™ ™) pour tout H € %. Comme la famille (ay1)ues est formée
d’éléments premiers entre eux deux a deux, u A w est divisible par

H O[HnH(X) .
He#
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Par ailleurs, pour H € .#, 'élément ag™ () est inversible dans T~1S(V*), on obtient ainsi la divisibilité de
n A w par

H aH"H(X) H aH"H(X) — Qx- n
He.# He%

STRUCTURE D’ALGEBRE

Lorsque ’hypothése 2.9 est vérifiée, le corollaire 2.10 s’applique. Pour p,w € QX on peut définir le produit
A par

qu:QX_lquEQ.

En fait, on a méme pAw € QX. On définit ainsi sur QX une loi A qui munit QX d’une structure de (T<)~1S(V*)4-
algébre associative unitaire d’élément neutre Q, (voir le lemme 1.9 pour la structure de (T%)~1S(V*)“-module).
L’objectif est & présent de montrer que (2%, A) est une (T%)~1S(V*)S-algébre extérieure. Pour cela, on va étudier
les constantes de structure de (X, A) et montrer que ce sont les mémes que celles d’une algébre extérieure.
Pour simplifier les notations, on pose R = S(V*)¢.

2.1.3 ALGEBRE EXTERIEURE

Dans la sous-section précédente, on a construit (sous 'hypothése 2.9) une structure d’algébre sur QX. On
cherche, dans cette sous-section, & en déterminer la classe d’isomorphisme. La démonstration va s’effectuer en
deux temps : dans un premier temps (proposition 2.13), on donne une condition nécessaire et suffisante pour que
les constantes de structure de QX soit celles d’une algébre extérieure ; dans un deuxiéme temps, on montre que
cette condition est bien vérifiée (proposition 2.19). Dans cet optique, on commence par généraliser le théoréme
de Stanley a 'anneau T~1S(V*).

Corollaire 2.11 — Théoréme de Stanley dans T~1S(V*). On a

(TTIS(VE)X = (T TIS(V)Qy et () = (T)'S(V)“ Qy-detn Vol (1)
ou voly désigne un élément non nul de A" (M*).
Preuve. Cela résulte des propositions 1.9 et 1.10, du théoréme 1.47 et du fait que Cvolyy = A"(M*) est une

représentation de G de caractére detyy«.

Notation 2.12 Soit U un (T%)~'S(V*)-module. Pour u,v € U, on note u = v s'il existe z € ((T¢)7'1R)* tel
que zu = v. En particulier, u et v engendrent le méme sous-(T%)~'R-module.

Proposition 2.13 — Condition nécessaire et suffisante. On suppose que ’hypothése 2.9 est vérifiée. Soient
Wi, .. wy € (QY)X. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout p € [1, r], la famille (w;, A -+ A w;))1<iy<...<i, <r forme une (T¢)"!R-base de (QP)X;

(i%) w1 A A wr = Qydety VOIM- (2)
Preuve. (i) = (#i). C’est une conséquence de 'égalité (1).

(i1) = (i). On pose K = Frac(T~!'S(V*)). Montrons que la famille .Z = (wi, A -+ A w;, )1<i, <.--<ip<r €St

K-linéairement indépendante. Comme w;, A -+ Aw;, = Qxl_p wi, A+ Awj, il suffit de montrer que la famille
(wiy Ao A wip)1<i1<...<¢pgr est K-linéairement indépendante. Pour cela, on considére la relation

> Tiyyoesiy Wiy Ao Awi, =0 avec iy, € K.
1<ig < <ip <

Fixons I = {i1,...,ip} C[1,7] avec 1 <41 < --- < ip < 7 et notons I° = {ipy1,...,4,} son complémentaire.
En multipliant la relation précédente par w;,,, A--- Aw;,, on obtient

Tiy,ipWiy N Awi, Awi o A Awy, = 0.
D’ou 0= T’ilpwinxrilwl A A wy = Tilpv"inxrilQX.detM VOlM.
On en déduit la nullité de r;, .. ;, et la K-liberté de la famille (w;, A -+ Awi,)1<i; < -<ip<r -

La famille .% est donc une base du K-espace vectoriel K® AP(M*). Ainsi, si p € (QP)X, il existe des éléments
Tir,...i, € K tels que

p= 2o TieipWin A AWy,
1<ig < <ip <
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Fixons encore I = {i1,...,4,} C [1, r] aveci; < --- <1, et notons I = {ipy1,...,7,} son complémentaire. En
multipliant la relation précédente par w;,,, A --- A w;,., on obtient p A w; , A -+ Aw;, € (27)X. Ainsi, d’aprés
la relation (1), il existe f € (T¢)7'R tel que

BAwi, A Awi, = fQy.dety VOIM.-
Par ailleurs,

BAwi, A Awi, =emq i,wr A Awp = €74, i, Qyedety VOl avee € € {£1}.

D’ou Tiy,i, = €f € (T9)7'R.
La famille .# est donc bien une (T%)~!'R-base de (QP)X. L]

L’objectif est a présent de montrer que toute (T)~!R-base de (2!)X vérifie la condition (2). Pour cela, on
va construire une famille (v;)1<i<r d’éléments G-invariants et une famille (u;)1<i<r d’éléments dety«-invariants
vérifiant respectivement

vi A Avp = Qu voly et p1 A A pe = (Qux )" voly.
Proposition 2.14 — Invariants dans Q!. Tl existe (v1,...,v,) € (Q)S) et (u1, ..., ur) € (L))" vérifiant
v A Ay € CXQu voly et pi A Ay € C(Qup )" L volyy.

Preuve. La preuve est une reformulation du théoréme de Guktin [GUT, Théoréme| utilisant la notion de
matrice minimale développée par Opdam dans [OPD, définition 2.2 et proposition 2.4 (ii)] et rappelée dans la
définition 1.60 et la remarque 1.61 (voir le théoréme 1.59 et la sous-section 1.3.4).
Pour C = (¢;5):,; € M,(S(V*)), on note g - C la matrice (g¢;;);,;. Considérons C une matrice M-minimale.
Par définition, C € M, (S(V*)) vérifie
(1) g-C = Cym;
(73) det C # 0
(i31) degdet C = m(M).
On choisit (y;)1<i<r une base de M* et on définit pour j € [1, r],

T
Vi = 2.¢i @Y.
=1

On a alors v A A € C* det(C)voly.

Or det C € C*Qu (voir [OPD, proposition 2.4 (ii4)]). Il reste alors simplement 4 montrer que v; est G-invariant
pour tout j € [1, r]. Or, d’apreés (3),

T s
9Cji = Y CikgMpi et GYi = D GM* i Yn-
k=1 n=1

T T
Zl (ZngigM*ni) Cjk Q Yn -
=1 \i=1

n

T T T T
D’ou gvi = ). (chkgl\/lki® ZQM*niyn) =
1=1 \k=1 n=1 k=1

I
1
, o1 a Z IMEigM* ;i = Okn €t donc

i=1

Comme ‘gyi- = gv ™

”
gvj = Y Cjk @ Yk = Vj.
k=1

Ainsi v; est bien G-invariant.
Considérons a présent D une matrice M*-minimale. Par définition, D € M,.(S(V*)) vérifie

(i) g-D =Dgwm-;

(74) det D # 0;
(497) degdet D = m(M*).

On considére alors Com D = (e;;);,; la comatrice de D. Comme l'action de G sur S(V*) est compatible avec
la structure d’algébre, on a
g-ComD = Com (g - D) = Com (Dgp~+) = Com DCom gy = det(gn=)Com(D) g
On définit alors pour j € [1, r],
Hj = _;@ji & Y -

On a alors 1 A Ay € C* det(Com D)volyy.
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Or det Com D = (det D)"~! et detD € C*Qu-+ (voir [OPD, proposition 2.4 (iii)]). Il reste & montrer que y;
est dety«-invariant pour tout j € [1, r]. Or,

s T
geji=detgu- D€k gmy; et gYi = D GM* i Un-
k=1

n=1
D’ou

L T T ror r
guj = et o Z <Z ejk IMi ® Z IM* i yn> = det gm* Z Z (Zngng*nz> ejk ® Yn -
=1 \e=1 n=1 k=1n=1 \i=1
s
, 0N & Y gMp;IM*n; = Okn €t donc
i=1

t _
Comme ‘gy» = gyt

T
gp; = det gy Y- eji @ yp = det gu- ;.
k=1

Ainsi p; est bien detg,,. -invariant. u

9m*
Le lemme suivant propose quelques identités polynomiales : Pobjectif (en vue de la proposition 2.19) est
d’obtenir des formules pour déterminer quand Q,Qun(Qy.dety) €t Qy-detns Qm= (Qy) ™' sont premiers entre
eux.
Lemme 2.15 — Egalités polynomiales. On pose
Bo={He B, nu(M)=0}, By={HeB, nuM)>eu—nu(x)},

Bog=B~By ot B =B~RB,.

() Que = T aw™®) ] ageuir-ronth) -0,
He.# HeAB 1o

(”) Qx-detM _ H aHnH(X~detM) H O[HnH(x)JrnH(M) H O[HnH(X)JrnH(M)*eH_

He.# HEZ_ HEZ,
D) QXQM(QX-detM)71 = I gy )+ (M) —nu (x-detar) [T on®™.

He# He%,

(i) QyedetnQu+(Qy) ™' =[] agmaM)Fmuledeta)=nal) T qyen(r=nron®) T qyen(r=1-noa(M)

He. HeZ_~ %o HeZ,

Preuve. On a vu dans la remarque 2.4 que ng(M*) = ex(r — nou(M)) — nu(M) pour tout H € 2. De plus,
nu(M) = 0 si et seulement si ng(M*) = 0 si et seulement si ng (M) = r. On obtient ainsi 'égalité (7).

Soit He A. On a 0 < nu(M) < e — 1 et donc ng(M) = ng(dety) (voir la remarque 1.46). On a donc
(x - detyr)(sg) = det(sgr) "M Comme 0 < nu(x) + nu(M) < 2ex — 2, on obtient

nu(x - dety) = nu(x) + na(M) si nu(x) + nu(M) <eg —1

et nu(x - dety) = nu(x) + na(M) — en si nu(x) + nau(M) > epq.

Les points (iii) et (iv) sont des conséquences élémentaires des points (i) et (7). L]

Pour pouvoir conclure sur la structure de 'algébre QX on a besoin d’encore renforcer les hypothéses.

Hypothése 2.16 La partie .# contient tous les hyperplans qui ne sont pas (M, x)-bons c’est-a-dire que tous
les éléments de Z sont (M, x)-bons ou encore que £, = 2.

Hypothése 2.17 La partie .# contient tous les hyperplans qui ne sont pas M-excellents c’est-a-dire que sy
agit sur M comme une réflexion pour tout H € 4.

Remarque 2.18 — Liens entre les différentes hypothéses. La remarque 2.4 assure que chacune des hypo-
theses 2.16 et 2.17 implique 'hypothése 2.9. Par ailleurs, sous 'hypothése 2.16, les lemmes 1.7 et 2.15 montrent
que Q, Qum(Qy-detny)~* est inversible dans (T¢)~!R. u

Proposition 2.19 — Obtention de la condition nécessaire et suffisante. On suppose que 'une des deux
hypothéses 2.16 ou 2.17 est vérifiée. Si wy, ..., w, est une famille génératrice de (Q!)X alors

WL A Awy = Qx-detMVOIM-

Preuve. D’aprés la remarque 2.18, I’hypothése 2.9 est vérifiée. Ainsi on peut bien définir la structure d’algébre
sur (T~1S(V*) ® A(M*))X. Comme QX est stable par A, on a wy A -+ A w, € (Q7)X. L’égalité (1) assure que

3f € (TS)7'R, w1 A AWy = fQy-detay VOlM.
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Il s’agit a présent de montrer que f est inversible dans (T~'S(V*))“ et encore dans T~*S(V*) (en vertu du
lemme 1.7). Considérons (y;)1<i<, une base de M*. Soit C € M,.(T~!S(V*)) la matrice de la famille (w;)1<i<r
dans la T~1S(V*)-base (1 ® y;)1<i<r de Q1. On en déduit I'existence de A € C* tel que

wi A - Awy, = Adet Cvoly puis Adet C = fQy-detn (Qx)" "t

Par ailleurs, comme v; est G-invariant, Q,v; est x-invariant donc est combinaison linéaire (& coefficients
dans (T9)~'R) de la famille (w;)1<i<,. On construit ainsi une matrice D € M,.((T%)~*R) telle que

Q1 A AQyr =det Dwy A+ Aw, = Adet Ddet Cvoly = Adet D fQy.dety (Qy )"~ 1volys.
Or vy A--- A, € C*Qumvoly, done Quuvr A -+ A Qyryr € C(Qy) " Qurvoly.
D’ou QxQu € C* fQy.dety det D.

On en déduit que f#0 et J 1 QxQui(Qyedetns) -

Sous I'hypothése 2.16, la remarque 2.18 assure que f est inversible et que 1’égalité (2) est vérifiée.
On suppose a présent que 'hypothése 2.17 est vérifice. On a donc ng (M) = r — 1. Le lemme 2.15 montre

alors que (Qx.detMQM* (QX)_l)r_1 est premier avec Q, Qm(Qy-dety) ' Pour conclure, il suffit donc de montrer
_1\r—1
que f | (QxdethM*(Qx) 1)

Soit (ui)1<i<r la famille du lemme 2.14. Comme p; est dety--invariant, Qy.dety i € (21)X. Donce Qy.dety pi
est combinaison linéaire (a coefficients dans (T%)"!'R) de la famille (w;)1<i<,. On construit ainsi une matrice
D’ € M,.((T%)~'R) telle que

Qy-detar 41 A - A Quedety pir = det D' wy A -+ A w, = det D' fQyp.detas (Qy )"~ volu.
Or pig A+ A pr € C(Qumi-)" ! volyr, done Qyedetni i1 A =+ A Qyedetar fir € CX(Qyedetar)” (Quix )"~ volyr.

D’ou (Qy-detns Qu+ )" "1 € C* det D’ f(Q, )" 1.

On en déduit que I (Qx_detMQM*(QX)*l)Tfl.

Finalement, f divise QyQdety (Qy-detnr) ' €t (Qy-detn Qi+ (QX)_l)T_l et légalité (2) est donc vérifiée sous cette
hypotheése. u

Théoréme 2.20 — Algébre extérieure. On suppose que 'une des deux hypothéses 2.16 ou 2.17 est vérifiée. La
(TS)~1R-algébre (92X, A) est une algébre extérieure.

Preuve. D’aprés les propositions 2.13 et 2.19 et la remarque 2.18, il suffit de montrer que (2!)X admet une
famille génératrice & r éléments. En fait, on va montrer que (2!)X est un (T%)"'R-module libre de rang 7.
D’aprés la proposition 1.10, il suffit de montrer que (2')X est un G-module libre de rang r ce qui résulte du
théoréme B de Chevalley [CHE]. De fagon précise, on a

(S(V) @ M*)X = (S(V)) @ M* @ C, )9 @ C, = (S(V*) @ M ® Cy)")“ @ C,, .

On obtient ainsi (S(V*)@ M*)¥X =R ® (S¢ ® (M ® C,)*)% ® C,
et (S(V*)®@M*)X est un R-module libre de rang dim¢(Homg (Sq, M®C,)) = dimc(M®C,,) = r. Par tensorisation
par (T%)~!R, le lemme 1.10 assure que (2')X est libre de rang r. L]

Remarque 2.21 — Shepler, Orlik et Solomon. Si tout hyperplan de JZ est (M, x)-bon, on peut choisir .# = &.
De méme, si sy agit sur M comme une réflexion pour tout H € 27, on peut choisir .#Z = @. Ainsi T = C* et
T~1S(V*) = S(V*). On retrouve ainsi les résultats de [BEC] et donc ceux de [O-S] et [SHE]. L]

Remarque 2.22 — Si . # = 5. Lorsque .# = 5, les hypothéses 2.16 et 2.17 sont remplies. Ainsi QX est une
(T9)~1R-algébre extérieure. L]

2.2 CONSEQUENCES DE LA STRUCTURE D’ALGEBRE EXTERIEURE

Dans cette section, on s’intéresse aux conséquences de ce théoréme de structure de QX dans le cas ou Z = @.
La premiére de ces conséquences est une égalité entre fractions rationnelles (corollaire 2.27) généralisant celle de
Orlik et Solomon [O-S, égalité 3.7]. Dans la sous-section 2.2.3, on obtient de nombreuses identités polynomiales
généralisant celles de [O-9], [L-M], [LEH1] et [BLM] qui ménent & des caractérisations de la régularité d’entiers.

Hypothése 2.23 Dans cette section, on suppose que .# = & c’est-a-dire que tous les hyperplans de J# sont
(M, x)-bons ou que sy agit comme une réflexion ou l'identité sur M, pour tout H € 2.
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| Ainsi (S(V*) @ A(M*))X est une S(V*)S-algébre extérieure.

2.2.1 INTRODUCTION ET NOTATIONS

Dans cette sous-section, on met en place les objets étudiés par la suite notamment un élément v du nor-
malisateur de G. Par ailleurs, comme le produit sur 2X est une déformation du produit usuel, on introduit un
nouveau degré lui aussi déformé par Q, pour obtenir une bigraduation compatible avec la structure d’algebre.

Notation 2.24 — Bigraduation. On considére S,, C S(V*) Pespace vectoriel des fonctions polynomiales
homogeénes de degré n. Pour p € [0, r], on définit QP = S(V*) @ AP(M*) et Q2 = S,, ® A?(M*). On a alors

T

Q=@ @) et =@ @@

p=0 neN p=0
Pour w € (Q2)X, on pose deg(w) = (n,p) et deg'(w) = (n — deg Qy,p). Si pu € (QZI/)X alors

+ ’
wAp€ (Q£+€L,7deng)X

et donc deg’ (w) + deg’(u) = deg’(w A p).
Le lemme suivant va servir a prolonger le caractére y au groupe (G, 7).
Lemme 2.25 — Prolongement. Soient M, N et P trois groupes abéliens et ¢: M—N et §: M — P deux

morphismes de groupes. On suppose que P est divisible. Si Kery C Ker6, il existe un morphisme de groupe
0 : N— P qui fait commuter le diagramme

M ——>
le
s 0

Preuve. Comme Ker ¢ C Ker#, la propriété universelle du quotient permet de définir un morphisme de groupes
01 : M/Kerp ~ Imp— P tel que 61 o ¢ = . Comme P est divisible, on peut prolonger #; en un morphisme

:N—Petonaalorsfop==00p=2>0. u

Introduisons a présent quelques nouvelles notations. On considére le normalisateur .4 de G dans GL(V).
On choisit alors v € 4" que 1'on suppose semi-simple (voir [BLM]). On suppose que M est un (G, v)-module et
que 7y agit de fagon semi-simple sur M. On suppose de plus que le groupe dérivé D de (G, ) vérifie D C Ker .
En appliquant le lemme 2.25, avec M = G/D(G), N = (G,~)/D, P = U le groupe des nombres complexes de
module 1 et § = x, on peut prolonger y en un caractére linéaire de (G, ) (que 'on note encore ).

G——(G,7)

N

G/D(G) — = (G,7)/D

VA

U

On note alors C, la représentation (de (G,~)) de caractére x sur C et on définit M, = M ® C,. Ainsi M,
est un (G, v)-module et, grace au théoréme B de Chevalley [CHE], on dispose de I'isomorphisme de G-modules
gradués et de R-modules

QX = (S(V) @ M*)x = (S(V*) @ M* @ C")® ® Cy = (S(V) ® My")¢ ® C = R@ (Sg ® My ") @ Cy .
Ainsi, par définition des M, —exposants, on peut choisir une R-base Z = (w1, ...,w,) de ()X bihomogéne avec
deg’(w;) = (m;(My) — deg(Qy), 1). De plus, I'hypothése D C Ker x assure que v stabilise I'espace vectoriel NX

des x-invariants de N, pour tout (G, y)-module N. Ainsi, on obtient I"isomorphisme de (y)-modules gradués et
de R-modules

()X = (S(V*) @ M*)X = (R® Sg ® M*)X = R® (Sg © M*)X.

On peut donc supposer que les w; sont des vecteurs propres de y. On note €; ~ (M) la valeur propre de v associée &
w;. Les deux isomorphismes données ci-dessus montrent que I’ensemble des couples (g; 4, (M), m; (M, )) comptés
avec leur multiplicité ne dépend pas du choix de la base de (Q1)X.
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Remarque 2.26 — m;,e;. Lorsque x = 1 est le caractére trivial, on note &; , (M) := &; .1 (M). De méme, lorsque
v = id, on note &; (M) := &4, (M). La famille des ¢; , (M) dépend bien entendu du choix du prolongement
de x au groupe (G,~).

La famille ¢; (V) peut aussi étre considérée comme la famille des valeurs propres de v dont les vecteurs
propres associés (P1,...,Py) forment une famille de générateurs de R homogeénes algébriquement indépendants
(voir [BLM]).

2.2.2 FRACTION RATIONNELLE

On suit ici la méthode du théoréme 2.1 et de Pégalité 2.3 de [LEH1] et de la proposition 2.3 de [L-M].

Corollaire 2.27 — Fraction rationnelle. Si sy agit sur M comme 'identité ou une réflexion pour tout H € 77
ou si ng(M) < e — nu(x) pour tout H € 2, alors

T (L + 40 (MY () des(@0))

oy det@ + (9MY) _ caeg(q,) izt

=T xX\g
1 29 et = g0

[101— e, (V)X)

Preuve. L’hypothése D C Ker x assure que -y stabilise ’espace vectoriel NX des y-invariants de N, pour tout
(G, v)-module N. En particulier v définit un endomorphisme bigradué de QX. Pour démontrer 1’égalité, on calcule
de deux maniéres la trace graduée Pox ,(X,Y) de 'endomorphisme v de QX. Par définition,

Pax,(X,Y) = & S (4

) Xny? .
neN p=0

P
QX

Comme (Q2)X est la composante y-isotypique de Qb

gEG
est un projecteur sur (22)X. D’ou

: (7|Q%X ) |G| Z X( ) ((9’7)|Q% )

geG
Ainsi Pox (X, Y) = |G| IRIOD P Str () ) XY™
ge neNp=0 n

Finalement, les formules 1.20 de Molien donnent
1 det(1 + (g7)mY)

x(g . o
61 =X qai = %) (@)
Par ailleurs, les propositions 2.13 et 2.19 montrent que QX = R ® A((Q21)X) ou A((Q1)X) est la C-algébre

(pour A) engendrée par (21)X. Comme le produit A est biadditif pour deg’ et que I'élément neutre e = Q, pour
A a pour degré deg’(e) = (0,0), on a

Pox 4 (X,Y) =

r

P)\((Ql)x),’y(X, Y) = XdEg(QX) H (]. + EZ‘W’X(M)YXmi(Mx)*deg(Qx))_

.
Il
N

¢
De plus, Pr(X) =TT (1 — &, (V)X9)71,

H (1+ein, X(M)YXmL(MX) deg(Qx))
d,Oﬂ PQX,W(X, Y) — Xdeg(Qx) =1 - ) (ﬁ)
[T(1—eiy(V)X%)

i=1
Les égalités («) et () donnent le résultat souhaiteé. L]

Remarque 2.28 — m;(M,). Sinug(M) < en — nu(x) pour tout H € 7, alors les multi-ensembles
{m1(M) + deg(Qx), .-, mr (M) +deg(Qy)} et {mi(My),...,m,(My)}

sont égaux. En effet, en reprenant la démonstration de la proposition 2.19, on constate que, sous nos hypotheéses,
la famille (Qyvi)1<i<r est une base de (2')X. Or les propriétés des matrices minimales permettent de choisir v;
bihomogene de degré (m;(M), 1). L]
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2.2.3 ENTIER REGULIER

De maniére analogue & l'article de Lehrer et Michel [L-M] et a celui de [LEH1]|, voyons ce que donne
l'identité 2.27 aux représentations V7 et V*? ou o € Gal(Q/Q). Soit d € N et £ une racine d° primitive de
I'unité ; on définit alors

A ={ie[1, ] e,(VET =11 et ay(d) = [A4(d)],
et pour ¢ € Gal(@/Q), 70, x) = deg(Qy) —mi(Vy), 75(o,x) = deg(Qy) —mi(V*7y);
Boqy(dx) ={j €[1, €], €jan(V7)E7€00 =1} et m<d X) = [Bo (d, X
et By (dox) ={j €1, L], e x (V)77 =1} et b (d,x) =B, (d,x)]-

Pour h € End(V), on note det’(h) le produit des valeurs propres non nulles de h, V(h, &) le sous-espace propre
de h associé a la valeur propre & et d(h,&) = dim(V(h,&)).

Théoréeme 2.29 On a a,(d) < by 4(d, x) et I'égalité suivante dans C[T]
18 37 x(g) T (det' (1 — £ 1gy))7 ! =

geG
o d; .
[T (T=rjlox) TI (1-gg@077) T Se(d) =bos(dx),
J€Bar (dX) i#Bon (dX) jgay @l — €5
0 sinon

ol g; = €54 x(V7) et & = €;4(V).

On a a,(d) < b ., (d, x) et I'égalité suivante dans C[T]

(—1)edes(Qutto §@<—T>d<g%€><det’<1 — &7 1g7))7 det(g) 7 =
ge

I (T-riox) I (1-esgri@nto) 4

E=n si ay(d) = b5, (d, x),
JEBL L (d)X) i€Bz ., (d)X) JEAL(d) Lt T &

0 sinon
on &; = £i4x (V™) et & = €i 5 (V).
Preuve. Pour toute réflexion s € G, 'application sy« est encore une réflexion. Ainsi le corollaire 2.27 s’applique
au G-module V7. Pour g € G, on note A1(g7y),...,Ae(g7) les valeurs propres de gy sur V. Ainsi
1 — L (1+Y(N\ v 1 YXrilex)
. X(g) H ( + ( (97)) ) — Xdeg(Qx) H ( t+é T )
Glgjea™ iz (1—=XXi(g7)) iz (1—eX%)

On effectue a présent le changement d’indéterminée Y = £~7(T(1 — £X) — 1).
Commengons par le membre de gauche. Il devient

I — & 1—(Ni(gy)¢1)7(1 —T(1—¢£X))
@ZX(Q)H L= XN(97) :

geG i=1
Distinguons dans chacun des termes de la somme les valeurs propres de gv égales a £ de celles qui ne le sont
pas. On obtient alors dans C(T, X)

1- (Ni(gy)é§ )71 = T(1 - X))
|G|g§3X( ({uy:s}T {ml:[;és} 1= XXi(gv) )

Ainsi €71 n’est pas un pole de cette fraction rationnelle en X et en évaluant en ce point, on obtient

1—(E"Ni(g7)” _ _
Td(g’Y ) Td(g’y & (d | o—1
|G|g§c;X( <{‘|Al_[¢§} 1 -6 X\i(gv) ) |G|g§c;X( (det’(1 =£7297))

Considérons maintenant le membre de droite de ’égalité. Aprés le changement d’indéterminée, il devient
ety ] L8670 =T~ X)X o)

i=1 1-— EiXd7'

Comptons sous cette forme la multiplicité de £~' comme zéro du numérateur et du dénominateur de cette

fraction rationnelle en X. Pour le dénominateur, £ ! est racine de 1 — ;X% si et seulement si i € A, (d) et de
plus cette racine est simple. Donc €71 est un zéro d’ordre a,(d) du dénominateur. Pour le numérateur,

1 —;677(1—T(1 — X)X Tilox)

s’annule en 7! si et seulement si i € B,(d, x). De plus, en différentiant par rapport a X, on obtient
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—ei€7 (=rilo, ) (1~ T(1L — £X)X 7001 4 TEx o)
qui ne s’annule pas en X = £, Donc, Pordre de £ ! en tant que zéro du numérateur est bo~(d, X).
Dans le membre de gauche, £~ n’est pas un pole, donc

Ay (d) < bo,’v(da X)-

On en déduit également que le second membre est nul si a,(d) < bs(d, x). Le deuxiéme cas est ainsi
démontré.
Supposons a présent a- (d) = b, ~(d, x). Soit i € By~ (d,X), alors £;£77 = £7#(7X) et donc

(1= T = X)X = 1 (1 T(1 — €X))(€X) )
= 1 () 4 T(1 - €X)(EX) )
—r;(o,x)—1
= (1-¢X) (T(ﬁx)_”(a’X) + ZX (§X)k> :
k=0
Soit j € A (d), alors & = £% et donc
1—e/X% =1—¢%Xh

d;—1
= (1-¢X) kZ (EX)F.
=0
Par conséquent, pour j € A,(d) et i € B, ,(d, x), on obtient
—ri(o,x)—1
T(£X)Ti(0x) X)k
1 -6 7(1 =T - X)X milox) () i kgo &)
1—Xd N dj—1 .
> (€X)
k=0
T - T (Ua X)

En évaluant en €71, cela donne 7
J
Finalement, en choisissant pour chacun des facteurs du numérateur dont I'indice appartient & B, ,(d, x), I'un
des facteurs du dénominateur dont l'indice appartient & A,(d) (ce qui est possible puisqu’on suppose que
a(d) = by ~(d, X)), on obtient aprés évaluation en £~*
[T (T-rjlex) I (A—ggrto0)
= deg(Qx)jeBUW(d’X) J€Bo,~ (d,x)
I dj Tl (1-ee %)

j€Ay(d)  jEAL(d)

¢
Compte tenu de la relation |G| = [] d;, on obtient la relation voulue.
i=1

Pour la deuxiéme relation, il s’agit d’appliquer la relation & V*? = V7* sur lequel sy agit comme une
réflexion pour tout H € 2. On effectue le changement de variable Y = £7(T(1—¢X) — 1) et on utilise la relation
(1—zH(1—2)"t=—271 "

LORSQUE 7 EST TRIVIAL
On s’intéresse au cas ou v = id. Pour simplifier, on note
B*(d, x) = Bjyald,x) = {j € [1, 0], d|1+75(d,x)} et  b*(d,x)=B*(dx)|;
B(d,x) == Biaja(d,x) = {7 € [1, £], d|1-r;i(id,x)} et b(d,x) = [B(d, x)|;
et enfin A(d) :=Au(d)={je[l,?], d|d;} et a(d) = |A(d)].

Rappelons que d est régulier si I'un des V(g, £) rencontre le complémentaire des hyperplans de J#. Le corollaire
suivant généralise les résultats de [L-M] et [LEHI].

Corollaire 2.30 — Cas particuliers et conséquences. On obtient les formules suivantes

() ¥ X@TUOD(det’ (1 — )71 = [[(T - r3(0.X).

9€G j=1
(1) £dea(Qy) S (g)Td(gé) —
g€G
: r;(id,x)—1 dj : _
H (T -7 (lda X)) H (1 - g I ) H ﬁa S1 a(d) - b(d7X)a
JEB(d,x) Jj¢B(d,x) JEA(d)

0 sinon.
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<m>2x<wM”—JﬂTfmmm»

geG

(iv) On a a(d) < b*(d, )
(—1)fg 8@ 37 (=T) @9 (x - det)(g7") =

9€G
(s d;
T (T—ridy) 1 (-5 [T —5 o) = *(d, ),
JEB* (d) JEBd ) R =&
0 sinon.
¢

(v) ZGTd(g’l)(X wdet)(g) = I (T +75(d, x)).

g€ =
(vi) Les deux multi-ensembles { —7j(id, x),...,—r;(id,x) } et {ri(id, x - det),...,r¢(id, x - det) } sont iden-

tiques et b*(d, x) = b(d, x - det).

(vii) Si d est régulier, alors a(d) = b,(d, x) pour tout caractére linéaire x et tout o € Gal(Q/Q).

(viii) Si pour tout H € S, la restriction de x - det & Gy est non-triviale, alors d est régulier si et seulement si
a(d) = b(x, d).

Preuve.

(i) C’est lapplication du théoréme 2.29 dans le cas d = 1 et donc € = 1. On a alors

A(1) =Bsa(l,x) =11, ¢] et a(1) = beia(l, x)-
(13) C’est Iapplication du théoréme 2.29 dans le cas ot o = id. On retrouve le théoréme 2.1 de [LEH1].
(#73) Comme x(g) = x(9~ ") et d(g,1) = d(g~',1), c’est un cas particulier de (i) pour ¢ = id ou de (ii) pour
d = 1. C’est 'égalité 3.2 de Lehrer [LEHI].

(iv) C’est lapplication de la deuxiéme formule du théoréme 2.29 pour o = id.

(v) C’est lapplication de (iv) pour d = 1 = &£, en remarquant que d(g,1) = d(g—1,1).

(vi) Il suffit de comparer P'égalité (iii) appliquée au caractére x - det a 1’égalité (v). Par ailleurs,

(vii) D’aprés le théoréme 3.4 de Springer [SPR1], le polynéme de gauche dans le théoréme 2.29 est de degré au
plus a(d). Calculons le coefficient de T4, Comme d est régulier, les g € G vérifiant d(g, £) = a(d) forment
une classe de conjugaison. Ainsi x(g) det’ (1 —¢71g)°~! ne dépend pas de g lorsque g vérifie d(g, &) = a(d).
Le coefficient de T*4 est donc non nul et le polynéme est non nul, ainsi a(d) = by (d, x).

(viii) Il s’agit du point (vi) associé au corollaire 3.9 de Lehrer [LEH1| appliqué au caractére x - det. u

LORSQUE 7 N’EST PAS NECESSAIREMENT TRIVIAL

Le cas x =1 est traité dans [BLM]. Rappelons que 'entier d est y-régulier si 'un des sous-espaces propres
V(gv, &) rencontre le complémentaire des hyperplans de 5. Pour simplifier, on note

B:(d, X) == By 'y(d7 X) b:(d, X) == |B:(d, X5 Bv(da X) = Bidﬁ(dv X) et bv(da X) = [By(d, x)|-

Corollaire 2.31 — Cas particuliers et conséquences. On obtient les formules suivantes
(1) €4e8(Q) 3™ v (g )Td(gv £) =

geG
. - (i _ d .
I (T=rGd,x)  IT (1 —eggn oty ?fg_dj, st ay(d) = by(d; x),
JEB,(d,x) J€B~(d,x) JEAS(d) J
0 sinon.
oll g; = ;4,5 (V) et ] = &, (V).
(i) (—1)" €0 Q@I det(y™1) - (x - det) (g~ 1) (=T) 978 =
geG
s d;
[T (T-riGd,x) II (1—g;g0d0th T Siay(d) =b(dx),
j€B (dx) J¢Bz (dx) g @l — 8w
0 sinon

ot eg; =¢;4,(V*) et & =¢,,(V).
(i4i) On a { —ri(id,x), i€ Bx(d, x)} = {ri(id, x - det), i€ B,(d,x)} et b3 (d, x) = by(d, x - det).
(iv) Si d est y-régulier, alors a(d) = by ~(d, x) = b}, ,(x, d) pour tout caractére linéaire y et tout o € Gal(Q/Q).
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(v) Si pour tout H € JZ, la restriction de x & Gu est non-triviale, alors d est y-régulier si et seulement si
a(d) = by (x, d).
(vi) Si pour tout H € 52, la restriction de y - det & Gy est non-triviale, alors d est y-régulier si et seulement si

Preuve.

(i) C’est I'application de la premiére partie du théoréme 2.29 dans le cas o = id.

(7i) C’est application de la deuxiéme partie du théoréme 2.29 dans le cas o = id.

(7i7) I suffit de comparer les racines de (i) appliqué a x - det et de (ii).

(iv) D’apreés le théoréme 3.4 de Springer [SPR1], le polynome de gauche dans le théoréme 2.29 est de degré au plus
a~(d). Calculons le coefficient de T (9. Comme d est régulier, les g € G vérifiant d(gv, ) = a.,(d) forment
une classe de conjugaison. Ainsi x(g)det’(1—&~¢)?! ne dépend pas de g lorsque g vérifie d(gy, £) = a~(d).
Le coefficient de T% (%) est donc non nul et le polynéme est non nul, ainsi ay(d) = bo(d, x)-

(v) D’apreés (iv), il suffit de montrer que si a,(d) = b,(x,d) alors d est v-régulier. D’aprés P'égalité (i), le
coefficient en T (4 = T4 est non nul. Ainsi, toujours grice au théoréme de Springer, le coefficient de
T (4) se factorise par > gec X(g) ou

C={9eG, VreV(hyE), gr=z} avec d(hy,§)=a,(d).

Si C n’est pas trivial, C contient 'un des Gy (d’apreés le théoréme de Steinberg) et comme la restriction de
x & Gy n’est pas trivial, on a dec X(g) = 0. On aboutit ainsi & un contradiction et donc C = 1, ce qui
signifie que d est y-régulier.

(vi) Cest la conséquence des (i) et (v). L]

2.3 EXEMPLE 1 : ETUDE DES HYPERPLANS DE &,

Dans la sous-section 2.1.1, on a défini différents types d’hyperplans (voir la définition 2.3). Dans cette section
et les deux suivantes, on étudie la situation pour différents groupes de réflexions. On commence par I’étude des
hyperplans des groupes &,. On introduit tout d’abord, dans la sous-section 2.3.1, les outils combinatoires
utiles & I’étude des représentations du groupe &, : les partitions et leur représentation géométrique que sont
les diagrammes de Young. On définit ensuite les tableaux de Young et la notion de tabloide. Dans la sous-
section 2.3.2, on dénombre les (ou plutét on minore le nombre de) tableaux vérifiant certaines contraintes. Enfin
dans la sous-section 2.3.3, on relie le travail combinatoire qui précéde aux représentations de &,, pour aboutir
a Pétude des différents types d’hyperplans (corollaire 2.52) de &,, en suivant le chapitre 6 de [MAL]. Pour une
autre approche combinatoire des représentations de &,,, on pourra consulter [O-V].

2.3.1 OUTILS COMBINATOIRES

Définition 2.32 — Partition. Une partition est une suite décroissante d’entiers naturels non nuls. On note &2
Pensemble des partitions. Pour A = (A1,...,\.) € &, on dit que les A; sont les parts de A. Le nombre de parts
r est la hauteur de X et |A\| = Ay + -+ + A\, est la longueur de .

Définition 2.33 — Diagramme de Young. Un diagramme de Young est un tableau dont les lignes sont
rectifiées & gauche et tel que le nombre de cases (de colonnes) d’une ligne est plus grand que celui de la ligne
suivante.

Exemple 2.34 — Diagramme de Young. Par exemple

est un diagramme de Young. u
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Remarque 2.35 — Partition et diagramme de Young. Partitions et diagrammes de Young se correspondent :

a A€ P, on associe le diagramme de Young dont la i° ligne a \; cases; réciproquement & un diagramme de

Young a r lignes, on a associe la partition A = (A1,...,\;) tel que A; soit le nombre de colonnes de la i€ ligne.
Par exemple, la partition (5, 3, 2) est représentée par

On identifiera toujours partition et diagramme via cette correspondance. On notera donc aussi A le tableau

de Young correspondant a la partition A. On identifiera encore la partition A = (A1,...,\;) ou son diagramme
correspondant au sous-ensemble de N* x N*

Ex={(,5)) e N*xN*, qe[l,r],je[l,N]}- L]
Définition 2.36 — Tableau. Soit A une partition de longueur n. Un A-tableau est un arrangement sans

répétition des entiers de 1 & n dans les cases du diagramme de Young correspondant & A. L’identification d’une
partition A et de son diagramme de Young avec un sous-ensemble de N* x N* permet d’identifier alors les
A-tableaux avec 1’ensembles des applications injectives de Ey dans [1, n].

Un A-tableau est un A-tableau standard si les lignes sont rangées par ordre croissant de gauche & droite et
les colonnes sont rangées par ordre croissant de haut en bas. Soit A = (A1, ..., A.); dans I'identification entre A-
tableaux et applications injectives de Ey dans [1, n], les A-tableaux standards correspondent aux applications
telles que pour tout ¢ € [1, r], Iapplication j +— f(i,7) est croissante et pour tout j € [1, A1 ], I'application
i+— f(i,7) est croissante.

Exemple 2.37 — Tableau. Par exemple,

418]7]3]1]
5|6
2]
est un (5,2, 1)-tableau et
1[3]4]7]8]
2|6
5]
est un (5,2, 1)-tableau standard. L]

Définition 2.38 — Action de &,, sur les tableaux. Soient A une partition de longueur n. En identifiant les
A-tableaux aux applications injectives de Ey dans [1, n], on en déduit une action du groupe &,, sur I’ensemble
des A-tableaux. En effet, si G est un groupe et X un ensemble sur lequel G agit alors pour tout ensemble Y,
G agit sur ensemble des Inj(Y,X) des applications injectives Y dans X : si f € Inj(Y,X) et g € G, on pose
gf :x — gf(z) (qui est injective puisque f 'est et la multiplication par g aussi). Ainsi &,, agit sur I’ensemble
des applications injectives de Ey dans [1, n] et donc sur les A-tableaux.

Finalement, si ¢ € &, et t un A-tableau, ot est le A-tableau obtenu en mettant o(¢) dans la case de ¢
contenant i.

Exemple 2.39 — Action de &, sur les tableaux. Par exemple, pour o = (1,3,5,6)(2,4)(7,8) et

418]713]1]
t=1[5]6
[2]
2[718[5]3]
on a ot=16]|1 u
14]

Définition 2.40 — Sous-groupe associé a un tableau. Soit )\ une partition de longueur n et ¢t un A-tableau.
On considére les sous-groupes stabilisateurs respectivement des colonnes et des lignes de ¢

Vi ={0€6,, o¢(C)=C pour toutes colonnes de t} = {c € &,,, Vi, o(i) et i sont dans la méme colonne}

et H; = {0 € &,, (L) =L pour toutes lignes de t} = {0 € &,,, Vi, o(i) et i sont dans la méme ligne}.
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On pose ke = Y, e(o)o € C[Vy C C[G,].
oeV,

Exemple 2.41 — Sous-groupe associé a un tableau. Par exemple, pour le (5,2, 1)-tableau

418]7]3]1]
6

5
[2]
onaV;= 6{2’475} X 6{6,8} et H; = 6{173’477’8} X 6{576}. u

Lemme 2.42 — Action sur les tableaux. Soit A\ une partition de longueur n. L’action de &,, sur les A-tableaux
est simplement transitive. De plus, pour o € &,, et t un M-tableau, on a Hyy = cHyo ™! et Vyp = oVio L.

Preuve. L’ensemble Ej a n éléments ainsi une application injective f : Ex —[1, n] est bijective et il y a donc
n! A-tableaux. De plus, si f = of alors o = id et donc tous les stabilisateurs sont triviaux. On en déduit que
Porbite de f a |&,| = n! éléments. On en déduit que deux A-tableaux sont dans la méme orbite.
Pour i € [1, 7], on note L; C [1, n] la i° ligne de t. La i° ligne de ot est oL;. Tout élément de cH;o~*
vérifie bien str oH;o~!(0L;) = oL;. Ainsi oHy;o~! C Hyy. Comme t = 0~ 1(at), on en déduit Pégalité souhaité.
Un raisonnement analogue donne le résultat pour les colonnes. u

Proposition-Définition 2.43 — Tabloide. Soient A une partition. On définit une relation d’équivalence ~ sur
I’ensemble des A-tableaux par
t~t = doeHy,, t' =ot.

Soit ¢t un A-tableau; on note {t} la classe d’équivalence de ¢ pour la relation ~. Chaque classe d’équivalence
admet un représentant privilégié : celui dont les lignes sont classées par ordre croissant. Un élément du quotient
est appelé un A-tabloide.

Preuve. Montrons que ~ est bien une relation d’équivalence. Comme id € Hy, on a bien ¢ ~ t. Si ¢ ~ ¢’ alors
t' = ot pour o € H;. Les lignes de ¢’ sont donc & permutation prés les mémes que celles de t. Ainsi Hy = H;
et donct =o't aveco ' € Hy et t/ ~¢. Soient t ~t' et t/ ~t”. Onat' = ot et t'/ = o't' avec o0 € H; et
o' € Hy = H;. On a t” = o’ot avec 0’0 € Hy et donc t ~ t”. L]

Proposition-Définition 2.44 — Action sur les tabloides. Soit A = (A1,...,\,) une partition de longueur n.
L’action de &,, sur les A-tableaux passe au quotient et définit une action de &,, sur les A-tabloides. L’action est
transitive et le stabilisateur du tabloide {t} est H;. Le nombre de A-tabloide est donc

n!
Al A

Preuve. On considére ¢, deux A-tableaux tels que t ~ t’ et 0 € &,,. Montrons que ot ~ ot’. Par hypothése,
il existe 7 € Hy tel que ¢’ = 7t. On a alors ot' = o701 (ot). Le lemme 2.42 montre que o701 € Hy; et donc
ot’ ~ ot. Ainsi action de &,, passe au quotient : on peut poser o {t} = {ot}.

Comme 'action sur les A-tableaux est transitive, celle sur les A-tabloides 'est aussi : soient {¢},{t'} deux
A-tabloides, il existe o € &,, tel que t' = ot et donc {t'} = {0t} = o {t}.

On a vu dans la proposition-définition 2.43 que si ¢t ~ ¢/ alors H; = Hy. Ainsi le groupe H; ne dépend pas
du choix du représentant. Par ailleurs, si o € H; alors ¢t ~ ot par définition de ~. Ainsi {t} = {ot} = o {t}.
Ainsi H; est contenu dans le stabilisateur de {t}. Réciproquement, si {t} = o {t} = {ot}, il existe 7 € H; tel
que ot = 7t. Comme &,, agit les A-tableaux de facon simple, on en déduit que o = 7 € H;. Ainsi H; est bien le
stabilisateur de {t}.

Le nombre de A-tabloide découle alors de la bijection entre ’orbite d’un point et le quotient du groupe par
le stabilisateur du point en question et du fait que [Hy| = Ag!--- AL u

2.3.2 QUELQUES DENOMBREMENTS DE PARTITIONS

Au vu de la proposition 2.49, on minore, dans cette sous-section, le nombre de A-tableaux standards dont la
premiére case de la deuxiéme ligne est 2 pour les différentes partitions A.

Lemme 2.45 — Tableaux standards.

(i) Soit A = (A1,..., A,) une partition avec A\; > 4 et Ay > 3. Il existe au moins 4 A-tableaux standards dont
la premiére case de la premiére ligne est 1 et dont la premiére case de la deuxiéme ligne est 2.
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(#4) Soit A = (Aq,..., ;) une partition avec Ag = 2. Il existe au moins (A; — 1) A-tableaux standards dont la
premiére case de la premiére ligne est 1 et dont la premiére case de la deuxiéme ligne est 2.
(i4i) Soit A = (A1,...,Ar) une partition avec Ao = 1 et Ay > 2. Il existe au moins (r — 1) A-tableaux standards

dont la premiére case de la premiére ligne est 1 et dont la premiére case de la deuxiéme ligne est 2.

Preuve. On peut toujours compléter en A-tableaux standard, les tableaux suivants :

113]5]7] 113]5]6] 1]13]4]7] 1]13]4]7]
116 247 21516 21516

On pose = A1 +2. Soit s € [4, p]. On peut toujours compléter en A-tableaux standard, le tableau suivant
dont la premiére ligne contient la suite croissante des entiers de 1 & A\; 4+ 2 excepté 2 et s :

Lsl4]s5] [5] [u]
S

Comme on a 4t —4+ 1 = A; — 1 tels tableaux, on obtient le résultat souhaité.
Soit s € [3, r+1]. On peut toujours compléter en A-tableaux standard, le tableau suivant dont la premiére
ligne contient la suite croissante des entiers de 1 & r excepté s :

1]s |

| 2 |

3

5

-]
Comme on ar+1—3+1=r—1 tels tableaux, on obtient le résultat souhaité. u
Lemme 2.46 — Partition @ moins de 4 tableaux standards. Soit A = (A1,...,\;) une partition telle que le
nombre de A-tableaux standards dont la premiére case de la premiére ligne est 1 et dont la premiére case de la
deuxiéme ligne est 2 est inférieur ou égal & 3. On a alors A = (JA]) ou A = (1,1,...,1) ou A = (J]A\| = 1,1) ou

Al =A14+--+ A <6etsi|A\=06alors A= (4,2) ou A = (3,3) ou A =(2,2,2).

Preuve. Si Ay =0 alors il n’y a aucun A-tableaux standards dont la premiére case de la premiére ligne est 1 et
dont la premiére case de la deuxiéme ligne est 2. Dans ce cas, on a A = (]\|).
On suppose a présent que Ay > 1. D’aprés le point (7) du lemme 2.45, on a A\; < 3 ou A2 < 2.

On suppose que A\; = 3. Comme 1 < A2 (puisque la deuxiéme ligne n’est pas vide) et Ao < A, on a
A2 € {1,2,3}.
(i) Si A2 = 3 et |A\| > 6 alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les tableaux suivants :
11315 11315 13[4 13[4
2416 214|7 2516 215|7
L7 6] L7 6]

On en déduit que si Ay =3 et A2 =3, 0na6 =X + A2 < |\ <6 et donc A = (3, 3).
(73) Si A2 = 2 et |A| > 6 alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les tableaux suivants :

3]4] 3]4] 3]5] 3]6] 3]5] 3]6]

1 1 1 1
5 2]6 2]4 2[5 2]6
15 16 |4 (4

|CD N [
|C>1 DO [
i

On en déduit que si Ay =3 et A\a =2,0ona 5= XA + A2 < |A| <6 et donc A = (3,2).
(#91) Si A2 = 1 et |A| > 6 alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les tableaux suivants :

3[4] 3(5] 3(6] 4[5

BENE
BEEE
EEEE
BEEE

On en déduit que si Ay =3 et Ay =1, on a [A\| <6.
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On suppose que A\; = 2. Comme 1 < A2 (puisque la deuxiéme ligne n’est pas vide) et Ay < A, on a
Ao € {1, 2}.
(1) On suppose Ay = 2, A3 = 1 et |A] > 6. alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les
tableaux suivants :

|CD|C)" DN | =
|CD|H> N |
|CD|OJ DN | =
|Cﬂ|0~3 DN | =

On en déduit que si Ay =2 et \g =2et A3 =1,ona A1 + A2+ A3 =5< |\ <6 et donc A=(2,2,1).
(7) On suppose Ay = 2, A3 = 2 et |\| > 6 alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les tableaux

suivants :
113 113 113 114
214 214 215 215
5(6 57 416 316
|7 1 6| |7 |7

On en déduit que si Ay =2 et A\g =2et A3 =2,ona6=>X + A+ A3 < |\ <6 et donc A =(2,2,2).
(i9i) Si Ao = 1 et |A| = 6 alors r = |A] — 1 > 5. Le lemme 2.45 assure qu’il y a au moins 4 A-tableaux standards.
On en déduit que si Ay =2 et Ay =1, on a [A\] <6.
On suppose que A; = 1 alors \; = 1 pour tout i et A= (1,...,1).
On suppose a présent que A\; = 4. On a donc Ay < 2. On suppose que Ay = 2, le lemme 2.45 assure que
A1 — 1< 3etdonc4d <A <4.Si|A|l > 6, on peut compléter M-tableaux standard, les tableaux suivants :

1]3]4]5] 1]3[4]5] 1]4]5]6] 1]4]5]7]
6 2] 7 2] 7 216
6] 3] 3]

2
L7
On en déduit que si Ay >4 et Ao =2 alors Ay =4 et |\ =6 et A = (4,2).

On suppose a présent que A\; > 4 et Ay = 1. Si A3 = 1 alors on peut compléter A-tableaux standard, les
tableaux suivants :

3[415] 3[4]6] 3[5]6] 4516

1 1 1 1
2| 12| 12| 12|
6] 15| 4] 3]

On en déduit que si Ay >4 et Ag =1 alors A3 =0et A= (|]A] — 1,1). u

Lemme 2.47 — Partition @ moins de 2 tableaux standards. Soit A = (A1,...,\;) une partition telle que le
nombre de A-tableaux standards dont la premiére case de la premiére ligne est 1 et dont la premiére case de la
deuxiéme ligne est 2 est inférieur ou égal a 1. On a alors A = (|A]) ou A = (1,1,...,1) ou A = (]A] = 1,1) ou
A=(2,2).

Preuve. Si Ay =0, il n’y a aucun A-tableaux standards dont la premiére case de la premiére ligne est 1 et dont
la premiére case de la deuxiéme ligne est 2. Dans ce cas, on a A = (|A]).

On suppose que Ay > 1. Si A1 > 2 et A3 > 1, alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les
tableaux suivants :

3] 4]

1 1
2| 12|
4] 13 ]

On a donc Ay = 1 ou A3 = 0. Dans le premier cas, on a A = (1,1,...,1). On suppose a présent que Az = 0
c'est-a~dire A = (A1,A2). Si Ay = 2 et A\; > 3 alors on peut toujours compléter en A-tableaux standard, les
tableaux suivants :

1]3][4] 1]3]5]
215 24

On en déduit que Ay = 1 ou A; = 2. Le premier cas donne les partitions (]A] — 1,1), le deuxiéme donne la
partition A = (2,2). L]
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2.3.3 LIEN AVEC LES REPRESENTATIONS DU GROUPE SYMETRIQUE

Dans cette sous-section, on relie diagrammes de Young et représentations du groupe symétrique par les mo-
dules de Specht. La proposition 2.49 et le dénombrement ci-dessus permettent alors de déterminer les différents
types d’hyperplans pour le groupe symétrique.

Définition 2.48 — Module de Specht. Soit A une partition de longueur n. On note M* le C[&,,]-module
donné par la représentation par permutation associée a 'ensemble des A-tabloides (voir [SER, 1.2.c]). Comme
toute représentation par permutation associée 4 une action transitive, on a M* = Indg;‘l ol t est un A-tableau
standard (voir [MAL, 6.3.3]).

Pour ¢ un A-tableau, on pose e; = x;¢ {t} € M*. On dit que e; est un A-polytabloide. Si t est un A-tableau
standard, on dit que e; est un A-polytabloide standard. 1’application ¢ — e; de I'ensemble des A-tableaux
standards dans ’ensembles des A-polytabloides standards est injective.

Pour ¢ € G,,, on a oe; = ey¢. Ainsi S* = (et, t € X — tableau)g_cy. est un CS,-module. 11 est irréduc-
tible. L’ensemble des A-polytabloides standards forment une C-base de S*. De plus, les A-polytabloides sont
combinaisons linéaires & coefficients entiers des A-polytabloides standards.

La famille des S* pour A partition de longueur n est une famille de représentants des représentations irré-
ductibles de &,, (voir [MAL, chapitre 6]).

Proposition 2.49 — Tableau standard et transposition. Soit A une partition et ¢ un tableau standard dont
la premiére case de la premiére ligne contient 1 et dont la premiére case de la deuxiéme ligne contient 2. On a
(]., 2)615 = —€.

Preuve. On a (1,2) € V; et donc (1,2)k: = &((1,2))kt = —ke. Ainsi (1,2)er = (1,2)k: {t} = —ke {t} = —e;. ®

Corollaire 2.50 — Représentations acceptables. Soient n € N*. Les représentations irréductibles de &,, pour
lesquelles la multiplicité de la valeur propre —1 sous ’action d’une transposition est inférieure ou égale a 3 sont
la représentation triviale (A = (n)), la signature (A = (1,...,1)), la représentation canonique (A = (n —1,1))
sin > 6. Si n <5 toutes les représentations irréductibles conviennent. Si n = 6, il faut ajouter les S* pour
A=(3,3),A=(4,2) et A=(2,2,2).

Preuve. Pour n > 6, il s’agit d’une conséquence de l'indépendance linéaire des polytabloides standards (voir la
définition 2.48) et des propositions 2.49 et 2.46.

Pour n < 4 les représentations irréductibles sont de dimension inférieure ou égal a 3.

Pour n = 5, la table de caractére de &5 donne le résultat (voir [FUL, 3.1])

Pour n = 6, il reste a calculer la multiplicité de la valeur propre —1 pour les partitions A = (3,3), A = (4, 2)
et A = (2,2,2). En utilisant les formules données dans [FUL, égalité (4.11) et exercice (4.17.c)] pour calculer la
dimension de S* et la valeur xx((1,2)) du caractére de S* sur (1,2). On obtient dim S* = 5 et xx(1,2) = 1 pour
A=(3,3);dimS* =5 et xx(1,2) = —1 pour A = (2,2,2) = (3,3)" et dimS* = 9 et x(1,2) = 3 pour A = (4,2).
La multiplicité de la valeur —1 est donc successivement 2, 3, 3. u

Corollaire 2.51 — Représentations de réflexions. Soient n € N*. Les représentations irréductibles de &,, pour
lesquelles les transpositions agissent comme des réflexions sont la signature (A = (1,...,1)), la représentation
canonique (A = (n —1,1)) et la représentation associée & A = (2,2) sin = 4.
Preuve. 1l s’agit d’une conséquence de I'indépendance linéaire des polytabloides standards (voir la défini-
tion 2.48) et des propositions 2.49 et 2.47 si n # 4.

Si n = 4, il reste a étudier la représentation S(>2). Il s’agit de la représentation irréductible canonique de
G3 qu'on étend & &4 via le morphisme surjectif G4 — G3. Comme ce morphisme envoie transposition sur
transposition, les transpositions agissent sur S(22) comme des réflexions. u

CONCLUSION

Corollaire 2.52 — Hyperplans et représentations. Soient H un hyperplan du groupe de réflexions &,, et p une
représentation irréductible de &,,.
(i) L’hyperplan H est p-excellent si p est la signature, la représentation triviale, la représentation canonique
et p=S(22),
(7i) L’hyperplan H est p-bon si p est la signature, la représentation triviale, la représentation canonique et
p=1S22),
(i4) L’hyp(erp)lan H est (p,1)-bon si p est la signature, la représentation triviale, la représentation canonique et
p= S 2,2 .
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(iv) L’hyperplan H est (p,£)-bon si p est la représentation triviale.

(v) L’hyperplan H est (p,1)-acceptable si p est la signature, la représentation triviale, la représentation cano-
nique, n <5 et p=S* avec A = (2,2,2), A= (3,3) et A = (4,2).

(vi) L’hyperplan H est (p, €)-acceptable si p est la signature, la représentation triviale, la représentation cano-
nique et p = S22,

Preuve. Les réflexions de &,, sont les transpositions qui sont conjuguées et d’ordre 2. Les hyperplans sont donc
tous conjugués et la remarque 2.5 associée aux corollaires 2.50 et 2.51 donne le résultat. u

2.4 EXEMPLE 2 : LES GROUPES DE REFLEXIONS G(de,e,r)

Dans cette section, on s’intéresse aux types (au sens de la définition 2.3) des hyperplans du groupe G(de, e, r).
On commence donc, dans la sous-section 2.4.1 par définir et étudier rapidement les groupes G(de,e,r). En
particulier, on montre que ce sont bien des groupes de réflexions complexes et on détermine leurs hyperplans
(proposition 2.62) et les orbites d’hyperplans sous l'action de G(de, e, r) (remarque 2.64). Ensuite, dans la sous-
section 2.4.2; on étudie les deux classes de conjugaison d’hyperplan de G(d,1,7) pour r > 3 et d > 2. Enfin,
dans la sous-section 2.4.3, on étudie le cas des groupes G(de, e, 2).

2.4.1 DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Dans cette sous-section, on rappelle quelques propriétés des groupes G(de, e, r). On commence par des rappels
sur les matrices monomiales et le lien avec le groupe symétrique puis on définit la série infinie G(de, e, r) et on
montre qu’il s’agit de groupes de réflexions complexes. On donne alors quelques propriétés élémentaires de
G(de, e,r) en lien avec l'irréductibilité, la commutativité ou encore les groupes de Coxeter.

Définition 2.53 — Matrice monomiale. Soient R un anneau commutatif unitaire et » € N. Une matrice
A € M, (R) est dite monomiale si, pour tout ¢ € [1, r], la i® ligne de A admet exactement un coefficient non
nul et, pour tout j € [1, r], la j° colonne de A admet exactement un coeflicient non nul. On note Monom, (R)
l’ensemble des matrices monomiales de M, (R).

Soient A € Monom,(R) et ¢,j € [1, r]. On définit ¢;(A) € R comme le coefficient non nul de la j° colonne
de A et ¢;(A) € R comme le coefficient non nul de la ¢ ligne de A.

Pour ¢ € G,., on désigne par P, la matrice de permutation associée & o € G,..

Remarque 2.54 — Permutation associée a une matrice monomiale. Notons (e1,...,&,) la base canonique
de R". Soit A € Monom,.(R). Il existe un unique entier o(j) € [1, 7] tel que Ae; = ¢;(A)e,(;). On obtient ainsi
ag(j); = ¢;(A) # 0. Comme A a un seul coefficient non nul sur chaque ligne, I’application o est injective et donc
bijective. On définit ainsi une application

A — .

{Monom,«(R) — &,
T

De plus, une simple opération sur les colonnes assure alors que A = P,diag (c1(A),...,c-(A))
Par ailleurs, soient A, B € Monom,(R). On note 0 = 7(A) (resp. o/ = 7(B)) la permutation associée & A
(resp. B). Pour j € [1, 7], on a ABe; = ¢;(B)Acy/(;) = ¢j(B)cor(j)(A)essr(j)- On en déduit que

AB = Pyordiag (c1(B)cyr1)(A), ..., cr(B)eor (ny (A)).

est une matrice monomiale et que la permutation associée & AB est le produit des permutations associées a
A et B. Comme Id, est une matrice monomiale et que 7(Id,) = idf; ,j, on en déduit que Monom,(R) est un
monoide et que 7 est un morphisme de monoides.

Remarque 2.55 — Matrice monomiale inversible. Soient R un anneau commutatif unitaire, » un entier
naturel et A = (a;5)1<i,j<r € Monom, (R). Montrons que A € GL,(R) si et seulement si ¢;(A) € R* pour tout
j€[1,r] siet seulement si ¢;(A) € R* pour tout i € [1, r].

Le calcul de la remarque 2.54 assure que A = P,diag (c1(A),...,c-(A)). Ainsi det A = (o)1 (A) - - (A)
ou ¢ désigne la signature. On en déduit que, lorsque ¢;(A) # 0 pour tout j € [1, r] alors det A est inversible si
et seulement si ¢;(A) lest pour tout j € [1, r].
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Finalement, A € GL,(R) si et seulement si det A € R* (voir [BPM, proposition 4.79]) si et seulement si
¢;j(A) € R* pour tout j € [1, r].
La propriété sur les lignes s’obtient en passant a la transposée. u

Lemme 2.56 — Conjugaison par une matrice de permutation. Soient R un anneau commutatif unitaire, r
un entier naturel et A = (a;5)1<i,j<r € My (R). Pour 0 € &,, on a P,AP, ' = (Ao=1(1)o—1 () )1<irj<r-
En particulier, si A = diag (a1,...,a,) alors P,AP, ™! = diag (Ag=1(1)s -+ Qo1(r))-

Preuve. Pouri,j € [1, 7], ona (Py)ij = dip(;) et (Pa_l)ij = (tPg)ij = 0j4(;)- On a alors

T T s T
(PoAP, 1)ij = 30 3 (Po)ikare(Po™)es = 32 3 Gio () artSio(e) = Go-1(i)0-1(j) -
k=1¢=1 k=14=1

Le cas d’une matrice diagonale tombe aussitot puisque o1 (i) # o 1(j) si i # j. L]

Notation 2.57 — D(de,e,r). Pour n € N, on note U, = {z € C, 2" = 1} le groupe des racines n° de 1'uniteé.
Soient d, e,r € N*. On note

D(de,e,r) = {A = diag (&1,...,&) € M,(C),  det!(A) = (&1-+-&) =1,  Vjell,rl, &*=1}.

L’ensemble D(de, e, r) est évidemment un sous-groupe de GL,.(C) isomorphe a Uge" ! x Uy via les isomorphismes
de groupes réciproques 'un de 'autre

D(de,e,r) — Ug" " x Ug Uge ™" x Ug — D(de,e,r)
&
: et : 51
diag (&1,...,&) — : £ — diag (&1, .-, &1,/ (60 &r-1))
§r—1 el
SEERYSS Y

En particulier, D(de, e, r) est de cardinal (de)"~'d = d"e"*.

Proposition-Définition 2.58 — Les groupes G(de,e,r). L’ensemble
G(de,e,r) = {A € Monom,(R), (c1(A)---cr(A)T =1, Vjie[l,r], cj(A)=1}

est un sous-groupe de GL,.(C) d’ordre d"e"~!r! et produit semi-direct de &, et D(de, e, 7).
Preuve. 1l est clair que G(de,e,r) contient &, et D(de,e,r) et est contenu dans GL,(C) (d’aprés la re-
marque 2.55). Par ailleurs, le calcul de la remarque 2.54 montre que tout élément de A € G(de,e,r) s’écrit
A =P,diag (c1(A),...,c-(A)) avec diag (c1(A),...,c-(A)) € D(de, e, 7).

De méme, en reprenant le calcul de la remarque 2.54, on obtient que pour A,B € G(de,e,r), on a

AB = szdiag (Cl (B)Ca/(l)(A), - ,C.,-(B)CU/(T) (A))
est une matrice monomiale vérifiant c¢;(AB) = ¢;(B)co(5)(a) € Uqge et
c1(AB) -+ (AB) = (c1(A) -+~ cr(A)) 1 (B) -+ cr(B)) € Ty
Ainsi AB € G(de,e,r). Enfin, si A = P,diag (¢1(A),...,c-(A)) € G(de,e,r), on a
A~ =diag '(ci(A), ..., e (A)Pyos

est un matrice monomiale dont le coefficient non nuls sont des racines de® de l'unité et dont le produit des
coefficients non nuls est (c1(A)...c.(A))"! € Uy. Ainsi A=t € G(de, e,r). Finalement, G(de, e, ) est bien un
sous-groupe de GL,(C).

Par ailleurs, on a vu que G(de,e,r) = &,D(de,e,r). De plus, on a évidemment &, N D(de,e,r) = {1}.
11 reste & montrer que D(de, e, r) est distingué dans G(de, e,r) pour conclure. Comme D(de, e, ) est un sous-
groupe de G(de, e, r) et que G(de,e,r) = &,D(de,e,r), il suffit que montrer que P,DP, ' € D(de, e, ) pour
tout D € D(de, e, r) ce qui résulte immédiatement du lemme 2.56. u

Remarque 2.59 — Structure de produit en couronne sur G(d,1,7). On a vu dans la proposition-définition 2.58
que G(d,1,r) est un produit semi-direct de U;" par &,. Le morphisme de &, dans Aut(Uy") associé est :
{GT — Aut(Ug")
o — (€, 80) = (Cor1)s- -5 6o-1() -

Passons au cas du produit en couronne U;!S,.. On considére Uy comme groupe de permutation de lui-méme
via Paction naturelle par translation et &, agissant par permutation sur [1, r]. La définition du produit en
couronne montre que Uy &, est isomorphe & Uy" x &, et que le morphisme de &, dans Aut(U,") associé est :
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{GT — Aut(Ug")
1-
g = ((gla v 757‘) = (50’*1(1)7 ce 760'*1(7“))) .
Les deux produits semi-directs sont donc les mémes et G(d, 1, ) L UNG,. u

Remarque 2.60 — Inclusion entre les G(de, e,r).
si et seulement si de | d'e¢’ et d | d'.

On suppose que G(de,e,r) C G(d'e’,e’,r). Soit £ (resp. ¢) une racine d® (resp. de®) primitive de 'unité.
Comme les éléments g = diag (£,1,...1) et h = diag (¢, (71, 1,...,1) sont dans G(de,e,r), on a ¢ =1 et
¢ =1 Cest-a-dire d | d’ et de | d'e’.

Réciproquement, si de | d’e’ et d | d’ alors toute racine d° (resp. de®) de I'unité est une racine d'® (resp. d’e’®)
de I'unité et donc G(de,e,r) C G(d'e/, ¢/, r).

Pour r = 1, la définition de G(de,e,1) montre que G(de,e,1) = G(d,1,1) = Uy. On en déduit que

Soit r € N~ {0, 1}. Montrons que G(de, e,r) C G(d'e’,€’,r)

G(de,e,1) C G(d'e’, €', 1) si et seulement si d | d'. L]
Lemme 2.61 — Réduction d’un endomorphisme. Soient (a1, ...,a,) € (C*)™. La matrice
Qnp
A= "
ap—1

est diagonalisable, ses valeurs propres sont les n racines n° de aj---a,. De fagon précise, si « € C vérifie
n

a™ = ay---a, alors « est valeur propre de A. De plus, le sous-espace propre associé & la valeur propre « est
engendrée par le vecteur X = (1,a1/a,a1as/a?,... a1 an_1/a™ ).
Preuve. Les indices sont pris dans Z/nZ et on note £ = exp(2im/n). Pour commencer, on remarque que

A™ = ajag -+ - ayld,. On en déduit que A est diagonalisable et que les valeurs propres de A sont des racines n®
de a = aj - - - ay,. Par ailleurs, si X = (z1,...,2,) est vecteur propre de A associé a la valeur propre « alors

Y =y, yn) = (w1,&x9,..., 6" Lay)
est vecteur propre de A associé & la valeur propre a~!. En effet, I’égalité matricielle AX = aX se traduit par
ria; = ax;yq pour i € Z/nZ ce qui donne (AY);y1 = a;y; = 267 a; = ol = € tayq pour i € Z/nZ.
On obtient bien AY = a¢~1Y. Toutes les racines n°® de a sont donc valeurs propres de A. De plus, elles sont
nécessairement simples. Enfin, la résolution du systéme x;a; = aw;+1 pour i € Z/nZ montre que I’on peut choisir
comme vecteur propre associé a la valeur propre « le vecteur X = (1,a1/a,a1a2/0?,...,a1- ap_1/a""1). =

Proposition 2.62 — G(de,e,r) est un groupe de réflexions. Pour d,e,r € N*, le groupe G(de,e,r) est un
groupe de réflexions complexes. Les réflexions de G(de, e, r) sont les éléments de la forme

D;¢ =diag(l,...,1,&1,...,1) avec ie1l,r] et £€Ug~ {1} estlai® coordonnée
et Ti’j( :IdrfEii*Ejj+CEij+<71Eji avec 1< jE [[]., 7”]] et (¢ €Uge,
1 ;
1
0
c’est-a-dire Tijc= )
¢t '
1
L . 1 -

En particulier, le nombre de réflexions de G(de, e, ) est der(r —1)/2 +r(d — 1).

On note (e1,...,¢&,) la base canonique de C". L’hyperplan (resp. la droite) de D; ¢ est donné par I’équation
x; = 0 (resp. engendré par le vecteur ¢;). L’hyperplan (resp. la droite) de T; ;. est donné par l'équation
Czj —x; = 0 (resp. engendré par le vecteur (~'e; — ¢;). La réflexion D; ¢ est d’ordre égal a 'ordre de ¢ et la
réflexion T ;¢ est d’ordre 2.

Preuve. Pouri e [1,r]et& € Uy, onaD, ¢ € G(de, e, ) et est évidemment une réflexion d’ordre égal a ’ordre
de ¢, d’hyperplan x; = 0 et de droite Ce;. Pour i < j et ¢ € Uge, on a Ty ;¢ € G(de,e,r) et T; ;> = Id,. De
plus,
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Ker (Tiaj7C — Id,«) = {(Il, . ,l‘,«) S (CT, C.Z'j — Xy = 0} et Im (TiJ‘,( — Id,«) = (C(C_lc‘:‘j — Ei) .
Ainsi T; j ¢ est une réflexion d’hyperplan d’équation (z; — z; = 0 et de droite C(("'e; — &;).

Montrons qu'il n’y a pas d’autres réflexions dans G(de, e, r). Soient 7 : G(de, e,r) — &,. la surjection associée
a la structure de produit semi-direct et g € G(de, e, r) une réflexion. La décomposition de 7(g) € &, en cycles a
support disjoint fournit une famille de sous-espaces de C” stable par g sur lequel g agit comme une matrice du
type du lemme 2.61. Autrement dit, g est conjuguée par une matrice de permutation et donc dans G(de, e, r) a
une matrice de la forme

Ay
. A,

ou A; est comme dans le lemme 2.61 et on peut supposer que la taille des matrices A; est décroissante. Toujours
d’apreés le lemme 2.61, 1 est valeur propre de multiplicité au plus un de chacun des A; donc au plus d de g.
Comme g est une réflexion, 1 est valeur propre de multiplicité r — 1. On en déduit que r — 1 < d. On a donc
d=roud=r-—1.

Si d = r alors toutes les matrices A; sont de taille 1. La conjuguée de g est donc diagonale et donc dans
D(de, e,r). Comme D(de, e, r) est distingué dans G(de, e, r), on en déduit que g € D(de, e,r). Comme g est une
réflexion, il existe i € [1, r] et £ € Ug ~ {1} tel que g = D;¢.

Sid =1 —1 alors les matrices A; sont de taille 1 et égal a Id; sauf une (la matrice A; par décroissance des
tailles) qui est de taille 2 et posséde 1 comme valeur propre. D’aprés le lemme 2.61, on en déduit que le produit
des coefficients non nuls de cette matrice de taille 2 est 1. Elle est donc de la forme

]

avec ¢ € Uge. Ainsi g est conjugué par une matrice de permutation P, de la matrice diag (¢, 1, 1,. .., )P (q,2).
Or PUP(LQ)PU*l = P(5(1),0(2)) et, d’aprés le lemme 2.56, on a

Padiag(<7<71a ]‘7 crt 1)P0'71 = dia’g(]'? crt 17C’ ]‘7 crt 17C717 ]" A '71) (*)

ot ¢ est a la place o(1) et (7! a la place ¢(2). Ainsi g = To(1),0(2),c 81 (1) < 0(2) et g = To(2),0(1),c—2 S

0(2) < o(1). On a bien ainsi toutes les réflexions de G(de, e,r) qui sont au nombre de (d — 1)r + der(r — 1) /2.

Il reste & montrer que G(de, e, r) est engendré par ses réflexions. Comme &, est engendré par les transpositions

et que les transpositions sont les T; ;1 pour ¢ < j, le sous-groupe de G(de,e,r) engendré par ses réflexions
contient &,.. Par ailleurs, les isomorphismes ¢ et ¢ de la notation 2.57 montre que D(de, e, ) est engendré par

gi=(1,...,1,¢,1,...,1,¢7 1) ou ¢ est une racine de® primitive de 1'unité a la place i pour i € [1, 7 — 1] et par
gr=1(1,...,1,£) ou £ est une racine d° primitive de l'unité. Or g, est une réflexion et pour i € [1,7—1], on a
9i = T4 r.¢Tir1. Ainsi G(de, e, r) est bien un groupe de réflexion. =

Lemme 2.63 — Sous-groupe de Ug.. Soient d, e € N*. Le sous-groupe U de Uge engendré par Uy et 'ensemble
des carrés de Uge est Uge/pged (e,2)-

Preuve. Le sous-groupe de Uy, engendré par les carrés est évidemment engendré par exp(4im/de). Par ailleurs,
U, est le sous-groupe engendré par exp(2eir/de). Ainsi U est le sous-groupe engendré par exp(4im/de) et
exp(2eim/de) c’est-a-dire le sous-groupe engendré par exp(pged (2, €)2im/de). Comme pged (2, e) | de, on obtient
le résultat. u

Remarque 2.64 — Classes de conjugaison d’hyperplans. Sir = 1 et d = 1, il n’y a pas de réflexions ni
d’hyperplans. Sir =1 et d > 1 alors le seul hyperplan est z = 0 et tous les éléments autres que I’élément neutre
sont des réflexions qui sont seules dans leur classe de conjugaison puisque G(de, e, 1) est commutatif.

On suppose 7 > 3. Si d = 1, il y a une seule classe de conjugaison d’hyperplans et de réflexions. Si d > 1, il
y a deux classes de conjugaison d’hyperplans et d classes de conjugaison de réflexions.

Commencons par étudier les T; j ¢ ou ¢ € Uge et i < j. Le calcul () de la démonstration de la proposition 2.62
montre que l'orbite Tq 2 ¢ contient T; ; - pour tout i < j. Par ailleurs, si (' € Uge, on a

diag (1,¢'71, ¢, 1, ..., )Ty o cdiag (1,¢, ¢4 1,0, 1) = Traccr -

Ainsi la classe de conjugaison de T4 2 ¢ contient tousles Ty 2 ¢ pour ¢’ € Uge. Finalement, la classe de conjugaison
de T2, contient tous les T; j ¢ pour i < j et ¢’ € Uge. En particulier, les hyperplans d’équation z; — {z; =0
sont tous conjugués.

Par ailleurs, comme D(de, e,r) est distingué dans G(de, e, r), la classe de conjugaison d’un D; ¢ est formé
d’éléments de cette méme forme. On en déduit que la classe de conjugaison de T 2 ¢ ne contient pas d’autres
réflexions et donc pas d’autres éléments de G(de, e, r). Etudions & présent les réflexions de la forme Dj,¢. Comme
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D(de, e, r) est commutatif, D(de, e, r) est contenu dans le centralisateur de D; ¢. Par ailleurs, le sous-groupe 65«1)
de &, formé des éléments qui fixent ¢ est aussi contenu dans le centralisateur de D; ¢. Ainsi le centralisateur de
D; ¢ contient au moins (r—1)!d"e" ! éléments. Par ailleurs, d’aprés le lemme 2.56, on a P(i7j)Di7§P(i,j)71 =Dje.
Ainsi I'orbite de D; ¢ contient au moins r éléments. Finalement, le stabilisateur de D; ¢ est 6£Z)D(de,e,7“) et
lorbite de D; ¢ est formé des D; ¢ pour j € [1, 7]. On obtient ainsi d — 1 nouvelles classes de conjugaisons de
réflexions. De plus, le calcul précédent montre que les hyperplans z; = 0 de D; ¢ et £; = 0 de D; ¢ sont conjugués
(ce sont bien des hyperplans de réflexion si d > 1). Enfin, 8'il existe g € G(de, e, ) tel que g {x; =0} =z — Cay
alors il existe £ € Uy tel que gD; ¢g~! = Ty ¢ ce qui n'est pas possible. Finalement, on a bien le résultat
souhaité.

On suppose r = 2. On va étudier les classes de conjugaison de G(de, e, 2) de fagon exhaustive. On reprend
la notation U du lemme 2.63 pour le sous-groupe de Uy, engendré par les carrés de Ug. et Ug. On a dpged (e, 2)
classes de conjugaison formée d’une matrice scalaire, d(de — pged (e, 2))/2 classes de conjugaison formées de 2
matrices diagonales non scalaires et d%e/ |T[~J| = pged (e, 2)d classes de conjugaison de matrices non diagonales
formées de |U| = de/pged (e, 2) matrices.

En particulier, si d = 1 et e impair, il y a une seule classe de conjugaison d’hyperplans et de réflexions. Si
d =1 et e pair, il y a deux classes de conjugaison d’hyperplans et de réflexions. Si d > 1 et e impair, il y a deux
classes de conjugaisons d’hyperplans et d classes de conjugaison de réflexions. Si d > 1 et e pair, il y a trois
classes de conjugaisons d’hyperplans et d 4+ 1 classes de conjugaisons de réflexions.

Supposons que D € D(de,e,2) est diagonale. Comme D(de, e,2) est commutatif, le centralisateur de D
contient D(de, e, r) et donc est d’indice au plus 2 dans G(de, e, r). Par ailleurs, pour «, 5 € Ug. tel que af € Uy,

RPIRE

On en déduit que si a = 3 (c’est-a-dire si D est scalaire), le centralisateur de D contient P(; 9) et donc G(de, e, ).
On en déduit aussi que si a # § (c’est-a-dire si D est diagonale mais n’est pas scalaire), la classe de conjugaison
de D contient au moins 2 éléments distincts. Finalement, dans ce cas, la classe de conjugaison est formée de 2
éléments et le centralisateur est D(de, e,2). En particulier, comme dans le cas r > 3, la classe de conjugaison
de D; ¢ est formé des D¢ pour j € [1, 2] et que le centralisateur de D; ¢ est D(de7 e,2). On obtient ainsi d — 1
classes de conjugaison de réflexions et une classe d’hyperplans si d > 1. Enfin, déterminons les matrices scalaires
contenues dans G(de, e, 2). Soit D = (id une telle matrice. Par définition de G(de, e, 2), on doit avoir ¢ € Uy, et
¢? € Uy. On a donc €% =1 et ¢2¢ = 1. Grace a I’égalité de Bézout, on en déduit que (P84 (24 = 1 On en a
donc bien dpged (2, €) matrices scalaires dans G(de, e, 2).
Supposons que T = diag (a, B)P(1,2) € G(de, e,r) n’est pas diagonale. Soit ¢ € Uge et & € Ug, on a alors

F c-lé-l} [ﬁ a] [C_l cs}{ﬁc-%-l a@ﬂ
. Tl Tl

ac?e| B
or [ﬂc%l ]‘[a ]

si et seulement si a¢?¢ = 3. Or, on a af € Uy, en choisissant £~ L' = af et ¢ = 3, on obtient que la classe de
conjugaison de T est formée de |U| éléments. Ainsi, on a d?e/ |U| classes de conjugaison de matrices non diagonales

formeées de |U| matrices. Et de fagon plus précise, la classe de conjugaison de T = diag (v, )P (1,2) € G(de, e, )

est formée des T' = diag (az, ﬁz‘l)P(Lg) pour z € U. Finalement, si e est impair, on a d classes de conjugaison
de matrices non diagonales; la classe de conjugaison de T 21 est I’ensemble des T; 2 ¢ pour ( € Uge. On a
ainsi une classe de conjugaison de réflexions formée de matrices non diagonale et donc une seule autre classe
d’hyperplans. Si e est pair, on a 2d classes de conjugaison de matrice non diagonales formés de de/2 éléments ;
la classe de conjugaison de Tj 21 est I'ensemble des Ty 2 ¢ pour (" € Uge)o; si ¢ est une racine de® primitive
de 1, la classe de conjugaison de Ty 2 est I'ensemble des Ty 2 ¢ pour (" ¢ Uge/o. On a ainsi deux classes de
conjugaison de réflexions (d’ordre 2) formées de matrices non diagonales. Comme les réflexions sont d’ordre 2,
on obtient deux classes d’hyperplans. On a ainsi bien les résultats souhaités. u

Proposition 2.65 — Le G(de,e,r)-module C". Dans 'action canonique de G(de,e,r) sur C" I'ensemble des
points fixes est

(1) C(1,...,1)sir=d=1,;
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(15) C(1,...,1)sir>2etd=e=1;
(#41) réduit & 0 sinon.
Le G(de, e, r)-module C"
(i) n’est pas irréductible sie=r =2et d = 1;
(7i) n’est pas irréductible sir > 2 et d =€ = 1.
(i41) est irréductible sinon.

Preuve. Comme &, C G(de,e,r), on a (C")G(@eem) c (C™)®r. Or pour 0 € &, et X = (21,...,2,), on a
oc-X= PUX = (Io.—l(l), cee ,l‘o.—l(n)).

Comme o agit transitivement sur [1, r], on en déduit que (C")®" = C(1,...,1).

Si r = 1 alors G(de,e, 1) = Uy est le groupe cyclique d’ordre d des racines d® de 'unité. Si d > 1 alors
CY% = {0}. Si d = 1 alors G(e,e,1) = {1} et C1} = C.

Si r > 2 alors G(de, e, r) contient 1’élément g = diag (£,£71,1,...,1) ol £ est une racine de® primitive de
I'unité. On a alors g((1,...,1)) = (£,&71,1,...,1). Side # 1 alors £ # 1 et (1,...,1) ¢ (C")S(@em) On en
déduit que (CT)G(deem) = {0} Si de = 1 c’est-a-dire d = e = 1 alors G(1,1,7) = &, et (C")® = C(1,...,1).

Passons a I’étude de lirréductibilité. Si r» = 1 alors G(de, e, 1) agit bien str sur C de fagon irréductible.

On suppose r > 1. Soit V un sous-G(de, e, r)-module de C" avec V # {0} et V # C". L’espace V est en
particulier stable par les matrices de permutation. On en déduit que V.= C(1,...,1) ou V est ’hyperplan H des
vecteurs dont la somme des coordonnées est nulle. De plus, comme tout sous-espace stable par G(de, e, r) admet

un supplémentaire stable par G(de, e,r), on en déduit que C(1,...,1) est stable par G(de,e,r) si et seulement
si H Dest. Il suffit donc d’étudier C(1,...,1).
On suppose © > 3. Si de # 1, on considére g = diag (£,£71,1,...,1) ot £ est une racine de® primitive de

I'unité. On a alors g((1,...,1)) = (671, 1,...,1) ¢ C(1,...,1) puisque £ # 1. Si de = 1 alors G(1,1,r) = &,
n’est pas irréductible.

On suppose que r = 2 et on considére g = diag (£,£71) ot € est une racine de® primitive de I'unité. On a
alors g((1,1)) = (£,¢71) et donc g((1,1)) € C(1,1) si et seulement si & = £~ c’est-a-dire si et seulement si
€2 =1 ou encore si et seulement si de | 2.

On en déduit que si C(1,1) est stable par G(de, e,2) alors de | 2 ¢’est-a-dire

a)soitd=e=1;
b)soitd=2et e=1;
c)soitd=1et e =2.

Daus le cas b), on a diag (—1,1) € G(2,1,2) et g((1,1)) = (—=1,1) ¢ C(1,1). Dans le cas a) et ¢), G(de, e, 2)
a respectivement 2 et 4 éléments et donc est commutatif. Une représentation de dimension 2 ne peut donc étre
irréductible.

Lemme 2.66 — Commutant des matrices de permutations. Soient R un anneau commutatif unitaire, » un
entier naturel et A € M,.(R) telle que AP, = P,A pour tout o € &,.. Il existe a,b € R telle que

a b - b
A =A(a,b) = b

: .oob

b e b a

Preuve. D’aprés le lemme 2.56, A = (a;;); ; commute avec toutes les matrices de permutation si et seulement
si ag(i)o(j) = @ij pour tout o et tout (4,5). Comme &, est transitif sur [1, r ] et doublement transitif sur [1, r]
sir > 2, on en déduit que A est de la forme souhaitée. u

Proposition 2.67 — Quelques propriétés de commutativité dans les groupes G(de,e,r). Le centre de
G(de, e, r) est
(Z) G(15172):62 sid=e=1 etr:2;

(ii)G(2,2,2):{[(1) (1)],[01 01},[(1) (1)],[01 01”i‘(Z/zz)%id:lete:r:m

(441) Ugpged (e,r)Idy sinon.
Le groupe G(de, e,r) est

(1) commutatif si r = 1;
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(7i) commutatif sid =1et e =7r = 2;
(7i1) commutatif sid=e=1et r = 2;
(1v) n’est pas commutatif sinon.
Le groupe Hom,, (G(de, e, ), C*) est isomorphe &
(1) Z/dZ sir =1,
(1) Z)2Z x ZJ]2Z x Z/dZ si r = 2 et e pair;
(1i1) Z/27Z x Z/dZ sinon.

Preuve. FEtude du centre : premiére démonstration. Soit g € ZG(de, e, r). En particulier, g commute avec toutes
les matrices de permutations et donc, d’aprés le lemme 2.66, g = A(a,b) pour a,b € C. Si a # 0 alors comme
le nombre de coefficients non nuls dans la matrice g est r, on en déduit que g est scalaire. Si a = 0 alors
nécessairement b # 0 puisque g est inversible mais le nombre de coefficient non nuls de g est r(r — 1). On a donc
r(r —1) =r c’est-a-dire r = 2.

Ainsi, si r # 2 le centre de G(de,e,r) est formé de matrices scalaires. On a donc g = (id avec ¢ € Uy, et
(" =1 ce qui est équivalent & g = (id avec ¢#Pecd () = 1. Ainsi, le centre est Ugpged (e,r)Id; et a pour cardinal
dpged (e, r).

Si r = 2 alors soit g est scalaire et donc comme ci-dessus g = (id avec ¢ € Ugpged (2,e)- Si G(de,e,2) a un
élément non scalaire dans son centre, on peut écrire avec ce qui précéde

-l

avec £ € Uge et €27 = 1. Comme g commute avec diag (¢, ') € G(de, e, r) avec ¢ racine de® primitive de I'unité,
on en déduit que £¢ = ¢! et donc (2 = 1 ce qui signifie que de | 2.

Side=1alorsd=e=1et G(1,1,2) = G2 est commutatif et donc égal & son centre. Si de = 2 alors soit
d=2ete=1soit d=1et e =2. Dans le premier cas, g commute avec diag (—1,1) ce qui donne —& = & ce qui
est absurde donc g est scalaire. Dans le deuxiéme cas, on a

cana={s 9 [ 211 4[5 )

Il est donc de cardinal 4 et isomorphe & (Z/27Z)? puisque tous ses éléments sont d’ordre 2. Finalement, on obtient
le résultat souhaité.

Etude du centre : deuxieme démonstration. Si G(de,e,r) agit sur C” de facon irréductible alors, d’aprés le
lemme de Schur(voir [SER, proposition 2.2.4]), tout élément g € ZG(de,e,r) est une matrice scalaire. On a
donc g = (id avec ¢ € Uge et (" =1 ce qui est équivalent & g = (id avec (*P2°d (") = 1. Ainsi, le centre est
Udpged (e,ryId; et a pour cardinal dpged (e, ).

D’aprés la proposition 2.65, il reste & traiter les cas de =1 et r > 2 et e =r = 2 et d = 1. Dans le premier
cas, on a G(1,1,7) = &, qui a un centre trivial (et bien égal a Ugpged (e,ryId,) sauf si r = 2. Sir = 2, on a
72G(1,1,2) = G(1,1,2). Dans le deuxiéme cas, G(2,2,2) est commutatif et donc ZG(2,2,2) = G(2,2,2).

Etude de la commutativité : premicre démonstration. Le groupe G(de,e,r) est abélien si et seulement si
ZG(de,e,r) = G(de,e,r). Pour r = 1, G(de, e, 1) est bien siir commutatif. Si r # 1 alors G(de, e, r) n’est pas
contenu dans le groupe des matrices scalaires. Donc G(de, e, r) # ZG(de, e, r) sauf si le centre n’est pas constitué
uniquement de matrices scalaires c’est-a-dire sid = e =1etr =2oud =1et e = r = 2. Dans le premier
cas, on a ZG(1,1,2) = G(1,1,2) = &3 est commutatif; dans le deuxiéme cas on a ZG(2,2,2) = G(2,2,2) est
commutatif.

Etude de la commutativité : deuziéme démonstration. Si G(de,e,r) est commutatif et r > 2 alors I'action de
G(de, e,r) sur C" n’est pas irréductible. Par la proposition 2.65, on en déduit quee =r=2et d=1oude = 1.
Dans le premier cas, on trouve G(2,2,2) qui est bien commutatif; dans le deuxiéme cas, on trouve &, qui n’est
pas commutatif sauf si r = 2.

Caractéres linéaires. Le théoréme de Stanley 1.47 et la remarque 2.64 donnent le résultat. u

Notation 2.68 — Polynéme symétrique élémentaire.  Soient R un anneau commutatif et ay,...,a, € R".
Pour k € [1, r], on pose

Ek(al,...,a,«)z Z Ay - - Qg

1<i < <ip<r

le k° polynome symétrique élémentaire en aq, ..., a,.

Proposition 2.69 — Degrés pour le groupe G(de,e,r). La famille
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F = {PT: Xy X)) Pr=2p(Xy %, .., X9, 1 gkgrfl}

est une famille d’invariants fondamentaux pour le groupe G(de,e,r). Les degrés de G(de, e, r) sont les entiers
de,2de, ..., (r — 1)de,rd.

Preuve. Les P; sont évidemment invariants par &, et D(de, e, r). Par ailleurs, on a P, = %,(X;%, ... X,%).
Comme les X;% sont algébriquement indépendants, le théoréme de structure sur les polynomes symétriques
assure que la famille (P,%,Py,...,P,_1) est formée d’éléments algébriquement indépendants. On en déduit que
la famille (Py,...,P,) est formée d’éléments algébriquement indépendants. Comme le produit des degrés des P;
est |G(de, e, )|, on en déduit (voir le corollaire 1.37) que .%# est une famille d’invariants fondamentaux pour le
groupe G(de, e, r). Les degrés de G(de, e, r) sont donc les entiers de, 2de, ..., (r — 1)de, rd. L]

Corollaire 2.70 — G(de, e, r) et groupes de Coxeter. Le groupe G(de,e,r)
(7) est un groupe de Coxeter si d =2 et r =1 : c’est le groupe A;;
(7i) est un groupe de Coxeter sid =e=1et r > 2: c’est le groupe A, _1;
(i4i) est un groupe de Coxeter sid =2 et e =1 et r > 2 : c’est le groupe B, ;

)
)
(iv) est un groupe de Coxeter sid =1et e =2 et r > 2 : c’est le groupe D, ;
(v) est un groupe de Coxeter si d =1 et r = 2 : c’est le groupe Iz(e);

)

(vi) n’est pas un groupe de Coxeter sinon.

Preuve. Commengons par le cas ou G(de, e,r) est irréductible. D’apreés la proposition 1.69, G(de, e, r) est un
groupe de Coxeter si et seulement si un de ses degrés est 2.

Sir =1, le degré de G(de,e,r) est d et donc G(de, e, 1) est un groupe de Coxeter si et seulement si d = 2.

Sir = 2, les degrés sont de et 2d. Ainsi G(de,e,r) est de Coxeter si et seulement si de = 2 ou d = 1 (et
G(de, e, r) est irréductible). La proposition 2.65 donne alors que G(de,e,r) est de Coxeter si et seulement si
(d=2ete=1)ou(d=1ete#2).

Sir > 3 alors rd > 3 et donc G(de, e, r) est de Coxeter si et seulement si de = 1 ou de = 2. Toujours avec la
proposition 2.65, I'irréductibilité exclut le cas de = 1.

On suppose a présent que G(de, e, r) est réductible. Le cas de = 1 et r > 2 donne le groupe symétrique &,
qui est un groupe de Weyl donc de Coxeter. Le cas G(2,2,2) est le groupe Ds.

Finalement, pour r = 2, on obtient que G(de,e,r) est un groupe de Coxeter si et seulement si (d = 2 et
e=1)oud=1; et pour r > 3, le groupe G(de, e, r) est de Coxeter si et seulement si de = 1 ou de = 2. u

2.4.2 ETUDE DES HYPERPLANS DE G(d,1,r)

L’objectif de cette sous-section est d’étudier les types d’hyperplans du groupe G(d, 1,r) pour d > 1 et r > 3
(le cas d = 1 ayant été traité dans la section 2.3, le cas r < 2 sera traité dans la sous-section 2.4.3). Il s’agit
donc d’étudier les représentations irréductibles du groupe G(d, 1,7). Pour les déterminer, on suit pas a pas la
méthode des petits groupes de Wigner et Mackey exposée dans [SER, paragraphe 8.2]. Pour conclure, dans le
cas des hyperplans d’ordre 2, cette méthode nécessite I'introduction d’un outil combinatoire : les (A, u)-matrices
(voir la définition 2.71). C’est cet outil que nous commengons par étudier avant de nous lancer a proprement
parler dans la méthode de Wigner et Mackey.

UN OUTIL COMBINATOIRE

Définition 2.71 — (), p)-matrices. Soient A = (A1,...,As) et p = (p1,. .., psr) deux partitions de 7. On dit
que M = (my;);; € M, ({0,1}) est une (A, p)-matrice si

ViE[[l,T]], Zmij:)"i et Vjelll,T]],

Jj=1 7

mi; = Wy -
1

K r
Autrement dit, on veut que le nombre de 1 dans la ¢ ligne est \; et le nombre de 1 dans la j¢ colonne est ;.

Proposition 2.72 Soit A = (2,1,...,1) de longueur r. Le nombre de (\, p)-matrice est supérieur ou égal a 4 si
et seulement si p ¢ {(r), (r —1,1),(3,2),(2,2),(1,1,1)}.

Preuve. Soit u tel que le nombre de (A, u)-matrices soit inférieur ou égal a 3. Montrons pour commencer que
s = 0. Si pg > 1 alors on peut compléter les matrices
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11 11 1 1 1 1

1 1 1 1

en (A, u)-matrice en mettant sur la premiére colonne des 1 sur les lignes de 4 & py + 2 puis sur la deuxiéme

colonne des 1 sur les lignes de p1 +3 & pq + p2 + 1 puis sur la troisiéme colonne des 1 sur les lignes de p1 + po + 2

A p1 + e + ps puis sur la quatriéme colonne des 1 sur les lignes de g1 + po + ps + 1 & 1 + po + pg + pg — 1

puis pour la colonne j pour j > 5 en mettant des 1 sur les lignes de puy + -+ -+ pj—1 & pg + -+ + p; — 1.
Montrons a présent que ps < 1. Si pg > 2 alors s > 2 et on peut compléter les matrices

11 1 1 11 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

en (A, u)-matrice en mettant sur la premiére colonne des 1 sur les lignes de 5 & py + 3 puis sur la deuxiéme
colonne des 1 sur les lignes de p1 +4 & 1 + e + 1 puis sur la troisiéme colonne des 1 sur les lignes 1 + po + 2
apy+ pe+pus —1=r—1 (puisque g = 0).
On suppose que pg = 1. Montrons que g1 = g = 1. Si g7 > 2 alors on peut compléter les matrices
11 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

en (A, u)-matrice en mettant sur la premiére colonne des 1 sur les lignes de 4 & py + 1 puis sur la deuxiéme
colonne des 1 sur les lignes de 1 +2 & py + pg = r — 1 (puisque p3 = 1 et ug = 0). Ainsi si ug = 1, on a
p=(1,1,1).

On suppose a présent que pz = 0. Montrons que pue < 2. Si us > 3 alors up > 3 et on peut compléter les
matrices

1 1 11 11 11
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

en (A, u)-matrice en mettant sur la premiére colonne des 1 sur les lignes de 6 & py + 2 puis sur la deuxiéme
colonne des 1 sur les lignes de p; +3 & pg + po — 1 = r — 1 (puisque pz = 0).
On suppose a présent que pp = 2. Montrons que p1 < 3. Si py > 4 alors on peut compléter les matrices

1 1 11 11 11
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

en (), p)-matrice en mettant sur la premiére colonne des 1 sur les lignesde 6 a 3 +1=r — 1.
Intéressons-nous a présent a la réciproque. Si p = (1,1,1), il y a trois ((2,1), (1,1, 1)-matrices :

11 1 1 11
1 1 1
Sip=(3,2),ily a trois ((2, , (3,2))-matrices :
1 11
1 1
1 1
1
Sip=(2,2),ilyadeux ((2,1,1),(2,2))-matrices :
1 1 1 1
1 1
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Sip=(n-—1,1),il y a une seule (A, u)-matrice (pour A = (2,1,...,1)).
Si p = (n), il y a pas de (A, p)-matrice (avec A = (2,1,...,1)) puisque la premiére colonne ne peut pas
contenir tous les 1 (car il y en a deux sur la premiére ligne). u

REPRESENTATION DU GROUPE G(d,1,r)

On applique la méthode de Wigner et Mackey pour la décomposition de G(d,1,7) en produit semi-direct
donnée par D(d, 1,7) x &,.. Il s’agit donc dans un premier temps de déterminer les orbites, sous action de &,., de

D(d,1,r) = Hom,, (D(d, 1,7), C*) et les stabilisateurs correspondants : c’est la proposition 2.75. La construction
des représentations irréductibles en découle alors immeédiatement (proposition 2.76).

Proposition-Définition 2.73 — Action du groupe symétrique. Soit X = {x1,...,24} un ensemble a d éléments.
Le groupe symétrique &, agit sur X" de la fagon suivante :

{ S, x X" — X"
(Uayla"'ayT) L (yafl(l)w"aycr*l(’r))'
On note I,.(d) = {(n1,...,nq) €N ny+---+ng=r}. Pour j € [1, d], on définit

{ Xr — N
cit
Ul eye) — Hie (L, 0],y = a5}

Ainsi ¢;(y1,- .., yr) est le nombre de fois que x; apparait dans la liste (y1,...,¥,). La fonction ¢; est constante
sur chacune des orbites de X" sous &, et définit donc une application application (encore notée ¢;) de X/6,
dans N.

L’application produit

X"/&, — 1.(d)
“ { r (@), .., ca@))
est alors une bijection.
Preuve. On aid- (y1,...,9) = (y1,...,yr) et si 0,0’ € &, et (y1,...,y,) € X" alors
o' (0 (Y1, yr) = 0" (Yo-1(1)5 - Yo1())-
En posant z; = y,-1(;), on obtient
" (Yo1(1)s -3 Yo1(r) = Wo10r-1(1)s s Yo10-1(r) = O T - (Y1, -+, Yp)-

Ainsi, on a bien défini une action de &, (voir aussi la remarque 2.59).
Deux éléments d’'une méme orbite différent seulement d’une permutation : le nombre d’éléments égaux a x;
dans chacun des deux r-uplets est donc le méme.

L’application ¢ est bien & valeurs dans I,.(d). Elle est surjective : si (ny,...,nq) € I.(d) alors
t= (.fl,...,1‘1,])2,...,.I'g,...,l‘d,...,l'd) e X"
—_——— ——— ———
ny na nd

vérifie ¢(t) = (ny,...,nq). Par ailleurs, par r-transitivité de I'action de &, sur [1, r ], Porbite de y = (y1,...,yr)
contient un élément de la forme ¢t = (z1,...,21,22,...,%2,...,%q,...,2q). Comme les ¢; sont constantes sur les
orbites, le nombre de x; apparaissant dans t est ¢;(y). Ainsi si ¢(y) = ¢(z) = (n1,...,nq) avec y,z € X" alors y
et z sont dans l'orbite de

(T1ye ey @1, X2y ey T2y e oy Ty e, Tg) € X

—_———— ———

ni n2 nd

et donc y et z sont dans la méme orbite. n

Notation 2.74 — Sous-groupe de &,.. Soient r,d € Net r = (n1,...,n4) € I.(d). On pose

6£ = 6{1,...,n1} X G{nl—i-l,...,nl-i-nz} X X 6{n1+~~~+nd,1+1,...,n1+~~~+nd} .

Proposition 2.75 — Représentation linéaire du groupe D(d,1,7). L’application

—

A.{ (Z/dZ)" — D(d,1,r) = Hom,, (D(d, 1,7),C*)
v

kla"'akT) U (diag(yla"'ayT) ’_)ylkl "'kal)
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est un isomorphisme de groupes &,-équivariant.
Pour r = (n1,...,n4) € I:(d), on définit

—(d-1). —(d-1)

Xﬁ(diag (yh e ,y,«)) = ylo : "ymoym+1 U Ynitng T Yna+tngo1+1 U Yni4o+ng

La famille (x,)rer, (a) est une famille de représentant des orbites de G(d, 1,7) sous &,.. Le groupe d’isotropie de
Xr est Gy.

Preuve. La théorie des caractéres des groupes abéliens finis assure que 'application A est un isomorphisme de
groupes.

Par ailleurs, le groupe &, agit sur (Z/dZ)" (voir la proposition-définition 2.73). De méme le groupe symé-
trique &, agit sur D(d, 1,7) par conjugaison par les matrices de permutation : pour diag (y1,...,y,) € D(d,1,7)
et c € G,,0ona

o -diag (y1,...,yr) = Podiag (y1,...,y,)Ps * = diag Yo-1(1)s -+ Yo1(r))-
Comme la conjugaison par o € &, ne définit pas seulement une bijection mais un automorphisme de D(d, 1,7),

on en déduit que &, agit sur D(d,1,r) : pour 0 € &,., x € D(d,1,7) et x € D(d,1,7), on a
(0 x)(x) =x(c7"-2) = x(P, 'aP,).

L’application A est alors &,-équivariante pour ces actions de &,. : on a

Ao(ki,. .., k) (diag (y1, -+ 7))

ylkafl(l) . .yrkafl(r) — yo'(l)kl . .yg(r)k'r
A(k‘l, ey k:,.)(diag (%(1)7 . aya(r)))
Ak, ... k) (P, tdiag (y1,. .., yr)Po)
= (o -Alk1,..., k) (diag (y1,...,yr)) -
La proposition-définition 2.73 et la &,-équivariance de A montre que (xr)rer,(q) st une famille de repré-

—

sentants des orbites de G(d, 1,7) sous &,.
Soit o € &,.. On a ox, = X, si et seulement si pour tout (y1,...,y.) € Ug", on a

yU(l)O e yO’(nl)O U Yo(natotngo1+1l) T Yo(na e tng) T ylo T y’ﬂlo U Ynitetngoi+1 0 Ynagtotng -
En faisant y, = exp(2in/d) et y; = 1si j # k, on obtient que si k € [n1 +---+ng+ 1, n1 + -+ + ngp1 ] alors
ol (k)ye[ni+- -+ne+1,n1+- - +ne ] Ainsi 07! € &, et donc o aussi. L]

Proposition 2.76 — Représentations irréductibles de G(d,1,r). Soit r € I,.(d). On prolonge le caractére x,
de D(d, 1,7) en un caractére (encore noté x,) de D(d,1,7)&, en posant pour D € D(d,1,7) et 0 € &,
xr(DPs) = x» (D).
On choisit ensuite une représentation irréductible p de &, qu’on prolonge en une représentation irréductible
(notée p) de D(d, 1,7)S, en posant pour D € D(d,1,7) et 0 € &,
F(DP,) = p(P).
On pose alors 3, , = Indgggﬁj:geﬂ(xﬁ ® p). La famille (ﬁﬁ,p)ﬂel.,,(d),pelrr(ﬁl) est une famille de représentants des
représentations irréductibles de G(d, 1,7)
Preuve. Il s’agit exactement de la méthode de Wigner et Mackey (voir [SER, proposition 25]). u
Notation 2.77 Pour simplifier les notations, on pose G = G(d, 1,r) et D = D(d, 1,r). Comme r > 3, il y a deux
classes de conjugaison d’hyperplans dans G donnée respectivement par Hy = {z1 — 22 = 0} et Hy = {21 =0}

(voir la remarque 2.64). Le groupe Gy := Gpg, des éléments de G qui fixent H; point par point est le groupe
engendré par la matrice P(; oy et le groupe Gz := Gg, est le groupe engendré par diag (exp(2in/d),1,...,1). ®

ETUDE DE H;

On étudie ici 'hyperplan Hy. La détermination des types de Hy (corollaire 2.81) résulte alors principalement
de la proposition 2.72.

Lemme 2.78 — Double classe. Soit r € I.(d). L’application quotient 7 : G — &, induit une bijection entre les
ensembles quotients G1\G/DG, et 5,\6,/6, ou A = (2,1,...,1) € L(r — 1). En particulier, si S une famille
de représentants des double-classes G3\S,. /S, alors S est aussi une famille de représentants des double-classes
de G1\G/D6,. La bijection induite par 7 envoie bijectivement

c={seS, sDG,s'NGy={1}} sur d={s€S, 6yNsGs!={1}}.
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Preuve. Commencons par montrer que 'application 7 induit une bijection (encore notée ) entre G/D&, et
S, /6,. Soient x = P,D1,y = P,sDs € G avec 0,0’ € &, et D1,Dy € D. Par définition, z et y sont dans la
méme classe modulo D&, si et seulement si

3z =D"P,» € DS, avec D" €D et o’ €&, P,D=P,Dz.

Or P,D =P, D'D"Pyr = PyPynP, D'D"P,.

Comme G est extension de &, par D, on en déduit que P, = n(z) = P5Pyr = 7(y)7n(2) avec 7(z) € &,.

Réciproquement, si 0,0’ € &, sont dans la méme classe modulo &, alors P, et P,/ sont évidemment dans
la méme classe modulo DG,

Le groupe (id, (1,2)) agit par translation & gauche sur G/DS, et &,./6, et 'application 7 est équivariante
pour cette action. On en déduit la bijection souhaitée.

Soit s € ¢. On a alors G N s6,s71 C sDG,s ! NGy = {1} et donc s € . Réciproquement, soit s € .
Comme G, C &, on a

G1NsDG,s7 ! =G NsGS,s7! ={1}. u

Lemme 2.79 — Induction depuis le sous-groupe trivial. Soit K un groupe fini et R un anneau commutatif
unitaire. On désigne par 1 la représentation triviale (sur R) du sous-groupe trivial 1 de K. On a Ind¥ (1) = RK.

Preuve. En effet, soit K’ un sous-groupe de K et 1 la représentation triviale de K’ sur le corps k. Alors Indk, (1)
est la représentation par permutation de l'action de K sur K/K’ (voir [SER, exemple 2, p.42]). On obtient le
résultat voulu avec K’ = {1}. m

Proposition 2.80 — Représentations acceptables. Soient d > 2 et r > 3. Les représentations irréductibles de
G(d,1,7) pour lesquelles la multiplicité de la valeur propre —1 d’une réflexion non diagonale est inférieure ou
égale & 3 sont les 3, , avec
(i)r =(0,...,0,7,0,...,0) et p =1, p =&, p est la représentation standard ou p quelconque si r < 5 ou
p€4(3,3),(2,2,2),(4,2)} si r =6.
(i) r=(0,...,0,1,0...,0,7 —1,0,...,0) et p=1 ou p =€ sir € {3,4} ou p est la représentation standard
sir=3.

(¢3t) r = (0,...,0,r—1,0...,0,1,0,...,0) et p=1o0ou p=-csir e {3,4} ou p est la représentation standard
sir=3.
(iv) r=1(0,...,0,2,0...,0,3,0,...,0) et p=1.
(v) r=1(0,...,0,3,0...,0,2,0,...,0) et p=1.
(vi) r=(0,...,0,2,0...,0,2,0,...,0) et p=loup=c®loup=1®ec.
(vii) r = (0,...,0,1,0...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) et p=1.

Les représentations irréductibles de G(d, 1,r) pour lesquelles la multiplicité de la valeur propre —1 d’une
réflexion non diagonale est inférieure ou égale & 1 sont les 3, , avec

r=1(0,...,0,r,0,...,0) et p=1, p=c¢, p est la représentation standard ou p = (2,2) si r = 4.
(#4) r=1(0,...,0,1,0...,0,7 —1,0,...,0) et p=1.

r=(0,...,0,r —1,0...,0,1,0,...,0) et p=1.

Les représentations irréductibles de G(d, 1,7) pour lesquelles les réflexions non diagonales agissent triviale-
ment sont les §, , avec r = (0,...,0,7,0,...,0) et p=1.

Preuve. Soient r = (ng,...,n4—1) € I.(d), p une représentation irréductible de &, et S une famille de repré-
sentants de G1\G/D&, formé de matrices de permutations (voir le lemme 2.78). En appliquant la proposition
22 de [SER], on obtient que

Resgl (Brp) = GEBS Ind% ((xr ®p)s) (*)

ou Ty = sD&,s 1 NGy et (xr ® p)s désigne la représentation de T donnée par

(X£® p)s(x) = (X£® fﬂ(S*T/S)

pour tout xz € T.
On désigne par m la multiplicité de la valeur propre —1 de 3, ,(P(1,2)). Les lemmes 2.79 et 2.78 et I'égalité (x)
montrent alors que
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m > |{se€S, T,={1}}]=|{s€S, 6insS.s!={1}}|.

Or, d’apres [K-J, corollaire 1.3.13], {s €S, 6,NsS,s!= {1}}| est égal au nombre de (\,7)-matrices ou 7
est la partition de 7 associée & la suite r qui n’est pas forcément rangée de fagon décroissante.

La proposition 2.72 montre que 7 € {(r), (r — 1,1),(3,2),(2,2),(1,1,1)}.

(i) Etude du cas 7 = {(r)}. On a &, = &,, p est une représentation irréductible de &, et fy,,, = xr ® p. On
en déduit que 3y, ,((1,2)) = p(1,2). Ainsi, d’aprés le corollaire 2.50, p est la représentation canonique, la
signature, la représentation triviale, ou r <5 our =6 et p =(3,3) ou (2,2,2) ou (4,2).

(ii) Etude du cas T = {(r —1,1)}. Il existe donc i # j tel que n; = 1,n; = r—1let ny = 0si k # i,j.
Sii < j alors x,(diag (y1,---,9r)) = v1 " (y2--yr) 7 et &, = Sy2,...,r}- Dans le cas, les classes a droite
6,/6ys, .. sy sontles T; = {0 € &, o(l)=i}pourie€[1,r]etlesdouble-classes &x\&, /& s, ... sont
les T; pour i € [3, r] et T1 U Ty. Une famille de représentants des double-classes est S = (1, (1,4))s<i<r-
En calculant s&,57!, on obtient que 1 est la seule double classe pour laquelle T, = 1. On considére alors
une représentation p de Gyo .y (et aussi p la représentation correspondante de &,_1). Pour 3 < i < r,
ona (1,4)(1,2)(1,7) = (2,i). Comme x,((2,4)) = 1, égalité (x) donne

Resgl (Br.p) = (CGp)dmP @ pr=2.

On en déduit que m = dimp + (r — 2)a < 3 on « est la multiplicité de —1 comme valeur propre de (1,2)
dans p. Le cas ou p est la représentation triviale convient (puisqu’alors o = 0). Si p = ¢ alors a = 1 et
r —2 < 2 cest-a-dire r € {3,4}. Le cas dim p > 3 puisque « > 1 (si les réflexions agissent trivialement, p
est la représentation triviale) et 7 — 2 > 1. Il reste le cas dim p = 2, on a alors @ = 1 et r = 3 c’est-a-dire
p est la représentation standard.

Sii > j alors x,(diag (y1,..-,yr)) = (Y1 Yr—1) "‘yr 7 et &, = &(1,..,r—1}- Dans le cas, les classes a
droite &, /6,_1sontlesT; = {c € &,, o(r) =i}pouri € [1,r] et les double-classes 5\ S, /S, _1 sont
les T; pour i € [3, r] et Ty UT2. Une famille de représentants des double-classes est S = (1, (4,7))2<i<r—1-
En calculant s&,s71, on obtient que (2,7) est la seule double classe pour laquelle Ts = 1. On considére
alors une représentation p de &,_1. Pour 3 < ¢ < r, on a (i,7)(1,2)(3,7) = (1,2). Comme x,((1,2)) =1,
légalité (x) donne

ResS, (Br.,) = (CGy)4mP @ pr=2.

De la méme fagon que précédemment, on conclut que p est la représentation triviale, p = € et r € {3,4}
ou r = 3 et p est la représentation standard.

(i41) Etude du cas 7 = {(3,2)}. Il existe donc 1 < i # j < 5 tel que n; = 2,n; = 3 et ny = 0 si k # 4,7.
Si i < j alors xy(diag (y1,y2,y3, Y4, y5)) = (ylyg)_i(y3y4y5)_j et 6, = G2 x G345 Si j > ¢ alors

Xr(diag (y1,y2, Y3, Y4, Y5)) = (Y1y2y3) " (yays) 7 et &, = &3 x &y 5).
Considérons le premier cas. Les classes de G5/G2 x &3 sont C; = G4 x S3.4,5)

Co Cs Cy Cs Ce Cr
(1,4) (4,2) (5,1) (2,5) (3,1) (3,2)
(4,5,1) (4,5,2) (5,4,1) (5,4,2) (3,5,1) (3,5,2)
(L,4)(5,3) | (4,2)(5,3) | (5,1)(4.3) | (2,5)(4.3) | (45)(3,1) | (4,5)(3,2)
(4,3,1) (4,3,2) (5,3,1) (5,3,2) (3,4,1) (3,4,2)
4,53,1) | 4,532 | (5431 | (5,432 | 3,541 | (3,54,2)
(473’ 57 1) (473’ 572) (573’47 1) (5’374’ 2) (3’475’ 1) (3’475’ 2)
(4,1,2) (4,2,1) (5,1,2) (5,2,1) (3,1,2) (3,2,1)
4,5,1,2) | (4.521) | (6,4,1,2) | (5,421) | (3.51,2) | (3,5.2.1)
(5.3)(4,1,2) | (5,3)(4,2,1) | (4,3)(5,1,2) | (4,3)(5,2,1) | (4,5)(3,1,2) | (4,5)(3,2,1)
(4,3,1,2) | (4.3.21) | (5,3,1,2) | (5,3,2,1) | (3,41,2) | (3,4,2,1)
(4,5,3,1,2) | (4,5,3,2,1) | (5,4,3,1,2) | (5,4,3,2,1) | (3,5,4,1,2) | (3,5,4,2,1)
(4,3,5,1,2) | (4,3,5,2,1) | (5,3,4,1,2) | (5,3,4,2,1) | (3,4,5,1,2) | (3,4,5,2,1)
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CS CQ Cl()
(1,4)(5,3,2) | (1,4)(3,5,2) | (3, 1)(5,4,2)
(4,3,2,5,1) | (4,5,2,3,1) | (3,4,2,5,1)
(4,1)(5,2) | (1,4)3,2) | (3,1)(2,5)
(4,2,5,3,1) | (4,2,3,5,1) | (3,2,5,4,1)
(4,3,1)(2,5) | (4,5,1)(3,2) | (3,4,1)(2,5)
(4,2,5,1) | (4,2,3,1) | (3,2,5,1)
(4,1,5,3,2) | (4,1,3,5,2) | (3,1,5,4,2)
(4,3,2)(5,1) | (4,5,2)(3,1) | (3,4,2)(5,1)
(4’175’2) (471’372) (371’572)
(4,2)(5,3,1) | (4,2)(3,5,1) | (3,2)(5,4,1)
(4,3,1,5,2) | (4,5,1,3,2) | (3,4,1,5,2)
4,2)(5,1) | 42)B,1) | 3,2)(5,1)

Les double-classes 6)\&5/62 x &3 sont Cy, Co U Cs, C4 U Cs5, Cg LI C7, Cg et Cg Cqp. On peut donc
choisir comme représentants S = {id, (1,4), (1,5), (1,3), (1,4)(2,5),(1,4)(2,3),(1,3)(2,5)}. En calculant,
56,51, on obtient que les s € S vérifiant Ty = 1 sont (1,4), (1,5) et (1,3). On considére alors p la
représentation de G5 x G3. Comme il existe trois (A, (3,2))-matrices, la dimension de p est nécessairement
1. Ainsi p = e ® €% avec 6,8’ € {0,1}. Comme x,((4,7)) = 1 pour tout (i,5) € &, et (s(1,2)8)s1.21 =
((1,2),(4,5),(4,3),(3,5))

légalité (x) donne Resgl(ﬂmj) = (CG1)} @l @™ .

On a donc m > 3 et m = 3 si et seulement si 6 = §’ = 0 c’est-a-dire si p est la représentation triviale.
Considérons le deuxiéme cas. Les classes de G5/63 x G2 sont C; = &3 x Sia5),

Cy Cs Cy Cs Ce Cr
(1,4) (1,5) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5)
(1,2,4) (1,2,5) (2,1,4) (2,1,5) (3,2,4) (3,2,5)

(1L4)(2.3) | (1L5)23) | 24)13) | 25)(13) | (L2)3.4) | (1,2)(3,5)
(1,3,4) (1,3,5) (2,3,4) (2,3,5) (3,1,4) (3,1,5)
(172’374) (172’375) (271’374) (2’173’5) (3’271’4) (3’271’5)
(1,3,2,4) (1,3,2,5) (2,3,1,4) (2,3,1,5) (3,1,2,4) (3,1,2,5)
(1,4,5) (1,5,4) (2,4,5) (2,5,4) (3,4,5) (3,5,4)
(172’475) (172’574) (271’475) (2’175’4) (3’274’5) (3’275’4)
(2,3)(1,4,5) | (2,3)(1,5,4) | (1,3)(2.4.5) | (1,3)(2,5,4) | (1,2)(3,4,5) | (1,2)(3,5,4)
(173a475) (173a574) (27?’;47 ) (2a375a ) (3’174)5) (3a175a )
(1,2,3,4,5) | (1,2,3,5,4) | (2,1,3,4,5) | (2,1,3,5,4) | (3,2,1,4,5) | (3,2,1,5,4)
(1,3,2,4,5) | (1,3,2,5,4) | (2,3,1,4,5) | (2,3,1,5,4) | (3,1,2,4,5) | (3,1,2,5,4)
CS CQ Cl()

(1,4)(2,3,5) | (1,L4)(3,2,5) | (3,4)(2,1,5)

(1,3,5,2,4) | (1,2,5,3,4) | (3,1,5,2,4)

(1L,4)(2,5) | (L,4)G3,5) | (3,4)(2,5)

(1,5,2,3,4) | (1,5,3,2,4) | (3,5,2,1,4)

(1,3,4)(2,5) | (1,2,4)(3,5) | (3,1,4)(2,5)

(1,5,2,4) (1,5,3,4) (3,5,2,4)

(1,4,2,3,5) | (1,4,3,2,5) | (3,4,2,1,5)

(1,3,5)(2,4) | (1,2,5)(3,4) | (3,1,5)(2,4)

(1’472’ ) (174’37 ) (374’27 )

(1,5)(2,3,4) | (1,5)(3,2,4) | (3,5)(2,1,4)

(1,3,4,2,5) | (1,2,4,3,5) | (3,1,4,2,5)

(1,5)(2,4) ,5)(3,4) | (3,5)(2,4)

(
Les double-classes G\ &5/G3 x G2 sont Cq, CoLICy, C3UC5, Cg, C7, Cg et CgLCqp. On peut donc choisir
comme représentants S = {id, (1,4), (2,5), (3,4), (3,5), (1,4)(2,5), (1,4)(3,5)}. En calculant, s&,s~!, on
obtient que les s € S vérifiant T = 1 sont (1,4), (2,5) et (1,4)(3,5). On considére alors p la représentation
de 63 x G3. Comme il existe trois (A, (3,2))-matrices, la dimension de p est nécessairement 1. Ainsi
p =" @& avec §,8' € {0,1}. Comme x,((i,7)) = 1 pour tout (i,5) € &, et (s~'(1,2)8)s.21 =
((1,2),(1,2), (1,2), (4,5))

légalité (x) donne Resgl(ﬂmj) =(CG1)P@e¥ e .
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On a donc m > 3 et m = 3 si et seulement si § = &’ = 0 c’est-a-dire si p est la représentation triviale.

(iv) Etude du cas T = {(2,2)}. On en déduit qu'il existe 1 <i < j < dtelquen; =n; =2etny =0si k #14,].
Ainsi x,(diag (y1, Y2, Y3, y4)) = (¥192) "*(y3ya) 7. On a alors &, = {id, (1,2), (3,4), (1,2)(3,4)} = G2 x &,
et p est une représentation irréductible de Gy x G,. Finalement p = £° ® £ avec 0,0" € {0,1}. Les classes
de 64/65 x G2 sont données par

Ci = {id, (1, 2), (3,4), (1, 2)(3, 4)}, Cy = {(2, 3), (2, 1,3), (2, 3, 4), (1, 3,4, 2)},
Cs = {(L 3)7 (1a 2, S)a (17 3, 4)7 (1a 2,3, 4)}; Cy = {(L 4)7 (1a 274)a (174a 3)7 (1a 2,4, 3)};

Cs =1(2,4),(2,1,4),(2,4,3),(2,1,4,3)} et Ce =1{(1,3,2,4),(1,4,2,3),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}.
et les classes de §,\64/G2 x G2 sont données par Cq, Cg, C2LUC3 et C4LUC5. On peut donc choisir comme
représentants S = {1, (1, 3)(2,4), (1, 3), (1,4)}. Par ailleurs, les s € S vérifiant Ty = 1 sont (1, 3) et (1,4).
Comme x,((i,7)) = 1 pour tout (i,j) € &, et s71(1,2)s = (3,4) pour s = (1,3)(2,4), l'égalité (*) donne

Resg, (rp) = (CG1)* @” B e”

On en déduit que 2 < m <4et m < 3saufsid=0 =1.
(v) Etude du cas 7 = {(1, 1, 1)} On a 6, = {1} et donc p et p sont les représentations triviales. On a alors

Br.p = IndGEZ 13) (Xg) qui est de dimension 6. Par ailleurs, on a S = G,\&,. qui est de cardinal 3 et il

y a trois (A, (1,1 1)) matrices. Ainsi, pour tout s € S, on a Ts = {1} et donc, avec la relation (), on a
ResGl(ﬁ,«p (CG1)3 et m = 3. m

Corollaire 2.81 — Conclusion. Soient d > 2, r > 3, H un hyperplan du groupe de réflexions G(d, 1, r) dans la
classe de H; et p’ = (3, , une représentation irréductible de G(d,1,r) et x un caractére linéaire de G(d, 1,r).
(1) L’hyperplan H est p’-excellent, p’-bon, (o', x)-bon (pour x(Gu) = 1), (p’, x)-acceptable (pour x(Gu) # 1)
si et seulement si p’ est I'une des représentations suivantes
a)r=1(0,...,0,7,0,...,0) et p=1, p=e¢, p est la représentation standard ou p = (2,2) si r = 4.
b)r=(0,...,0,1,0...,0,r —1,0,...,0) et p=1.
¢)r=1(0,...,0,7—1,0...,0,1,0,...,0) et p =1.
(#4) L’hyperplan H est (p’, x)-bon (pour x(Gn) # 1) si et seulement si r = (0,...,0,7,0,...,0) et p=1.
(7i1) L’hyperplan H est (p’, x)-acceptable (pour x(Gu) = 1) si et seulement si p’ est I'une des représentations
suivantes
a)r=(0,...,0,7,0,...,0) et p=1, p =¢, p est la représentation standard ou p quelconque si r < 5 ou
p€{(3,3),(2,2,2),(4,2)} sir = 6
b) r=(0,...,0,1,0...,0,7—1,0,...,0) et p =1 ou p =esir € {3,4} ou p est la représentation standard
sir=3.
¢)r=1(0,...,0,r—1,0...,0,1,0,...,0) et p =1 ou p =esir € {3,4} ou p est la représentation standard

51r:3.
d)r=1(0,...,0,2,0...,0,3,0,...,0) et p=1.
e)r=(0,...,0,3,0...,0,2,0,...,0) et p=1.
flr=1(0,...,0,2,0...,0,2,0,...,.00)et p=1loup=c®loup=1Q®e.
g)r=1(0,...,0,1,0...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) et p=1.
Preuve. La remarque 2.5 associée a la proposition 2.80 donne le résultat. u

ETUDE DE Hs

On étudie ici 'hyperplan Hy. La détermination des types de Ho (corollaire 2.81) résulte alors principalement
du lemme 2.83.

Lemme 2.82 — Double classe. Soit r € I.(d). L’application quotient 7 : G — &, induit une bijection entre les
ensembles quotients G2\G/D&, et 6,/6,.

Soit S une famille de représentants de Go\G/D&, formée de matrices de permutations. Pour s € S, on a
5D6£s N Gy = Go.

Preuve. D’apreés ce qu’'on a vu dans la démonstration du lemme 2.78, 7 induit une bijection entre les ensembles
G/DG, et 6,/6,. On choisit alors une famille X de représentants de G/D&, formée de permutations. Soient
x,y € X, les doubles classes de Go\G/D&, associée a x et y sont les mémes si et seulement s’il existe D; € D et
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DyP, € DS, avec Dy € D et 0 € &, telle que z = D1yD2P, = (D1yDay~1)yP,. Comme D est distingué dans
G et que G est un produit semidirect de D par &,., on en déduit que z = yP, avec P, € &, et donc z = y.
Finalement, les doubles classes G2\G/D&, et les classes & droite G/D&, sont les mémes et on a le résultat
souhaité.

Comme D est distingué, on a sD&,s~! = Ds&,s~! qui contient D et donc G pour tout s € S. u

Lemme 2.83 — Dénombrement dans le groupe symétrique. Soient r = (nog,...,n4—1) € I.(d) et &, le sous-
groupe de &, correspondant. On note S une famille de représentants de &,./&,.. Pouri € [1, r]et £ € [0, d—1],
le nombre de s € S tels que s71(1) € [ng+ -+ +np—1+1,n0+ -+ ne] est (ng/r)r!/(no! - nag_1!).

Preuve. En effet, si 0 € &, vérifie 071(1) € [ng+ - +ne_1+1,n0 + -+ ne] alors oo’ aussi pour tout
o’ € 6,. Ainsi 'ensemble considéré est une réunion de classes a droite modulo &,. Pour dénombrer le nombre
de représentants, il suffit de compter le nombre de permutation vérifiant la propriété. Il y en a ny(r — 1)!. On

obtient alors le nombre de classes & droite en divisant par le cardinal d’une classe nq!---ng!. u
Proposition 2.84 — Restriction a G2. Soit r = (ng,...,n4—1) € I.(d), p une représentation irréductible de
S,. On a

d-1 nj 7!

R6882 (ﬂﬂ,p) = @Odimp ' det™ .
J: .

r ngl - ng_1

Preuve. Soit S une famille de représentants de G2\G/D&, formée de matrices de permutations (voir le
lemme 2.82). En appliquant la proposition 22 de [SER], on obtient que

ReS(G}Q (ﬁup) = GBS Ind% ((xr ®p)s)
sE

ou Ty = 5D615_1 NGy et (xr ® p)s désigne la représentation de Ty donnée par

(Xr ®p)s(x) = (Xr ® p) (s~ ws)

pour tout & € Ts. Or, le lemme 2.82 assure que Ty = Go pour tout s € S. Par ailleurs, p(s~'as) = id pour tout
x € Gy et s € S puisque s~ 'xs est diagonale. On en déduit que

Resgz (6LP) =D (Xﬁ)sdim P

seS
De plus, pour s € S, s 1Gys = (Dg-1(1),¢) ot £ est une racine primitive de 'unité. On en déduit que, pour
j€[0,d—1], le nombre de s € S tel que (x,)s = det ™7 est le nombre de s € S vérifiant
sTP1)eno+--+nj_1+1,ng+---+ny4].
d—

1
. ng
= @ dimp™2
=0 r mnol-

Le lemme 2.83 montre alors queResg2 (Br.p) ' det ™7 . (]

e Ng—1

Corollaire 2.85 — Conclusion. Soient d > 2, r > 3, H un hyperplan du groupe de réflexions G(d, 1,r) dans la
classe de Hy et p’ = 3, , une représentation irréductible de G(d,1,r) (avec r = (no,...,nq4—1)) et x un caractére
linéaire de G(d, 1,r).
N T / Sy Jn r!
(¢) L’hyperplan H est p’-bon si Z dim p=—= ——— <d
j=0 r No:---Ng—1-

(7i) L’hyperplan H est p’-excellent si p’ est 'une des représentations suivantes

a) r=(r,0,...,0) et p quelconque (ce sont les représentation de &,.).

b) r =(0,0,...,0,7,0,....,0) et p=1oup=e.

¢)r=(r—1,0,...,0,1,0,...,0) et p=1oup=ce.

d—1 i !
(#74) L’hyperplan H est (o, x)-bon si Y dim p& % <d—nu(x)-
=0 T Mo Ng—1-

Preuve. Les cas p’-bon et (p/, x)-bon découlent immédiatement de la proposition 2.84. Il reste le cas p’-excellent.
La proposition 2.84 assure que nj = 0 pour tout j € [1, d — 1] sauf éventuellement un jo. Si tous les n; pour
j€[1,d—1] sont nuls alors Gy agit trivialement via p’. Sinon, (dimp)C;°; = 1 c’est-a-dire dimp = 1 et
nj, =roung=r—1. u
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2.4.3 ETUDE DES REPRESENTATIONS DE G(de,e,2)

On termine cette section sur G(de, e,r) par I’étude du cas r = 2. Toujours par la méthode de Wigner et
Mackey, on détermine la table de caractére du groupe G(de, e,2) et les types des différents hyperplans.

Notation 2.86 — Représentations irréductibles de Gs. On note dans cette sous-section s la matrice de
permutation associé a la transposition (1,2) dans GLa(C). Les représentations irréductibles du groupe S,
engendré par s sont le caractére trivial 1 et la signature €.

Proposition 2.87 — Caractére linéaire de D(de,e,2). Soient d,e € N*. L’application

Z/deZ x Z/dZ — D(de, ¢, 2) = Hom,, (D(de, e, 2),C*)

(k, k) (diag (o, 8) = a™*(af)~")

est un isomorphisme de groupes.

—

L’action de s sur x € D(de, e, 2) se traduit via A en une action sur Z/deZ x Z/dZ par s(k, k') = (=k,k+ k).
Les points fixes de Z/deZ x Z/dZ sous laction de s sont les (k, k') vérifiant pged (2, e)k = 0[de].

Preuve. Le fait que A soit un isomorphisme de groupes résulte de I'isomorphisme ¢ de la notation 2.57 et de
la théorie des caractéres linéaires de Uge x Uy.
Par ailleurs, comme sdiag (o, 8)s~1 = diag (3, ) et 6*’“(046)”“/ =k (aﬂ)*(’”kl), on obtient le résultat.
On a s(k, k") = (k, k') si et seulement si

k = —k|[de] 2k = 0 [de] 2k = 0 [de]
{k’:k’+k[d] = {k =o0lg {ek::O[de]

ce qui est encore équivalent a pged (2, e)k = 0 [de].

Proposition 2.88 — Le cas d, e impairs. Soient d,e € N* avec d, e impairs. Une famille de représentants des
orbites de Z/deZ x Z./dZ sous I'action de s est donnée par ((0, k") ez/az, (ks k') 1<k<de /2,17 ez/dz)-

Pour k' € Z/dZ, on prolonge A((0,k")) a G(de,e,2) en posant A((0,%"))(dz) = A((0,k"))(d) pour tout
d € D(de, e,2) et x € G3. On prolonge p représentation irréductible de Sy a G(de, €,2) en posant p(dz) = p(z)
pour tout d € D(de,e,2) et € So. On définit alors B ,(dx) = p(dz)A((0,k"))(dz) = p(x)A(0, k')(d) pour
tout d € D(de,e,2) et z € Ga.

Pour (k, k") € [1, de/2] x Z/dZ, on pose B = IndgEZijzggA((kz, k).

La famille ((Brr1, Bk e)iez/az, (Brk') (o)1, dej2]xz/dz) €st une famille de représentants des représenta-
tions irréductibles de G(de, e, 2).

Soit £ € Uy. La table des caractéres de G(de, e,2) est donnée par

diag (o, ) 1

hd ‘ o ‘ Lf }

B 1 5_%/ (aﬁ)_k/ &k /
Bt e £k (aB)~F —¢k

’

B | 26~ FF2KD | (a=k 4 B=F)(aB)~F 0
Une version matricielle de B /) est donnée par

G(de,e,2) — GLy(C)
diag (a,8) +—  diag(a=*(ap)™", 575 (aB)¥)

[ﬂ a} %’ [ﬁ’“(aﬁ)’“’ e

Proposition 2.89 — Le cas e impair, d pair. Soient d,e € N* avec d = 2d’ pair et ¢ impair. Une famille de
représentants des orbites de Z/deZ x Z/dZ sous laction de s est donnée par

((0, k" )wezysaz, (kK ) i<k<dre—1,kezyaz, (d'e, K )ogrr <ar—1)-
Pour k' € Z/dZ, on prolonge A((0,k")) a G(de,e,2) en posant A((0,%"))(dz) = A((0,k))(d) pour tout
d € D(de, e,2) et x € G3. On prolonge p représentation irréductible de G5 a G(de, e,2) en posant p(dz) = p(z)
pour tout d € D(de,e,2) et x € &y. On définit alors By ,(dz) = p(dx)A((0,k"))(dz) = p(x)A(0,k")(d) pour
tout d € D(de,e,2) et z € Ga.
On note A Pensemble A = {[1, d'e — 1] x Z/dZ} U {d e} x [0, d —1]. Pour (k,k’) € A, on pose

G(de,e,2
ﬁk,k’ = IndDEde,e,QgA((k’ kl))



2.4.3 EXEMPLE 2 : LES GROUPES DE REFLEXIONS G(de, e, r) 79

La famille ((Bx,1, Brr e )vrez/azs (Br,kr ) (k,k7)ea) €st une famille de représentants des représentations irréduc-
tibles de G(de, e, 2).
Soit £ € Uy. La table des caractéres de G(de, e,2) est donnée par

diag (o, ) 1

s ‘ a#p Hﬁ }

Bua | € (af)™™ e
Boo| €2 (aB)~* —¢*

6k,k/ 257(k+2k') (Osz +ﬂfk)(a6)fk' 0
Une version matricielle de B /) est donnée par

G(de,e,2) — GLy(C)
diag (a,8) +—  diag(a™*(ap)™", 575 (aB)¥)

[ﬂ a} %’ [ﬂ’“(aﬂ)’“’ e

Proposition 2.90 — Le cas e pair. Soient d,e € N* avec e = 2¢’ pair. Une famille de représentants des orbites
de Z/deZ x Z/dZ sous Paction de s est donnée par
(0, KN wezjaz, (de', K ) wezjaz, (k, k' )1<h<de —1,0ez/dz)-

Pour k' € Z/dZ et 6 € {0,de’}, on prolonge A((d,k")) & G(de, e, 2) en posant A((d,k"))(dx) = A((d, k")) (d)
pour d € D(de,e,2) et © € Ga. Si p représentation irréductible de G2, on la prolonge & G(de, e, 2) en posant
p(dx) = p(x) pour tout d € D(de, e,2) et x € G3. On définit alors, pour d € D(de, e,2) et z € Gs.

Bo p(dx) = p(dx)A((6, k")) (dx) = p(x) A((4, k")) (d)

Pour (k, k') € [1,de’ — 1] x Z/dZ, on pose

G(de,e,2
ﬁk,k’ = IndDEde,e,QgA((kj’ kl))

La famille ((8s,x,1, 05,k ,¢) (5,6 {0,de’} x2/dZ> (Bk.k' ) (kk')e[ 1, de’ —1] x 2/dz) est une famille de représentants des
représentations irréductibles de G(de, e, 2).
Soit £ € Uy, ¢ une racine primitive de® de 'unité et p € Ugy. La table des caractéres de G(de, e, 2) est

diag («, 5) 1 ¢t
uld a#0 {5 } LC w
Bowa | w ¥ (aB) " ¥ ¥
Bowe | w2 (aB)" i
ﬁde’,k’,l H—(de’+2k’) a—de’(aﬁ)—k/ g—k/ _g—k/
ﬁde’,k’,e H—(de’+2k’) a—de’(aﬁ)—k/ _€—k’ €—k’
Brgw | 20~ *H2) | (a7 F 4+ 37 F)(aB) K |0 0

Une version matricielle de (3 x/) est donnée par

G(de,e,2) — GLy(C)
diag (a, ) +— diag(a‘k(aﬁ)_k/,ﬁ_k(aﬁ)_k/)

[ﬁ a} '% {ﬁ—%ﬁ)—k’ e

Preuve. L’action de s sur Z/deZ x Z/dZ montre qu’il suffit de choisir un représentant de Z/deZ modulo laction
x +— —x puis de regarder en détail ce qui se passe lorsque x = —z [de] c’est-a-dire pour = 0 ou & = de/2 si de
pair.

La méthode des petits groupes de Wigner et Mackey donne le résultat. Le calcul de la version matricielle
s’effectue dans la base (1®1,5® 1) de CG(de, €,2) ®cp(de,e,2) Cr,ir 01t C v est 'espace vectoriel C muni de la
structure de D(de, e, 2)-module associée & A((k, k’)). La table des caractéres s’en déduit aussitot. L]

Corollaire 2.91 — Hyperplans non diagonaux. Soient d, e € N*, p une représentation irréductible de G(de, e, 2)
de dimension 2, x un caractére linéaire de G(de, e, r) et H ’hyperplan associé a une réflexion non diagonale.

Alors H est p-bon, p-excellent et (p, x)-acceptable.

Si e est impair, I'hyperplan H est (p, x)-bon si et seulement si x = Oy 1 avec k' € Z/dZ.

Si e = 2¢’ est pair et H est un hyperplan associé a la classe de conjugaison de s alors H est (p, x)-bon si et
seulement si x = Bs 51 avec § € {0,de’} et k' € Z/dZ.
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Si e = 2¢’ est pair et H est un hyperplan associé a la classe de conjugaison de sdiag (¢,(™!) (avec ¢ racine
primitive de 'unité) alors H est (p, x)-bon si et seulement si x = o /1 ou X = Baer ke avec k' € Z/dZ.

Corollaire 2.92 — Hyperplans diagonaux. Soient d,e € N*, (8 v une représentation irréductible de G(de, e, 2)
de dimension 2, x un caractére linéaire de G(de, e, r) et H I'hyperplan associé a une réflexion diagonale.
Pour n € Z, on note n 'unique entier congru & n modulo d et vérifiant 0 <7 < d— 1.
On a nu(Bek k) =k + Kk + k'. Pour e impair et u € {1,e}, on a nu (B, ) Pour e = 2¢’ pair, § € {0,de’} et
u€ {1,e}, on anu(Bsp ) =K. 3
Si k' = 0 alors H est B gr-excellent et donc Gy x-bon et (Bg i, x)-acceptable et nu(Bk ) = k. Pour x =
Bskr o OU X = By avec § € {0,de’'} et u € {1,e}, 'hyperplan H est (Bk,x/, x)-bon si et seulement si est
K+ k' < d.
On suppose k' # 0. Pour x = (554 0u X = Bir o avec § € {0,de’} et u € {1,¢e}, Phyperplan H est
(i) B k-excellent si et seulement si k+ k' =0;
(%) Br,kr-bon si et seulement si k+ k' + k' < d;
(131) (Br,k, x)-bon si et seulement si k + k' + k' + k" < d;
(1v) (Br,x, X)-acceptable si et seulement si d — k" >k + k" oud— k" > k.

Preuve. La réalisation matricielle donne immédiatement les multiplicités des valeurs propres permettant de
calculer ng(Brk,x) et nu(x). On en déduit alors le type des hyperplans. u

2.5 EXEMPLE 3 : LE GROUPE DE REFLEXIONS Goy

Le but de cette section est d’étudier le groupe Go4 et notamment de déterminer les types d’hyperplans pour
les différentes représentations irréductibles. Pour cela, on commence par construire le groupe Go4. On considére
donc le groupe G; = GL3(F3) = SL3(F2) = PSL3(F2). C’est un groupe simple a

(22 —1)(22—2)(23—22) =168 =2%-3-7

éléments. En effet, le cardinal de Gy est celui de I'ensemble des bases de Fy? : il s’agit donc de choisir un vecteur
non nul puis un vecteur qui n’est pas dans la droite engendré par le précédent et enfin un vecteur qui n’est pas
dans le plan engendré par les deux premiers.

Lemme 2.93 — Elément d’ordre 2 dans GL3(F3). Il y a une seule classe de conjugaison d’éléments d’ordre 2
dans GL3(F2). Elle est constituée de 21 éléments.

Preuve. Soient w un élément d’ordre 2, 7, son polynéme minimal et y,, son polyndéme caractéristique. Comme
u est d’ordre 2, on a u? —id = 0 et donc 7, un diviseur de X? —1 = (X — 1)%. Si 7, = X — 1 alors u = id
n’est pas d’ordre 2. On en déduit que 7, = (X —1)? et donc y,, = (X — 1)3 puisque le polynéme caractéristique
et le polynéme minimal de v ont les mémes facteurs irréductibles. En dimension 3, les classes de conjugaison
sont caractérisées par le polynoéme minimal et le polynéme caractéristique (voir [BPM, application 6.101]).
L’ensemble des éléments de G d’ordre 2 forment donc une classe de conjugaison dont un représentant est

1 1 0
u= (0 1 0].
0 0 1

On cherche a présent les éléments v de G; qui commutent avec u. Un tel v laisse fixe Im (u — id) = ey et
Ker (u — id) = vect (e, e3). Il est donc de la forme

a b ¢
v= 10 d 0f.
0 e f

Le calcul uv = vu donne a = d. Comme v doit étre inversible, on obtient a = d = 1 sinon la premiére colonne est
nulle. De plus, en développant le déterminant de v par rapport & la premiére colonne, on obtient 0 # detv = f
et donc f = 1. Finalement,

Q=
= O 0
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Il y a donc 8 éléments dans G; qui commutent avec u et la classe de conjugaison de u a 168/8 = 21 éléments.

Lemme 2.94 — Représentations irréductibles de GL3(F2). On note G; = GL3(FF3). Soient V un C-espace
vectoriel de dimension finie et p : G; — GL(V) une représentation irréductible de G;. Alors p(G1) C SL(V).

Les degrés des représentations irréductibles de G sont 1,3,3,6,7 et 8. La représentation de degré 1 est la
représentation triviale.

Preuve. Le sous-groupe [G1, G1] de G1 est un sous-groupe distingué donc [G1, G1] = G; puisque G; est simple
non commutatif. On a alors p(G1) = [p(G1), p(G1)] C [GL(V), GL(V)] C SL(V).

Les représentations de dimension 1 de Gy sont celles de G2P = G1/[G1,G1] = {1}. Ainsi, G; admet une
seule représentation de dimension 1 : la représentation triviale.

Montrons que G; n’admet pas de représentation irréductible de dimension 2. Raisonnons par l'absurde et
considérons p : G; — GL(V) une représentation irréductible sur C de dimension 2. Le noyau de p est un sous-
groupe distingué de G;. Comme Gy est simple, on a Ker p = {1} ou Ker p = G;. Dans le deuxiéme cas, G; agit
trivialement sur V et donc la représentation n’est pas irréductible puisque dimV = 2. On en déduit que p est
injective. En particulier, si g est d’ordre 2 dans G; alors p(g) est d’ordre 2 et donc son polyndme minimal 7,
divise X? — 1= (X —1)(X + 1). On a donc les possibilités suivantes.

(i) mg = X — 1 et donc p(g) = id ce qui contredit le fait que p(g) est d’ordre 2.
(17) mg = X+ 1 et donc p(g) = —id € Zp(G1). Comme p est un isomorphisme de G; sur p(G1), on obtient
g € ZG1. Comme g # 1, cela contredit la simplicité de Gj.
(i71) 7y = (X — 1)(X + 1). Comme 7, divise le polynéme caractéristique x, de p(g) qui est de degré 2, on a
Xg = X? — 1 et donc det p(g) = —1 ce qui contredit le fait que p(Gy) C SL(V).

Les trois cas sont impossibles et on aboutit bien & une contradiction.
Pour déterminer le nombres et les degrés des représentations irréductibles de Gy, on utilise les résultats
suivants ([SER]) :

(i) les dimensions des représentations irréductibles divisent 'ordre du groupe;;

(7i) il n’y qu’une représentation irréductible de degré 1 et il n’y en a pas de degré 2;
(7i7) le nombre ¢ de représentations irréductibles est égal au nombre de classe de conjugaison de Gy.
(iv) |G1] = n1% + - - 4+ n,? ot les n; sont les dimensions des représentations irréductibles de Gi.

Commengons par déterminer le nombre de classes de conjugaison de Gi. On est en dimension 3, donc une
classe de conjugaison est déterminée par son polynéme minimal et son polynéme caractéristique. Pour u € Gy,
on note 7, son polyndme minimal et y, son polyndéme caractéristique. Le polynéme Yy, est alors unitaire de
degré 3 et son terme constant n’est pas nul puisque u est inversible. On a donc les possibilités suivantes pour
Xu

(i) Xu = X3+ X2+ 1;
(i1) Xu = X3+ X +1;
(iii) xu = X2+ X2+ X+ 1= (X — 1)3;
() xu = X3+1=X3-1=(X-1)(X2+ X +1).

Dans les cas (i) et (ii), xu est irréductible sur Fo puisqu’il est de degré 3 et n’a pas de racines dans Fs.
Comme 7, | Xu, on en déduit que m, = X, et chacun des deux polynomes X3 + X + 1 et X3 4+ X? 4 1 détermine
une classe de conjugaison.

Digression sur les éléments d’ordre 7. Si u est dans 'une de ces deux classes de conjugaison alors u est
d’ordre 7. En effet, on a

(XB+X+1)(XP+X2+1)(X-1)=X"—1. (%)

Ainsi " = 1. Et comme Y, € {X3 +X+1,X3+ X2+ 1}, u # 1 et donc u est d’ordre 7.

Par ailleurs, comme x, = 7, pour chacune de ces deux classes de conjugaison, le commutant C(u) de u est
Falu] = Fa[X]/{my). Comme 7, est irréductible de degré 3, on en déduit que Fao[u] = Fg. Ainsi le centralisateur
de u dans Gy a 7 éléments : ce sont les éléments inversibles de C(u) = Fa[u] = Fg. Chacune des deux classes de
conjugaison a donc 168/7 = 24 éléments.

Par ailleurs un élément d’ordre 7 de Gy vérifie u” — 1 = 0. Son polynéme minimal est donc un diviseur de
X7 — 1 de degré inférieur ou égal & 3 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. La factorisation en irréductible
de X7 — 1 donnée par (x) assure que 7, = X> + X + 1 ou X3 + X2 + 1 ou X — 1. Le dernier cas est impossible
puisqu’alors u = id n’est pas d’ordre 7.

Finalement les deux classes de conjugaison donnée par (4) et (i7) sont les classes de conjugaison des éléments
d’ordre 7. Il y a donc 48 éléments d’ordre 7 et donc 8 7-Sylow dans G;. Fin.
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Dans le cas (iii),onam, = (X—1)oum, = (X—-1)2=X%2—-1oum, = (X—1)? ce qui donne trois nouvelles
classes de conjugaison.

Digression sur les éléments d’ordre 1,2 ou 4. La classe de conjugaison déterminée par 7w, = X — 1 est celle
de I'identité. La classe de conjugaison déterminée par m, = X? — 1 est celle des éléments d’ordre 2 (voir le
lemme 2.93). Enfin la classe de déterminée par m, = (X — 1)® est celle des éléments d’ordre 4. En effet, si
7w = (X = 1) alors (u —id)* = u* —id = 0 et donc l'ordre de u est 1, 2 ou 4. Si u est d’ordre 1 alors
7y =X —1# (X —1)3, si uest dordre 2 alors 7, = X? — 1 # (X — 1)3. Ainsi u est d’ordre 4. Réciproquement
si u est d’ordre 4 alors u* —id = 0. Le polynome minimal est donc un diviseur de X* — 1 = (X — 1)* de degré
inférieur ou égal & 3 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. Ainsi 7, = (X — 1)® avec i € {1,2,3}. Le cas
i =1et i=2sont a exclure puisqu’ils donnent des éléments d’ordre 1 et 2. Finalement la classe de conjugaison
déterminée par 7, = x, = (X — 1) est celle des éléments d’ordre 4.

Déterminons le nombre d’éléments d’ordre 4 c’est-a-dire le cardinal de la classe de conjugaison déterminée
par m, = Xu = (X — 1)%. Comme 7, = Yy, le commutant C(u) de u est Fa[u] = F2[X]/{(X — 1)3). Ainsi le
centralisateur de u dans Gy est formé des éléments inversibles de C(u) = Fa[u]. Or les éléments inversibles de
Fa[u] = F2[X]/(X — 1)3 sont en bijection via la surjection canonique avec les polynomes de degré inférieur ou
égal & 2 qui sont premiers avec 7, = (X — 1)? c’est-a-dire qui ne sont pas divisible par X — 1. Les éléments
non inversibles de C(u) sont donc les éléments de (X — 1)F3[X]/(X — 1)3 ~ F2[X]/(X — 1)2. Finalement il y a 4
éléments non inversible dans C(u) et 4 éléments inversibles. Il y a donc 168/4 = 42 éléments d’ordre 4 dans G .
Fin.

Dans le cas (iv), on a m, = Y. En effet, X2 + X + 1 est irréductible sur Fy car il est de degré 2 et n’a pas de
racines dans Fo. Comme le polynéme minimal et le polynome caractéristique font intervenir les mémes facteurs
irréductibles, on a I’égalité voulue et donc une nouvelle classe de conjugaison.

Digression sur les éléments d’ordre 3. Si u est dans cette classe de conjugaison alors u est d’ordre 3. En effet,
on a u® = id et u # id puisque 7, # X — 1. Réciproquement, si u est d’ordre 3 alors X? —1 = (X —1)(X2+X+1)
est un polynéme annulateur de u. Le polynéme minimal de u est donc un diviseur de (X — 1)(X? + X + 1).
Ainsi w, € {X —1,X24+X+1,X3— 1}. Le premier cas est impossible car alors © = id n’est pas d’ordre 3.
Le deuxiéme cas est impossible car X + X + 1 est irréductible. En effet, comme le polynéme minimal et le
polynéme caractéristique ont les mémes facteurs irréductibles, on a x,, = (X2 + X+ 1)" qui est de degré 3 ce qui
est absurde. Ainsi 7, = X? — 1. Ainsi la classe de conjugaison x, = 7, = X? — 1 est celle des éléments d’ordre 3.

Déterminons le nombre d’éléments d’ordre 3 dans G; c’est-d-dire le nombre d’éléments de la classe de
conjugaison déterminée par 7, = x., = (X — 1)%. Comme Y, = m,, le commutant C(u) de u est

Fafu] = Fo[X]/(m,) = Fa[X]/X — 1 x Fa[X]/(X2 + X + 1),

Comme X2 + X + 1 est irréductible de degré 2, on en déduit que Fo[u] = Fy x F4. Ainsi le centralisateur de u
dans G; qui est C(u)* = Fa[u]* a 3 éléments. Il y a donc 168/3 = 56 éléments d’ordre 3 dans G; et donc 28
3-Sylow dans Gy. Fin.

Finalement, on obtient 6 classes de conjugaison et donc 6 représentations irréductibles de Gj.

On suppose que n; < -+ < ng. Comme 132 = 169 > |G1| = 168, on obtient n; < 13. De plus, n; divise
|G1| done n; € {1,2,3,4,6,7,8,12}. Comme 2 n’est pas le degré d’une représentation irréductible de Gy, on a
n; € {1,3,4,6,7,8,12}. Enfin, G; n’a qu’une seule représentation irréductible de dimension 1. On en déduit que
ny=1letn; €{3,4,6,7,8,12} pour i > 2.

Montrons que ng = 8. Si ng = 12 alors 36 =4 - 32 < no?2 +n3? + nu? +ns? = 168 — 1 — 144 = 23. Si ng < 4
alors n? + n3? 4+ ny? + ns? + ng? = 167 < 5-42 = 80. Si ng = 6 alors par raison de parité ns = 3 et on a
nz?4+ng+ns? = 122 < 3-6% = 108. Ces trois inégalités étant absurdes, on en déduit que ng € {7,8}. Il reste donc
a écarter le cas ng = 7. Sing = 7 alors no?+n324n424n52 = 118. On ne peut avoir ny = 7, sinon on aurait ns = 7
et na2 +n3? = 20. Cela imposerait alors ny, n3 € {3,4} et 20 = ny? +n3? € {18,25,32} ce qui est absurde. Ainsi,
sing = 7 alors ny € {3,4,6}. Sins = 7 alors na? +n3%+n4? = 69 et ny, n3, ng € {3,4,6}. Par raison de parité, on
a nécessairement ny = 3 et donc nz? + ny? = 60. Mais nz? + n4? € {18,25,32,45,52, 72} et donc ns € {3,4,6}.
Si ne = 3 alors par raison de parité, on a aussi ng = 3 et donc n4%+ns? = 100 < 62462 = 72. On en déduit que
ng € {4,6}. On a alors n; € {4,6} pour 2 < i <5 et donc 118 = ny? + n3? + ny? + ns? € {64,84,104,124, 144},
Finalement ng # 7 et donc ng = 8.

Montrons & présent que ns = 7. Comme ng = 8, il reste ns? + ng? + n4? + ns?2 = 103. Si ns = 8 alors
192 4+ n3? + n4? = 39 < 49 donc ny < 6. Par parité, on a alors ne = 3 et donc n3? + n4? = 30. On en déduit
que 1y < 4. Ainsi 30 = nz? +ny4’ € {18,25,32} et donc n5 # 8. Si ny = 6 alors par parité, on a ng = 3 et donc
n3? + n4? =58 € {18,25,32,45,52,72} ce qui donne ns # 6. Si n5 < 4 alors 103 = n9? + n3? + ny? 4+ ns? <
4 .42 = 64. Finalement ns = 7 et ny? 4+ n3? 4+ na? = 54.

Montrons que ng = 6. Si ny < 4 alors 54 = ns? + n3? + ny? < 3-42 = 48. On en déduit que ny € {6,7}. Si
na = 7 alors na? + n3? = 5 ce qui est absurde puisque ns > 3. On obtient bien ny = 6.
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On a alors ns? 4+ n3? = 18 et donc ny = ng = 3. Finalement, les dimensions des représentations irréductibles
de Gy sont 1,3,3,6,7 et 8.

Lemme 2.95 — Valeurs des caractéres de GL3(F3) sur les éléments d’ordre 2. Soit g € GL3(F2) un élément
d’ordre 2 et p : GL3(F2) — GL(V) une représentation irréductible de GL3(F2) sur un C-espace vectoriel V de
dimension finie. On note x le caractére de p. On a le tableau suivant :

dimV |[1| 3 |[6] 7 |8
x(g) |1]|—-1]2|-1/0

Preuve. SidimV =1 alors p est la représentation triviale et x(g) = 1.

Lorsque dim'V > 1, p est injectif. En effet, Ker p est un sous-groupe du groupe simple de G; = GL3(F2).
Ainsi Kerp = {1} ou Ker p = G;. Dans le deuxiéme cas, on en déduit que p(g) = 1 pour tout g € G;. Comme
dimV > 1, la représentation n’est pas irréductible. Ainsi p réalise un isomorphisme entre Gy et p(Gy). En
particulier, comme G est simple, son centre et donc celui p(Gy) est trivial. Ainsi p(Gy) ne contient pas d’autres
homothétie que idy et si ¢’ # 1 alors p(g’) # idy. De plus, p(g) est d’ordre 2 c’est-a-dire une symétrie distincte
de idy. Il existe donc une base de V dans laquelle la matrice de p(g) est diag (1,...,1,—1,...,—1). Par ailleurs,
le lemme 2.94 assure det p(g) = 1. Ainsi le nombre de —1 sur la diagonale est pair.

Finalement, on déduit du paragraphe précédent que pour dimV > 1, la multiplicité de la valeur propre —1
est paire strictement positive et distincte de dim V. Ainsi si dim V = 3, la multiplicité de la valeur propre —1 est
2 et x(g) = —1. Si dim'V = 6, la multiplicité de la valeur propre —1 est 2 ou 4 et x(g) € {2,—-2}. SidimV =7,
la multiplicité de la valeur propre —1 est 2, 4 ou 6 et x(g) € {3,—1,—5}. Si dimV = 8, la multiplicité de la
valeur propre —1 est 2, 4 ou 6 et x(g) € {4,0,—4}.

Pour déterminer les valeurs précises de x(g) lorsque dim'V € {6, 7,8}, on utilise le caractére de la représen-
tation réguliére. On note xg (resp. x7, xs) la valeur de x(g) lorsque dimV = 6 (resp. 7, 8). On a alors

1-143-(-1)+3-(-1)+6xs+ 7x7+8xs =0.

En réduisant modulo 8, on obtient 3 —2xs— x7 = 0[8]. Si x7 = 3 alors 2xs = 0 8] ce qui est absurde. Si x7 = =5
alors 2y = 0[8] ce qui est absurde. Finalement y7 = —1. En réduisant modulo 3, on obtient 1+ x7 — xs = 0 ce
qui impose xs = 0[3] et donc xs = 0. En réduisant modulo 7, on obtient 2 — x + x5 = 0[7] et donc xg = 2[7]
et donc xg = 2.

Proposition 2.96 — Le groupe G24. Soient p : Gy — GL(V) une représentation irréductible de Gy de dimension
3 et g € Gy d’ordre 2. Alors —p(g) est une réflexion.

On pose G = (—p(g), ¢ € G;i d'ordre 2). Le groupe G C GL(V) est un groupe de réflexion complexe
irréductible. On a G = p(G1) x {—1,1} et les réflexions de G sont les éléments de la forme —p(g) pour g € Gy
d’ordre 2. Elles sont d’ordre 2, il y en a 21 et elles sont toutes conjuguées.

Les degrés caractéristiques de G sont 4,6 et 14. De plus, G n’est pas un groupe de Coxeter et est primitif.
On a G = Goy.

Preuve. Le lemme 2.95 assure qu’il existe une base de V dans laquelle la matrice de p(g) est diag (—1,—1,1).
Ainsi —p(g) est une réflexion.

Comme G C #p(G1), on en déduit que G est fini et engendré par des réflexions. Ainsi G est un groupe
de réflexion complexe. De plus, comme —idy ¢ p(Gy1) (puisque p(G1) C SL(V)), on en déduit que £p(Gy) =
G; x {—1,1}. Par ailleurs, on considére dans G les éléments d’ordre 2

1 0 0 1 01 1 0 1
u= |0 1 1}, v=|(0 1 0 et w= 1|0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ils vérifient uvw = Ids. On obtient ainsi (—p(u))(—p(v))(—p(w)) = —id € G. De plus, G1 = SL3(F2) est engendré
par les transvections qui sont d’ordre 2 puisqu’on travaille sur Fo. On en déduit que p(G;) est engendré par
les p(g) pour g d’ordre 2. Comme p(g) = (—p(g))(—id) € G pour g d’ordre 2, on en déduit que p(G1) C G.
Finalement, comme —id € G, on a aussi —p(G1) C G et donc G = £p(G1) = p(G1) x {—1,1}.

Ainsi G est un groupe de réflexions complexes d’ordre 336 qui agit de fagon irréductible sur V puisque son
sous-groupe p(Gy) agit déja sur V de fagon irréductible. De plus, comme G = +p(G1), on a detG C {—1,1}.
Les réflexions de G sont donc nécessairement d’ordre 2 et contenu dans —Gj. Il s’agit donc de I’ensemble
{—p(g),g d’ordre 2} qui est de cardinal 21 puisque p est injectif (voir le lemme 2.93). De plus, toujours grace
au lemme 2.93, elles sont toutes conjuguées.

Déterminons & présent les degrés caractéristiques de G. On les note dy < da < d3. On a alors
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didyd; =2-168=1336 et  di+dp+ds =24,

De plus, G agit de fagon irréductible sur V puisque c’est déja le cas pour Gi. On en déduit que d; > 2 et donc
d; < 20. On a aussi ds > 8 puisque 24 = d; +do+ds < 3dsz et sids =8 alors dy = do = d3 = 8 et 336 = 83 = 29
ce qui est absurde. Comme ds est un diviseur de 336, on a d3 € {12,14,16}. Si d3 = 12 alors d; + d2 = 12 et
d1dy = 28 mais le polyndme X2 — 12X 4 28 n’a pas de racines entiéres. Si ds = 16 alors di +ds = 8 et dydy = 21
mais le polynome X2 — 8X + 21 n’a pas de racines entiéres (on pourrait aussi éliminer ce cas par le fait que d;
est pair pour tout ¢ puisqu’'un polynéme invariant sous G n’a que des composantes homogénes paires puisque
—id € G). Donc d3 = 14 et dy +da = 10 et d1dy = 24. Ainsi d; et ds sont racines de X2 — 10X 4 24 ce qui donne
diy =4 et do = 6 et ds = 14. Le groupe G n’est donc pas un groupe de Coxeter puisque d; # 2 pour tout i (voir
la proposition 1.69).

On suppose que G est imprimitif. Comme G agit sur un espace de dimension 3, on obtient une décomposition
de V de la forme V= V{® Vs avec dim V; = i oude la forme V=V, ® VB V3 avec dim V; = 1. Dans le premier
type de décomposition, les sous-espaces V; sont stables par G par raison de dimension. Comme G agit de facon
irréductible sur V, la premiére situation est impossible. On en déduit qu’il existe un morphisme § : G — G3.
De plus, §(G) est un sous-groupe transitif sur {1,2,3} car G agit de fagon irréductible. Ainsi §(G) = &3 ou
§(G) = U3 = Z/37Z. Par composition avec l'inclusion de G; — G = G; x {—1, 1}, on obtient une morphisme de
G1 dans G3 ou 3. La simplicité de G; montre alors que ce morphisme est trivial : le noyau du morphisme n’est
pas {1} puisque 3 < 6 < 168 et donc est G;. Ainsi le noyau de ¢ est d’indice 1 ou 2 dans G et donc I'image est
de cardinal 1 ou 2 ce qui contredit le fait que 6(G) = &3 ou 63 = 3. Le groupe G est donc primitif. On regarde
alors la classification de Shephard et Todd et gréice aux d;, on trouve Gog.

Corollaire 2.97 — Etude des hyperplans de Gos. Les caractéres linéaires de Goy sont le caractére trivial et
le déterminant. Les degrés des représentations irréductibles de Go4 sont 1,1,3,3,3,3,6,6,7,7,8,8.

Il n’y a qu’une seule classe de conjugaison de réflexions et qu’une seule classe de conjugaison d’hyperplans
(qu’on note C) dans Gay. On a le tableau suivant

p 1113101 (3:;,1 601701 |(8R1 1R |310ec|3:Q0e|6®Re | TR |8R®Re
det(p) 1 1 1 1 1 1 det det det 1 det 1
(njo(Pogi<r | (L,0) | (1,2) | (1,2) | (4,2) | (3,4) | (4,4) | (0,1) | (2,1) | (2,1) | (2,4) | (4,3) | (4,4)
nc(p) 0 2 2 2 4 4 1 1 1 4 3 4
ec —nc(l) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ec — nc(det) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
p — exc. oui non non non | non | non | oui oui oui non | non | non
p — bon oui non non non | non | non | oui oui oui non | non | non
(p,1) —bon oui non non | non | non | non | oui oui oui non | non | non
(p,det) —bon | oui non non | non | non | non | non | non non | non | non | non
(p,1) — acc. oui oui oui oui | non | non | oui oui oui non | oui | non
(p,det) —acc. | oui non non | non | non | non | oui oui oui non | oui | non

Preuve. Les représentations irréductibles de {—1,1} sont la triviale 1 et l'inclusion € : {—1,1} — C*. Par
ailleurs, G = G x {—1,1}. Ainsi les représentations irréductibles de G sont les p® p’ o p est une représentation
irréductible de G; et p’ une représentation irréductible de {—1,1}. On nomme les représentations irréductibles
de Gy suivant leur dimension : 1,31,32,6,7 et 8. On trouve ainsi deux représentations irréductibles de degré 1
pour G. Comme det et 1 sont deux caractéres linéaires distincts, on a ainsi les deux représentations irréductibles
de dimension 1

Comme on I’a vu dans le lemme 2.96, il n’y a qu’une seule classe de conjugaison de réflexions et donc qu’une
seule classe de conjugaisons d’hyperplans. On aurait alors utiliser le théoréme 1.47 pour calculer les caractéres
linéaires de G.

Expliquons & présent le tableau (voir les notations a la définition 2.3, & la notation 1.42 et a la remarque 1.45).

(i) La premiére ligne donne la représentation irréductible.
(7i) La deuxiéme ligne donne le déterminant de la représentation en question. Pour calculer ce déterminant,
il suffit de vérifier le comportement sur les réflexions et donc de vérifier la parité de la multiplicité de —1
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comme valeur des réflexions (ligne 3).
(7i7) La troisiéme ligne donne les multiplicités des valeurs propres 1 et —1 pour 'action des réflexions.

1
(tv) La quatriéme ligne calcule Y jnjc(p) = ni,c(p).
j=0
(v) Les cinquiéme et sixiéme ligne calcule deux quantités indépendantes de p auxquelles il faut comparer
nc(p) pour savoir si C est ou non p-bon, p-excellent, etc.
(vi) Les lignes 7 a 12 répondent a la question C est-elle une classe p-bonne, p-excellente, etc. (voir la défini-
tion 2.3 et les remarques 2.4 et 2.5).

Bilan. On note M D'espace vectoriel de la représentation p. L’algébre (S(V*) @ A(M*))X est une S(V*)©-
algébre extérieure si p € {1,det,3; ® €,32 ® £}. Les représentations 31 ® € et 32 ® ¢ désigne la représentation
de réflexions et sa conjuguée. Pour les autres représentations, il est nécessaire d’inverser les formes linéaires
correspondant aux hyperplans de C pour appliquer la proposition 2.20.
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CHAPITRE 3

RAPPELS : CATEGORIES

Ce chapitre propose des rappels en vue du chapitre 4. 11 est divisé en quatre sections. Dans la section 3.1,
on rappelle juste la définition d’algébre symétrique. La section 3.2 est, quant a elle, consacrée & des rappels
sur 'adjonction. On y définit en particulier les objets qu’on cherche a annuler dans le chapitre 4 : les objets
M-split. La section 3.3 regroupe des résultats sur les catégories abéliennes et triangulées qui seront utilisés en
permanence dans le chapitre 4. Enfin, on termine ce chapitre de rappel, par une section dédiée aux complexes
dans une catégorie additive qui servira dans la section 4.1.

3.1 ALGEBRE SYMETRIQUE

Dans cette section, on rappelle la définition des algébres symétriques qui servira pour les contre-exemples 4.12
et 4.13. Avant d’arriver a la définition d’algébre symétrique (dans la sous-section 3.1.2), on étudie certaines formes
linéaires : les formes centrales et les formes symétrisantes.

Dans cette section, R désigne un anneau commutatif unitaire et A une R-algébre associative unitaire.

3.1.1 FORME LINEAIRE

Dans cette sous-section, on définit et étudie briévement certaines formes linéaires sur A qui sont a la base de la
définition d’algébre symétrique : les formes centrales (définition 3.1) et les formes symétrisantes (définition 3.3).

FORME CENTRALE

Les formes centrales sur A sont celles qui compensent le défaut de commutativité de A. Ce lien avec la
commutativité leur donne des propriétés importantes vis-a-vis de linéarité (lemme 3.2).

Définition 3.1 — Forme centrale. Soit ¢t € A* = Homp (A, R). On dit que ¢ est une forme centrale sur A si
pour tous a,a’ € A, on a t(aa’) = t(a’a). On note CF(A) I'ensemble des formes centrales sur A.

Lemme 3.2 — Linéarité. L’application
{A* — Homg (A, A¥)
A

t —t:a— (b t(ab))
est un morphisme de A-modules-A.
Pour t € CF(A), l'application

A — A*
A(t) =t: {

a — (b t(ab))
est un morphisme de A-modules-A.
Preuve. On considére les structures naturelles de A-module de A et de A* (voir exemple 1.4). En suivant la

définition 1.2, on munit alors Homg (A, A*) d’une structure de A ® A°P-module c’est-a-dire de A-module-A. On
a ainsi

Va,be A, VfeHomgr(AA*), Vm,n€A, (a- f-b)(m)(n) = f(bm)(na).

Pour tout t € A*, application ¢ est R-linéaire. L’application A est bien stir R-linéaire. De plus, pour t € A* et
a,b,m,n € A, on a

A(a-t-b)(m)(n) = (a-t-b)(mn) =t(bmna) et (a-A(t) - b)(m)(n) = A(t)(bm)(na) = t(bmna).
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Ainsi A est bien un morphisme de A-modules-A.
Supposons & présent que ¢ soit une forme centrale et calculons ¢((b ® ¢) - a) = t(bac). On a

~

t(bac)(d) = t(bacd) = t(acdb) = t(a)(cdb).
Or, d’aprés Pexemple 1.4, on a #(a)(cdb) = ((b® ¢) - t(a))(d) et t est un morphisme de A-modules-A. L]

FORME SYMETRISANTE

Aux propriétés de commutativité des formes centrales, on ajoute une propriété de bijectivité pour obtenir
les formes symétrisantes. On peut alors décrire toutes les formes centrales et toutes les formes symétrisantes
(lemme 3.4).

Définition 3.3 — Forme symétrisante. Une forme linéaire t € A* est appelée forme symétrisante sur A si ¢
est une forme centrale et si application associée t est bijective. D’aprés le lemme 3.2, 'application t est alors
un isomorphisme de A-modules-A.

Lemme 3.4 — Ensemble des formes centrales et des formes symétrisantes. Soit ¢ une forme symétrisante
sur A.

(1) La restriction de ¢ a ZA réalise une bijection entre ZA et I'ensemble des formes centrales sur A.
(i1) La restriction de ¢ a ZA* réalise une bijection entre ZA* et 'ensemble des formes symétrisantes sur A.

Preuve. Commengons par (). La forme tA(a)Est centrale si et seulement si t(a)(bc) = f(a)(g\b) pour tous b, c € A.
Or t(a)(be) = t(abe) = t(cab) = t(ca)(b) et t(a)(cb) = t(acb) = t(ac)(b). Ainsi, la forme t(a) est centrale si et
seulement si t(ac) = t(ca) pour tout ¢ € A. Comme t est bijective, la forme ¢(a) est centrale si et seulement si
ac = ca pour tout ¢ € A si et seulement si a € ZA.

Passons a (ii). Soient a,b, ¢ € A, on a t(a)(b)(c) = t(a)(bc) = t(abc) = t(ab)(c). D’on,

—

Va,beA, t(a)(b) = t(ab).

Supposons que a € ZA*, alors tA(a) est une forme centrale. De plus, comme ¢ est bijective et a inversible, on a

—_—

t(a)(b) = t(a) (b)) < t(ab) =t(al') <= ab=ab < b=1V.
Par ailleurs, toute forme linéaire s’écrit f = £(b) = t(aa~'b) = t(a)(a~'b). L’application #(a) est donc bien
bijective. R
Supposons & présent que t(a) soit une forme symétrisante. On sait déja que a € ZA. De plus, il existe b € A
tel que t(a)(b) = t. Ainsi (ab) = t(1). Comme % est bijective, on en déduit que ab = 1. Comme a € ZA, on a
aussi ba =1 et donc a € ZANAX =ZA*, u

3.1.2 ALGEBRE SYMETRIQUE

On peut a présent définir les algébres symétriques et donner I’exemple fondateur des algébres de groupes.
Définition 3.5 — Algébre symétrique. Soit A une R-algébre associative unitaire. On dit que A est une R-algébre
symétrique si A est un R-module projectif de type fini et s’il existe une forme symétrisante sur A.

Exemple 3.6 — Algébre de groupe. Soit G un groupe fini. L’algébre RG du groupe G sur R est une R-algébre
symétrique. En effet, RG est un R-module libre de rang |G| et 'application

RG — R
D Agg — M
g€G
est une forme symétrisante. u

3.2 ADJONCTION

Dans cette section, on étudie la notion de paire de foncteurs adjoints. On commence dans la sous-section 3.2.1
par la définition de paire adjointe et la construction de I'unité et de la counité. On montre ensuite comment la bi-
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jection naturelle d’adjonction s’exprime en fonction de I'unité et de la counité. Ensuite, dans la sous-section 3.2.2,
on étudie les conditions pour que 'unité et la counité soient un monomorphisme ou un épimorphisme en vue de
la section 4.2 (voir 'hypothése 4.14). Enfin, dans la sous-section 3.2.3, on définit les objets qui seront le sujet
central du chapitre 4 : les objets M-split.

3.2.1 ADJONCTION : DEFINITION, UNITE ET COUNITE

Dans cette sous-section, on définit la notion de paire adjointe et les transformations naturelles qui lui sont
associées : 'unité et la counité. Dans la remarque 3.10, on montre comment retrouver la bijection naturelle
d’adjonction a partir de I'unité et de la counité. Cette remarque et son corollaire 3.11 seront notamment utiles
dans la démonstration de la caractérisation des objets M-split (voir la proposition-définition 3.21) mais aussi
tout au long du chapitre 4. Enfin, on termine cette sous-section par un exemple de paire biadjointe associée a
une algebre symétrique.

Définition 3.7 — Foncteurs adjoints, triplet adjoint et paire biadjointe. Soient 4,%’ deux catégories,
F:¢ —%€ et G:%— % deux foncteurs. On dit que (F, G) est une paire adjointe s’il existe une transformation
naturelle ¢ = (px,v)x,veexe telle que, pour tout couple d’objets (X,Y) € € x ¢,
ox,y : Home (FY, X) — Home (Y, GX)

soit un isomorphisme. Dans ces conditions, on dit que F est un adjoint a gauche de G et G un adjoint & droite
de F.

Si (F,G) et (G,F) sont deux paires adjointes, on dit que (F,G) (ou (G,F)) est une paire biadjointe. On
notera {F, G} pour une paire biadjointe.

Soient F : €' =% et L,R : € — %" trois foncteurs. On dit que (F,L,R) est un triplet adjoint si (L, F) est
une paire adjointe et (F,R) aussi.

Définition 3.8 — Unité et counité. Soient ¥, %" deux catégories, F : €' — % et G : ¥ — %' deux foncteurs
tels que (F, G) soit une paire adjointe. Pour X € € et Y € €”, on pose

ex = px.ax (idgx) : FGX — X et ny = ¢ry y(idry) : Y — GFY .

On dit que la transformation naturelle ¢ : FG — idg est la counité de la paire (F,G) et que la transformation
naturelle 7 : idg — GF est I'unité de la paire (F, G).

Remarque 3.9 — Naturalité de I'unité de la counité. Soient ¥, %’ deux catégories, F: ¢’ =% et G: € — %"’
deux foncteurs tels que (F, G) soit une paire adjointe.

Montrons que l'unité et la counité € et 1 de la paire (F, G) sont bien des transformations naturelles. Soient
X, X’ deux objets de & et f : X — X’. La naturalité de ¢ assure la commutativité des diagrammes

Hom,, (FGX, X) 2% Hom,, (GX, GX) Homy, (FGX/, X') %X Hom,,, (GX, GX')
HomW(FGX,f)l lHom{/(GX,Gf) Hong(FGf,X')l lHom%,,(Gf,GX')
Homy, (FGX, X) %X Hom,,, (GX, GX') Homy, (FGX, X') 2% Hom,,, (GX, GX')

En appliquant le premier diagramme a ex € Homy (FGX,X), on obtient Gf = ¢x/ ax(fex). En appliquant
le deuxiéme diagramme a ex: € Hom (FGX',X’), on obtient Gf = ¢x: gx(ex: FGf). La bijectivité de ¢x/ ax
donne alors la naturalité de ¢.

Soient Y,Y’ deux objets de €’ et g : Y/ — Y. La naturalité de ¢ assure la commutativité des diagrammes

Hom, (FY,FY) 2% Hom,,, (Y, GFY) Home (FY', FY") ™Y Hom.,, (Y', GFY’)
Hom%,(Fg,FY)l lHom{, (9,GFY) Hom{(FY',Fg)l lHom%/ (Y',GFg)
PrY,Y’ PrY,Y’
Home (FY',FY) ——= Hom., (Y', GFY) Home (FY',FY) —— Hom, (Y', GFY)

En appliquant le premier diagramme a idpy € Hom (FY,FY), on obtient nyg = ¢ry,y/(Fg). En appliquant
le deuxiéme diagramme & idpy: € Home (FY’,FY’), on obtient gry v/(Fg) = GFgny,. On obtient ainsi la
naturalité de 7. u

Remarque 3.10 — Calcul de ¢ en fonction de l'unité et de la counité. Soient %,%’ deux catégories,
F:% —% et G: € — % deux foncteurs tels que (F,G) soit une paire adjointe. On note £ et n l'unité et la
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counité de la paire (F,G). On peut alors retrouver ¢ a partir de € et 7. De fagon précise, pour les objets X € €
et Y € €’ et les morphismes f € Hom(FY,X) et g € Hom (Y, GX), on a
ex,y(f) =Gfny et (PX,Y_I(Q) =exFg.
La premiére égalité résulte de la naturalité de ¢ qui donne la commutativité du diagramme

PFY,Y

Hom (FY,FY) —= Hom. (Y, GFY)
Hom%(FY,f)l lHomW/(Y,Gf)

PX,Y

Homg, (FY, X)

Homg, (Y, GX)

En choisissant idpy € Home(FY,FY), on obtient le résultat. La deuxiéme égalité résulte de la naturalité de ¢
qui donne la commutativité du diagramme

PX,GX

Hom (FGX, X) —— Hom,, (GX, GX)
Hom{(Fg,X)l lHom%, (9,GX)
Home, (FY, X) —> Homg. (Y, GX)
En choisissant ex € Hom (FGX, X), on obtient le résultat. u

Corollaire 3.11 — Unité, counité, section et rétraction. Soient ¢, %"’ deux catégories, F : €' =€ et G: € — €’
deux foncteurs tels que (F,G) soit une paire adjointe. On note ¢ et n l'unité et la counité de la paire (F,G).
Pour les objets X € € et Y € ¢’, on a

G(ex)nex = idax et eryF(ny) = idpy .
Preuve. Il suffit d’appliquer la remarque 3.10 & f =ex et g = ny. u

Exemple 3.12 — Le cas d’une algébre symétrique. Soient k£ un anneau commutatif unitaire et A une k-algébre
symétrique (voir la définition 3.5). On consideére les foncteurs d’induction de k a A et de restriction de A a k
qui sont donnés respectivement par

Ind = A @+ et Res = A ®@a .

Montrons que la paire (Ind, Res) est une paire biadjointe.

D’aprés 'isomorphisme cher a Cartan (voir [BBKA, 11.4.1]), la paire (Ind,Res) est toujours une paire ad-
jointe. Par ailleurs, toujours grace a 'isomorphisme cher a Cartan, la paire (Res, Hom(A,+)) est une paire
adjointe. Or par définition, A est un k-module projectif, donc le foncteur Hom,, (A=) est isomorphe au foncteur
A* ®j - Comme A* est isomorphe comme A-module & gauche & A, on obtient que le foncteur Hom, (A,+) est
isomorphe au foncteur A ®j, - = Ind. Finalement, (Res, Ind) est aussi une paire adjointe. u

3.2.2 UNITE, COUNITE, MONOMORPHISME ET EPIMORPHISME

L’objectif de cette sous-section est de déterminer, en vue du chapitre 4 (voir en particulier 'hypotheése 4.14),
quand 'unité (resp. la counité) d’une paire adjointe est un monomorphisme (resp. un épimorphisme). La réponse
est donnée dans [MCL, IV.3 Théoréme 1] en terme de fidélité des foncteurs de la paire adjointe. On rappelle
I’énoncé précis dans la proposition 3.15 dont on tire immédiatement le corollaire 3.16 qui est a la base des
hypotheéses 4.14. Pour pouvoir énoncer proprement la proposition 3.15, on commence par rappeler quelques
définitions et quelques propriétés élémentaires de la théorie des catégories (définition 3.13 et lemme 3.14).

Définition 3.13 — Section, rétraction. Soient ¢ une catégorie, X, X' deux objets de € et f € Hom (X, X’).
On dit que f est une rétraction de X sur X’ si f a un inverse a gauche c¢’est-a-dire s’il existe g € Home (X', X)
tel que fg = idx/. Une rétraction est évidemment un épimorphisme.

On dit que f est une section de X dans X' si f a un inverse & droite c’est-a-dire §’il existe g € Homg, (X', X)
tel que gf = idx. Une section est évidemment un monomorphisme.

On dit que f admet une section si f est une rétraction et que f admet une rétraction si f est une section.

Lemme 3.14 — Composition. Soient ¢ une catégorie, X,Y deux objets de € et f € Hom,(X,Y).
On a les équivalences suivantes

(7) f est un monomorphisme (resp. une rétraction, un isomorphisme) ;



3.2.3 ADJONCTION 93

(#7) Pour tout objet Z de ¥, l'application fo : g € Homy(Z,X)— f o g € Homy(Z,Y) est injective (resp.
surjective, bijective).

On a les équivalences suivantes

(1) f est un épimorphisme (resp. une section, un isomorphisme) ;
(77) Pour tout objet Z de ¥, 'application of : g € Homy,(Y,Z) —go f € Homy(X,Z) est injective (resp.
surjective, bijective).

Preuve. La définition d’un monomorphisme assure la premiére équivalence. Si f admet une section g : Y — X
alors fg = idy. Pour ¢’ € Homy(Z,Y), on a alors fgg' = ¢’ avec g9’ € Homg(Z,X). Réciproquement, en
appliquant la surjectivité avec Z =Y et idy € Hom,(Y,Y), on construit g € Hom (Y, X) tel que fg = idy. Si
f est un isomorphisme alors fo aussi. Réciproquement, le cas de la surjectivité assure qu'il existe g € Home (Y, X)
tel que fg = idy. Calculons gf. On a fgf = f = f oidx. Or f est un monomorphisme donc ¢gf = idx. Ainsi f
est un isomorphisme.

La définition d’un épimorphisme assure la premiére équivalence. Si f admet une rétraction g : Y — X alors
gf =1idx. Pour ¢’ € Hom(X,Z), on a alors ¢'gf = ¢’ avec ¢'g € Hom(Y,Z). Réciproquement, en appliquant
la surjectivité avec Z = X et idx € Home (X, X), on construit g € Home (Y, X) tel que gf = idx. Si f est un
isomorphisme alors fo aussi. Réciproquement, le cas de la surjectivité assure qu'’il existe g € Home (Y, X) tel
que gf = idx. Calculons fg. On a fgf = f =idy o f. Or f est un épimorphisme donc fg = idy. Ainsi f est un
isomorphisme.

Pour démontrer la deuxiéme équivalence, on aurait pu aussi utiliser le premier résultat dans ¢°P. u

Proposition 3.15 — Adjonction, monomorphisme et épimorphisme. Soient %, %"’ deux catégories, F : €' — ¢
et G: € — ¢’ deux foncteurs. On suppose que (F, G) est une paire adjointe. On note € et 7 la counité et 'unité
de la paire (F,G). On a alors les propositions suivantes :

(i) le foncteur G est fidéle si et seulement si ex : FGX — X est un épimorphisme pour tout objet X de € ';
(4i) le foncteur G est plein si et seulement si ex : FGX — X admet une rétraction pour tout objet X de € ;
(¢i7) le foncteur G est pleinement fidéle si et seulement si ex : FGX — X est un isomorphisme pour tout objet
X de € ;
(iv) le foncteur F est fidéle si et seulement si nx : X — GFX est un monomorphisme pour tout objet X de ¢”;
(v) le foncteur F est plein si et seulement si nx : X — GFX admet une section pour tout objet X de ¢”;

v1) le foncteur F est pleinement fideéle si et seulement si nx X — GFX est un iSOIHOI‘phiSIHe pour tout objet
X de €.

Preuve. Pour X € ¥ et Y € €”, on note px,y : Homy(FY, X) — Hom, (Y, GX) l'isomorphisme définissant
I’adjonction. Pour X, X’ € ¥, on considére la composée des applications

G : Homg (X, X') — Hom,, (GX, GX') et ox.ax ' Homy, (GX, GX') — Homg (FGX, X') .

La remarque 3.10 assure que, pour f € Homy (X, X'), on a px/.ax H(Gf) = ex' o FGf. Or ¢ est une transfor-
mation naturelle entre les foncteurs FG et id¢ ; ainsi @X/,GX’I(Gf) = foex.

Comme ¢x/ gx ! est un isomorphisme, on en déduit que G est fidele (resp. plein, pleinement fidéle) si et
seulement si oex est injective (resp. surjective, resp. isomorphisme) pour tout objet X de %’. Le lemme 3.14
donne alors le résultat.

Passons aux propriétés (iv), (v) et (vi). Soient Y,Y’ € %’. On considére la composée des applications
F : Home, (Y,Y') > Home (FY,FY’) et ppy/ vy : Homy (FY,FY’) — Homy (Y, GFY’). La remarque 3.10 assure
que, pour f € Home (Y,Y’), on a ppy' v(Ff) = GFf ony. Or n est une transformation naturelle entre les
foncteurs idg et GF; ainsi gpy/ v(Ff) = ny/ o f.

Comme @py/ vy est un isomorphisme, on en déduit que F est fidele (resp. plein, pleinement fidéle) si et
seulement si nyo est injective (resp. surjective, resp. isomorphisme) pour tout objet Y de €¢’. Le lemme 3.14
donne alors le résultat. [

On en déduit immédiatement le corollaire suivant qui nous servira par la suite (voir ’hypothése 4.14).

Corollaire 3.16 — Fidélité et triplet adjoint. Soient ¢, %" deux catégories, F : €' — % et L,R : € — €’ trois
foncteurs tels que (F, L, R) soit un triplet adjoint. On note e® : FR —id¢ et % : id¢ — RF la counité et I'unité
de la paire adjointe (F,R) et e¥ : LF —id¢ et n* : id¢ — FL la counité de I'unité de la paire adjointe (L, F).

On a alors 5% est un épimorphisme pour tout X si et seulement si R est fidéle et 77% est un monomorphisme
pour tout X si et seulement si L est fidéle.
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3.2.3 TRIPLET ADJOINT, TRACE ET OBJET M-SPLIT

Dans cette sous-section, on définit et caractérise les objets M-split d’une catégorie (ou M est un foncteur
ayant un adjoint a droite et a gauche). Ces objets sont a la base de la problématique du chapitre 4 : que se
passe-t-il quand on les annule ? On insiste sur le cas de certaines catégories additives (voir 'hypotheése 3.22)
contenant en particulier les catégories abéliennes et triangulées étudiées dans le chapitre 4.

Notation 3.17 Dans cette sous-section, on fixe 4 et ¢’ deux catégories et un foncteur M : 4/ — %. On suppose
de plus que M admet un adjoint & droite R : € — %" et un adjoint & gauche L : ' — %. On note

ex,y : Homy, (MY, X) — Hom,, (Y, RX) et Px,y : Home (LX,Y) — Hom (X, MY)
les isomorphismes donnant ’adjonctions et
el MRX —X, 7%:Y-—RMY et el ' LMY —Y, n%:X—MLX

les unités et counités associées.

Définition 3.18 — Trace relative. Dans ce cadre, on peut alors définir une trace relative de la fagon suivante

Homg, (LX,RX’) — Hom (X, X')

TM(X, X'): {
f — e M(f)n -

Exemple 3.19 — Induction d’Harish-Chandra. Soient O un anneau commutatif unitaire, G un groupe fini, U un
sous-groupe de G et N (U) le normalisateur de U dans G. On pose H = Ng(U)/U. On considére ¢ = OG-Mod
la catégorie (abélienne) des OG-modules et ¥’ = OH-Mod la catégorie des OH-modules. En considérant un
OH-module comme un ONg (U)-module (sur lequel U agit trivialement), on peut définir le foncteur

M = O0G ®ong () * : OH-Mod — OG-Mod.

Le foncteur M admet comme adjoint & droite le foncteur « point fixe sous U» : Y — YV, Il admet comme adjoint
a gauche le foncteur « point cofixe sous U » : X — Xy. Les isomorphismes donnant ’adjonction entre M et les
points fixes sous U sont donnés par
Homp g (OG ®ong () Y, X) — Hompy(Y,XY) . Hompy (Y, XY) — Hompg(OG ®ong () Y, X)
e
f — (m— f(lem)) f — (a®@m = af(m))
L’unité et la counité associée sont données par
R X — (OG QONg(U) X)U R oG PONg(U) XV X
nx: et Ex:
y—1®y g — gx.

Pour définir les isomorphismes d’adjonction entre M et les points cofixes sous U, on introduit les notations
suivantes. On choisit une famille (6)seq /N (u) de représentant des classes a gauche de G modulo N¢ (U) contenant
I'élément 1. Tout élément x de OG ®ong(u) Y s’écrit alors de maniére unique sous la forme

T = Z O ®Ys -
5€G/Ng(U)

Enfin, on note 7 : X — Xy la surjection canonique. L’isomorphisme d’adjonction et son inverse sont donnés par

HomOH (XU, Y) — HOIDOG (X, oG ®ONg(U) Y)

roo— e X serEEy)

5€G /N (U)
. {HomOG(X, 0G ®@ongu) Y) — Hompy (Xu,Y)
e
f — (m(z) — y1)

ol y; est la composante suivant 1 de ’écriture de

fl@)= > ®uys.

6€G/Na(U)
L’unité et la counité associée sont données par
X — O0G @ONg(U) Xy (OG PONG(U) Xy — X
% -1 et ek
T — > (6 x) 71-( > 5®x6>»—>x1.

6€G/Ng(U) 6€G/Ng(U)
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Enfin la trace relative est donnée par

Hompy (Xu, XYy — Hom (X, X")

f — (v X o).

5€G/Ng (V)

Tr(X,X'):

Proposition 3.20 — Factorisation par I'image de la trace. Soient X, X', X;,X] quatre objets de ¥. On
considére f € Homg (LX,RX'), a: X; =X et §: X' = X]. On a alors

Bo TrM(X, X/)(f) o a = Tr™ (X1, X1) (R(B) fL(ev)) -

Preuve. Cela résulte simplement du fait que n™ et e® sont des transformations naturelles : on a les diagrammes
commutatifs

n% X
X; —2 MLX; MRX/ —— X/
al lMLa MRﬁl lﬁ
77%‘( ER/l
X —— MLX MRX)| —— X}
et donc  BoTM(X,X')(f) o = Bl Mfrga = e, MRAfLa)nk, = Tr' (Xy, X1)(R(B)fL(a)). .

Proposition-Définition 3.21 — Objet M-split. Soit X un objet de %. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(¢) Il existe une rétraction de MRX sur X
(4t) Il existe une section de X dans MLX;
(#41) 11 existe un objet Y de €” et une rétraction de MY sur X;
(iv) Il existe un objet Y de €” et une section de X dans MY ;
(v) IdX appartient a 'image de Tr™(X, X);
(vi) eX
(vid) 1k
(viid) X est relativement projectif : pour tous X', X", tout a : X =X’ et tout 7 : X" — X’ tel qu’il existe
B : RX' — RX" vérifiant R(7) = idgrx/, il existe & : XHX” tel que ma = o. En terme de diagramme :

: MRX — X a un inverse a gauche;
: X— MLX a un inverse a droite;

a_. la
Rm 2
RX” <ﬁ— RX’ X" —Z s

(iz) X est relativement injectif : pour tous X', X", tout a : X' =X et tout ¢ : X' = X" tel qu'il existe
g : LX" — LX' vérifiant SL(#) = idpx/, il existe & : X" — X tel que @i = . En terme de diagramme :

LXI %% LXI/ X/ %IX/I
s
X

Un objet vérifiant ces propriétés est appelé objet M-split.
Preuve. On a évidemment (i) = (iii), (i) = (iv), (vi) = (i) et (vii) = (i7).
(7i1) = (v) et (iv) = (U) Commengcons par le cas ot X = MY. Le corollaire 3.11 assure que
UMY, MY)(reY) = (eBiy o Mn) o (Meb 0 7l ) = idy

A présent, si X vérifie (i) ou (iv), il existe i : X — MY et p : MY — X tel que idx = pidyryi. On a donc, grace
a la proposition 3.20, idx est dans I'image de Tr™ (X, X).
(v) = (vi) et (v) = (vii). Par définition de la trace relative, on a : il existe G tel que

eXM(B)nk = idx -

(iii) = (viii). Commengons par le cas oit X = MY. On pose @ = px» vy (80 px/ v(a)). La naturalité de ¢
donne le diagramme commutatif suivant, qui appliqué & a montre que Ta = a.
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X

Home, (MY, X”) 2 Hom,,., (Y, RX")

wol lR(ﬂ')O

Home, (MY, X') % Hom,, (Y, RX')

Supposons a présent que X vérifie (i4) : il existe i : X = MY et p: MY — X tel que pi = idx. En appliquant
ce qui précéde a ap : MY — X', on crée § : MY — X" tel que md = ap. En posant a = 7 : X — X”, on obtient
Ta = woi = api = a.

(iv) = (iz). Commengons par le cas ot X = MY. On pose & = by x»(y x: () o §). La naturalité de 1
donne le diagramme commutatif suivant, qui appliqué a ’L/)Y’X/_I(Oz) o B montre que ai = .

'l/)Y’XN

Homg,, (LX",Y) —— Hom (X", MY)

oL(1) l loi
"/’Y,x'

Homg, (LX',Y) —— Hom (X', MY)

Supposons a présent que X vérifie (iv) : il existe j : X — MY et p: MY — X tel que pj = idx. En appliquant
ce qui précéde a jo : X’ — MY, on crée § : X’ — MY tel que §i = ja. En posant & = pd : X"’ — X, on obtient
ai = pdi = pja = a.

(viii) = (vi).  On considére le diagramme suivant

X
lidx
X
MRX —X

Le corollaire 3.11 assure que Re} : RMRX — RX a un inverse &4 gauche (par exemple : niy ). On construit alors
grace a I’hypothése un inverse a gauche de £X.
(iz) = (vii). On considére le diagramme suivant

n%
X —— MLX
idxl
X

Le corollaire 3.11 assure que Ln%k : LX — LMLX a un inverse & droite (par exemple : eFy). On construit alors
grace a 'hypothése un inverse a droite de nk. L]

LE CAS D’UNE CATEGORIE R-LINEAIRE

On fixe, pour le reste de cette sous-section, un anneau commutatif unitaire R et on suppose que % et €’ sont
deux catégories R-linéaires et que M, L et R sont R-linéaires (voir la définition 3.25). Pour deux objets X, X’
de €, la trace relative

Homg,, (LX,RX’) — Hom (X, X')

TM(X, X'): {
f — e M(f)nx

est alors R-linéaire.

Hypothése 3.22 — Section, rétraction et somme directe. On suppose de plus que € posséde la propriété
suivante : pour tous objets X, Y de & et tous morphismes i € Hom(X,Y) et p € Hom (Y, X) vérifiant pi = idx,
il existe Z € Ob(%) tel que Y = X P Z, i : X —Y soit 'inclusion canonique et p : Y — X la surjection canonique
(c’est-a~dire qu'il existe j: Z—Y et q: Y — Z vérifiant ¢j = idz, ¢i =0, pj = 0 et ip + jq = idy).

Remarque 3.23 — Catégorie abélienne et triangulée. La propriété de 'hypothése 3.22 est automatiquement
vérifiée lorsque € est abélienne (voir le lemme 3.97) ou prétriangulée et donc aussi si € est triangulée (voir le
corollaire 3.51).

Lorsque ¢ vérifie 'hypothése 3.22, on peut rajouter quelques propriétés équivalentes dans la proposition-
définition 3.21 (voir [BRO, Théoréme 6.8]).

Proposition-Définition 3.24 — Objet M-split. On suppose que € est R-linéaire et vérifie I'hypothése 3.22.
Soit X un objet de %. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(1) X est isomorphe & un facteur direct de MRX;
(#i) X est isomorphe & un facteur direct de MLX ;
(7i7) X est isomorphe & un facteur direct de MY pour un objet Y de ¢”;
(iv) Il existe une rétraction de MRX sur X;
(v) 11 existe une section de X dans MLX;
(vi) Il existe un objet Y de €” et une rétraction de MY sur X;;
(vii) 11 existe un objet Y de &’ et une section de X dans MY ;
(viid) IdX appartient a Pimage de Tr™ (X,X);
) e} : MRX — X a un inverse & gauche;
) 7% : X — MLX a un inverse a droite ;
i)
)
n

(ix
(z
(2

(zi1) X est relativement injectif.

X est relativement projectif;

U
Preuve. D’aprés 'hypothése 3.22, on a (i) < (iv), (it) & (v), (i4i) < (vi) et (iti) < (vii). L

objet vérifiant ces propriétés est appelé objet M-split.

3.3 CATEGORIE ADDITIVE ET PLUS...

Cette section propose quelques définitions et rappels de résultats classiques de la théorie des catégories. Aprés
avoir rappelé, dans la sous-section 3.3.1, la notion de catégorie R-linéaire (pour un anneau commutatif R); on
étudie, dans la sous-section 3.3.2, les notions de produits fibrés, sommes amalgamées et foncteurs fidéles dans
les catégories abéliennes. Enfin, on termine cette section par la sous-section 3.3.3 consacrée aux propriétés
élémentaires des catégories triangulées qui seront utilisées en permanence dans le chapitre 4. On insiste en
particulier sur le comportement des monomorphismes, épimorphismes, isomorphismes et sommes directes dans
les catégories triangulés (voir les corollaires 3.47 et 3.51). Pour toute cette section, on fixe un anneau commutatif
unitaire R.

3.3.1 CATEGORIE R-LINEAIRE

Dans cette sous-section, on se contente de rappeler les définitions de catégories et foncteurs R-linéaires. En
effet, les catégories et les foncteurs étudiés par la suite, notamment au chapitre 4, posséderont cette propriété.

Définition 3.25 — Catégorie R-linéaire. Soit € une catégorie. On dit que € est une catégorie R-linéaire si €
vérifie les axiomes suivants

(1) pour tous objets X,Y de ¥, I'ensemble Homg (X, Y) est muni d’une structure de R-module;
(7i) pour tous objets X,Y,Z de €, la composition

{Hom%(X, Y) x Hom (Y,Z) — Homy (X, Z)
o:
(f,9) —gf
est R-bilinéaire ;
(#47) il existe, dans €, un objet qui est a la fois initial et final;
(iv) pour tous objets X, Y de ¥, le produit de X et Y dans ¥ existe.

Soient % et ¢’ deux catégories R-linéaires et F : 4 — %"’ un foncteur. On dit que F est R-linéaire si, pour
tous objets X,Y de ¥, 'application

. {Hom%(X,Y) — Homg,, (FX,FY)
' o E

est R-linéaire.
Lorsque R = Z, on parle de catégorie additive et de foncteur additif plutot que de catégorie Z-linéaire ou de
foncteur Z-linéaire.
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3.3.2 CATEGORIE ABELIENNE

Dans cette sous-section, on étudie quelques aspects des catégories abéliennes. On insiste en particulier sur
la notion de somme amalgamée et ses liens avec la notion de produit fibré. En effet, la somme amalgamée sera
a la base de la construction des triangles de la catégorie M-stable (voir la définition 4.27). Dans un deuxiéme
temps, on étudie la notion de foncteur fidéle issu d’une catégorie abélienne (proposition 3.36) avec comme arriére
pensée les hypothéses 4.14 de travail du chapitre 4.

Définition 3.26 — Catégorie abélienne. Soit ¥ une catégorie R-linéaire. On dit que € est R-abélienne si tout
morphisme de ¥ admet un noyau et un conoyau et si tout monomorphisme est un noyau et tout épimorphisme
est un conoyau. Lorsque R = Z, on dit simplement catégorie abélienne plutdot que catégorie Z-abélienne.

SOMME AMALGAMEE ET PRODUIT FIBRE

On commence par définir la notion de somme amalgamée dans une catégorie quelconque. On montre en-
suite que la somme amalgamée existe toujours dans une catégorie abélienne (exemple 3.29). Enfin, on fait le
lien entre produit fibré, somme amalgamée, carré cartésien et carré cocartésien dans une catégorie abélienne
(proposition 3.33).

Définition 3.27 — Somme amalgamée. Soient ¥ une catégorie, X, X', X" trois objets de € et f: X — X' et

g : X— X" deux morphismes. Une somme amalgamée de X' et X" au-dessus de f et g est un triplet (Z, f’,g¢’)

formé d’un objet Z de % et deux morphismes f' : X" —Z et ¢’ : X' — Z vérifiant

(i) f'lg=9'f:

(%) pour tout triplet (Z', f”, ¢"") formé d’un objet Z' de € et deux morphismes " : X" —7Z" et ¢" : X' = 7' tel

que f"g = g¢"f, il existe un unique morphisme h : Z— 7’ tel que " = et ¢’ = hg' c’est-a-dire qu’'on a
" 7 f, 1l exist i hi h:7Z—7 tel "= hf" et ¢" = hg' ’est-a-di ’

le diagramme commutatif suivant

x— o

Exemple 3.28 — Somme amalgamée et isomorphisme. Soient 4 une catégorie, X, X', X" trois objets de
Cet f:X—>X etg: X—X" deux morphismes. On suppose que f est un isomorphisme. Montrons que
(X" idxr, gf 1) est une somme amalgamée de X’ et X" au-dessus de f et g. On a bien str idx/g = (¢f 1) f = g.
De plus, si (Z', f, ¢") est un triplet formé d’un objet Z' de € et deux morphismes f” : X" —Z' et ¢" : X' =7’
vérifiant f”g = ¢" f alors en posant A = f”, on a hidx» = h = " et hgf ' = fgf ' = ¢”. Par ailleurs, si h
vérifie hidx» = f" et hgf ' = ¢” alors nécessairement h = f”. L]

Exemple 3.29 — Somme amalgamée et catégorie abélienne. Soient 4 une catégorie R-abélienne, X, X', X"
trois objets de ¥ et f : X =X’ et g : X — X" deux morphismes. Montrons que la somme amalgamée de X’ et
X" au-dessus de f et g existe.

On considére X' & X" la somme directe et ix/ : X/ — X' ®X" et ixr : X — X' @ X" les morphismes canoniques.
On pose alors (Z,p) = Coker (ix/ f —ix»g), f' = pix» : X" —=Z et ¢’ = pix,. Comme p(ix/f — ix»g) =0, on a
g f = f'g et donc le diagramme

X X/

’LX/

g X @ X" g

IS
X7 r Z

Considérons a présent un triplet (Z’, f”, g”) formé d’un objet Z’ de € et deux morphismes f” : X" —Z’
et ¢ : X' =7 vérifiant f’g = ¢"”f. Par définition de la somme directe, il existe un (unique) morphisme
(g", "X eX'"=>7Z tel que (¢7, f)ix = g" et (¢”, f")ix» = f”. On en déduit que
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(" f")ix f —ixng) = g"f — g"g = 0.
Ainsi (g”, f") se factorise par Coker (ix:f — ix»g). Il existe donc h : Z—7Z' tel que hp = (¢”, f"). On en
déduit que hg' = ¢” et hf' = f”. Enfin, si h' : Z— 7' veérifie g’ = ¢" et B’ f' = f” alors Wpix, = ¢" et

Wpix» = f"”. Ainsi, grace a la propriété universelle de la somme directe, on a h'p = (¢”, f"') = hp. Comme p
est un épimorphisme, on en déduit que h = h'. Finalement (Z, f’, ¢') est bien la somme amalgamée de X’ et X"
au-dessus de f et g. On la note X’ ;&, X" u

On passe maintenant au lien entre produit fibré et somme amalgamée. On commence par rappeler la notion
de produit fibré : c’est la méme que celle de somme amalgamée mais en retournant les fleches.

Définition 3.30 — Produit fibré. Soient ¢ une catégorie, X, X', X trois objets de € et f : X' = Xet g: X" —X

deux morphismes. Un produit fibré de X' et X" au-dessus de f et g est un triplet (Z, f', ¢') formé d’un objet Z
de € et deux morphismes [’ :7Z— X" et ¢’ : Z— X' vérifiant

(i) fg'=gf";

(%) pour tout triplet (Z', f”, ¢") formé d’un objet Z’' de € et deux morphismes " : Z' —X" et ¢" : 2/ =X’ tel
que f"g = g¢"f, il existe un unique morphisme h : Z’ — Z tel que f” = f'h et ¢" = g'h c’est-a-dire qu’on a
le diagramme commutatif suivant

Z——=X"

o,

X —1

Le lemme élémentaire qui suit est utile pour la démonstration de la proposition 3.33.

Lemme 3.31 — Somme directe, monomorphisme et épimorphisme. Soient ¢ une catégorie R-linéaire, X, Y
et 7Z trois objets de ¥ .

Soient f: X—Y et g : X—7Z deux morphismes. On note h : X —Y @ Z le morphisme donné par f et g
grace a la propriété universelle du produit. Si f ou g est un monomorphisme alors h aussi.

Soient f : X —Z et g: Y — Z deux morphismes. On note h : X® Y — Z le morphisme donné par f et g grace
a la propriété universelle du coproduit. Si f ou g est un épimorphisme alors h aussi.

Preuve. Soit oo : W — X tel que ha = 0. On a donc fa = 0 et ga = 0. Ainsi a = 0. Soit a : Z— W tel que
ah =0 alors af =0 et ag = 0. Ainsi o = 0. u

Définition 3.32 — Carré cartésien et cocartésien. Soit ¢ une catégorie. Le carré

est dit

(1) cocartésien si Y’ est la somme amalgamé de X’ et Y au-dessus de f et g.
(7i) cartésien si X est le produit fibré de X" et Y au-dessus de f et ¢'.

Proposition 3.33 — Carré cartésien, cocartésien et catégorie abélienne. Soit ¥ une catégorie R-abélienne.
Le carré suivant est

. . . . . I L —f
(i) cartésien si et seulement si la suite 0 —— X ﬁ> X' @ Y(g—>)Y’ est exacte;

(i) cocartésien si et seulement si la suite X ﬂ X' @ Y(u>)Y’ ——( est exacte.
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Supposons que le carré ci-dessus est cartésien alors gKer f = Ker f’. De plus, si f/ est un épimorphisme alors
le carré est aussi cocartésien et f est un épimorphisme.

Supposons que le carré ci-dessus est cocartésien alors Coker f = (Coker f')g’. De plus, si f est un monomor-
phisme alors le carré est aussi cartésien et f est un monomorphisme.

Preuve. Démontrons (7). La commutativité du carré est équivalente a ce que la composée de deux fleches de la
suite soit nulle.

Supposons le carré cartésien. Montrons que (f, g) est un monomorphisme. Soit o : Z — X tel que (f, g)a = 0.
On a alors fa =0 et ga = 0. Or 0 : Z— X vérifie aussi f0 = 0 et g0 = 0. Par unicité (grace a la structure
de produit fibré), on obtient que o« = 0. Ainsi (f,g) est un monomorphisme. En particulier, on peut choisir
(f,g) comme monomorphisme canonique de Im (f,g) dans X’ @ Y. Considérons & présent 5 : Z—X' @Y tel
que (¢, —f")B = 0. On peut écrire § = (61,0=2) avec f1 : Z—X' et B3 : Z—Y. On a alors ¢’8; = f/'fs. La
propriété universelle du produit fibré assure alors qu’il existe 7y : Z — X tel que 81 = f et 83 = g7y. Autrement
dit 8 = (f, g)y. Ainsi 3 se factorise par (f,g) et ceci de fagon unique (puisque (f,g) est un monomorphisme).
Finalement (X, (f,g)) est un noyau de (¢’,—f’) et la suite est exacte.

Réciproquement, on suppose que la suite est exacte. On considére alors 31 : Z— X' et 32 : Z— Y tel que
f'B2 = ¢’B1. On note alors § = (f1,02) : Z—X' @ Y. Dans ce cadre, 1’égalité f'B; = ¢’f] se traduit par
(¢, —f)B = 0. Ainsi 3 se factorise par Ker (¢, —f’) = Im (f,g). Or (f,g) est un monomorphisme, donc (f, g)
est sa propre image. Ainsi, on peut écrire 8 = (f, g)vy avec v : Z— X c’est-a-dire fvy = (31 et gy = (2. De plus,
si 4/ vérifie aussi fv' = (1 et gy’ = B2, on en déduit que (f,g)y = 5 et v =+ par la propriété universelle du
noyau.

Démontrons (ii). La commutativité du carré est équivalente a ce que la composée de deux fleches de la suite
soit nulle.

Supposons le carré cocartésien. Montrons que (¢’,—f’) est un épimorphisme. Soit « : Y —Z tel que
a(g’,—f) = 0. On a alors ag’ = 0 et af’ = 0. Or 0 : Y' — Z vérifie aussi 0g’ = 0 et 0f = 0. Par unicité
(grace a la structure de somme amalgamée), on obtient @ = 0. Ainsi (¢’, —f’) est un épimorphisme. Si on
montre que (¢’, —f’) est un conoyau de (f,g), on aura alors Im (f,g) = Ker (¢/, —f’) et la suite sera exacte.
Comme (¢’, —f’) est un épimorphisme, il suffit de montrer que si 5 : X' @ Y — Z vérifie 5(f,g) = 0 alors 3 se
factorise par (¢, —f’). En écrivant 8 = (51, 02) avec 81 : X' = Z et B3 : Y — Z, on obtient que (1 f = —(29. La
propriété universelle de la somme amalgamée assure alors I'existence de v : Y — Z tel que vg' = 31 et vf' = — [
ce qui s’écrit encore v(¢', — f') = B.

Réciproquement, on suppose que la suite est exacte. On considére alors 81 : X' —Z et 33 : Y —Z tel que
B1f = B2g. En notant 5 = (81, —02) : X' ®Y — Z, légalité 81 f = Bag se réécrit B(f, g) = 0. Ainsi 3 se factorise
par le conoyau de (f, g) qui n’est autre que (¢’, —f’) par exactitude de la suite. Il existe donc v : Y — Z tel que
v(g', —f") = B. On en déduit que v¢’' = f1 et vf' = Ba. De plus, si v’ vérifie aussi v'g’ = (1 et v/ f' = (B2, on en
déduit que v'(¢’, —f') = B et v =+ par la propriété universelle du conoyau.

Soit ¢ le noyau de f. Montrons que gi est le noyau de f’. On a f'gi = ¢'fi = 0. Soit a : Z—Y tel que
f'a=0. On considére § =0:Z— X'. Comme ¢’3 = 0 = f’a, la propriété universelle du produit fibré assure
qu'il existe v : Z—X tel que gy = a et fy = B = 0. Par définition de 4, il existe 4" tel que iy’ = ~. Ainsi
a = givy'. De plus, si § vérifie a = gif alors, comme fi3 = 0 = fiv/, on obtient, par la propriété du produit
fibré i3 = i’ et donc B =+'.

Soit j le noyau de f’. On a f’j = 0 = ¢’0. La propriété du produit fibré assure qu’il existe i tel que j = gi et
fi=0. Montrons que i est le noyau de f. Comme j est un monomorphisme, i en est un. Par ailleurs, supposons
que fy=0.0n adonc 0=g'fy= f'gy. Ainsi il existe 3 tel que gy = j5 = ¢gi3. Comme fv =0 = fif3, on en
déduit que v = 3.

Soit ¢ le conoyau de f’. Montrons que qg’ est le conoyau de f. On a q¢'f = qf'g = 0. Soit a : X' —7Z tel
que af = 0. On considére 3 =0:Y — Z. Comme Bg =0 = af, la propriété universelle de la somme amalgamé
assure qu’il existe v : Y/ —Z tel que v¢' = a et vf' = 8 = 0. Par définition de ¢, il existe v’ tel que v'q = ~.
Ainsi a = v/qg’. De plus, si 8 vérifie a = Bqg’ alors, comme Sqf’ = 0 = ~'qf’, on obtient, par la propriété de la
somme amalgamée, 3q = 7'q. Comme g est un épimorphisme, on obtient 3 = 7.

Soit p le conoyau de f. On a pf = 0 = 0g. La propriété de la somme amalgamée assure qu’il existe ¢ tel
que p = qg’ et qf’ = 0. Montrons que q est le conoyau de f’. Comme p est un épimorphisme, ¢ en est un. Par
ailleurs, supposons que v f’ = 0. On a donc 0 = vf'g = v¢'f. Ainsi, il existe 3 tel que v¢' = Bp = Bqg’. Comme
~f' =0= Bqf’, on en déduit que v = fq.

Supposons le carré cartésien et que f’ est un épimorphisme. D’aprés (i) et le lemme 3.31, la suite

0 L R U S 0

est exacte. Le point (i7) assure que le diagramme est cocartésien. De plus, on a Coker f = (Coker f')g’ =0 et f
est un épimorphisme.
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Supposons le carré cocartésien et que f est un monomorphisme. D’aprés (i) et le lemme 3.31, la suite

0 x 9 s o O 0

est exacte. Le point (ii) assure que le diagramme est cartésien. De plus, on a Ker f/ = gKer f = 0 et f’ est un
monomorphisme. [

FONCTEUR FIDELE ET CATEGORIE ABELIENNE

La structure de catégorie abélienne assure des propriétés aux foncteurs fidéles. Ces propriétés sont présentées
dans la proposition 3.36.

Définition 3.34 — Foncteur conservatif. Soient ¢, %’ deux catégories et F : € — %"’ un foncteur. On dit que
F est conservatif si F(f) est un isomorphisme implique que f est un isomorphisme.

Lemme 3.35 — Foncteur fidéle. Soient ¥, %’ deux catégories et F : ¥ — %’ un foncteur. On suppose que F
est fidele. Soit f € Home (X,Y) tel que F(f) est un monomorphisme (resp. épimorphisme) alors f en est aussi
un.

Preuve. On suppose que fog= foh. OnaF(f)oF(g) =F(f)oF(h). On en déduit que F(g) = F(h) puisque
F(f) est un monomorphisme. On obtient alors g = h par la fidélité de F.

On suppose que go f = ho f. On a F(g)oF(f) = F(h)oF(f). On en déduit que F(g) = F(h) puisque F(f) est
un épimorphisme. On obtient g = h par la fidélité de F (on aurait aussi pu appliquer le raisonnement précédent
au foncteur F : €°P — ¢7°P). u

Proposition 3.36 — Foncteur fidéle et catégorie abélienne. Soient ./ une catégorie abélienne, % un catégorie
additive et F : &/ — % un foncteur additif. On considére les propriétés suivantes

(1) F est fidele;
(ii) F est conservatif;
(#41) Pour un objet X € &/, ona F(X) =0 = X =0.

On a (i) = (4) et (1) = (¢it). De plus, si F est exact, on a (ii¢) = (4) et les trois propositions sont équivalentes.

Preuve. (i) = (it). Soit f tel que F(f) soit un isomorphisme. Ainsi F(f) est un monomorphisme et un épimor-
phisme. Le lemme 3.35 assure que f est un monomorphisme et un épimorphisme c’est-a-dire un isomorphisme
puisque &7 est abélienne.
(#4) = (i13). On suppose que F(X) = 0 c’est-a-dire Opx = idpx. On a donc F(0x) = Opx = idpx est un
isomorphisme. Comme F est conservatif, on en déduit que Ox est un isomorphisme. Le noyau de Ox qui est X
est donc nul. Ainsi X = 0. N

On suppose que F est exact. Montrons que (iii) = (i). Soit f : X =Y tel que F(f) = 0. Onnote f : X —Im f
I’épimorphisme induit par f et ¢ : Im f —Y le monomorphisme canonique tel que zf = f. On obtient alors
F(i)F(f) = 0. Comme F est exact, F(7) est un monomorphisme et F(f) est un épimorphisme. Ainsi F(i) = 0
(et F(f) = 0). On en déduit que F(4) o idpim s = 0 = F(i) 0 0 puis que idpm f = 0 c’est-a-dire F(Im f) = 0.
L’hypothése (iii) donne alors Im f = 0 c¢’est-a-dire f = 0. u

3.3.3 CATEGORIE TRIANGULEE

Dans cette sous-section, on étudie les propriétés élémentaires des catégories (pré)triangulées. Ces propriétés
seront utilisées en permanence dans le chapitre 4. On étudie en particulier les notions d’isomorphisme et surtout
de somme directe dans une catégorie triangulée. Le corollaire 3.51 assure en particulier que les catégories
triangulées vérifient I'hypothése 3.22. Ceci méne a ’étude effectuée dans la section 4.1.

Avant tout, on commence par définir la notion de triangle et d’isomorphisme de triangles dans une catégorie
a translation.

Définition 3.37 — Triangle. Soient (%, T) un couple formé d’une catégorie et d’une auto-équivalence de €. On
dit que (¢, T) est une catégorie & translation. Un triangle de (€, T) (généralement on dit simplement un triangle
de ) est un sextuplet (X,Y,Z, f,g,h) formé de trois objets X,Y,Z de € et de trois morphismes f : X —>Y
g:Y—Zet h:Z—TX. Le triangle (X,Y,Z, f, g, h) est souvent noté

XJtoy 2oy ogx
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Pour deux triangles (X,Y,Z, f,g,h) et (X', Y',Z',f',¢',h'), un isomorphisme de triangles est un triplet
(u, v, w) d’isomorphismes de ¢ avec u: X —>X', v:Y =Y et w:Z—7Z et faisant commuter le diagramme

f
X y —>7—">1TX
T
X Ly L My
Remarque 3.38 — Isomorphisme de triangle et signe. Soient (%,T) une catégorie R-linéaire a transla-
tion (c’est-a-dire que T est R-linéaire) et X ! y—2L-7 h TX un triangle. Le diagramme suivant est
commutatif et donne un isomorphisme de triangle :
XLy —Lo7 X
| e ]
f - —h
X Y —>7 TX

DEFINITIONS
Ici on donne les définitions standards de catégories prétriangulées et triangulées, de sous-catégories prétrian-
gulées et triangulées et de foncteur triangulé.

Définition 3.39 — Catégorie triangulée. Une catégorie R-prétriangulée est un triplet (¢, T,.7) formé d’une
catégorie R-linéaire ¥, d’'une auto-équivalence R-linéaire T de la catégorie € et d’un ensemble .7 de triangles
de (¢, T) (dont les élément sont appelés triangles distingués) vérifiant les axiomes suivants :

T1 tout triangle de (¢, T) isomorphe & un élément de .7 est dans .7 ;
idx 0 0

T2 pour tout X de €, le triangle X X 0 TX est dans .7 ;

T3 pour tout f: X —Y, il existe un triangle distingué de la forme X ! Yy —2sgz-oTx ;

T4si X ! Y -2 7" TX est dans 7 alors Y —2=7 —“~ TX ) TY lest aussi;

T5 pour tout couple de triangles distingués X ! vy "X et X ! vy’ g 7/ h' X!

et tout couple de morphismes u : X - X' et v : Y — Y’ vérifiant vf = f'u, il existe w : Z — 7’ faisant
commuter le diagramme

f g h

X Y Z TX
lu l/'u w lTu
XLy g Wy

De plus, si (¢, T, ) est une catégorie R-prétriangulée vérifiant en plus Paxiome de loctaédre :

./

T6 pour tout triplet de triangles distingués X ! Yy sy v X, Y ./ ! X —L=T7Y
et X 9 7 k Y’ i TX , il existe un triangle distingué 7/ —— Y’ —— X’ ——> T7’ faisant
commuter le diagramme

f (2 ’L/
X Y Z TX
s
V ’
X7ty Fopx
T
Y ’
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on dit que (¢, T, .7) est une catégorie R-triangulée.
Lorsque R = Z, on parle de catégorie prétriangulée ou de catégorie triangulée plutdt que de catégorie Z-
prétriangulée ou Z-triangulée.

Remarque 3.40 — Une autre définition des catégories triangulées. Dauns son article [MAY], P. May propose
une simplification des axiomes précédents pour les catégories triangulées : on peut supprimer T5.

Soit (¢, T,7) un triplet formé d’une catégorie R-linéaire ¥, d’une auto-équivalence R-linéaire T de la
catégorie € et d’un ensemble J de triangles de (¢, T) vérifiant les axiomes T1, To, T3, T4 et T6. Alors (¢, T, .7)
est une catégorie R-triangulée. u

Définition 3.41 — Foncteur triangulé et sous-catégorie triangulée. Soient (¢,T,7) et (¢/,T',7’) deux
catégories R-prétriangulées. On dit qu’un foncteur F : € — €’ est R-triangulé si

(i) F est R-linéaire;

(74) on a un isomorphisme de foncteurs a : FT ~ T'F ;

(i41) le triangle FX ! FY —=FZ axky T/FX est un triangle distingué de ¥’ pour tout triangle distingué

Xty 2oy X de%.

Soient (¢, T, ) une catégorie R-prétriangulée et ¥’ une sous-catégorie R-linéaire de € (c’est-a-dire que
Home, (X,Y) est un sous-R-module de Hom(X,Y) et que la composition de €” est la restriction de la com-
position de €). On considére T’ une équivalence de la catégorie R-linéaire €’ et ' une famille de triangles
de ¢’ telles que (¢’,T', 7’) soit une catégorie R-prétriangulée. On dit que (¢’,T',.7’) est une sous-catégorie
R-prétriangulée de (¢, T, .7) si le foncteur d’inclusion est un foncteur R-triangulé.

Si (¢,T,7) et (¢',T,.7") sont toutes les deux R-triangulées et que (€7, T', ') est une sous-catégorie
R-prétriangulée de (¢, T, .7), on dit que (¢’,T’,.7') est une sous-catégorie R-triangulée de (¢, T,.7).

FONCTEUR COHOMOLOGIQUE

On définit ici la notion de foncteur cohomologique et on donne I'exemple fondateur des foncteurs Homq, (W, )
et Home (+, W). C’est cette propriété de foncteur cohomologique des Hom qui est a la base de toutes les propriétés
des catégories prétriangulées présentées par la suite.

Définition 3.42 — Foncteur cohomologique. Soient (¢, T, .7 ) une catégorie R-prétriangulée et &7 une catégorie
abélienne. Un foncteur F : € — & est dit cohomologique si pour tout triangle distingué

XJtoy 2oy togx

. Ff Fg
la suite FX ——= FY ——= F7 est exacte.

Proposition 3.43 — Foncteurs Hom. Soit (%, T,.7) une catégorie R-prétriangulée. Pour tout W € €, les
foncteurs Homg, (W,+) et Homg(x, W) sont cohomologiques. En particulier, la composée de deux morphismes
successifs dans un triangle distinguée est nulle.

Preuve. Soit X ! Y 2oz -"oTX wn triangle distingué. Il s’agit de montrer que les suites

Homg (Z, W) _s Home (Y, W) el Home (X, W)

et Hommy, (W, X) —°> Hom, (W, Y) —~ > Hom, (W, Z)

sont exactes.
D’aprés les axiomes T2 et T5, on a le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont des triangles

distingués
idx
X X 0 TX
|,
Y
Xty 2oy _tpx

ce qui assure que ¢gf = 0. Il reste donc & montrer que Ker (of) C Im (og) et Ker (go) C Im (fo).
Considérons ¢ € Homy (Y, W) tel que ¢of = 0. En appliquant les axiomes T2, T4 et T5, on obtient le
diagramme commutatif suivant dont les lignes sont des triangles distingués
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-Tf —Tyg —Th

TX TY TZ T2X
e ]
—T(@dx) Y
0 TW TW 0

Comme T est une équivalence de catégorie, il existe un unique « : Z— W tel que Ta = . On en déduit que
T(ag) = Ty et donc, comme T est fidéle, ag = .

Considérons ¢ € Homy(W,Y) tel que go = 0. En appliquant les axiomes T2, T4 et T5, on obtient le
diagramme commutatif

~T(idw)

W 0 T™W TW

T
\ _

Yy gty Yoy

Comme T est une équivalence de catégorie, il existe un unique a : W — X tel que Ta = . On en déduit que
T(fa) = Ty et donc, comme T est fidéle, fa = ¢.

-T
Pour finir, en appliquant I’axiome T4, on obtient que Y oy h TX A TY est un triangle distin-

gué et donc hg = 0. u

CATEGORIE PRETRIANGULEE ET ISOMORPHISME

Grace au fait que les foncteurs Hom soient cohomologiques, on peut ramener des propriétés de la catégorie
abélienne des R-modules a une catégorie R-prétriangulée. C’est le cas, par exemple, du lemme des 5 qui donne
le corollaire 3.44 dont découle immédiatement les trois corollaires qui suivent : corollaire 3.45, 3.46 et 3.47.
Ce dernier corollaire exprime la notion d’isomorphisme dans une catégorie prétriangulée en terme de triangle
distingué.

Corollaire 3.44 — Isomorphisme de triangles. Soit (¢, T, .7) une catégorie R-prétriangulée. Considérons deux
triangles distingués

XJoyftogltopx o @ x-leoy- Loy Moox
et a: X=X 8:Y—=Y et~:Z—7Z tels que le diagramme
Xty 2oy Moy
RN S A
f g’ n

X/ Y’ A X’
soit commutatif. Si o et § (resp. « et v; (B et y) sont des isomorphismes alors «y (resp. §; «) en est un aussi.
Preuve. Par hypothése, on a le diagramme commutatif :

-T
Xty oy topx Moy

PR R AR L

X' v Ly sy TY'

En appliquant le foncteur Hom,(W,+), on en déduit le diagramme commutatif

Hommy, (W, X) —° > Hom, (W, Y) —% > Home (W, Z) —°> Homy, (W, TX) —% Homy (W, TY)

lao lﬁo l’)’o lTao lTﬁO

Hom, (W, X') —2> Home, (W, Y') —~°> Hom (W, Z') —% Hom, (W, TX') —2< Hom, (W, TY')
La proposition 3.43 précédente et I'axiome T4 montre que les lignes sont exactes. Comme «, 3 sont des iso-
morphismes, le lemme 3.14 montre que ao, fo, Tao et TFo sont des isomorphismes. Le lemme des 5 dans la
catégorie des R-modules assure alors que o est un isomorphisme. On en déduit, encore grace au lemme 3.14
que v est un isomorphisme.

Considérons a présent le cas de « et . En appliquant ce qui précéde aux triangles distingués

-7 -T ’ —Tf' —Tg’
7—lerx oy g o e ey ey
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On en déduit que T3 est un isomorphisme. Comme T est pleinement fidéle, 8 est aussi un isomorphisme.
Considérons pour finir le cas de § et . En appliquant ce qui précéde aux triangles distingués

-7 / ’ —Tf
Ytz toox gy eyt M oy

On en déduit que Ta est un isomorphisme. Comme T est pleinement fidéle, o est aussi un isomorphisme. u

L’axiome T4 permet de décaler les triangles distingués dans un sens. Le corollaire suivant montre qu’on peut
décaler aussi dans 'autre sens.

Corollaire 3.45 — Décalage. Soit (¢, T,.7) une catégorie R-prétriangulée. Considérons un triangle distingué

-T
y —ts7l>1Xx 4 TY alors X ! Y —1>7 > TX estun triangle distingué.

Preuve. En appliquant 'axiome T4, on obtient que
—-Tf —-Tg —Th

X TY TZ T2X
est triangle distingué. Par ailleurs, d’aprés 'axiome T3, il existe un triangle distingué
XLy Lz 21X
A s Dot 1 . . . -Tf —Tg’ —Th/ , .
Gréace a 'axiome T4, on en déduit le triangle distingué TX TY TZ' T2X . L’axiome T5 donne
alors le diagramme commutatif
—Tf —Tg —Th
X TY TZ T2X
-T N A Y
TX —5> TY —% Ty T2X

On en déduit alors, grace au corollaire 3.44, que ~y est un isomorphisme. Comme T est pleinement fidéle, il existe
un unique « : Z—7Z' tel que Taw = 7. De plus « est un isomorphisme. Comme T est fidéle, on en déduit le

diagramme commutatif
XLy Loz —lo1x
BN
Xy g My

ol les morphismes verticaux sont des isomorphismes et la ligne du bas un triangle distingué. On en déduit alors
le résultat souhaité grace a ’axiome T1. n

Dans le corollaire qui suit, on étudie quelques propriétés des sous-catégories triangulées qui sont aussi pleines.

Corollaire 3.46 — Sous-catégorie triangulée. Soient (¢/,T’,.7’) une sous-catégorie R-prétriangulée de la
catégorie R-prétriangulée (€, T, .7). On suppose que €’ est une sous-catégorie pleine de %

(1) Si X ! Y —2s7 " X estun triangle dans €’ qui est distingué dans % alors il appartient & 7.

(%) Soient X ! vy 257"~ TX un triangle distingué de € avec X,Y € €". Alors Z est isomorphe &

un objet de .

Preuve. Démontrons (i). D’aprés 'axiome T5, on a un triangle distingué de ¢’ de la forme
f q I

X Y 7! T'X .
Le triangle X ! y 2 v/ W TX est donc distingué dans € et, grace a ’axiome T5, on a le diagramme
commutatif suivant
/ g h
X Y Z TX
s
/ V ’
X >y Lz e Tx
avec v qui est un isomorphisme (corollaire 3.44). Comme %’ est une sous-catégorie pleine de &, v est un
isomorphisme dans ¢’ et X ! y—2L-7 b T’X est distingué dans ¢’ grace a 'axiome T1.
Démontrons (i¢). Comme f € Homg (X,Y), axiome T3 montre qu’il existe un triangle distingué de ¢’ de
la forme X ! Yy —Lsg h T'X . Le triangle X ! Yy Ly " o TX est alors distingué dans % .

Par axiome T5, on a le diagramme commutatif suivant
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XLy Loz —lox

.
’ V ’

X Loy 2oy Mo orx

avec 7y qui est un isomorphisme (corollaire 3.44). Ainsi Z ~ 7" avec Z' € €. L]

Pour finir ce paragraphe, on montre le lien entre isomorphisme et triangle distingué.

Corollaire 3.47 — Isomorphisme et catégorie triangulée. Soient (¥, T, 7) une catégorie R-prétriangulée et

X ! Yoz "oTX wm triangle distingué. Alors f est un isomorphisme si et seulement si Z est un
objet nul.
Preuve. Supposons que f soit un isomorphisme. On a alors le diagramme commutatif
f
X y 2>z —">1TX
idx
X X 0 TX

ou les lignes sont des triangles distingués (axiome T2). D’aprés I'axiome T5, on peut compléter le diagramme
précédent pour obtenir le diagramme commutatif

g

Z

X >y ;"> TX

e
idx v

X X TX

0

Le corollaire 3.44 assure que ~y est un isomorphisme.
Réciproquement, on suppose que Z est un objet nul. On a donc le diagramme commutatif

-T -T
Z X —L 1y 1y
|l
0 TX TX 0

ou les lignes sont des triangles distingués (axiome T2 et T4). D’aprés 'axiome T5, on peut compléter le dia-
gramme précédent

-T -T
71X — 5 TY —% 17
ol
—idrx Y
0 TX —> TX 0
En particulier, on a T f = idpx. Par ailleurs, le corollaire 3.44 assure que «y est un isomorphisme. On en déduit
que (Tf)y =idry. Ainsi Tf est un isomorphisme et f aussi puisque T est pleinement fidéle. u

CATEGORIE PRETRIANGULEE ET SOMME DIRECTE

La fin de cette sous-section est consacrée aux liens entre triangle distingué et somme directe. On commence
par un lemme permettant de montrer qu’un triangle est distingué qui repose une nouvelle fois sur le lemme
des 5 dans la catégorie des R-modules. Les résultats qui suivent découlent alors rapidement de ce lemme, en
particulier le corollaire 3.51.

Lemme 3.48 — Construction de triangles distingués. Soit (¢, T, ) une catégorie R-prétriangulée. On
considére le diagramme commutatif

Xty 2oy Moy

la lﬂ l’Y lTa
f g R
X/ Y’ A X’
ol v et B sont des isomorphismes, T(f')h’ = 0 et la premiére ligne est un triangle distingué.
On suppose de plus qu'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée

(7) Pour tout W € ¢, la suite
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Hom, (W, X') —°> Hom., (W, Y’) —~°> Home (W, Z') —% Hom,, (W, TX')

est exacte.
(#7) Pour tout W € €, la suite

’

Hom, (TX', W) -~ Home, (Z', W) —%> Homy, (Y', W) —L~ Hom, (X', W)
est exacte.
Alors la deuxiéme ligne du diagramme est un triangle distingué.

Preuve. Supposons (7). En appliquant le foncteur Hom,(W,+), on obtient le diagramme commutatif

Homy, (W, X) —>~ Homy (W, Y) —~ > Hom., (W, Z) —"°> Hom, (W, TX) — % Homy (W, TY)

= | | | |-
g'o Tf' o

Homg, (W, X") Te, Homy (W,Y’) —— Hom (W, Z’) Mo, Homg, (W, TX') —— Hom, (W, TY’)

La proposition 3.43 et l'axiome T4 montre que la premicre ligne est exacte. L’hypothése (i) montre que la
deuxiéme ligne est exacte sauf en Hom (W, TX'). Cependant, par hypothése, on a (=T f'0)(h'o) = 0. Comme
«, 3 sont des isomorphismes, le lemme 3.14 montre que «o, fo, Tao et THo sont des isomorphismes. Le lemme
des 5 (les hypothéses sont suffisantes pour appliquer) dans la catégorie des R-modules assure alors que yo est
un isomorphisme. On en déduit, encore grace au lemme 3.14, que 7y est un isomorphisme. Finalement, I’axiome
T1 assure que la deuxiéme ligne est un triangle distingué.

Supposons (i¢). En appliquant le foncteur Home, (-, W), on obtient le diagramme commutatif

Hom, (TY', W) <25 Hom., (TX', W) -~ Hom., (Z', W) —%> Homy, (Y', W) —L = Hom, (X', W)

loTﬁ loTa lo’y loﬁ loa
Hommy, (TY, W) -4 Hom., (TX, W) — > Home (Z, W) — 2> Homy (Y, W) — > Hom., (X, W)

La proposition 3.43 et 'axiome T4 montre que la deuxiéme ligne est exacte. L’hypothése (i) montre que la
deuxiéme ligne est exacte sauf en Hom (TX’, W). Cependant, par hypothése, on a (oh’)(oT’f) = 0. Comme
a, (3 sont des isomorphismes, le lemme 3.14 montre que ao, Bo, Tao et TBo sont des isomorphismes. Le lemme
des 5 (les hypothéses sont suffisantes pour appliquer) dans la catégorie des R-modules assure alors que yo est
un isomorphisme. On en déduit, encore grice au lemme 3.14, que 7y est un isomorphisme. Finalement, I’axiome
T1 assure que la deuxiéme ligne est un triangle distingué. u

La somme directe de triangles distingués est un triangle distingué. C’est en particulier ce que stipule le
corollaire qui suit.
Corollaire 3.49 — Somme directe de triangles. Soit (¢, T,.7) une catégorie R-prétriangulée. On considére

deux triangles X ! Y g 7 h TX et X’ ! Y’ g 7! W TX’ . Alors le triangle

of ®g' heh'
XQBX/u)Y@Y/&)Z@Z/ﬂ)T(X@X/)

est distingué si et seulement si les triangles

XJtoy 2oy tiox e xteoy Loy Morx

le sont.

Preuve. Supposons que X ! vy 2oz "oTx et X’ ! v L s TX’' sont distingués.

D’aprés I’axiome T3, il existe un triangle distingué X ¢ X’ fiﬂ”) YaY —=U——>TX @ TX . Par ailleurs,

grace a 'axiome T5, on a les diagrammes commutatifs

of w v of u v
X@X/%Y@Y/HUﬁTX@TXI et X@X'%Y@Y’—>U—>TX@TX’

lpx lPY a lTpx lpx/ lpw o/ lTpx/
f v h f! ! v !

X y—2 -7 TX X v —L g M Ly

ou les lignes sont des triangles distingués et px, py, px/, py’ désignent les épimorphismes canoniques. La propriété
universelle du produit donne alors le diagramme commutatif
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Of u v
Xox 2 vaey Y TX @ TX/
h@h'

XEBX'—>Y Y'—>Z®Z'—>TX@TX'

Veérifions a présent les hypothéses du lemme 3.48. On a T(f & f')(W @& h) = (Tf)h@® (Tf')h’. La proposition 3.43
(et Paxiome T4) montre que (Tf)h et (Tf’)h’ sont nuls. Ainsi T(f & f')(h' © h) lest aussi. Soit W € €. Par
additivité du foncteur Hom. (W,=), la suite

Homy (W, X & X) YL Hom, (W, Y @ V') 2L Homy, (W, 7 & Z) Y22 Hom,, (W, TX! & TX)

n’est autre que la suite somme directe des suites

Homy (W, X) —2> Home, (W, Y) —22> Hom, (W, Z) —*%> Hom., (W, TX)

et Hommy, (W, X') —°> Homy, (W, Y') —~°> Homy, (W, Z') —“°> Hom., (W, TX)
qui sont exactes d’aprés la proposition 3.43 et I'axiome T4. Ainsi, on peut appliquer le lemme 3.48 et obtenir la
premiére implication.

Montrons la réciproque. D’aprés 'axiome T3, il existe des triangles distingués

f u v f ! ’LLI v !

X Y U X et X/ Y’

X'

s < U L1 . .. p fer udu’ v®v’
D’aprés ce qui précéde, on en déduit le triangle distingué X X' —=Y oY — U U —TXp TX' .
Par l’axiome T5, on construit le diagramme commutatif

af By’ heh'

Nzt
’ V ’

Xox 2 vay 22 o 22 X & TX!

On constate alors que le diagramme suivant est commutatif

af Dy’ hdh'
XoX 2 vev 2% w22 px g T

@u' vEBv'

X@X’—>Y@Y’—>Z@Z’—>TX@TX’

De plus, le corollaire 3.44 assure que x et ¢ sont des 1som0rphlsmes. On a donc les diagrammes commutatifs

’

x—L-v Z—sTX et X y L7 X
|k L]
X Y U X X’ Y’ U’ X’

ou les morphismes verticaux sont des isomorphismes. On obtient alors le résultat grace a ’axiome T1. u

Grace au corollaire précédent, on peut construire de nouveaux triangles distingués comme par exemple dans
le corollaire qui suit.

Corollaire 3.50 — Triangle et somme directe. Soient (¢, T,.7) une catégorie R-prétriangulée et X, Y deux
objets de ¥. On pose alors iy : Y—=X® Y et px : X B Y — X les morphismes canoniques. Le triangle
Y- XaY 2> X —2-TY est distingué.

Preuve. En appliquant le corollaire 3.49 aux triangles distingués (axiomes T2 et T4)

idx —idry

X X 0 X et Y 0 TY TY

on obtient le triangle distingué X @Y X X 0 TY il 4 TX @ TY . La conclusion résulte alors du co-

rollaire 3.45. u

Le corollaire qui suit détermine les monomorphismes et épimorphismes d’une catégorie prétriangulée. Il
assure en particulier qu'une catégorie prétriangulée vérifie ’hypothése 3.22.
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Corollaire 3.51 — Monomorphisme, épimorphisme et catégorie triangulée. Soient (¢, T,.7) une catégorie

R-prétriangulée et X ! y—Ls7 h TX un triangle distingué. Les propositions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) f est une section;
f est un monomorphisme;

(i

(7i1) g est une rétraction;;

(v

i)
)
(iv) g est un ep1morph1sme
) h
i)

Ilex1steu Y—=Xetv:Z—Y tel que uf =idx, gv =idz, uv =0 et fu+ vg = idy.

(v

Preuve. On a bien sir (i) = (1), (4i1) = (iv), (vi) = (i) et (vi) = (¢i1).

(#9) = (v). D’apres la proposition 3.43 et 'axiome T4, on a T(f)h = 0. Comme T est une équivalence de
catégorie, T(f) est un monomorphisme et donc h = 0.

(iv) = (v). D’apres la proposition 3.43, hg = 0. Comme g est un épimorphisme, on obtient » = 0.

(v) = (vi). Onnotei:X—X@Zetp:X®Z—Z les morphismes canoniques. L’hypothése h = 0 assure
qu’on ait le diagramme commutatif

Z—>TX—>T X@Z)—>TZ

ﬂ H —Tg

TY TZ

ou les lignes sont, d’aprés I'axiome T4 et le corollaire 3.50, des triangles distingués. Gréace a 'axiome T5, on
obtient le diagramme commutatif suivant

Z—>TX—>T X@Z —>TZ

| e |
Z

Comme T est pleinement fidéle, il existe z : X —Y et v: Z—Y tel que T(:c) = a et T(v) = . Comme T est
fidéle, on en déduit, par commutativité du diagramme, que gz = 0, gv = idz et x = f. On a donc le diagramme
commutatif

X —t-Xapz—Ls7—2-TX
| ]
X—l oy 9 7 % 1x

On déduit des égalités précédents que g(idy — vg) = 0. Finalement, grace a la proposition 3.43, il existe u tel
que idy —vg = fu. Comme gf = 0, on obtient alors f = fuf. Par ailleurs, d’apreés le corollaire 3.44, («, 3) est
un isomorphisme et donc, comme T est pleinement fidéle, (f,v) est aussi un isomorphisme. En particulier, en
composant avec 7, on obtient que f est un monomorphisme. L’égalité f = fuf donne alors uf = idx. Enfin, par
définition de v, on a fuv = v —vgv = 0 et donc, comme f est un monomorphisme, uv = 0. u

3.4 COMPLEXE DANS UNE CATEGORIE ADDITIVE

Dans cette section, on étudie les complexes d’une catégorie R-linéaire. Cette étude est découpée suivant six
sous-sections. Dans la premiére sous-section, on définit la catégorie des complexes d’une catégorie R-linéaire.
On définit aussi la notion de décalage et de cone d’un morphisme de complexes qui sont fondamentales dans
la structure triangulée de la catégorie homotopique (voir la proposition 3.90). La sous-section 3.4.2 est plus
technique. Elle présente la construction et les propriétés du complexe Hom'(X,Y). La cohomologie en degré 0
de ce complexe permet définir rapidement la catégorie homotopique (voir la définition 3.86) et de faire passer
a la catégorie homotopique de nombreuses propriétés de la catégories des complexes (voir la proposition 3.93
et la remarque 3.94). La sous-section 3.4.3 étudie le cas des complexes d’une catégorie abélienne. On définit en
particulier la cohomologie d’un complexe et les notions qui s’y rattachent : quasi-isomorphisme et complexe exact
(voir les définitions 3.76 et 3.77). On rappelle aussi quelques résultats élémentaires d’algébre homologique (voir,
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par exemple, la proposition 3.78). La sous-section 3.4.4 présente les constructions requises en vue des contres-
exemples 4.12 et 4.13 : on prolonge un foncteur entre deux catégories R-linéaires aux catégories de complexes
correspondantes. On étudie en particulier le cas des paires adjointes de foncteurs et celui des cones (voir les
remarques 3.84 et 3.85). Dans la sous-section 3.4.5, on étudie la catégorie homotopique. On présente notamment
sa structure triangulée. On étudie aussi comment les constructions effectuées dans les catégories de complexes
passent aux catégories homotopiques (extension de foncteurs, adjonction...) Enfin, la sous-section 3.4.6 présente
une classe de complexes : les complexes scindés qui seront & la base des contre-exemples 4.12 et 4.13.

Notation 3.52 Dans cette section, on désigne par R un anneau commutatif unitaire et par A, B des R-algébres
associatives unitaires.

3.4.1 LES CATEGORIES DES COMPLEXES

Dans cette sous-section, on définit la catégorie des complexes d’une catégorie R-linéaire. On introduit aussi
les notions classiques qui lui sont associées : complexes bornés (a droite, & gauche), décalage et cone d'un
morphisme.

Définition 3.53 — Complexes. Soit € une catégorie R-linéaire. On définit la catégorie R-linéaire Com(%’) des
complexes de € en posant

Ob(Com(%)) = {(X")nez, (@2)nez),  Yn€Z, X"e@, di € Homy (X", XmH),  drtlar =0},

On dit que X" est la composante (homogene) de degré n de (X" )nez, (d%)nez) et dx = (d%)nez est sa différen-
tielle. Pour simplifier, on omet souvent la différentielle lorsqu’on note un complexe.
Pour (X, dx) = ((X")nez, (dX)nez) et (Y,dy) = (Y")nez, (d% )nez), on pose

Hom g, ) (X, dx), (Y, dy)) = {(f")nez, VneZ, f"eHomy(X",Y"), dofr=frtidy}.
On dit que f™ est la composante (homogéne) de degré n de f = (f")nez.

Preuve. Soient (X,dx), (Y,dy) et (Z,dz) trois complexes de € (on dit aussi € -complexes). Pour
f= (fn)TIGZ € HomCom(%)((Xv dX)v (Ya dY)) et g = (gn)n€Z € HomCom(%)((Y’ dY)a (Za dz)),

on pose gof=(9"f"nez € [] Homy (X", Z").
neZ

De plus, pour n € Z, on a dyg™ f" = g"tdy f* = g™t frHdg. Ainsi g o f € Homg,p o) (X, dx), (Z, dz)).
On a ainsi défini une application

{HomCom(%) ((Xa dX)a (Ya dY)) X HomCom(%)((Ya dY)a (Za dz)) - HomCom(%)((Xa dX)a (Za dZ))
O

(f,9) —gof.
De plus, la famille (idx» )nez appartient & Homgy, ) (X, dx), (X, dx)) (puisque dyidx» = idxn+1dy = dy pour
tout n € Z) et vérifie f o (idxn )nez = f pour tout f € Home,, ) (X, dx), (Y, dy)) et (idxn)nez o f = f pour
tout f € Homggy, ) ((Y,dy), (X,dx)). Ainsi (idx» )nez = id(x,dx) est bien un élément neutre.

L’associativité de o résulte immédiatement de ’associativité en chacun des degrés.

Par ailleurs, la bilinéarité de la composition dans ¢ assure que Homg,, ) (X, dx), (Y, dy)) est un sous-R-
module de

[T Hom, (X™,Y"™)
neZ
et que la composition dans Com(%’) est R-bilinéaire.

De plus, on définit le complexe 0 en posant 0" = 0 et dj = 0. Comme dg“d” =0, on a bien un complexe.
Sif = (f")nez: X— 0 est un morphisme de complexes, on a f™ = 0 pour tout n € Z et donc f = 0. De méme,
si f = (f™)nez : 0— X est un morphisme de complexes, on a f™ = 0 pour tout n € Z et donc f = 0. Ainsi le
complexe 0 est un objet initial et terminal c’est-a-dire un objet nul dans Com(%).

Enfin, si (X, dx) et (Y, dy) sont deux complexes de ¢, on définit le complexe X & Y par

XeY)"=X"aY" et diyy =di®dy.

Comme dtyd% ey = dyt'dy ® dy™dy = 0, on a bien défini un complexe. Pour n € Z, on note

R X" =X"eY", W:Y"=X"®Y", pk:X"®Y"'—=X" et py:X"OY'—Y"
les morphismes donnant la structure de somme directe sur X" @ Y™. Les familles ix = (i%)nez, v = (i%)nez,

Px = (P%)nez et px = (Y )nez sont des morphismes de complexes. En effet, en notant d la différentielle du
complexe X @Y, on a
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dni% = (d%,0) =% dy, dmit = (0,dy) =iyTdy, dipk = (d%,0) = p§Tid" et diph = (0,dy) = pytidn.

De plus, on a pxix = idx, pyiy = idy, pxiy = 0, pyix = 0 et ixpx + typy = idxgy puisque les égalités sont
vraies pour chacun des degrés. Finalement Com(%) est bien une catégorie R-linéaire. u

Définition 3.54 — Complexe borné, a gauche, a droite, non borné.  Soient ¥ une catégorie R-linéaire et
(X, dx) un complexe de €. On dit que (X, dx) est borné a droite s’il existe N € Z tel que X™ = 0 pour n > N.
On dit que (X, dx) est borné a gauche sl existe N € Z tel que X" = 0 pour n < N. On dit que (X, dx) est borné
s’il est borné a droite et a gauche.

On note Com(%’)~ la sous-catégorie pleine des complexes bornés a droite, Com (%)™ la sous-catégorie pleine
des complexes bornés & gauche et Com(%’)° la sous-catégorie pleine des complexes bornés. Le complexe nul étant
borné et la somme directe de deux complexes bornés (resp. a droite, & gauche) I’étant aussi, on obtient ainsi
trois catégories R-lindaires. Par ailleurs, la catégorie Com (%) est parfois notée Com(%)4.

Exemple 3.55 — Complexe de modules.  On note RCom (resp. ACom, ComA, AComB) la catégorie des
complexes de R-modules (resp. A-modules, modules-A, A-modules-B).

On note aussi RCom™ (resp. ACom™, ComA~, AComB™) la catégorie des complexes de R-modules (resp.
A-modules, modules-A, A-modules-B) bornés a droite ; RCom™ (resp. ACom™, ComA™, AComB) la catégorie
des complexes de R-modules (resp. A-modules, modules-A, A-modules-B) bornés a gauche et RCom’® (resp.
ACom®, ComA?, AComB?) la catégorie des complexes de R-modules bornés (resp. A-modules, modules-A,
A-modules-B). L]

Dans la remarque qui suit, on étudie les isomorphismes d’une catégorie de complexes. Ils sont trés simples :
ce sont des isomorphismes en chacun des degrés.

Remarque 3.56 — Isomorphisme de complexes. Soient (X, dx), (Y, dy) deux complexes de . On considére
un morphisme de complexes f = (f™)nez: X —Y. Montrons que f est un isomorphisme si et seulement si f™
est un isomorphisme pour tout n € Z.

On suppose que f est un isomorphisme. Il existe g = (9" )nez € Homgoy4)(Y,X) tel que gf = idx et
fg =idy. Ainsi g™ f™ = idx» et f"¢g™ = idy~ pour tout n € Z.

Réciproquement, si pour tout n € Z, f™ est un isomorphisme. On note g™ : Y™ — X" Dlinverse de f™.
Montrons que g = (§")nez € Homegp) (Y, X) s on ady f* = f*F1dy et donc g""'dy = dig". Enfin, gf = idx
et fg =1idy et f est un isomorphisme. [

Dans la définition qui suit, on se propose simplement de transformer une famille d’objets (indexée par Z) en
un complexe (a différentielle nulle).
Définition 3.57 — Foncteur d’inclusion. Soit % une catégorie R-linéaire. Pour X = (X"),,cz € €%, on définit le
complexe (c’en est bien un) I(X) par I(X)" = X" et df\x, = 0 pour tout n € Z. De plus, pour Y = (Y")nez € ¢”
et f = (f")nez € Homgz(X,Y), on définit le morphisme de complexes (c’en est bien un puisque les différentielles
sont nulles) par I(f)™ = f™ pour tout n € Z.

On définit ainsi un foncteur R-linéaire I pleinement fidéle de ¢* dans Com(%’). En effet, pour Z € €% et
g € Homyz(Y,Z), on a I(gf) = I(g)I(f) et I(idx) = idx. La R-linéarité de I est évidente. La nullité de la
différentielle de I(X) et de I(Y) assure que I est pleinement fidéle. u

FONCTEUR DECALAGES : CATEGORIES A TRANSLATION
On définit ici la décalage d’un complexe. On munit ainsi la catégorie des complexes d’une structures de
catégorie & translation (voir la définition 10.1.1 de [K-9]).
Définition 3.58 — Foncteur décalage. Soient (X, dx) un complexe de € et m € Z. On définit le complexe
X[m] par
X[m]® = Xntm et Ay = (—1)mdyt™.
Soient (X, dx), (Y, dy) deux complexes de € et f = (f™)nez : X — Y un morphisme de complexes de €. On pose
alors f[m]™ = f**™ € Homy (X[m]", Y[m|"). La famille f[m] = (f[m]™)nez est un morphisme de complexes de
X[m] dans Y[m].
On définit ainsi un foncteur R-linéaire appelé foncteur décalage
Com(%¢) — Com(%)
dml:{ X — X[m)
[ flm].
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Preuve. Pour n € Z, on a d?{f;i} Ay = dgtm @t ™ = 0. Ainsi X[m] est bien un complexe de €.
Vérifions que f[m] est un morphisme de complexes de €. Pour n € Z, on a
dg[m]f[m]n — (71)md§l(+mfn+m _ (71)mfn+m+1d7)l(+m _ f[m]n-l—ld?{[m] .

Vérifions a présent que = [m] est un foncteur. On a idx[m] = (idxn+m )nez = (idx[m]» Jnez = idx}m]. De plus,
sif:X—Y etg:Y—7Zsont deux morphismes de complexes de €, on a, pour n € Z,

(gP)lm]™ = (gf)*m = gntmfrtm = gm]"™ f[m]".
c’est-a-dire (gf)[m] = g[m]f[m]. Pour finir, la R-linéarité de «[m] est évidente. u

Remarque 3.59 — Composition des décalages. Soient m, m’ € Z, le foncteur composé de -[m] et «[m/] est
«[m + m’]. De plus, on a bien str =[0] = idcomz. On en déduit que -[m] est une auto-équivalence de catégorie
R-linéaire pour tout m € Z.

Vérifions que X[m][m'] = X[m +m/] et f[m][m'] = f[m + m/]. Par définition, pour n € Z, on a

Fmlfm} = flmlrm’ = premen = flm ), Xm] '] = Xlm] = X' = Xjm 4 ']

et Bty = (™ A = (1™ (1) = d .
Remarque 3.60 — Complexes bornés et décalage. Soient (X,dx) un complexe de € et m € Z. On voit
immédiatement que si X est borné (resp. borné a droite, borné a gauche) alors X[m] l’est aussi.

Ainsi «[m] induit une auto-équivalence de catégorie R-linéaire de Com(%’)~ (resp. Com(%)*, Com(%)®) dans
elle-méme.

Autrement dit, pour * € {ub, +, —, b}, les catégories Com(%)* sont des catégories R-linéaires a translation
au sens de la définition 10.1.1 de [K-S]. L]

CONE D’UN MORPHISME DE COMPLEXES

On définit ici la notion de cone d’un morphisme de complexes qui sera & la base de la structure triangulée
de la catégorie homotopique.
Définition 3.61 — Céne d’un morphisme. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux complexes de € et f: X—Y un
morphisme de complexes. On définit le complexe cone de f noté C(f) par
# ) [w o)

C(Hr=Y"aX[1]"=Y"a® xn+l et g, dn |
X[1] X

=

Soient (X', dx/) et (Y’,dy:) deux complexes de € et f’ : X’ —Y’ un morphisme de complexes. Pour les
morphismes gx : X = X' et gy : Y =Y’ vérifiant gy f = f'gx, on définit C(gx,gy) : C(f) — C(f’) par
Clgx, gv)" = gv™ ® gxp)" = gv™ ® gx" .
C’est un morphisme de complexes.
On note F1(Com(%)) la catégorie des fleches de Com(%’). On a défini le foncteur R-linéaire cone
F1(Com(%)) — Com(%)
(9x,9v) > Clgx,9v)-

Par ailleurs, si on note i® : YY" =Y" @ X*t! et 77! : Y? @ X"t — X"+! les morphismes canoniques
alors les familles iy = (i")nez et mp = (7"1), ez définissent des morphismes de complexes if : Y — C(f) et
my : C(f) — X[1].

Enfin, si on note iy = (i"),ez et mp = (7/"T1),ez les morphismes de complexes i @ Y/ — C(f’) et
my: C(f') — X'[1] définit de maniére analogue & iy et m¢. On a le diagramme commutatif dans Com(%)

Y — 1 o(f) = X1
ng lc(gx,gY) lgx[l]
vy —2 o) e X

Preuve. Calculons dgzr;)dg(f). On a
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n+1 n
do(pde

dgl{Jrl fn+2 d% fn+1 dgl(Jrldgz( ngrlfnJ,-l _ f"+2d§+1
= n—+1 = m+1 gn '
£ [ dXJ[E]] [ dg[lj [ dXJ[r1] dxm }
Comme f est un morphisme de complexes, on obtient bien que C(f) est un complexe de €.
Calculons 6 = C(gx,gy)”“d’é(f) —d¢y ;1 Clgx, 9v)"- On a

X" dxp 3oy 9% Ay gyt — gitrayt
Comme gx et gy sont des morphismes de complexes et que gy f = f'gx, on obtient que C(gx, gy) est bien un
morphisme de complexes.

Par construction, on a bien str C(idx,idy) = idg(y). De plus, si (X", dx~), (Y",dy) sont deux complexes
de @, f” : X” —Y" un morphisme de complexes et gk : X' — X" et g§ : Y —Y"” deux morphismes de complexes
vérifiant g% = g4, f' alors, grace aux propriétés de la somme directe, on a C(g%, ¢4 )C(gx, 9v) = C(gkgx, 9, 9v)-
Ainsi C est bien un foncteur dont la R-linéarité provient des propriétés de la somme directe.

Il s’agit de calculer i"*'dy, — d¢y ;)i". On a

,L'n+1dn —dn, i = |:id§l(+1:| dn — |:dgl( fn+1:| |:1d$:| -0
Y e 0 Y ) 0
5o
—dy

" =0 et que 7" C(gx, gy)" — gxpy 7"t =0. =

m n+1 __

De méme, T2y — At = [0 ddxnss] { } +dZT [0 idxein] =0

Pour finir, il suffit de vérifier que i"gv™ — C(gx, gv)

Remarque 3.62 — Cone et décalage. Le foncteur Cone est un foncteur de catégories a translation et les
transformations naturelles ¢ et m sont des morphismes de foncteurs de catégories a translation (voir la défini-
tion 10.1.1 de [K-S]). On remarquera cependant que, pour m, la transformation naturelle entre les foncteurs
[1]([1]Source) et ([1]Source)[1] est donné par —id (et non id).

On reprend les notations de la définition 3.61. Commengons par le cas du foncteur céone. Pour n € Z, on
pose 6" = idyn+1 & —idxn+z : Y'T @ X2 - Y™ ¢ X" T2 Montrons que d5 = (6™),ez est un isomorphisme
naturel de complexe entre C(f[1]) et C(f)[1].

Pour cela, on commence par remarquer que

CAN" =YY" @ X[2]" = Y @ X2 = C(f)" ™ = C(f)[A]"

puis on calcule

N L L

" B dgl{Jrl fn+2 idyn+1 idynz _ngrl fn+2 _0
C(NH1] c(fih) — 7d§+2 _id§+2 - _id7)1(+3 d;t{+2 =V.

On obtient ainsi un isomorphisme de complexes entre C(f[1]) et C(f)[1].
Enfin, on a le diagramme commutatif

oy

C(A]) ——=C(Hl]
Clgx [1.gv[1]) gx,9v)1
l . la I

C('[1]) ——= (]

puisqu’en degré n, on trouve gy™t! @ —gx™*? en suivant les deux chemins.

Pour la transformation naturelle 7, il suffit de vérifier que le diagramme

5]
—_—

(/1))
idy(y) 5y
S o]

est commutatif, ce qui résulte immédiatement de I'égalité i sy = if[1].
Pour la transformation naturelle 7, le diagramme

Y[1]

T[]

CfI) —=X[2]

5fl l—idxm]
N
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est commutatif, ce qui résulte immédiatement de I'égalité 7z = 7z [1]. L]

3.4.2 LE cOMPLEXE Howm

Dans cette sous-section, on étudie le complexe Hom. Dans un premier temps, on définit ce foncteur et on
étudie son comportement vis-a-vis des complexes bornés. Ensuite, on étudie les liens entre le complexe Hom et
le décalage.

LE FONCTEUR

Définition 3.63 — Complexe Hom et complexe dual. Soient ¢ une catégorie R-linéaire et (X, dx), (Y,dy)
deux complexes de 4. On définit le complexe Hom'(X,Y) par

Hom'(X,Y)" = [] Homg, (X¥, Y"+F)
keZ

[T Homy (XK, Y *) — ] Homg, (XK, Ynthtl)
kEZ keZ

(fr)kez s (AT f 4+ (=) fop1dS) ez -

Lorsque ¢ = A-Mod, on pose XV = Hom'(X, A).
De plus, soient (X', dx/), (Y’,dy’) deux complexes de € et f = (f™nez : X' =X, g = (¢g™)nez : Y = Y’ deux
morphismes de %-complexes. On définit alors

Hom'(f, g) € Homp,,, (Hom'(X,Y), Hom (X', Y"))

et dﬁom‘(x,Y) :

[T Homy, (X*, Y *) — ] Homg, (X%, Y/ FF)
keZ kEZ

(Uk)kez — (gnJrkukfk)keZ .

par Hom(f, g)":

On définit ainsi un bifoncteur R-linéaire

¢ Com® x ¥Com — RCom
Hom'(=,-): (X,Y) — Hom"(X,Y)
(f,9) +—— Hom'(f,g).

Preuve. Vérifions que Hom (X,Y) est un complexe. Les axiomes des catégories R-linéaires assurent que la
différentielle de Hom™(X,Y) est R-linéaire. Pour simplifier, on note d plutot que Ahom(x,y)- Pour u = (uk)rez,
on a

L ) = A (@R 4 (1) )
_ (d@""k"'ld@"'kuk%»(—1)"+1d$+k+1uk+1d§<+(—1)”+2(d$+k+1uk+1d§(+(—1)"+1uk+2d§+1d§<))kez.

Le premier et le quatriéme terme sont nuls car X et Y sont des complexes. Le deuxiéme et le troisiéme se
simplifient. Ainsi Hom'(X,Y) est bien un complexe de R-modules.

Vérifions que Hom'(f, g) est bien un morphisme de complexes. Par construction, Hom'(f, g)" est bien R-
linéaire. De plus, on a

dﬁorrl-(x/,Y/)Hom.(f’ g)n((Uk)kGZ) = dﬁorrl-(x/,Y/) ((gnJrkkak)keZ)
— (dgjrkgn-i-kukfk + (_1)n+lgn+k+1uk+1 fk+1d§(/)kez

et Homr (£, )™ 17w v (wF)ez) = Hom'(f, )L ((dFuk + (—1) 1w +1d ) pez)
_ (gn+k+1d§1(+kukfk 4 (*1)n+lgn+k+1uk+1d§(fk)kez .

Comme f et g sont des morphismes de complexes, on a g"tFH1guth = qufkgntk ot g fb = fe+1dk, . Ainsi
Hom'(f, g) est bien un morphisme de complexes.

Montrons que Hom'(-,+) est bien un foncteur. On a clairement Hom'(idx,idy) = idgome(x,y)- De plus, si
(X", dxr) et (Y’ dyr) sont deux complexes de € et f' : X" —>X" et ¢’ : Y/'—Y' deux morphismes de %-
complexes, on a par associativité de la composition, Hom'(f f’, ¢’g) = Hom (f’, ¢')Hom'(f, g).

Enfin, la bilinéarité de la composition dans € assure que l'application (f, g) — Hom'(f, g) est bilinéaire. ®
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Remarque 3.64 — Complexes bornés et foncteur Hom. Soient (X, dx) et (Y, dy) deux complexes de €. On
suppose que X est borné a droite (resp. borné a gauche, borné) et Y est borné a gauche (resp. borné a droite,
borné) alors Hom'(X,Y) est borné a gauche (resp. borné a droite, borné).

Pour cela, considérons N, M € Z tel que X™ = 0 pour n > N et Y" = 0 pour n < M et montrons qu’alors
Hom'(X,Y)" = 0 pour n < M — N + 1. Par définition, Hom'(X,Y)" # 0 impose qu'il existe (i,j) € Z? tel
que j —i = n et Homy (X", Y?) # 0. On en déduit que X* # 0 et Y7 # 0. Ainsi i < N et j > M et donc
n=j—i>M-N+2.

De méme, si X" = 0 pour n < N et Y* = 0 pour n > M alors Hom (X, Y)" = 0 pour n > M — N — 1. En
effet, Hom"(X, Y)™ # 0 impose qu'’il existe (i,5) € Z? tel que j —i = n et Home, (X% Y7) # 0. On en déduit que
Xt #£0et Y/ #0. Ainsii >Net j<Metdoncn=3j—i<M-N-2.

Le foncteur Hom" induit donc des foncteurs de Com(%)t x Com(%)~ dans Com(%)~, mais aussi de
Com(%)~ x Com(%)T dans Com(%)* et enfin de Com(%)® x Com(%)® dans Com(%)°. n

TRANSFORMATIONS NATURELLES

On étudie ici quelques transformations naturelles usuelles faisant intervenir le complexe Hom. La transfor-
mation naturelle o (voir la proposition 3.66) permettra par exemple de définir la translation sur la catégorie
homotopique.

Notation 3.65 — Isomorphisme canonique. Soit X un A-module, on note ®x l'isomorphisme canonique de
A-modules

{HomA(A,X) — X
q)xi
f — f(1).

Proposition 3.66 — Transformation naturelle et complexe Hom. Soit (X, dx) un complexe de A-modules.
La famille ®x = (®xn)pnez réalise un isomorphisme naturel de complexes entre Hom'(A, X) et X.
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de €. Pour n € Z, on définit
0" =id [1 Hom,, (Xk,Ynt+k+1).
kEZ
La famille dx v = (6"),ez réalise un isomorphisme naturel de complexes entre Hom'(X, Y[1]) et Hom™ (X, Y)[1].
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de €. Pour n € Z, on définit

[T Homy, (Xk=1 Y™ +k) — [T Hom, (XF, YnHh+L)
n. keZ kEZ

AT
(f¥)kez — (=)™ (" )kez -

La famille vx y = (7")nez réalise un isomorphisme naturel de complexes entre Hom'(X[—1],Y) et Hom"(X, Y)[1].
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de €. Pour n € Z, on définit

[T Homy, (X*, Y"F) — [T Homg, (XFFL ynthtl)
n. ) kez kez

(fk)kez E— (*Un(fkﬂ)kez-
La famille ax y = (a™)nez réalise un isomorphisme naturel entre Hom'(X,Y) et Hom'(X[1], Y[1]).

Preuve. Comme A est concentré en degré 0, on a Hom'(A, X)" = Hom, (A, X") et la différentielle Do (A %)
se résume a

dn

Hom , (A, X™) — Hom, (A, X +1)
Hom'(A,X):

U — d%u.

Montrons que (®xn)nez est un morphisme de complexes. Pour n € Z, 'application ®x» : Hom'(A, X)" — X"
est bien A-linéaire. De plus, pour u € Hom, (A, X"), on a
@Xn+1 dﬁom'(A,X) (u) = @Xn+1 d’;(u = d?{(u(l)) = dQCDXn (u) .

Ainsi (Oxn )nez est un morphisme de complexes. De plus, chacun des ®x» est un isomorphisme. Ainsi (Pxn )nez
est un isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Soient (X', dx/) un complexe de A-modules et f : X — X’ un morphisme de complexe
de A-modules. Comme Hom'(A,X)" = Hom, (A, X"), Hom'(A,X’)" = Hom, (A, X™) et Hom'(ida, f)" est la
composition & gauche par f, on en déduit que le diagramme suivant est commutatif.
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Hom’(A, X)" X xn

Hom'(idA,f)"l Lf

. Dyrn
Hom' (A, X')™ X xm

Intéressons-nous & présent au lien entre le décalage et le foncteur Hom. Par définition, on a
Hom™(X, Y[1])" = [] Homg (X*, Y[1]"*%) = ] Homy (X*, Y"**+1) = Hom'(X, Y)"*! = Hom'(X, Y)[1]".
kEZ keZ

Ainsi 6" définit bien une application R-linéaire de Hom'(X, Y[1])" dans Hom"(X, Y)[1]™. Montrons que la famille

(6™)nez est bien un morphisme de complexes. Pour (f*)iez € Hom™ (X, Y[1])", on a
0N vy ((Prez) = 0P (=dy P 4 (1) P rez) = (—dy ™A 4 ()™ A e

et dﬁom'(x’y)[l]én((fk)kel) = *dﬁljl'(x’y)((fk)kGZ) - 7(d$+1+kfk + (71)n+2fk+1d§()k€z :

Ainsi dx vy est un morphisme de complexes de €. De plus, chacun des 6" est un isomorphisme et dx,y est un
isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Considérons deux complexes (X', dx:), (Y',dy’) et deux morphismes de complexes
F=0"nez: X' —=Xet g=(g")nez: Y — Y. Pour (u*)rez € Hom'(X, Y[1])"?, on a

Hom'(f, g)[1]"6"((u*)rez) = Hom'(f, 9)" T ((uF)rez) = (¢ TFuk fF)rez

et 8" Hom'(f, g[1])"((u*)rez) = 0™ (g[1]" *u* fF)rez = (¢" T+ 0" f¥) ez -
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif et on a la naturalité cherchée.

Hom"(X, Y[1])" ——= Hom'(X, Y)[1]”

Hom'(fyg[l])”l J{Hom'(fyg)[l]”

Hom" (X', Y’[1])" —— Hom'(X’, Y")[1]"
Etudions & présent le décalage sur le terme de gauche. Par définition, on a

Hom'(X[~1], Y)" = [] Home, (X[~1]¥, Y"*) = [] Homy (X5, Y"+F)
kEZ kEZ

et Hom'(X, Y)[1]" = Hom'(X, Y"1 = [ Homi (X*, Y7#+1)
kEZ
Ainsi ™ définit bien une application R-linéaire de Hom'(X[—1],Y)" dans Hom'(X,Y)[1]”. Montrons que la
famille (y"),ez est bien un morphisme de complexes. Pour (f*)rez € Hom'(X[—1],Y)", on a
'Ynﬂdrﬁom'(x[fu,y)((fk)kel) = " ((dGTE R+ (*1)"+1fk+1d§<[_1])kez)

= (AR 4 (D) Y es)
= (*1)n+1(d§+k+1fk+1 + (*1)nfk+2d§<)kez

et B 7" (F)rez) = =it Lo (CD" (U rez) = (ST 4 (S 2142 d er

Ainsi yx,y est un morphisme de complexes de €. De plus, chacun des ¥" est un isomorphisme et yx y est un
isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Considérons deux complexes (X', dx:), (Y',dy’) et deux morphismes de complexes
f=f"nez: X' =Xet g=(9")nez: Y —Y". Pour (u¥)rez € Hom'(X[—1],Y)", on a

Hom'(f, 9)[1]"y" ((u*)rez) = Hom'(f, g)" 1 ((—1)" (" rez) = (=1)" (g™ fF)iez

et v"Hom'(f[—1], 9)" ((uF)rez) = v (g™ TFur F1=1]F) ez = v (¢" TFub fF ) ez = (1) (g™ TR WP f7) eq
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif et on a la naturalité cherchée.

n

Hom'(X[—1], Y)" —— Hom'(X, Y)[1]"

Hom'(f[l],g)”l lHom'(fyg)[l]”

n

Hom'(X'[~1], Y/)" —— Hom" (X', Y")[1]"
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Terminons sur le décalage de chacun des deux termes. Par définition, on a

Hom'(X,Y)" = [] Home (X*, YHF) et Hom™(X[1], Y[1]))* = [] Homg, (Xk+1 yntk+ly,
keZ kEZ
Ainsi o™ définit bien une application R-linéaire de Hom (X, Y)" dans Hom'(X[1], Y[1])". Montrons que la famille
(a™)nez est bien un morphisme de complexes. Pour (f*)rez € Hom'(X,Y)", on a

" eocvy (Frez) = @ PH(AY 2+ (1) A er)
= (DA (S A ke

et dﬁom‘(X[l],Y[l])an((fk)kEZ) = dﬁom‘(X[l],\i[l])((_1)n(fk+1)kez)
— (S (AL 4 ()RR e
_ (71)"+1(d§+k+1fk+1 + (*1)n+1fk+2d§(+1)kez )

Ainsi ax,y est un morphisme de complexes de €. De plus, chacun des a™ est un isomorphisme et ax v est un
isomorphisme de complexes.

Mountrons la naturalité. Considérons deux complexes (X', dx/), (Y',dy+) et deux morphismes de complexes
f =" nez : X' =Xet g=(9")nez : Y =Y. Pour (u¥)ez € Hom'(X,Y)", on a

Hom'(f[1], g[1])"a™ ((u*)rez) = Hom'(f[1], g[1])" ((=1)"(u"*")rez)
= (=1)™(g[t" a1 1] ) ez
— (*D”(Q”*kﬂuk“fk“)kez )

et a"Hom'(f, g)" ((u*)rez) = o™ (g" ™ uF f¥)pez = (1) (g TEHLub L fRrt) ey

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif et on a la naturalité cherchée.
Hom' (X, Y)" —2~ Hom'(X[1], Y[1])"
Hom'(f,g)”l lHom'(f[ng[l])”
Hom'(X/, )" —*> How'(X'[1], Y'[1])"

On a bien montré les résultats souhaités. u

Comme les sous-catégories de complexes bornés sont pleines, les transformations naturelles précédentes
passent aux catégories des complexes bornés : c’est le sens de la remarque qui suit.

Remarque 3.67 — Complexes bornés. Soit * € {ub, +, —,b}. Comme A est borné, le foncteur Hom'(A,+) définit
un foncteur de ACom™ dans ACom”. Le premier isomorphisme de la proposition 3.66 et le fait que ACom™ soit
une sous-catégorie pleine de ACom assurent que les foncteurs Hom'(A, ) et idacom* sont isomorphes.

On note T le foncteur de décalage. La remarque 3.64 montre que Hom'(+, T(+)) et THom'(+,=) induisent des
foncteurs isomorphes de (Com%*)°P x Com%~ (resp. (Com% ~)°P x Com%™*, (Com%?)°P x (Com%?)) dans
Com%~ (resp. Com%* et Com%?).

La remarque 3.64 montre que les foncteurs Hom'(T~*(),-) et THom'(-,-) induisent des foncteurs isomorphes
de (Com%*+)°P x Com%~ (resp. (Com%& ~)°P x Com%*t, (Com%?)°P x (Com%”?)) dans Com%~ (resp. Com%+
et Com%?).

La remarque 3.64 montre que les foncteurs Hom"(T(-), T(-)) et Hom'(-,-) induisent des foncteurs isomorphes
de (Com%*+)°P x Com%~ (resp. (Com% )P x Com%+, (Com%?)°P x (Com%”?)) dans Com%~ (resp. Com%+
et Com%?). u

FONCTEUR HOM ET TRANSLATION

Dans les trois remarques qui suivent, on vérifie que les foncteurs et transformations naturelles définis gréce
au complexe Hom se comportent bien vis-a-vis des translations.

Remarque 3.68 — Foncteurs Hom et translation.  Soit (X, dx) un complexe de € (resp. borné a gauche,
borné a droite, borné). La proposition 3.66 montre que le foncteur Hom'(X,-) est un foncteur de catégories
R-linéaires a translation (voir la définition 10.1.1 de [K-S]) de Com(%) (resp. Com(%)~, Com(%)T, Com(%)?)
dans Com(%’) (resp Com(%)~, Com(%)", Com(%)?).

Soit (Y,dy) un complexe de € (resp. borné a gauche, borné a droite, borné). La proposition 3.66 montre
que le foncteur Hom'(-, Y) est un foncteur de catégories R-linéaires a translation de Com(%) (resp. Com(%)~,

Com(%)*, Com(%)?) dans Com(%) (resp Com(%) T, Com(%)~, Com(%)°). "
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Remarque 3.69 — Transformation naturelle entre foncteurs de catégories a translation. On a le diagramme
commutatif

Hom' (A, X[1]) ~2% Hom' (A, X)|1]

Px1) l l‘bx[ll

X[1] —— 2 xq)

En effet, en degré n, on a pour f € Hom, (A, X"H1),
Ox[1]"0ax"(f) = KT (F) = f(1) et idxp"Pxp"(f) = f(1).

Autrement dit, la transformation naturelle ® : Hom'(A,+) — idpcom €st un morphisme de foncteurs de caté-

gories a translation (voir la définition 10.1.1 de [K-S]). Comme le complexe A est borné, on obtient bien str le

méme résultat pour les catégories ACom™, ACom™ et ACom®. L]

Remarque 3.70 — Double décalage. Soient (X, dx), (Y,dy) deux complexes &. Le diagramme suivant est

anti-commutatif : on a yx v[1] 0 dx(—1,y = —x,v[1] o vx,v[1]-
. ox[-1],¥ .
Hom'(X[—1], Y[1]) —— Hom'(X[—1], Y)[1]
Vx,y[ul lVX,Y[l]
6)(37[1]

Hom (X, Y[1))[1]
En effet, pour n € Z et (u¥)rez € Hom (X[—1], Y[1])", on a

vx v 1" 0 dx g,y (WF)kez) = vx xy " (uF)rez) = (=1)" T (1P )iez)

Hom'(X,Y)[2]

et ox.v (1" o vx v ™ (W)rez) = ox,y™ T (=)™ (@ )rez) = (—=1)"(u*)rez)
Autrement dit, suivant la définition de [K-S, définition 10.1.1(v)|, le foncteur Hom'(+,+) est un bifoncteur de
catégories R-linéaires & translation. u

3.4.3 LE CAS DES CATEGORIES ABELIENNES

Dans cette sous-section, on étudie le cas oul la catégorie € est abélienne. La catégorie des complexes hérite
alors aussi d’une structure abélienne (proposition 3.71). De plus, on peut définir un nouvel outil : la cohomologie
d’'un complexe qui méne aux notions de complexes exacts et de quasi-isomorphismes ainsi qu’aux bases de
I’algébre homologique.

Proposition 3.71 — Si & est une catégorie abélienne. Lorsque % est une catégorie abélienne, les catégories
Com(%), Com(%)T, Com(€)~ et Com(%)" sont abéliennes.

Preuve. Commengons par montrer un premier résultat général dans les catégories additives. Soient % une
catégorie additive, (X, dx), (Y, dy) deux complexes de € et f = (f™)nez : X— Y un morphisme de complexes.
On suppose que pour tout n € Z, f™ est un monomorphisme alors f en est un. En effet, si (Z,dz) est un
complexe de € et g = (¢")nez : Z— X un morphisme de complexe vérifiant fg = 0, on a f"¢g™ = 0 pour tout
n € Z et donc g™ = 0 pour tout n. Ainsi g = 0. De méme, si pour tout n € Z, f™ est un épimorphisme alors f
en est un. En effet, si (Z, dz) est un complexe de € et ¢ = (¢")nez : Y — Z un morphisme de complexe vérifiant
gf =0,0n a g"f™ =0 pour tout n € Z et donc g™ = 0 pour tout n. Ainsi g = 0.

On suppose & présent que ¢ est une catégorie abélienne. Soient (X, dx), (Y, dy) deux complexes de € et
f=(f")nez : X—7Y un morphisme de complexes. Pour n € Z, on pose (X'™,i") le noyau de f™ : X" = Y" et
(Y™ ¢™) le conoyau de f™: X" —Y™.

L’application d% induit un unique morphisme d%, : X' — X"+ vérifiant i"T1d%, = d%i". En effet, on a
frrtdyi™ = d% f7i" = 0 et donc di%i™ se factorise par le noyau de fm1.
Montrons que (X’,dx/) est un complexe. Il suffit de montrer que d;fld?(, = 0. Or par construction, on a

iVt dg, = dyttintldy, = dyttdgi® = 0. Comme "2 est un monomorphisme, on en déduit que (X', dx)
est un complexe. De plus, la construction de dxs assure que i = (i"),¢cz est un morphisme de complexe de X’
dans X.

Montrons que ((X’,dx:),%) est un noyau de f. Soit (Z,dz) soit un complexe de € et g = (¢")nez : Z—X
tel que fg = 0. Montrons que g se factorise par i¢. Par hypothése, on a f"¢g"™ = 0. Par définition de ", on
peut écrire g" = i"h" avec h" : Z" — X'™. Montrons que (h")pez est un morphisme de complexes. On a
iR = gnta) = dR g™ = di"h™ = i"T1d%, h". Comme i"*! est un monomorphisme, on en déduit que
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(h™)nez est un morphisme de complexes. De plus, on a bien g = ih. Enfin, d’aprés le résultat préliminaire, i est
un monomorphisme, ce qui donne 'unicité de la factorisation a travers i. Ainsi ((X’,dx),?) est un noyau de f.

L’application d% induit un unique morphisme dg, : Y™ — Y™+ vérifiant ¢"T1d% = di,q". En effet, on a
"L f1 = ¢ TR = 0 et donc ¢"1dR se factorise par le conoyau de f™.
Montrons que (Y’,dy+) est un complexe. Il suffit de montrer que df'd%, = 0. Or par construction, on a

d@’ld",q” = d@’lq"HdQ = q”*%@“d@ = 0. Comme ¢" est un épimorphisme, on en déduit que (Y’ dy+) est
un complexe. De plus, la construction de dy: assure que ¢ = (¢")nez est un morphisme de complexes de Y
dans Y.

Montrons que ((Y’,dy’),q) est un conoyau de f. Soit (Z,dz) un complexe de € et g = (¢")nez : Y —Z
tel que gf = 0. Montrons que g se factorise par ¢q. Par hypothése, on a ¢"f" = 0. Par définition de ¢",
on peut écrire ¢" = h"¢™ avec h™ : Y™ —Z. Montrons que (h"),ez est un morphisme de complexes. On a
dphq® = dig" = g"Tldy = h"Hlgntdy = h"Td%,q". Comme ¢" est un épimorphisme, on en déduit que
(h™)nez est un morphisme de complexes. De plus, on a bien g = hq. Enfin, d’aprés le résultat préliminaire, g est
un épimorphisme, ce qui donne 1'unicité de la factorisation a travers ¢. Ainsi ((Y',dy),q) est un conoyau de f.

On en déduit que les morphismes de Com(%) ont des noyaux et des conoyaux. On en déduit aussi la
réciproque du résultat préliminaire dans une catégorie abélienne : si f = (f™),ecz est un monomorphisme (resp.
épimorphisme) de complexes alors tous les f™ aussi. En effet, si f est un monomorphisme (resp. épimorphisme)
alors son noyau (resp. conoyau) est nul. La construction du noyau (resp. conoyau) de f montre alors que le
noyau (resp. conoyau) de f™ est nul pour tout n € Z et donc f™ est un monomorphisme (resp. épimorphisme).

Soit f = (f") € Homcgp, (4 (X, Y) un monomorphisme (resp. un épimorphisme) dans Com(%’). On considére
alors (Y, dy),q = (¢™)nez) (resp. (X', dx/),i = (i")nez)) le conoyau de f (resp. le noyau de f). Par définition,
d%, (resp. d%,) est I'unique morphisme vérifiant ¢"1d% = d%,q" (vesp. i"T1dy, = d%i™). Comme € est abélienne,
(X™, f™) (resp. (Y™, f™)) est le noyau (resp. conoyau) de ¢™ (resp. i"). Et la différentielle (en degré n) du noyau
de ¢ est par définition 'unique morphisme (noté d") vérifiant f*t1d" = d f" (vesp. f*"1d% = d"f™). Par
unicité, on a d* = d% (resp. d" = d%). Ainsi ((X,dx), f) (resp. ((Y,dy), f)) est le noyau (conoyau) de son
conoyau (son noyau). On en déduit que Com(%’) est une catégorie abélienne.

Soit x € {4, —, b}. On suppose que (X, dx) et (Y, dy) sont des objets de Com(%)* et f : X — Y un morphisme
de complexes. Par construction, le noyau et le conoyau de f sont dans Com(%)*. Comme Com(%)* est une sous-
catégorie de Com(€), le noyau et le conoyau de f dans Com(%’) sont aussi le noyau et le conoyau dans Com(%)*.
De plus, supposons que f soit un monomorphisme (resp. un épimorphisme) dans Com(%)*. Le noyau (resp.
conoyau) de f dans Com(%)* est alors le complexe nul. Comme les noyaux (resp. conoyaux) dans Com(%)* et
Com(%) coincident, on en déduit que f est un monomorphisme (resp. épimorphisme) dans Com(%’) et donc f
est le noyau de son conoyau (resp. le conoyau de son noyau) dans Com(%’). Comme le conoyau (resp. noyau)
est par construction dans Com(%)*, la coincidence des noyaux et conoyaux dans Com(%) et Com(%)* assure
que f est le noyau de son conoyau (resp. conoyau de son noyau) dans Com(%)*. Autrement dit, Com(%)* est
une catégorie abélienne et le foncteur d’inclusion est exact. On en déduit aussi immédiatement que les foncteurs
d’inclusion de Com(%’)® dans Com(%)* ou Com(%’)~ sont exacts.

Finalement, soit * € {ub, 4+, —, b}. Par construction des noyaux et conoyaux, une suite

f g

X—Y——=7%
dans Com(%)* est exacte si et seulement si pour tout n € Z, la suite
xn Ly s g
est exacte dans ¥. u
Remarque 3.72 — Décalage et catégorie abélienne. Soient * € {ub,+,—,b} et m € Z. On suppose que €
est une catégorie abélienne. La construction des noyaux et des conoyaux dans Com(%)* assure que, pour un

morphisme de complexe f, on a Ker (f[m]) = (Ker f)[m] et Coker (f[m]) = (Coker f)[m]. On en déduit que «[m]
est un foncteur exact et donc «[m] est une auto-équivalence de la catégorie abélienne de Com(%)*. u

COHOMOLOGIE

On définit ici la cohomologie d'un complexe dans une catégorie abélienne puis on donne ’exemple de la
cohomologie du complexe Hom.

Proposition 3.73 — Foncteurs Cohomologie. On suppose que % est une catégorie abélienne. Lorsque (X, dx)
est un complexe de ¥, on définit les familles d’objets de ¢

7ZX = (Z"X)nez ont Z"X =Kerd,  BX = (B"X)n,ez oit B"X =Imdl !,
et HX = (H"X)nez ot H"X = Z"X/B"X.
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Soient (X, dx), (Y,dy) deux complexes de € et f = (f")nen : X — Y un morphisme de complexes de €. On
peut alors définir les familles de morphismes de % :

Zf=(Z"f)nez ou Z"f:Z"X—Z"Y est le morphisme induit par f™,
Bf=(B"f)nez ou B"f:Z"X —B"Y est le morphisme induit par f"

et Hf = (H"f)nez ou H"f:Z"X —B"Y est le morphisme induit par f™.
On définit ainsi trois foncteurs de catégories R-linéaires a translation
Com(¢) — €% Com(¢) — €% Com(¢) — €%
A X — 7ZX B: X — BX et H: X — HX
oz f — Bf f  — Hf.

Preuve. Comme la catégorie ¥ est abélienne, Z"X et B™X sont bien définis. Montrons que la relation
d%dg_l = 0 assure que B"X est un sous-objet de Z"X. On pose jx : B"X — X" le morphisme d’inclusion
et gx : X" —>Cokerd§é_1 le morphisme canonique. Par hypothése, on a qxdgé_1 = 0. Ainsi dgl(_l se factorise
de fagon unique par Kergx = Im d§71 c’est-a-dire qu’il existe un unique morphisme d: X" 1 5 B"X tel que
jxg = d;fl. Les axiomes des catégories abéliennes assurent que d est un épimorphisme (c’est un conoyau de
I'inclusion Ker dgl(_l dans X"71). Or on a dg o jx o d= dgd;‘l =0 et donc d%jx = 0 (puisque d est un épimor-
phisme). Ainsi jx se factorise par Ker d% = Z"X c’est-a-dire qu’il existe un unique morphisme j% : B"X — Z"X
tel que ixj% = jx. De plus, j% est un monomorphisme puisque ixj% = jx en est un. Finalement on peut bien
deéfinir H"X comme le conoyau de l'inclusion de j% : B"X — Z"X.

Montrons que f™ induit un morphisme Z"X dans Z"Y. On note ix : Z"X—X" et iy : Z"Y —=Y" les
morphismes d’inclusion. On a d@“f"ix = frtld%ix = 0. Ainsi f"ix se factorise de fagon unique par Z"Y
c’est-a-dire qu’il existe un unique morphisme Z" f : Z"X — Z"™Y tel que iyZ" f = fMix.

Montrons que f" induit un morphisme B"X dans B"Y. On note jx : B"X —=X" et jy : B"Y = Y" les
morphismes d’inclusion et gx : X”HCokerd?(_1 et gy : Y”HCokerd’;_l les morphismes canoniques. On a
qund§71 = qydgflj””*1 = 0. On en déduit que gy f™ se factorise de fagon unique par Cokerdgf1 c’est-a-
dire qu’il existe un unique morphisme ]”v : Cokerd?(_1 HCokerd@_l tel que gy f" = qu. On en déduit que
gy fix = qujx = 0. Ainsi f"jx se factorise de fagon unique par Ker gy = Im d@_l c’est-a-dire qu’il existe un
unique morphisme B"f : B"X — B"Y tel que f"jx = jvyB"f.

Montrons que f™ induit un morphisme de H”X dans H™Y. On note j§ : B"X —7Z"X et j{, : B"Y - Z"Y
les morphismes d’inclusion et ¢% : Z"X — H"X et ¢4, : Z"Y — H"Y les morphismes canoniques. Montrons pour
commencer que j4,B"f = j4Z" f. Comme ivj{ = jy et ixjk = jx, on a

ivjy B f = jyB"f = f"jx = [Mixjx = ivZ" fi% -
On obtient 1’égalité souhaitée car iy est un monomorphisme. On en déduit que ¢, 2" fj% = ¢, 74B"f =0 et
donc ¢4, Z™f se factorise facon unique par Cokerji = H"X c’est-a-dire il existe un unique morphisme H" f tel
que H" f¢ = ¢4 Z"f.

Montrons & présent la fonctorialité. Soit (Z,dz) un complexe de € et g : Y — Z un morphisme de complexes
de €. On note iz : Z"Z—7Z", jy : B"Z—Z" les morphismes d’inclusions et ¢}, : Z"Z — H"Z le morphisme
canonique. Comme Z"g Z" f vérifie izZ"g Z" f = g™iyZ" f = g™ f™ix, on obtient, par unicité, Z"(gf) = Z"gZ" f.
De méme, B"gB"f vérifie jzB"gB"f = ¢"jyB"f = ¢g"f"jx et donc, par unicité¢, B*(¢gf) = B"¢gB"f. Enfin
H"gH" f vérifie H"gH" fo& = H"gg, 2" f = ¢, Z"9Z" f = ¢,Z"(gf) et donc, par unicité, H"(gf) = H"gH" f.

De méme, idznx vérifie ixidznx = ix = idxnix et donc, par unicité, Z"(idx) = idzrx. De facon identique,
idgnx vérifie jxidgnx = jx = idxnjx et, par unicité, on obtient B"(idx) = idgrx. Enfin, le morphisme idpnx
vérifie idunx ¢k = ¢ = dkidznx = ¢&Z™(idx) et donc H"(idx) = idunx.

La R-linéarité des foncteurs Z, B et H s’obtient de la méme fagon en utilisant 'unicité. Par ailleurs, comme
Keru = Ker(—u) (resp. Imu = Im (—u) et Cokeru = Coker (—u)) pour tout u morphisme d’une catégorie
abélienne, on obtient que (ZX)[1] = Z(X[1]), (BX)[1] = B(X[1]) et (HX)[1] = H(X]1]) pour tout complexe
(X,dx) et (ZH[1] = Z(f[1]), (BH[L] = B(f[1]) et (Hf)[1] = H(f[1]) pour tout morphisme de complexes. L]

Définition 3.74 — Complexe de cohomologie. Soient (X, dx) un complexe d’une catégorie abélienne ¢. En
suivant les notations de la définition 3.57. On note Z(X) = I(ZX) (resp. B(X) = I(BX), H(X) = I(HX)) le
complexe & différentielle nulle de € associé a ZX (resp. BX, HX).

Exemple 3.75 — Homologie en degré 0 du complexe Hom. Soient ¥ une catégorie additive et (X, dx) et
(Y, dy) deux complexes de €. On a alors

ZOHOID-(X, Y) = HomCom(%) (X,Y).
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En effet, par définition de la différentielle en degré 0 du complexe Hom, on a

ZOHom'(X,Y) = {(fn)nGZ € [[ Hom, (X", Y™), VneZ, dyvf"= f”“d’;(} .
nez
Par ailleurs, on dit que les éléments de BOHom'(X,Y) sont les homotopies de X dans Y c’est-a-dire les
éléments de la forme

{(f")nez € [] Homg, (X, Y™), 3(5™)nez € [[ Homeg (X™, YY), VneZ, fr=dets"+ s"+1d§§} .
nez neZ

On note souvent Homt (X,Y) l'ensemble des homotopies de X dans Y (plutét que B’Hom'(X,Y)). Comme
B°Hom'(X,Y) C Z°Hom'(X,Y), une homotopie est en particulier un morphisme de complexes. On retrouve ce
résultat par le calcul : on a d f* = ds"T1d% = f*1d% pour tout n € Z.

Par ailleurs, si f : X’ =X et g : Y — Y’ sont deux morphismes de complexes, la définition du foncteur Z°
donne ZOHoml(f7 g) = HomCom(%) (fa g)'

L’é¢tude du R-module H'Hom'(X,Y) sera faite & la sous-section 3.4.5.

De facon un peu plus générale, fixons m € Z, on a

Z"™Hom'(X,Y) = {(fn)neZ € [] Homg (X™, Y™ H™), VneZ, (—1)md$+mf” = f"Jrld%} .
ne”

Comme (—1)mdyt™ = dy(,,)» on obtient que Z™Hom'(X,Y) = Homg,,, ) (X, Y[m]). Par ailleurs, si f: X' —X

et g : Y —Y' sont deux morphismes de complexes alors Z™Hom'(f, g) = Homggy, ) (f; glm]). Enfin, grace a

I'isomorphisme Jx vy de la proposition 3.66, B"Hom'(X,Y) = B’Hom"(X, Y[m]) est 'ensemble des homotopies

de X dans Y[m]. L]

ALGEBRE HOMOLOGIQUE

Gréce a la notion de cohomologie, on peut définir de nouveaux types de morphismes ou de complexes : les
quasi-isomorphismes et les complexes exacts. On présente aussi le résultat fondateur de ’algébre homologique : la
suite exacte longue de cohomologie. Enfin, on finit cette sous-section par le corollaire 3.80 qui relie les différentes
notions présentées ici.

Définition 3.76 — Quasi-isomorphisme. On suppose que % est une catégorie abélienne. Soient (X, dx) et
(Y, dy) deux complexes de € et f : X — Y un morphisme de complexes. On dit que f est un quasi-isomorphisme
si H*(f) est un isomorphisme pour tout n € Z c’est-a-dire si H(f) est un isomorphisme.

On dit que (X, dx) est quasi-isomorphe & (Y, dy) s’il existe un quasi-isomorphisme de (X, dx) dans (Y, dy).

Définition 3.77 — Complexe exact. On suppose que € est une catégorie abélienne. Soit (X, dx) et (Y, dy) un
complexe de €. On dit que (X, dx) est ezact si HX = 0 (c’est-a-dire si X est quasi-isomorphe a 0).

Proposition 3.78 — Un tout petit peu d’algébre homologique. Soit & est une catégorie abélienne. Il existe
un foncteur R-linéaire de la catégorie des suites exactes courtes de Com (%) dans la catégorie des fléches de €7
donné par :

() a la suite exacte courte ( X ! y—Ls7 0 de complexes de €, on associe un morphisme
0 = (0™)nez : H(Z) — H(X[1]) telle que, pour tout n € Z, la suite
H" H" n HP L
1 (X) Y e vy B9 gz 8 e x0T D oy
soit exacte.
(#4) au morphisme (ux, wy,uz) entre les suites exactes courtes
0 X—toy—2oy 0 et 0 X~y L 0,

on associe, le morphisme (H(uz), H(ux[1])) de la catégorie des fleches de €.
Preuve. Voir les théorémes 12.2.4 et 12.3.3 de [K-S]. u

Proposition 3.79 — Suite exacte d’'un cdne. Soient € une catégorie abélienne, (X,dx) et (Y,dy) deux
complexes de € et f : X—Y un morphisme de complexes. On note ¢ : Y —C(f) et m : C(f)— X[1] les
morphismes canoniques (voir la définition 3.61). La suite

0—>Y ——>C(f) =27 —>0 (+)



122 CHAPITRE 3 — RAPPELS : CATEGORIES 3.4.4

est exacte. De plus, le morphisme § de la proposition 3.78 associé a la suite exacte (x) est H(f[1]).

Preuve. D’apreés ce qu’'on a vu dans la démonstration de la proposition 3.71, il suffit de regarder ce qui se passe
en degré n pour tout n € Z. Or en degré n, la suite

n n+41
0—=Y" ——=Y" 3 X[1]" T—X[1]" 0
est évidemment exacte. La deuxiéme partie de la proposition résulte des constructions de § et H(f[1]). L]

Corollaire 3.80 — Coéne et quasi-isomorphisme. Soient € une catégorie abélienne, (X, dx) et (Y,dy) deux
complexes de % et f : X —Y un morphisme de complexes. Alors f est un quasi-isomorphisme si et seulement
si C(f) est un complexe exact.

Preuve. D’aprés les propositions 3.78 et 3.79, on a la suite exacte

H" () H" (m) H" 1 (f) HH(4)
—_—

H™(Y) H™(C(f)) —= H"{(X) —=H""(Y) —=H""(C(f))

Si C(f) est exact alors, pour tout n € Z, les objets H"(C(f)) et H**1(C(f)) sont nuls. Ainsi H"(7) et
H"*1(7) sont nuls et donc, par exactitude, H**1(f) est un monomorphisme et un épimorphisme c’est-a-dire un
isomorphisme.

Si f est un quasi-isomorphisme alors, par exactitude, H"(r) et H**1(i) sont nuls, pour tout n € Z. L’exac-
titude en H™(C(f)) assure alors que C(f) est exact. L]

3.4.4 EXTENSION DE FONCTEURS

Dans cette sous-section, on montre comment, & partir d’un foncteur entre deux catégories R-linéaires, on peut
construire un foncteur entre les catégories de complexes correspondantes. On étudie ensuite le comportement de
cette extension de foncteur vis-a-vis des complexes bornées, des complexes Hom, de I’adjonction et des cones.

Proposition 3.81 — Extension de foncteurs. Soient € et ¥’ deux catégories R-linéaires et M : ¥ — %' un
foncteur R-linéaire. Pour (X, dx) un complexe de €, on définit le complexe MX par
Vn € Z, (MX)™ = M(X™) et d¥yx = Mdy .
Si (X, dx) et (Y,dy) sont deux complexes de € et f = (f")nez : X — Y un morphisme de complexes, on définit
le morphisme de complexes Mf : MX — MY par
Vn € Z, (Mf)™ =M(f").
On définit ainsi un foncteur R-linéaire (qu’on note encore M) de catégories a translation
Com(%) — Com(%”)
M: X — MX
[ — Mf.

Par ailleurs, si N : 4 — %" est un foncteur R-linéaire et a : M — N une transformation naturelle. Alors pour
(X, dx) un complexe de €, on définit ax = (axn )nez. C’est un morphisme de complexes de MX dans NX et la
famille (ax)(x,dy) est une transformation naturelle entre M et N.

On note Fetp(Com (%), Com(%”)) I'ensemble des foncteurs R-linéaires de catégories a translation de Com(%)
dans Com(%") et Fct(€,%”") 'ensemble des foncteurs R-linéaires de 4 dans €”. On a ainsi défini un foncteur
R-linéaire d’extension

Fet(€,¢") — Fetp(Com(%), Com(%”))
Extension: M — M

(8% > (QX)(X,dX) .

Preuve. Montrons que MX est bien un complexe. Par définition, pour tout n € Z, on a dy;x : MX" — MX"H! et
par additivité de M, on a dyldiyx = M(d%™d%) = 0. Montrons que Mf est bien un morphisme de complexes.
Pour tout n € Z, on a dyy (Mf)™ = M(d% f™) = M(f"Tdy) = (Mf)"1dy«. Passons a la fonctorialité. La
construction de M montre clairement que Midx = idyx puisqu’en degré n, on a
M(idx)"™ = M(idx") = M(idx») = idyyxn) = idx)y» = (idmx)"
De méme, si (Z,dyz) est un complexe de € et g : Y — Z un morphisme de complexes alors, pour n € Z, on a
M(gf)™ = M((gf)") = M(g" f") = M(g")M(f") = M(g)"M(f)" .

La R-linéarité résulte immédiatement de celle au niveau de € et €”.
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Enfin, on a évidemment M(X[1]) = (MX)[1] puisque pour n € Z, on a
(MX[])" = MX[]") = MX™ = (MX)[A]" et diyp = —dukx = —Mdy™ = Mdgyy; = diyxpy) -
De plus, pour f = (f")nez : X—=Y, on a (M(f[1]))" = M(f[1]") = Mf"Tt = (Mf)[1]" pour tout n € Z et M
est bien un foncteur de catégories & translation.

Passons a ’étude des transformations naturelles. Soit n € Z. Par définition, on a axn» : MX"™ — NX". Comme
d¥yx = M(d%) et dnxn = N(d%), le diagramme suivant est commutatif

axn

MX" NX™

d&xl ldnx
Qynt1

MX" ! ——= NX"H

et ax est bien un morphisme de complexes.
Soient (X, dx), (Y,dy) deux complexes de € et f : X — Y un morphisme de complexes. Il s’agit de comparer
les morphismes de complexes ayMf et Nfax. Or en degré n, on a

(ayMf)" = aynM(f") = N(f")ax» = (Nfax)".
Ainsi ayMf = N fax et (ax)x,dx) est bien une transformation naturelle. De plus, on a le diagramme commutatif

X1

M(X1]) N(X[1])

idl l/id
ax[l]

(MX)[1] —— (NX)[1]

puisque, pour n € Z, on a axp)" = axn+1 = (ax[1])". Ainsi (ax)x,dy) est bien un morphisme de foncteurs de
catégories & translation (voir la définition 10.1.1 de [K-S]).

Il reste & étudier la fonctorialité et la R-linéarité. Soit P : 4 — %’ un foncteur R-linéaire et 5 : N — P une
transformation naturelle. On a (8o a)x,ax) = B(X,dx) © A(X,dx) €t (idM)(x,dx) = idy puisqu’en degré n, on a

(ﬂ @] a)(X,dx)n = (ﬂ @] a)Xn = ﬂxn O axn = 6(X,dx)n @] a(X,dx)n
et (idM)(de)n = idxn = id(x,dx)n .
Les propriétés de R-linéarité sont évidentes. u
Lorsque les complexes sont bornées, la construction assure que le nouveau complexe est borné et tout se
passe bien comme le montre la remarque qui suit.

Remarque 3.82 — Complexes bornés et extension de foncteurs. Soient % et ¥’ deux catégories R-linéaires
et M : ¥ — %' un foncteur R-linéaire. Si (X,dx) est un complexe de € borné (resp. borné a droite, borné a
gauche) alors MX D’est aussi. Ainsi M induit un foncteur (R-linéaire de catégories & translation) de Com(%)*
dans Com(%”)* pour * € {+, —,b} et, pour * € {—, +,b}, on a des foncteurs d’extension

Fet(€,¢"') — Fetp(Com(%)*, Com(€")*)
Extension: M — M

« (X)) (X,dx) -

EXTENSION DE FONCTEURS ET COMPLEXE HoM

Le foncteur M permet de définir une transformation naturelle entre complexes Hom. Cette transformation
naturelle permettra de transférer I'extension du foncteur M aux catégories de complexes vers les catégories
homotopiques (voir la proposition 3.93).

Remarque 3.83 — Complexe Hom et extension de foncteurs. Soient ¥, %’ deux catégories R-linéaires et
M : € — % un foncteur R-linéaire. On considére (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de 4. Montrons que le
foncteur M définit un morphisme naturel M : Hom'(X, Y) — Hom" (MX, MY).

Pour U,V € &, on note My,y : Home (U, V) — Home, (MU, MV) lapplication donnée par le foncteur M. On
définit alors le morphisme M en degré n comme

M” = [T Myx yoie : [] Home (XF, Y**) — T] Homg, (MXF, MY ")
keZ keZ keZ

Il s’agit a présent de vérifier que M est bien un morphisme de complexes. L’application M"™ est bien R-linéaire.
De plus, pour (f*)rez € Hom'(X,Y)", on a
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dﬁom'(MX,My)Mn((fk)kez) = dﬁom-(MX’My)((Mfk)keZ) = (drl\l/[Jg{kak + (_1)n+1Mfk+1d§/[X)keZ .
La définition des différentielles de MX et MY donne alors
oy M (FF)rez) = MY fF 4+ (1) AR ) ez = MO e vy ((FF)vez) -

Montrons la naturalité de M. Soient (X', dx/), (Y’,dy/) deux complexes de € et f = (f")nez : X' =X et
g = (9")nez : Y =Y’ deux morphismes de complexes. Montrons que le diagramme suivant est commutatif

Hom'(X,Y) —% > Hom'(MX, MY)
Hom'(ﬁg)l J{Hom'(Mf,Mg)
Hom'(X/, Y') —+> Hom'(MX’, MY”)
Pour (u*)ez € Hom'(X,Y)", on a
M"Hom'(f, g)"((u*)rez) = (M(g"*u" f*))rez = (Mg"+t* Mu* Mf*) ez = Hom'(Mf, Mg)"M"™ (u*) ez -

En considérant Z°M, l'exemple 3.75 montre qu’on retrouve le fait que M transforme un morphisme de
complexes en morphisme de complexes (c’est-a-dire qu’on a bien pu définir I'extension du foncteur M). u

EXTENSION DE FONCTEURS ET ADJONCTION

Lorsqu’on dispose d’une paire adjointe entre deux catégories R-linéaires, on peut la prolonger entre les
catégories de complexes correspondantes. On a méme, griace aux complexes Hom, un petit peu mieux. Ce petit
plus permettra transférer ’adjonction jusqu’aux catégories homotopiques (voir la remarque 3.94).

Remarque 3.84 — Adjonction et extension de foncteurs. Soient %,%’ deux catégories R-linéaires et M :
€ —%', N : € — %€ deux foncteurs R-linéaires. On suppose que (M, N) est une paire adjointe. Pour U € €
et V€ ¢, on note ¢y v : Home, (MV, U) — Hom (V,NU) l'isomorphisme donnant 1’adjonction. On considére
(X,dx) un complexe de € et (Y, dy) deux complexes de €’. Montrons que la transformation naturelle ¢ induit
un isomorphisme naturel px vy : Hom'(MX,Y) — Hom'(X, NY).
On définit alors le morphisme ¢x y en degré n comme
oxy" = [ ¢xnyn+r+ [] Homy (MXF, Y ) — [T Home, (X®, NY"HF) .
kEZ keZ kEZ

Montrons & présent que ¢x y est bien un morphisme de complexes. Pour simplifier les notations, on pose
d = diom*(x,Nv)- L'application @x y™ est bien R-linéaire. De plus, pour (f*)rez € Hom'(MX,Y)", on a

d"ox " ((F)rez) = d((oxr yoie (FF)nez) = (A" oxe v (FF) + (= 1) Hoxrn ynrwe (F74)d5rez -

et SDXvYnJrldTI-lIom'(MX,Y)((fk)kGZ) = (<ka,Y"+k+1(d§+kfk) + (=1 oxr ynenn (FF i) Jrez -

Or l'adjonction entre M et N dans & et ¢’ donne les diagrammes commutatifs

Pxk yn+k
Hom,, (MXF, Yrth) — " o pom, (XF, NY"HF)

dq,'”ol lNd;}*’“o

Pxk ynt+k+1
Home, (MXF, Yrrhtl) 220 fom, (XE, NY 1)

Pxk+1 yntktl
et Homg,, (MXFFL yntktly — > Hom,, (Xk1 NYnthtl)

onQl lod;“(

Pxk yntk
Homy, (MXF, yrtitl) — 25X g (XF, NY e+

En appliquant le premier diagramme a f* et le deuxiéme a fX*! on obtient que ¢x y est un morphisme de
complexes de R-modules. De plus ¢x v est évidemment un isomorphisme puisque chacun des ¢x y™ en est un.

Vérifions a présent la naturalité de la transformation. Soient (X’,dx/) un complexe de %, (Y',dy/) un
complexes de €’ et f = (f™")nez : X' =X et g = (¢")nez : Y =Y’ deux morphismes de complexes. Montrons
que le diagramme suivant est commutatif.
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Hom' (MX, Y) ——> Hom'(X, NY) ()

Hom.(Mf,g)l lHom.(f,Ng)

X

Hom"(MX/, Y') 2% Hom' (X, NY’)
Pour (u*)ez € Hom'(MX,Y)", on a

ox,y/"Hom'(Mf, 9)" (uF)rez) = (oxre yrmir (g"TFuFMfF)) ez

et Hom'(f,Ng)"px v" ((u")rez) = (Ng" T oxr ynrr (uF) f¥) ez -

L’égalité entre les deux termes résulte alors de la commutativité du diagramme suivant de R-modules appliqué
auk.
Pxk yntk

Hom.,, (MX* Y"+F) — = Homg,, (X*, NY"+F)

Hom,, (Mf’“,g”““)l lHomgf",Ng"*k)

Pxk ynt+k+1

Homg, (MX'*, Y'n+F) Hom, (X%, NY'" k)

En appliquant le foncteur Z° au diagramme commutatif (), on obtient, grace & 'exemple 3.75, que les fonc-
teurs M : Com(%) — Com(%”) et N : Com(%¢”’) — Com(%) sont adjoints; I'isomorphisme donnant I’adjonction
est Z%x y. On note € et 7 la counité et I'unité de la paire adjointe (M, N) (au niveau de ¢ et €’ comme au
niveau de Com(%) et Com(%”)). Les relations précédentes donnent alors immeédiatement la counité et l'unité
de la paire adjointe (M,N) : ey = (eyn)nez : MNY =Y et nx = (fxn )nez : X — NMX. L]

EXTENSION DE FONCTEURS ET CONE

L’extension d’un foncteur depuis une catégorie R-linéaire vers sa catégorie de complexes se comporte bien
vis-a-vis des cones de morphismes de complexes. Cette propriété assure que l'extension de foncteur jusqu’a la
catégorie homotopique donne un foncteur triangulé (voir la proposition 3.93).

Remarque 3.85 — Céne et extension de foncteurs. Soient ¥, %’ deux catégories R-linéaires et M : € — %"
un foncteur R-linéaire. On considére (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de € et f : X —Y un morphisme de
complexes.

Montrons que le morphisme id : C(Mf) — MC(f) induit un isomorphisme de foncteurs de catégories a
translation entre MC et CM. On commence par remarquer que

CMf)"™ = (MY)" & (MX[1])"* = M(Y") & M(X"*1) = M(Y" & X"*) = (M(C(/)))"

(Mf)"“} _ [Md@ M(fH)

i Md?

day
et dar = | MY
C(MJ) [ ]

] = duce) -

Par ailleurs, si (X', dx/) et (Y',dy/) sont deux complexes et f' : X' =Y’ gx : X—=X', gy : Y=Y’ trois
morphismes de complexes de € tel que gy f = f'gx, on a C(Mgx, Mgy) = M(C(gx, gv)) puisqu’en degré n, on a
C(Mgx, Mgy)™ = Mgy"™ ® Mgx" ' = M(gy™ @ gx"*') = M(C(gx, 9v))" -

Ainsi, on obtient bien une transformation naturelle. Il reste & montrer la propriété relative a la translation. Elle
résulte du diagramme suivant

CM(f[1]) —4> MC(f[1])

(;Mfl lMéf

id
(CMf)[1] —— (MCS)[1]
ou ¢ est défini dans la remarque 3.62. Ce diagramme est commutatif puisque, pour tout n € Z,
(5an = idMyn+1 b —idMXn+2 = M(idyn+1 b —idxn+2) = (M&f)n

On obtient ainsi le résultat souhaité.

Par ailleurs, on note iy : Y — C(f), ims : MY = C(Mf), my : C(f) = X[1] et mmy : C(Mf) —MX][1] les
morphismes canoniques (voir la définition 3.61). Les définitions de iny et mvy donnent alors iny = Miy et
T™f = Mﬂ'f. L]



126 CHAPITRE 3 — RAPPELS : CATEGORIES 3.4.5

3.4.5 LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE

Dans cette section, on définit la catégorie homotopique a partir de la cohomologie (en degré 0) des complexes
Hom. Cette définition permet, grace aux propriétés de la cohomologie, de faire descendre rapidement (on applique
juste le foncteur H) au niveau de la catégorie homotopique les constructions effectuée au niveau de la catégorie
des complexes (voir la proposition 3.93 et la remarque 3.94).

LA CATEGORIE HOMOTOPIQUE : UNE CATEGORIE TRIANGULEE

On commence par définir la catégorie homotopique. Un nouveau type de complexes et un nouveau type de
morphismes de complexes apparaissent alors : les complexes contractiles et les équivalences d’homotopie. On
définit ensuite, grace & la notion de cone, les triangles standards puis la structure triangulée sur la catégorie
homotopique. On finit par le corollaire 3.91 et la proposition 3.92 qui serviront dans la chapitre 4.

Définition 3.86 — Catégorie homotopique. Soit % une catégorie R-linéaire. On définit la catégorie Com(%)h*
de la facon suivante. Les objets de Com(%’)"* sont les complexes de % ; pour (X, dx) et (Y, dy) deux complexes
de %, on pose

Ilorn(]()m(‘tfa”)ht (X7 Y) = HY (Hom (X7 Y)).

La catégorie Com(%)" (notée €™ pour simplifier) est une catégorie R-linéaire & translation. Le foncteur de
passage au quotient de Com(%’) dans €M est un foncteur R-linéaire de catégories a translation.

Preuve. Soient (X,dx),(Y,dy),(X',dx/) et (Y',dy’) quatre complexes de € et f : X' =X, g: Y =Y’ deux
morphismes de complexes. On considére le morphisme de complexes Hom'(f, g) : Hom'(X,Y) — Hom (X', Y’)
(voir la définition 3.63). D’aprés 'exemple 3.75 et les définitions de Z et B, on a le diagramme commutatif
suivant

B%Hom'(X, Y)——— Hom(X,Y)
Homcom((ﬁ)(f,g)l lHomCom(%)(f,g)
BHom'(X’, Y')— Hom., (X', Y’)

ce qui montre que si u est une homotopie de X dans Y alors guf est une homotopie de X’ dans Y’. Ainsi, on
peut bien définir, par passage au quotient, une loi de composition R-bilinéaire

{ ]:—:[OrnCIOm(<(g”)ht (X’ Y) X ]:—:[OrnCIOm(<(g”)ht (Y, Z) - I_IOInCom(%)ht (X’ Z)
o
(9, f) —gf-

On obtient ainsi sur Com(% )™ une structure de catégorie et un foncteur R-linéaire de passage au quotient de
Com(%) dans Com(%)"* donné par
{X — X
f— 7(f)
ott m : Homgp ) (X, Y) — Homg ()0 (X, Y) désigne la surjection canonique. On en déduit ainsi que 'image
d’un objet nul de Com(%’) est un objet nul de ¥*. De méme, la somme directe de deux objets de Com(%’) est
aussi la somme directe de ces deux objets dans €. Ainsi €M est une catégorie R-linéaire.

Il s’agit & présent de définir le foncteur de translation T sur €. Pour un objet X, on pose TX = X[1] et pour
un morphisme de complexes f : X — Y, on pose T(r(f)) = H°(a)(w(f)) = 7(f[1]) (voir la proposition 3.66 pour
la définition de ). Comme a®(gf) = a’(g)a’(f) et a®(idx) = idxpj, on en déduit que T est bien un foncteur
(qui est, de plus, R-linéaire). On définit aussi le foncteur de translation inverse T~! sur €. On note pour cela 3
l'inverse de la transformation naturelle a de la proposition 3.66. Pour un objet X, on pose T~!X = X[—1] et pour
un morphisme de complexes f : X — Y, on pose T~1(7w(f)) = H*(B)(x(f)) = n(f[—1]) (puisque X = X[—1][1]
et Y = Y[—1][1]). Comme 5°(gf) = 8°(9)8°(f) et 3°(idx) = idx[_1), on en déduit que T~ est bien un foncteur
(qui est bien stir R-linéaire). Enfin, on a évidemment TT~! = idgne et T™1T = idegne. Ainsi T et T—! sont bien
des équivalences de catégories R-linéaires. De plus, la définition de T (c’est-a-dire la relation Tw(f) = n(f[1]))
montre que le foncteur de passage au quotient est bien un foncteur de catégories a translation. u

Définition 3.87 — Equivalence d’homotopie. Soient € une catégorie R-linéaire et (X,dx), (Y,dy) deux
complexes de €. On dit qu'un morphisme f : X —Y est une équivalence d’homotopie si f est un isomorphisme
dans €M,

Définition 3.88 — Complexe contractile. Soient € une catégorie R-linéaire et (X, dx) un complexe de €. On
dit que X est un compleze contractile si X est un objet nul de ¢,
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Définition 3.89 — Triangle standard.  Soit % une catégorie R-linéaire. On considére (X, dx) et (Y, dy) deux
complexes de ¥ et f: X — Y un morphisme de complexes. On appelle triangle standard de base f le triangle de
Com(%) donné par
X Ly —tsC(f) == X[1]
ou i et 7 sont donnés dans la définition 3.61.
On appelle triangle standard de base f dans €™ 'image dans €M du triangle précédent.

Proposition 3.90 — Catégorie triangulée. Soit € une catégorie R-linéaire. On note .7 I’ensemble des triangles
de €M isomorphe & un des triangles standards. Le triplet (¢""*, T,.7) est une catégorie R-triangulée.

Preuve. Voir [K-S, Théoréme 11.2.6]. u

Corollaire 3.91 — Equivalence d’homotopie et complexe contractile. Soient € une catégorie R-linéaire et
(X,dx), (Y,dy) deux complexes de € et f: X —7Y. Alors f est une équivalence d’homotopie si et seulement si
C(f) le cone de f est contractile.

Preuve. Il s’agit du corollaire 3.47 appliqué au triangle X ! Yy — C(f) —=X][1] . L

Proposition 3.92 — Homotopie et complexe contractile. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux complexes de &
et f: X—Y un morphisme de complexes. Alors f est une homotopie si et seulement si f se factorise par un
complexe contractile.

Preuve. On suppose que f = (f™),ez est une homotopie. Par hypothése, il existe s : X*+1 — Y* tels que
fr= skd§< + d’;flsk_1 pour tout k € Z. On considére alors le complexe X’ défini par X" = X" et d%, = 0 pour
tout n € Z puis le complexe C(idx/). Comme idxs est un isomorphisme, le corollaire 3.91 assure que C(idx-)
est contractile. Montrons que f se factorise par C(idx-). On définit pour cela g = (¢")nez : X — C(idx/) et
h = (h")pez : C(idx/) —Y en posant
ian —1 —1
g" = [d?( } et R = [dys" s"]
Vérifions que g et h sont bien des morphismes de complexes. On calcule pour cela

0 id n+1 ld n id n+1
n n_ ntlgn _ X X _ X n _
s o el P LS

0 idynst

n+1 gn
et h" T d 0 0

Biag ~ A1 = s 1] | | ~ag oyt o) =0,

On calcule ensuite hg. En degré n, on obtient (hg)™ = s"d% + dglfls"’1 = f" pour tout n € Z.
Réciproquement, si f se factorise par un complexe contractile alors f = gh ou la source de g est contractile.

Comme les complexes contractile sont les objets nuls de la catégorie homotopique, on en déduit que f = 0 dans

la catégorie homotopique. Ainsi f € B°Hom™(X,Y) c’est-a-dire que f est une homotopie. u

PROLONGEMENT DE FONCTEURS ET CATEGORIE HOMOTOPIQUE

Ici, on prolonge l'extension aux catégories de complexes d’un foncteur entre deux catégories R-linéaires
jusqu’aux catégories homotopiques. Il ne reste plus qu’a assembler les ingrédients qui ont été présentés dans
cette section (notamment la proposition 3.81 et la remarque 3.85). Dans la remarque 3.94, on montre que cette
extension de foncteurs aux catégories homotopiques conserve I’adjonction ce qui servira pour les contre-exemples
de la section 4.1.

Proposition 3.93 — Extension de foncteurs. Soient @ et ¥’ deux catégories R-linéaires et M : ¥ — %"’ un
foncteur R-linéaire. Le foncteur M : Com(%) — Com(%”) qui prolonge M (voir la proposition 3.81) passe au
quotient et définit un foncteur R-triangulé (qu’on note encore M)

@ght ., qmt
M: X +— MX
m(f) — w(Mf).
oul 7 désigne la surjection canonique de la catégorie des complexes dans la catégorie homotopique.
Par ailleurs, si N : ¥ — %" est un foncteur R-linéaire et o : M — N une transformation naturelle. On note

encore « la transformation naturelle prolongeant o au niveau des complexes. En considérant I'image de o dans
la catégorie homotopique, on obtient une transformation naturelle entre M et N.
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On note Fet ™ (£, ¢"™) ensemble des foncteurs R-triangulés de €™ dans €™ et Fct(€, ¢”) I'ensemble des
foncteurs R-linéaires de € dans €”’. On a ainsi défini un foncteur R-linéaire d’extension

Fet(€,€") — Fet (6™, ¢'™)
Extension: M — M

(0% — Q.

Preuve. En appliquant le foncteur B au morphisme de complexes M : Hom'(X,Y) — Hom'(MX, MY) de la
remarque 3.83, on obtient, grace a4 'exemple 3.75, que M passe bien au quotient et définit un foncteur R-linéaire
de €M dans €',

Montrons que M est bien un foncteur triangulé. On note T (resp. T) le foncteur de translation de €™ (resp.
€"t), On a MTX = M(X[1]) = (MX)[1] = T’MX (voir la proposition 3.81). De plus, pour f = (f"),ez : X =Y,
on a, par définition du foncteur de translation sur € et ¢,

M(T(x(f))) = M(w(f[1])) = m(M(f[1])) = w((Mf)[1]) = T’z (Mf).
Ainsi M est bien un foncteur de catégories a translation.

Si X ! Yy — C(f) ——=TX est un triangle standard de base f dans ¥ alors, d’aprés la re-

marque 3.85, MX L MY —% MC(f) MT_ X est un triangle standard de base M f dans ™.

Par ailleurs, si X ! y—2L-7 h TX est un triangle distingué¢ dans ¢t alors il existe un triangle
standard X’ ! Y’ v C(f") ~ TX’ et un isomorphisme de triangles donnant le diagramme commu-
tatif

X—t-y—L -7l oTx

iu l lw lTu

X Ly o) T
En appliquant le foncteur M, on obtient que MX M MY My MZ Mh T/MX est isomorphe au triangle
MX/ Mf MY’ M MC(f") M T/MX’ qui est distingué d’aprés ce qui précéde. On en déduit que M est

bien un foncteur R-triangulé.

Passons a l’étude des transformations naturelles. Soient (X, dx), (Y, dy) deux complexes de € et f: X—Y
un morphisme de complexes. Comme ayMf = Nfax (voir la proposition 3.81), en passant au quotient, on
obtient

m(ay)M(m(f)) = m(ay)m(Mf) = m(ayMf) = 7(Nfaxn) = 7(Nf)m(ax) = N(x(f))m(ax).
Ainsi « est bien une transformation naturelle. De plus, comme atx = m(ax()) = T'ax, on a le diagramme
commutatif

M(TX) /> N(TX)

| | |

T/(MX) —2% T/(NX)

puisque, c¢’est 'image d’un diagramme commutatif dans Com(%”).

Il reste les propriétés de fonctorialité et la R-linéarité. Soit P : 4 — %’ un foncteur R-linéaire et 3 : N— P
une transformation naturelle. Comme les relations (5)x,d4x) © (@) (x,ax) = (B0 @)(x,ax) et (idm)x,ax) = idm
sont vraies dans la catégorie des complexes, elles donnent le résultat souhaité en prenant leur image par 7. Les
propriétés de R-linéarité sont évidentes. u

Remarque 3.94 — Adjonction et extension de foncteurs. Soient @,%’ deux catégories R-linéaires et M :
¢ — %', N:% — % deux foncteurs R-linéaires. On suppose que (M, N) est une paire adjointe.

L’adjonction entre les foncteurs M : Com (%) — Com(%”) et N : Com(%”’) — Com(%) passe au quotient et
définit une adjonction entre les foncteurs M : Pt — @/ht et N : €/t — @ht,

En appliquant le foncteur B® au morphisme de complexes ¢x vy : Hom'(MX,Y) — Hom'(X,NY) de la re-
marque 3.84, on obtient, grace a Uexemple 3.75, que adjonction Z%px y passe bien au quotient et définit un
isomorphisme entre Homen. (MX,Y) et Homeuw (X, NY).
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Vérifions a présent la naturalité de la transformation. Soient (X’,dx/) un complexe de €, (Y',dy/) un
complexes de €' et f = (fMnez : X' =X et g = (¢")nez : Y=Y’ deux morphismes de complexes. En
appliquant le foncteur HY au diagramme commutatif

Hom' (MX, Y) ——> Hom'(X, NY)

Hom.(Mf,g)l lHom.(f,Ng)
Hom'(MX/, Y') 2 Hom'(X, NY')
qui provient la remarque 3.84, on obtient la naturalité souhaitée (car HHom"(Mf, g) = Homew (M (f), 7(g))
et H'Hom'(f,Ng) = Homn (7(f),N7(g))).
L’isomorphisme donnant I’adjonction étant Hpx v, la counité et l'unité de la paire adjointe (M,N) (au
niveau des catégories homotopiques) sont respectivement 'image par 7 de la counité et de l'unité de la paire
adjointe (M, N) (au niveau des complexes). L]

3.4.6 COMPLEXES SCINDES

L’objectif de cette sous-section est de présenter un nouveau type de complexes : les complexes scindés. Pour
cela, on commence par quelques rappels sur les facteurs directs dans les catégories abéliennes. On montre en
particulier que les catégories abéliennes vérifie I'hypothése 3.22.

FACTEUR DIRECT ET CATEGORIE ABELIENNE

Définition 3.95 — Facteur direct. Soient % une catégorie R-linéaire et X, Y deux objets de %. On dit que
Y est facteur direct de X s’il existe un objet Z de € et quatre morphismes i : Y =X, p: X—=Y, j:Z—X et
q: X—7Z tel que (i,p, J,q) fasse de X la somme directe de Y et Z c’est-a-dire

ip+jqg=idx, pi=idy, ¢j=idz, ¢i=0 et pj=0.
Soient ¥ une catégorie R-linéaire et X, Y deux objets de € et i : Y — X un morphisme. On dit que (Y, %)

est facteur direct de X s’il existe un objet Z de % et trois morphismes p: X —Y, j: Z—X et q: X — Z tel que
(4,p, 7, q) fasse de X la somme directe de Y et Z c’est-a-dire

ip+jg=1idx, pi=idy, g¢j=1idz, ¢i=0 et pj=0.

Lemme 3.96 — Projecteur dans une catégorie abélienne. Soient &€ une catégorie R-abélienne, X un objet de
€ et p € End(X) un projecteur. On a alors X = Im p & Ker p.

Preuve. On note i : Kerp— X et j : Im p — X les monomorphismes canoniques et p’ : X — Imp le morphisme
vérifiant jp’ = p. Par ailleurs, on a p(idx — p) = 0 donc il existe ¢ : X — Kerp tel que idx — p = iq. Montrons
que la famille (i, g, j,p’) fait de X la somme directe de Kerp et Im p. Par construction, on a jp’ + iq¢ = idx. On
a aussi jp'i = pi =0 et donc p'i = 0 puisque j est un monomorphisme. De méme, igjp’ = (idx — p)p = 0 donc
qj = 0 puisque p’ est un épimorphisme et i un monomorphisme. De plus, on a jp'jp’ = p? = p = jp’ = jidim pp’
dont on déduit que idiy,, = p’j car j est un monomorphisme et p’ un épimorphisme. Enfin, on a

iqiq = (idx — p)? = idx — p = iq = iidKerpq

dont on déduit que idkerp = ¢7 puisque ¢ est un monomorphisme et ¢ un épimorphisme. u

Lemme 3.97 — Section et rétraction dans une catégorie abélienne. Soient ¥ une catégorie R-abélienne,
X,Y deux objets de € et p: X—Y et i: Y — X tels que pi = idy. Alors, il existe un objet Z de €, j : Z—X
et ¢ : X —Z tel que (4,p, J, q) fasse de X la somme directe de Y et Z.

Preuve. On pose (Z,j) = Kerp. Par ailleurs, on a p(idx — ip) = p — pip = 0. Donc idx — ip se factorise par
Ker p c’est-a-dire qu’il existe ¢ : X — Z tel que idx — ip = jq. Montrons que (4, p, j, ¢) fait de X la somme directe
de Y et Z. Il reste & montrer que pj = 0, qi = 0 et ¢qj = idz. La premiére égalité résulte de la définition j. Par
construction, on a jgi = (idx —ip)i = ¢ —ipi = 0. Comme j est un monomorphisme (c’est un noyau), on en
déduit que ¢i = 0. Enfin, jqj = (idx — ip)j = j — ipj = j = jidz. Comme j est un monomorphisme, on obtient
que qj = idz. u

Lemme 3.98 — Facteurs directs. Soient € une catégorie R-abélienne et X un objet de . On suppose que
(Y,i) et (Z,7) sont des facteurs directs de X et qu’il existe o : Z—Y tel que i = j. Alors (Z, «) est facteur
direct de Y.
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Preuve. On considére Y’ un objet de &, py : X—Y, jy : Y =X et gy : X—Y’ qui fassent de X la somme
directe de Y et Y’. De méme, on considére Z' un objet de €, pz : X —7Z, jz : Z' —= X et gz : X — Z' qui fassent
de X la somme directe de Z et Z'. On pose alors p = pzi : Y —Z. On a pa = pzia = pzj = idz. Le lemme 3.97
donne alors le résultat. u

COMPLEXE SCINDE

Dans la proposition-définition qui suit, on définit la notion de complexe scindé. Cette notion qui a un sens
au niveau de la catégorie homotopique servira pour les contre-exemples de la section 4.1. On termine la section
en montrant qu'un quasi-isomorphisme entre complexes scindés est une équivalence d’homotopie.

Proposition-Définition 3.99 — Complexe scindé. Soient € une catégorie R-abélienne et (X, dx) un complexe
de €. Pour n € Z, on note i" : B"(X) — X" et j” : Z"(X) — X" les monomorphismes canoniques. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.
(1) X est isomorphe dans Com(%)"* & un complexe & différentielle nulle ;
(ii) X est isomorphe dans Com(%)" au complexe H(X) (voir la définition 3.74);
(4ii) Pour tout n € Z, il existe s™ : X" — X" tel que di = dxs"d% ;
(iv) Pour tout n € Z, (B"(X),i") et (Z™(X), ™) sont facteurs directs de X™;
(v) Pour tout n € Z, il existe des objets U™, V™ et W de € et f* : W™ — U™"! un isomorphisme tels que
Xr=U"aV"dW" et

0 0 fm
dgz=10 0 0 |;
0 0 O
(vi) Pour tout n € Z, il existe des objets U™, V™ de € tel que X = U™ & V™ & U™ tels que
0 0 idynt:
=100 0
0 0 0

Si (X, dx) vérifie ces propriétés, on dit que (X, dx) est un compleze scindé.
Preuve. L’implication (i) = (i¢) est triviale.

(#4) = (i32). 1l existe des morphismes de complexes a = (a"™)pez : X—H(X) et 8 = (8")nez : H(X) =X tel
que idx — Ba soit une homotopie de X dans X. Il existe donc une famille (s"),,¢cz avec s™ : X1 — X" vérifiant
Idg — gram = s"dy +dy 'sm L

En composant & gauche par d¥%, on obtient

dy — dypran = dys"dy + dydy st = dysndy .
Or 3 est un morphisme de complexes donc d% 3" = ﬁ”“dﬁ(x) = 0. On a donc bien d% = d%s"d%.
(#91) = (iv). Montrons que p = s"d% est un projecteur de noyau Z"(X). On a

(s"d%)? = s"dys"dy = s"dy.

Ainsi s"d% est un projecteur. De plus, on a pj” = 0. Réciproquement, si s"d% f = 0 alors, en composant a
gauche par d%, on obtient que d% f et donc f se factorise de fagon unique (car j” est un monomorphisme) par
™. Ainsi (Z™(X), ™) est le noyau de p. Comme p est un projecteur, le lemme 3.96 assure que (Z"™(X), ;") est
facteur direct de X™.

Montrons que p’ = d%s™ est un projecteur d’image B"*1(X). On a

(dgs")? = dfs"dfs" = ds.

Ainsi d%s™ est un projecteur. De plus, si ¢ : X" — Coker d% désigne le morphisme canonique, on a qop’ = 0.
Réciproquement, si fd%s™ = 0 alors, en composant & droite par d%, on obtient que fd% = 0 et donc f se factorise
de fagon unique (car g est un épimorphisme) par ¢. Ainsi (Coker d%, ¢) est le conoyau de p’. Et donc l'image
de p’ qui est le noyau de son conoyau est le noyau de ¢ c’est-a-dire B"*1(X). Comme p’ est un projecteur, le
lemme 3.96 montre que (B"™1(X),i"*1) est facteur direct de X" 1.

(iv) = (v). On note W™ un supplémentaire et Z"(X) dans X" et (5", p", 7, p'™) les morphismes associés
a cette décomposition en somme directe. On note T™ un supplémentaire et B*(X) dans X" et (:",¢",i'", ¢'")
les morphismes associés & cette décomposition en somme directe. Comme " se factorise par 5", le lemme 3.98
assure qu'il existe un objet V" de € tel que B"(X) @ V" = Z"(X). On note alors (a”,r = ¢"j", '™, r'™) les
morphismes associés a cette décomposition en somme directe. On obtient alors la décomposition souhaitée en
posant B"(X) = U™. Finalement, on a X" = U” @ V"* & W". Les morphismes associés a cette décomposition en



3.4.6 COMPLEXE DANS UNE CATEGORIE ADDITIVE 131

somme directe sont alors (i, r"™p™, j7a/™, v p™, j'", p'™) = (if, p¥, 1%, ph,i%, py). Dans cette décomposition en
somme directe, la différentielle est alors donnée par
piTdRiy py TRy py T gy
df = |pyakiy pyTakin pydgiy
Py py ks pytdgiy
L’expression de 37 et i5 en fonction de j" = Ker d% assure que les deux premiéres colonnes de d% sont nulles. Par
ailleurs, le choix de U™+ = B"+1(X) assure que d} se factorise par U*! et donc py'd = 0 et piTtdg = 0.
Il reste & montrer que f = p?“dgig est un automorphisme.
Pour cela, on va montrer que f est un monomorphisme et un épimorphisme. Par construction, on peut écrire
X = i’f"’ld avec d qui est un épimorphisme. Considérons h tel que foh = 0. On a donc dih = 0. Ainsi i5h se
factorise par Z"(X) c’est-a-dire qu’il existe i’ tel que i5h = j™h’. On obtient alors h = pifh = p"j"h' =0 ce
qui assure que f est un monomorphisme. Considérons & présent h tel que ho f = 0. On a donc hdi§ = 0. On
en déduit que hdifpy = 0 c’est-a-dire hd = hditp} + hdiypy. Or dit = 0 et dif puisque dii} = 0 = i} di}
et dgiy =0 = i"Tdiy et que i est un monomorphisme. Ainsi hd = 0 et h = 0. Finalement f est un
épimorphisme.
(v) = (vi). Cela repose simplement sur le diagramme commutatif

00"
00 0
00 0
unr D AVAL D Wwn Un+1 @D Vn+1 e Wn+1
idyn . idyn41
. 00idyn U .
|: ldvn n:| l 001 UO+1 \L 1dvn+1 n+1:|
! 00 0 f

Ul Ve Untl ————=Uyntl g vrtl g Unt?

puisque pour tout n € Z, le morphisme idy» @ idy» @ f™ est un isomorphisme.
(vi) = (7). On pose (V,dv) le complexe a différentielle nulle dont la composante de degré n est V. On note

0
i" = lidyn | : V"= X" et p" = [O idyn O] XM=V
0
les morphismes associés a la décomposition en somme directe. Comme
p" L = 0= dyp" et nit =0 ="y,

les familles i = (i")nez et p = (p™)nez définissent des morphismes de complexes. De plus, on a pi = idy. Pour
conclure, il reste & montrer que idx — ip est une homotopie. Pour cela, on définit s : X*T1 — X" par

0 0 0
s" = 0 0 0
idynt1 0 O
et on calcule
0 0 0] |0 0 idyn+r 0 0 idyn 0 0 0 idy»= 0 0
s"dgg—i—d?{_ls”_l: 0 0 0] |0 O 0 +10 0 0 0 0 0| = 0 0 0
idgatr 0 O] [0 O 0 0 0 0 idgn 0 O 0 0 idyn+:
On obtient bien s"d% + d’;{ls”_l = idx» — i"p™. ]

Remarque 3.100 — Image et noyau de la différentielle. Soit (X, dx) un complexe scindé. On considére une
décomposition de X" = U @ V* & W™ comme dans le point (v) de la proposition-définition 3.99. On note
(¢, pt, %, p%, 4%, p%) les morphismes associés a cette décomposition en somme directe.
On définit j* : U V" —->U" & V" D W” par
idyn
g = idyn
0 0
Montrons que (U™, i) = Imdy ' et (U™ @ V", ") = Ker d¥.
Commengons par le noyau. Le calcul matriciel montre que d%j"™ = 0. De plus, j™ est un monomorphisme.
En effet, si h vérifie j”h = 0, on peut écrire
h = |:91:|
g2
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91
et alors i"h = |g2
0
Ainsi h = 0. Enfin, soit h vérifiant dth = 0. En écrivant
fi
h= 1/
!
on obtient ff3 =0 et donc f3 = 0 puisque f est un isomorphisme. Ainsi
0 |1
h=j"
J [fz

ce qui donne le résultat souhaité.
Passons a I'image. Commengons par montrer que le morphisme ¢" : X — V"™ ¢ W"
= 0 idy»
0 idwn

est le conoyau de Coker dg_l. Le calcul matriciel assure que q”dQ_I = 0. De plus ¢" est un épimorphisme puisque
si h vérifie hq™ = 0, on peut écrire h = [gl 92} et alors hq" = [0 g1 gg]. Ainsi h = 0. Enfin soit h vérifiant
hclg_1 = 0. En écrivant h = [gl g2 gg}, on obtient g1 f = 0 et donc g1 = 0 puisque f est un isomorphisme.
Ainsi h = [92 gg} q" et ¢" est le conoyau de d’;{l. Montrons a présent que (U™,i7) est le noyau de ¢". Par
définition, on a

n=10
0

et donc, par le calcul matriciel ¢"i7 = 0. De plus, i} est un monomorphisme. Enfin, soit & tel que ¢"h = 0. En
écrivant

hi
h = |ha )
h3
on obtient hy = 0 et hg = 0 et donc h = iThy. Ainsi (U™, 1) est bien 'image de dgl(_l. m

Proposition 3.101 — Céne, quasi-isomorphisme, complexes scindés. Soient ¥ une catégorie R-abélienne,
(X,dx) et (Y, dy) deux complexes scindés et f : X — Y un quasi-isomorphisme. Le complexe C(f) (le cone de f)
est un complexe scindé et méme contractile. De plus, f est une équivalence d’homotopie.

Preuve. On applique le point (vi) de la proposition-définition 3.99 & X et Y : on obtient une décomposition de
X" et de Y" sous la forme X = U@ V@ Ut et Un@ V" @ U™ !, Finalement, on obtient une décomposition
de C(f)™ sous la forme C(f)" = U™ @ V'™ @ UL @ Untl g Vil g Unt2,

Par ailleurs, f = (f™)nez est un morphisme de complexes, donc f™ envoie B*(X) = U™ dans B"*(Y) = U™
et Z"(X) =U" @ V™ dans Z"(Y) = U™ @ V™. Ainsi f™ s’écrit

by by b
|
by

De plus, b} n’est autre que H"(f) qui est un isomorphisme par hypothése. La différentielle de C(f) s’écrit alors

0 0idyrmsr | OFFtoptt pott
00 0 byttt
(00 0 bt
dogm = 0 0 —idynse
0 0 0
0 0 0

Pour n € Z, on définit alors s™ : C(f)"*! — C(f)" par



3.4.6 COMPLEXE DANS UNE CATEGORIE ADDITIVE

133

0 0

0 0
it _ |idum —ba(en) !

0 0

AN

0 0

Il ne reste plus qu’a vérifier que d’é(f)s”d’é(f) = d’é(f). Finalement, le complexe C(f) est scindé.

O O oOlo oo

0 00

0 00

by — b2(b3)~162 0 0
0 00
(byH)~ter 00
—idyn+1 00

On en déduit, grace a la proposition-définition 3.99, que C(f) est isomorphe dans €1 a H(C(f)). Or f est
un quasi-isomorphisme, donc, d’apreés le corollaire 3.80, H*(C(f)) = 0 pour tout n € Z. Finalement le complexe
C(f) est contractile. Le corollaire 3.91 permet alors de conclure.






CHAPITRE 4

CATEGORIE STABLE

L’objet de ce chapitre est I’étude de la situation suivante. On se donne un triplet adjoint (M, L, R) entre
deux catégories o et & (avec M : 8 — o&7) ou & vérifie Phypothése 3.22 (&7 est triangulée dans la section 4.1
et abélienne dans les sections 4.2 et 4.3). Que se passe-t-il lorsqu’on annule les objets M-split de &/ (voir la
proposition-définition 3.24 pour la définition d’objet M-split) ?

Dans la section 4.1, on présente une suggestion de construction d’une catégorie M-stable pour une catégorie
triangulée. Considérons le cas ot &/ = A-Mod est la catégorie des A-modules ol A est une algébre symétrique de
dimension finie sur un corps k et & = k-Ev. SiM = A®y- est le foncteur d’extension des scalaires alors L = R est
la restriction des scalaires et on a un triplet adjoint (M, L, R) au niveau des catégories dérivées. La catégorie M-
stable triangulée définie dans la section 4.1 est alors la catégorie stable usuelle (voir 'exemple 4.6). On montre
enfin que la catégorie des objets M-split n’est pas nécessairement triangulée (voir les contre-exemples 4.12
et 4.13).

La section 4.2 présente un travail qui se place dans le prolongement de celui de Happel [HAP, Chapitre 2]
et Linckelmann [LIN] qui définissent la catégorie stable d’une algébre auto-injective A comme quotient de la
catégorie des A-modules par les modules projectifs et montrent que cette catégorie stable est triangulée. Happel
utilise I’hypothése d’auto-injectivité pour identifier modules projectifs et modules injectifs et pouvoir ainsi se
« déplacer dans les deux sens ». Dans notre travail, cette « identification » est contenue dans la définition des
objets M-split : ce sont les notions de relative injectivité et relative projectivité qui coincident. De fagon un
peu plus précise, lorsque &7 et % sont abéliennes et vérifient les hypothéses 4.14, alors le quotient de <7 par les
morphismes se factorisant par les objets M-split de &7 est triangulé.

L’exemple fondamental qui a guidé notre travail est le suivant : on considére une algébre symétrique A de
dimension finie sur un corps k. Comme A est auto-injective, la construction de Happel s’applique. De plus, les
projectifs ne sont rien d’autre que les facteurs directs des modules induits (qui sont les modules libres). Dans
ce cadre, la construction de Happel s’interpréte comme le quotient de la catégorie de A-modules par les objets
M-split ot M = A ®j.« (avec M qui fait partie du triplet adjoint (M, Res, Res) puisque A est symétrique).

La section 4.3 présente un travail qui se place dans le prolongement de celui de Rickard [RIC, Théoréme 2.1].
En effet, Rickard montre que la catégorie stable s’obtient comme quotient de la catégorie dérivée bornée par les
complexes parfaits. Toujours en s’inspirant de notre exemple fondamental, on montre que la catégorie M-stable
de la catégorie abélienne <7 s’obtient comme quotient d’une catégorie M-dérivée bornée par les complexes bornés
d’objets M-split (voir la proposition 4.49). Ce quotient de la catégorie M-dérivée s’interpréte également comme
la catégorie M-stable au sens triangulé de la catégorie M-dérivée pour une extension naturelle des foncteurs
(M,L,R) (voir les exemples 4.6 et 4.7).

Dans 'exemple 4.16, on donne quelques situations concrétes dans lesquelles les hypothéses de travail des
sections 4.2 et 4.3 sont vérifiées. Les exemples que nous donnons vérifient tous L = R méme si le cadre abs-
trait présenté ne 'impose pas. Les hypothéses permettent tout de méme de regrouper dans le méme cadre la
construction de la catégorie stable et de la catégorie relativement stable.

Le travail des sections 4.2 et 4.3 est en un certain sens le dual de celui de [GRI] qui étudie le quotient de la
catégorie £ par les facteurs directs des objets de la forme LX ou RX lorsque ces deux classes d’objets coincident
(et que M est fidéle mais que L et R ne sont plus nécessairement ni fidéles ni exacts).

4.1 CATEGORIE M-STABLE D’UNE CATEGORIE TRIANGULEE

Dans cette section, I'objectif est de définir la catégorie M-stable d'une catégorie triangulée. La construction
proposée dans la section 4.2 (on garde les mémes objets et on quotiente par les morphismes qui se factorisent
par les objets M-split) ne peut aboutir a une catégorie triangulée telle que le foncteur de passage au quotient
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soit triangulé puisque les objets M-split ne forment pas une sous-catégorie triangulée (voir la sous-section 4.1.2
et les contre-exemples 4.12 et 4.13). Pour obtenir une catégorie triangulée, on utilise le quotient des catégories
triangulés au sens de Verdier (voir [VER] ou [NEE, Théoréme 2.1.8]).

4.1.1 CATEGORIE M-STABLE D’UNE CATEGORIE TRIANGULEE

Dans cette sous-section, on construit la catégorie M-stable d’une catégorie triangulée par une localisation a
la Verdier. Le résultat principal est une version triangulée du lemme de Schanuel (voir la proposition 4.4) qui
permet de calculer le décalage de la catégorie stable dans la catégorie initiale (corollaire 4.5).

Notation 4.1 Dans cette sous-section, on fixe un anneau commutatif unitaire O, o/, & deux catégories O-
triangulées et M : B— o7, LR : &f — A trois foncteurs O-triangulés. On suppose que (M, L,R) est un triplet
adjoint. On note

el MRX —X, 7%:Y-—RMY et el : LMY —Y, n%:X—MLX
les unités et counités associées aux paires adjointes (M, R) et (L, M).
Définition 4.2 — Catégorie M-stable. Dans ce cadre, on définit la catégorie M-stable de & en posant
M-Stab, = o7 /(M-split)

ot M-split désigne la sous-catégorie pleine des objets M-split de 7, (M-split) la sous-catégorie épaisse de o7
engendrée par les objets M-split et o/ /(M-split) le quotient au sens de Verdier.

Par construction, le foncteur de localisation 7 : &/ — o7 /(M-split) est un foncteur triangulée. On note T le
foncteur de translation de & et de M-Stab .

Lemme 4.3 — Noyau du foncteur de localisation. Soient X, X’ deux objets de &7, le noyau de I'application
{ Homgf (Xv X/) I HomM—Stabg{ (Xa X/)
T
f — m(f)

est Kerm = {f € Hom_,(X,X’), f se factorise par un objet de (M-split)} .

En particulier M(X,X’) = {f € Hom_(X,X’), f se factorise par un objet M-split de &7} est contenu dans
Kerm.

Preuve. Par définition, o7 /(M-split) est la catégorie obtenu en localisant relativement a la partie multiplicative

= {f X=X, il existe un triangle distingué X ! X —> X" —>TX avec X'¢€ (M—split}}.

Par construction du foncteur de localisation, on a f € Ker 7 si et seulement s’il existe un objet X" de &7 et quatre
morphismes g : X = X", u: X' =X" v: X' —=X" et t: X' — X" avec t € . faisant commuter le diagramme

/W’

.......... > X <o

\/@,

La commutativité du diagramme impose g =0etu=v =t et tf =0.
Finalement f € Ker si et seulement s’il existe un objet X” de & et t : X' — X" dans . tel que tf = 0.
Si f € Kerm, la définition de . assure alors I'existence d’un triangle distingué de 7 de la forme
X — =X sz > TX  avec  Ze€ (M-split).
Comme tf = 0, la proposition 3.43 assure que f se factorise par T~1Z € (M-split).
Réciproquement, supposons que f se factorise par Z € (M-split) en f = vg. Par 'axiome (T3), on construit
alors le triangle distingué

v t u

Z X/ b ¢ TZ

U —Twv

Par Paxiome (T4), on en déduit le triangle distingué X’ ¢ X" TZ TX’ . La définition de .
assure alors que ¢ est dans . et on a tf = tvg = 0 (grice a la proposition 3.43). u
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Proposition 4.4 — Lemme de Schanuel triangulé. Soient X, X’ deux objets de 7, P, P’ deux objets M-splits
de o/ et i:X—P, i : X —P tels qu'il existe 3,3’ vérifiant SL: = idpx et 3 L’ = idix/. On note QX et QX'
deux objets de & et u: P—OQX, v/ : P/ - QX' v: QX - TX et v/ : QX' — TX' tels que

’ / ’
K2 u v ? u v

X

P QX X et X’

P’ Qx/ X'

soient des triangles distingués.
Pour f € Hom, (X, X’), il existe g : P —P’ et Qf : QX — QX' tel que le diagramme suivant soit commutatif

X ——=P —%= QX ——= TX
lf lg lﬂf le
X ——p' —> QX! —> TX/

De plus, I'image de Q(f) dans Homy; g, (X, X’) ne dépend pas du choix de g : si g’ et h font commuter le
diagramme suivant

X—>p—t> 00X —2>TX
T
X —spr —s X/ — > TX/

alors h et Qf ont la méme image dans Homy; gy, (X, X’).
Ainsi en fixant pour tout X € &7, un objet M-split Px et i : X — Px tel qu'il existe 8 vérifiant SL(7) = idpx

v

et un objet QX dans &7 tel que le triangle X —— Px —— QX
foncteur O-linéaire €2

TX soit distingué, on construit un

o/ — M-Stab
Q: X — OX
[ — Qf.

Preuve. La relative injectivité de P’ et I'existence de 8 donne 'existence de g. L’axiome T5 permet alors de
définir Qf. Par commutativité, on a v'(Qf —h) = (Tf — Tf)v = 0. La proposition 3.43 assure alors qu’il existe
§: QX — P’ tel que (Qf — h) = /6. Autrement dit f — h se factorise par 'objet M-split P’. Le lemme 4.3
assure alors I'égalité Qf = h dans Homy g, , (X, X').

Montrons Pexistence d’un couple (Px,4) vérifiant les hypothéses de I’énoncé. D’aprés le corollaire 3.11, on
peut prendre Px = MLX et i = 77%;. On peut donc bien définir QX.

Vérifions la fonctorialité. Elle résulte des diagrammes commutatifs

X —'o Py —“s OX —2>TX et X —ts Py —% > OX —2>TX
lidx lidpx lidnx l/ide l/f lg lﬂf le
X —'s Py —%> OX —2> TX X/ —> Py —4> QX! ——> TX/

I L

Px» —— QX" —— TX"

La O-linéarité résulte du diagramme commutatif

(2 u v

X P QX X

lkfﬂif/ lkgﬂtg/ lz\ﬂfﬂmf’ lATfﬂtTf/
Xl ’ ul 7j, TX/
ou f: X—=X"et \pueO. L]

%

P’ Ox’

Corollaire 4.5 — Une autre facon de calculer le décalage. Le foncteur Q : & — M-Stab,, définit un foncteur
R-linéaire (encore noté ) Q : M-Stab, — M-Stab,, isomorphe au foncteur de translation T.

Preuve. Pour montrer qu’on peut localiser 2, il suffit de vérifier que 2 : &/ — M-Stab, envoie un élément
de % sur un élément inversible de M-Stab,. Pour cela, on considére f € .% et on applique le lemme 3 x 3
(voir [MAY, lemme 2.6]) pour obtenir le diagramme suivant
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X ——Px ——= 00X ——TX
f g [eY Tf
R
X/’ Px: QX’ X’
f q 3 Tf
" " V "
XM s =Y LA A e '
f// g// ’Y _Tf//
i u v =T
TX —% TPy —%> TOX — T2X

ol les lignes et les colonnes du diagramme sont des triangles distingués. Comme f € ., on a X" € (M-split).

Le corollaire 3.46 appliqué a la deuxiéme colonne montre que Y € (M-split). En Pappliquant alors & la troisiéme

ligne, on obtient que Z € (M-split). Comme la troisiéme colonne est un triangle distingué, on a o € .. Par

construction de 2, on en déduit que f = a est donc inversible dans M-Stab,,. Ainsi, on peut bien localiser 2.
La naturalité découle du diagramme commutatif suivant

OX ——=TX

Qfl | le

QX! —4—= TX/

Par ailleurs, le foncteur de localisation est O-triangulé donc le triangle X : Px ——= QX —— TX est

distingué dans M-Stab, . Or Px est nul dans M-Stab,,, le corollaire 3.47 assure que v est un isomorphisme dans
M-Stab,y. [ |

Finissons cette sous-section par deux exemples d’illustration de la construction précédente.

Exemple 4.6 — Catégorie dérivée. Considérons la situation suivante : on fixe o, & deux catégories abéliennes
et M: B— o, L,R: & — P trois foncteurs additifs. On suppose que (M, L, R) est un triplet adjoint et que L et
R sont exacts. L'exactitude de L et R assure qu'ils définissent des foncteurs triangulés L, R : D*(o7) — D*(A).
Par ailleurs, comme M admet un adjoint & droite et a gauche, M est exact. Ainsi M induit un foncteur triangulé
M : D*(%) — D*(<7). De plus, le triplet induit (M, L, R) est encore un triplet adjoint.

On se pose alors la question suivante : dans ce cadre, quelle est la sous-catégorie (M-split) de D°(.7) ? Ici, on
va montrer que (M-split) contient nécessairement les complexes bornés d’objets M-split. On en déduit que si les
complexes isomorphes dans D°(.%7) & un complexe borné d’objets M-splits forment une sous-catégorie épaisse de
Db(a7) alors (M-split) est formé des complexes isomorphes dans D¥(.«7) & un complexe borné d’objets M-splits.

Montrons donc que (M-split) contient les complexes bornés d’objets M-split. Commengons par le cas des
complexes ayant un seul objet non nul. Soit P un objet M-split de 7. Il existe un objet Q de &/ et Y un objet
de A tel que P ® Q = MY. Ainsi le complexe concentré en degré 0 dont la composante non nulle est P est
facteur direct de 'image par M du complexe concentré en degré 0 dont la composante non nulle Y. Finalement
le complexe P concentré en degré 0 est dans (M-split).

Raisonnons par récurrence sur n pour montrer qu’un complexe de longueur n formé d’objets M-split est
dans (M-split). On a traité le cas n = 1. Supposons le résultat vrai pour les complexes de longueur n — 1. On
considére alors un complexe Q :

dp di

0 P, P, . P, 0
de longueur n formé d’objets M-split. Comme dgfl(fdgﬂ) =0, on a alors le morphisme de complexes
0 Py — P L Pno1 0
-
Py
dont le cone est Q. Ainsi comme, par hypothése de récurrence,
0 Py ~t P LA Pno1 0

et 0 —— P, —— 0 sont dans (M-split), on en déduit que Q est dans (M-split).
L’exemple suivant donne version concreéte de la situation décrite ci-dessus : on prend 7 = A-Mod la catégorie
des A-modules ot A est une algébre symétrique de dimension finie sur un corps k, % = k-Ev la catégorie des
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k-espaces vectoriels, M = A ®;, = ’extension des scalaires et L = R la restriction des scalaires. Les objets M-split
de &7 sont les facteurs directs des A-modules libres c’est-a-dire les A-modules projectifs. Or la sous-catégorie
des complexes bornés de A-modules projectifs est épaisse (voir le théoréme 6.2 de [RIC1]). On retrouve ainsi la
situation du théoréme 2.1 de [RIC]. u

Exemple 4.7 — Catégorie M-dérivée. Anticipons un peu sur les sections 4.2 et 4.3. On considére donc les
hypothéses 4.14 : o/, # deux catégories abéliennes et M : B — o/, LR : &/ — A trois foncteurs additifs. On
suppose que (M, L, R) est un triplet adjoint et que L et R sont fideles et exacts. On suppose aussi que toute
suite exacte de o7 est L-scindée si et seulement si elle est R-scindée.

On définit les catégories triangulées DY (o) = Com" (&)’ /KerR et DY (%) = Com™ ()’ /KerM. Le
foncteur M induit un foncteur triangulée M : DY (%) — DY (7). De méme, les foncteurs L, R induisent des
foncteurs triangulés L, R : DY (/) — DY (). Le triplet (M, L, R) est un triplet adjoint. En suivant la méthode
de I'exemple précédent, on en déduit que la sous-catégorie épaisse engendrée par les objets M-split de D, ()
contient les complexes bornés d’objets M-split. Ainsi lorsque les objets isomorphes dans D%;(%7) & un complexe
borné d’objets M-split forment une sous-catégorie épaisse de DY (/) (ce qui est le cas quand &/ admet des
coproduits dénombrables (voir le corollaire 4.51)), (M-split) est la catégorie des complexes bornés isomorphes
dans D% (/) & un complexe borné d’objets M-split. Le quotient D¥;(o7)/(M-split) donne alors la catégorie
MStab (voir la proposition 4.49 et la définition 4.21). m

4.1.2 CONTRE-EXEMPLE

L’objectif de cette sous-section est de montrer que les objets M-split d’une catégorie triangulée ne forment pas
en général une sous-catégorie triangulée. Pour cela, on va s’intéresser a la catégorie homotopique d’une algébre
symétrique et au cas ou M est ’extension d’un foncteur de la catégorie des modules : le foncteur d’induction. On
commence par donner quelques propriétés des complexes scindés qui permettent de reconnaitre ou de construire
des objets M-split (lemme 4.11). On donne ensuite deux contre-exemples reposant sur le méme principe : le cone
d’un morphisme entre deux complexes scindés n’est pas forcément scindé.

Lemme 4.8 — Complexes scindés et foncteur. Soient %, %" deux catégories abéliennes, M : 4 — %’ un
foncteur additif. On note M le foncteur de Com(%’) dans Com(%”) qui prolonge M (voir la proposition 3.81).
Si X un complexe scindé de € (voir la proposition 3.99) alors le complexe MX est scindé.

Preuve. Le point (iii) de la proposition-définition 3.99 assure l'existence de morphismes s™ : X1 — X" telle
que dy%s"d% = d% pour tout n € Z. On a alors MdyMs"Mdy = Md%. Comme Mdy = df;x, on obtient que le
complexe MX est scindé. =

Lemme 4.9 — Complexes scindés et somme directe. Soient ¢ une catégorie abélienne et X, Y deux complexes
de @. Le complexe X @Y est scindé si et seulement si X et Y le sont.
On suppose que X est scindé. Si Y est facteur direct dans Com(%)™ de X alors Y est scindé.

Preuve. Supposons X et Y scindés. On a alors s™ : X" — X" et t" : Y"1 - Y™ tels que d%s™d% = d% et
vt"dy = dY pour tout n € Z pour tout n € Z. On en déduit que
Vn € Z, Aoy (8" D)% ey = AR gy

c’est-a-dire que X @Y est scindé.
Réciproquement, supposons X & Y scindé. Pour tout n € Z, il existe s” : X" g Y X" Y™ .

n n
n um v
R DY

tel que dyqys"d%qay = dxqy- Cette égalité assure que dyu"dy = dy et dyx"dy = dy. Autrement dit X et Y
sont scindés.

Par hypothése, il existe un complexe Z et un isomorphisme f de Com(%)™ tel que f : Y @& Z — X. Comme
X est scindé, il existe un complexe V a différentielle nulle et un isomorphisme g : X —V de Com(%)™ (voir la
proposition-définition 3.99 (¢)). Par composition, on en déduit que le complexe Y @ Z est scindé. Ainsi Y Dest
aussi d’aprés la premiére partie de la proposition. =

On va utiliser ces résultats sur les complexes scindés pour montrer que la sous-catégorie pleine des objets
M-split (pour M un foncteur triangulé d’un triplet adjoint (M, L,R) de foncteurs triangulés) d’une catégorie
triangulée n’est pas nécessairement une sous-catégorie triangulée. On considére pour cela la situation suivante.

Notation 4.10 Soient k& un corps et A une k-algébre symétrique (voir la définition 3.5). On considére les
foncteurs d’induction de k & A et de restriction de A & k qui sont donnés respectivement par
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Ind = A ® - et Res = A ®4 .

Comme A est symétrique, la paire (Ind, Res) est une paire biadjointe (voir I’exemple 3.12). On considére les
extensions de Ind et Res aux catégories homotopiques : Ind : kCom™ — ACom™ et Res : ACom™ — kCom™
(voir la proposition 3.93). Ils forment encore une paire biadjointe de foncteurs triangulés (voir la remarque 3.94).

On considére alors M = Ind. Un objet M-split de la catégorie des A-modules est en fait qu'un A-module
projectif.

Montrons que la sous-catégorie pleine des objets M-split de ACom™ n’est pas toujours une sous-catégorie

triangulée. Pour cela, on commence par un lemme qui permet de reconnaitre des objets M-splits de ACom™.

Lemme 4.11 — Objet M-split et complexe scindé. Dans la situation précédente, tout objet M-split de ACom™
est scindé.

Tout complexe scindé d’objets M-split est un objet M-split de ACom et de ACom™. En particulier, tout
complexe a différentielle nulle formé d’objets M-split est un objet M-split de ACom et ACom™.

Preuve. Comme k est un corps, le point (iv) de la proposition-définition 3.99 montre que tout complexe de
kCom est scindé. Ainsi le lemme 4.8 assure que tout complexe de la forme MX est scindé. Enfin la deuxiéme
partie du lemme 4.9 montre que tout objet M-split de ACom™ est scindé.

Soit (X, dx) un complexe scindé formé d’objets M-split. Le point (vi) de la proposition-définition 3.99 montre
qu’on peut écrire X" = U™ @ V"™ @ UnH! et que la différentielle de X est donnée par la matrice

0 0 idgen
am=10 0 0
00 0

On en déduit que, pour tout n € Z, U™ et V™ sont des objets M-split. Ainsi il existe U™, V'™ A™ et B™ tels
que UM @ U™ = MA™ et V" @ V'™ = MB". Un simple calcul matriciel montre qu’on définit un complexe scindé
Y en posant
0 0 idym+
Y =U"gVngUntt et dy =10 0 0
0 0 0
En écrivant, le complexe X & Y sous la forme

(X @Y)n — (Un o) U/n) D (Vn D V/n) D (Un+1 o) U/n+1) — MA™ D MB™ o) MAn—i—l — M(An o) B” D An+1)

0 0 idynr+: @ idym+r 0 0 idpan+r 0 0 Midpn+:
et d%ey =10 0 0 =10 0 0 =10 0 0 ,
0 0 0 0 0 0 0 0 0
on obtient que X Y = MC ou C est le complexe donné par
0 0 idpn+:
Cr=A"@B" @ Art! et dg=1{0 0 0
0 0 0
Ainsi X est un objet M-split de ACom et donc de ACom™. u

LES CONTRE-EXEMPLES

Contre-exemple 4.12 — Le cas A = k[X]/X2. On considére k un corps commutatif et A = k[X]/X2. La forme
linéaire ¢t: P € k[X] —P’(0) € k passe au quotient (puisque t(X?P) = 0 pour tout P € k[X]). Comme A est
commutatif, la forme linéaire ¢ est centrale (voir la définition 3.1). De plus, pour a,b € k avec a # 0, on a
t((a+bX)X) =a #0etsia=0,onat((bX)1) =b. Ainsi t est une forme symétrisante (voir la définition 3.3)
et A est une k-algébre symétrique.

Le A-module A est indécomposable : ses sous-A-modules sont 0, kX et A (ils sont en bijection avec les idéaux
de k[X] contenant X? c’est-a-dire avec les diviseurs unitaires (non nuls) de X?). On considére alors le complexe Y
a différentielle nulle dont la seule composante homogéne non nulle est A en degré 0. L’endomorphisme px : A — A
de multiplication par X définit un morphisme de complexes (encore noté px) de Y dans lui-méme. Le cone de
ce morphisme est le complexe

254

0 A A 0

ot le but de px est en degré 0. L’objet Y est un objet M-split de ACom™ (d’aprés le lemme 4.11). Donc, si
les objets M-split de ACom™ formaient une sous-catégorie triangulée de ACom™, le cone de px serait aussi un
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objet M-split de ACom™ (voir le corollaire 3.46). Le lemme 4.11 montre alors que le cone de ux est un complexe
scindé. Comme Ker ux = kX est différent de 0 et A et que A est indécomposable, Ker ux ne peut étre facteur
direct de A et donc le cone de px n’est pas un complexe scindé. u

Contre-exemple 4.13 — Le cas A =F363. On considére k = F3 et A = F363 I'algébre du groupe symétrique
S5 sur Fs3 qui est une Fs-algébre symétrique puisque c’est 1'algébre d’un groupe fini (voir ’exemple 3.6). Fixons
7= (1,2) € &3 une transposition et o = (1,2,3) un 3-cycle. On a

(r—1)2=2-2r=7-1, (-1-7)2?=2+2r=-1-7 e (t1—-1)+(-1-7)=-2=1.

Ainsi 7 — 1 et —(7 + 1) sont deux idempotents supplémentaires de A. On en déduit la décomposition de
A =Py & P en somme directe de deux A-modules projectifs avec

P():A(Tf].) et P1:A(T+1):A(7Tf].)

Etudions Py et P;. Par construction, on a Py = (g(1 —7), g€ &3)p;_ey. Or, 0on a
T(r—1)=1-7,(2,3)(7—1)=0%—(2,3),(1,3)(7—1) =0 —(1,3),0(r—1) = (1,3) —0,0%(1 — 1) = (2,3) — 2.
On en déduit que Pg est de dimension 3 et qu'une base de Pg est (1 — 7,02 — (2,3),0 — (1,3)). De méme,
P1=(9(1—-7), g€ G3)p,—ev et Py est de dimension 3 et (1 + 7,02 + (2,3),0 + (1,3)) est une base de P;.

Etudions les sous-A-modules de dimension 1 de Py et Py. Soit M = Fsz un tel sous-module de Py. En

particulier, M est un Az-module irréductible de dimension 1 et qui est donc le module trivial. Ainsi oz = %2 = «.

On pose x = A (1 —7) + A2(02 — (2,3)) + A3(0 — (1, 3))). Comme (2,3) = 0?7 et (1,3) = o7, on a

or = M0 —(1,3)) + X2(1 —7) + A3(c? = (2,3)) ==
et donc A\; = Ao = A3 #0. Ainsiz = A1+ 0+ 02— (1,2) — (2,3) — (1, 3)) et M est sous-A-module irréductible
associé a la signature. En particulier, Pg admet un unique sous-module de dimension 1. De méme, P; admet un
unique sous-module de dimension 1. On le note N. C’est la droite engendrée par 1+0+02+(1,2)+(2,3)+(1,3)
qui donne un module trivial.

Or 63 admet deux représentations irréductibles en caractéristique 3 donnée par la représentation triviale et
la signature qui sont toutes deux de dimension 1. On en déduit que M (resp. N) est le socle de Py (resp. P1).
Ainsi Py/Rad(Pg) (resp. P1/Rad(P1)) est de dimension 1 (puisqu’isomorphe a Soc(Pg) (resp. Soc(P1))) et donc
Rad(Pp) et Rad(P;) sont de dimension 2. Par ailleurs si M’ (resp. N’) est un sous-A-module de dimension 2
alors Po/M’ (resp. P1/N’) est de dimension 1 donc irréductible donc Rad(Pg) € M’ (resp. Rad(P;) € N’). On
obtient ainsi Rad(Pg) = M’ (resp. Rad(P;1) = N’) par raison de dimension. Ainsi Py et P ont chacun un unique
sous-module de dimension 2.

On note k° le A-module de dimension 1 associé a la signature. L’application

PO — k€
(67
T = )\1(1 —T) +)\2(0'2 - (2,3)) +)\3(0'— (1,3)) — A1+ Ao+ A3

est un morphisme surjectif de A-modules. En effet, pour z € Py et g € U3, on a a(gx) = a(z) et si g est
une transposition a(gz) = —a(x). Ainsi Ker o est un sous-module de Py de dimension 2 contenant Soc(Py).
Finalement Pg est indécomposable.

De méme, on note k le A-module trivial. L’application

ﬂ P1 e k/’
=AM 4 )+ Aa(0? 4 (2,3) + As(0 + (1,3)) — A+ Ao + A

est un morphisme surjectif de A-modules. Ainsi Ker 8 est un sous-module de P; de dimension 2 contenant
Soc(P1). On en déduit que Py est indécomposable.
Onpose z=(1—7)(c+(1,3))=(1—1)o(l +7) =0 — 0%+ (1,3) — (2,3). On considére le morphisme de
A-modules donnée par
Po — Py
i+

Yy — YT.

Le calcul montre que Soc(Pg) = F3(1+0+02 —(1,3) — (1,2) — (2,3)) C Ker f. Par ailleurs, f(1—7) = —x # 0.
On en déduit que Ker f # Py et Ker f # 0. Enfin, si dim Ker f = 2 alors P; contient un sous-module isomorphe
a Po/Rad(Pg) = k° ce qui n’est pas le cas. Ainsi Ker f = Soc(Py).

On considére alors le complexe X & différentielle nulle dont la seule composante non nulle est Py en degré 0,
le complexe Y & différentielle nulle dont la seule composante non nulle est P; en degré 0 et le morphisme
f : Po— Py ci-dessus. On obtient définit ainsi un morphisme de complexes (encore noté f) de X dans Y. Le
cone de f est le complexe



142 CHAPITRE 4 — CATEGORIE STABLE 4.2.1

0 PofP1 0

ot Py est en degré 0. Les objets X et Y sont des objets M-split de ACom™ (d’apreés le lemme 4.11). Donc, si
les objets M-split de ACom™ formaient une sous-catégorie triangulée de AComht, le cone de f serait aussi un
objet M-split de ACom™ (voir le corollaire 3.46). Le lemme 4.11 montre alors que le cone de f est un complexe
scindé. Comme Ker f est différent de 0 et Py et que Py est indécomposable, Ker f ne peut étre facteur direct
de Py et donc le cone de f n’est pas un complexe scindé. L]

4.2 CATEGORIE M-STABLE D’UNE CATEGORIE ABELIENNE

Dans cette section, on construit la catégorie M-stable d’une catégorie abélienne .« ou M désigne un foncteur
a valeurs dans 7 ayant un adjoint & droite et & gauche tous deux fidéles et exacts : c’est le quotient de o7 par les
facteurs directs des objets de la forme MY. On suit pour cela pas a pas la méthode de Happel [HAP, Chapitre 2]
et on aboutit a une catégorie triangulée.

Hypothése 4.14 Dans cette section, on fixe un anneau commutatif unitaire O, o/, & deux catégories O-
abéliennes et M : Z— &7, LR : & — 2 trois foncteurs O-linéaires. On suppose que (M, L,R) est un triplet
adjoint et que L et R sont fidéles (voir le corollaire 3.16 et la proposition 3.36) et exacts. On note

E)szMRX—O(7 nﬁp}:Y—>RMY et E%(:LMY—>Y7 77§(:X—>MLX

les unités et counités associées aux paires adjointes (M, R) et (L, M).
Soient F : &/ — 28 un foncteur additif et

() 0 X —tax Loxn 0

une suite exacte courte de &7. On dit que (%) est F-scindée si

F F
(Fs) 0 FX/ — L= FX — s X" 0

est une suite exacte courte scindée.
On suppose qu'une suite exacte courte de & est L-scindée si et seulement si elle est R-scindée.

Remarque 4.15 Faisons quelques commentaires sur les hypothéses 4.14. L’exactitude de L et R permet de
définir deux structures de catégories exactes (au sens de Quillen [QUI] et Keller [KEL, Appendice A]) sur & :
on dit qu’une suite est exacte si son image par L (resp. R) est une suite exacte scindée.

La fidélité de L (resp. R) signifie que la structure de catégorie exacte associée a L (resp. R) a assez d’injectifs
(resp. de projectifs) (voir le corollaire 3.16).

L’hypothése sur les suites L-scindées et R-scindées signifie que les deux structures de catégorie exactes sont
les mémes.

On peut alors appliquer le résultat de Happel [HAP, Chapitre 2]. Mais, dans cette section, on va adapter la
démonstration en se servant de la fonctorialité au niveau de la catégorie abélienne &7 ce qui permet de simplifier
les choses. En particulier, les triangles standards qu’on va choisir ne sont qu'une partie de ceux de Happel. =

Exemple 4.16 Donnons quelques exemples concrets dans lesquels les hypothéses sont vérifiées.

Les hypotheéses sur le triplet adjoint (M, L, R) sont évidemment vérifiées lorsque L = R = N est fidéle c’est-
a-dire si {M, N} est une paire biadjointe avec N fidéle puisqu’alors N est exact. C’est par exemple le cas lorsque
o/ = A-Mod. est la catégorie des A-modules ot A est une k-algébre symétrique, 8 = k-Ev, M = A ®j = est
I'extension des scalaires et L = R est la restriction des scalaires (qui est évidemment fidéle).

Toujours dans le méme ordre d’idée, on obtient aussi par cette construction, la catégorie relativement stable.
En effet, on considére G un groupe fini, H un sous-groupe de G et O un anneau commutatif unitaire. &# = OG-
Mod, #Z = OH-Mod, M = OG ®pmu *, L = R est la restriction des scalaires (qui est évidemment fidéle).

Les exemples que nous avons donnés vérifient tous L = R. Mais les hypothéses présentées ici proposent en
fait un cadre plus large dont nous n’avons pas pour I'instant d’exemples concrets autre que ceux ci-dessus.

Par ailleurs, lorsque L # R, 'hypothése sur la scission des suites exactes aprés application de L ou R est
évidemment vérifiée si Z est une catégorie abélienne semi-simple. u
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4.2.1 LA CATEGORIE M-STABLE

Dans cette sous-section, on définit la catégorie M-stable (voir la proposition-définition 4.21). On introduit
auparavant, au niveau de la catégorie abélienne, les foncteurs Q et Q! qui donneront les foncteurs de translation
dans la catégorie stable.

Proposition-Définition 4.17 — Foncteur Q et Q~!.  Soit X € /. Par hypothése (voir le corollaire 3.16), e&
est un épimorphisme. On définit alors (271(X),ix) = Kere®. On a donc la suite exacte courte

) R
X B5'¢

0 — Q 1(X) MRX X 0

Par hypothése (voir le corollaire 3.16), n% est un monomorphisme. On définit alors (Q(X), 7x) = Coker n%. On
a donc la suite exacte courte

0 X MLX Q(X) 0

Soient X, X’ € & et f € Hom,(X,X’). On définit Q71(f) : Q7 1(X) - Q7 }(X’) comme 'unique morphisme
qui fait commuter le diagramme

. R
(5.4 ¢

0—Q1(X) MRX X 0

Q-1(f) LMRJ‘ lf
v i/ ER/
00— Q—l(X/) XHMRX’ X X —— 0

On définit Q(f) : Q(X) — Q(X’) comme 'unique morphisme qui fait commuter le diagramme

L
x X

0 X MLX QX) —=0
fl iMLf )
77;/ Us'G v ,
0 X/ MLX’ QX)) ——0

On définit ainsi deux endofoncteurs O-linéaires Q et Q! de 7.

Preuve. Montrons que Q71(f) et Q(f) sont bien définis. Par hypothése, on a e¥, MR fix = felix = 0. Ainsi
MR fix se factorise de fagon unique par Kere%,. Par hypothése, on a mx ML fn%k = mx:n%, f = 0. Ainsi 7x ML f
se factorise de fagon unique par Coker nk.

La propriété d’unicité assure immédiatement que les applications f — Q71(f) et f +— Q(f) sont des mor-
phismes de O-modules. Soient X” un objet de &7 et g : X’ — X”. Comme MR(gf) = MR(g)MR(f), la propriété
d’unicité assure que Q7 (gf) = Q7 1(g)Q27(f). De méme, comme ML(gf) = ML(g)ML(f), la propriété d’unicité
assure que Q(gf) = Q(g)Q2(f).

Enﬁn, comme ML(ldx) = idMLX et MR(ldx) = idMRX7 on obtient Q(ldx) = idQ(X) et Qfl(idx) = idQ—l(X).
Finalement Q et Q~! sont bien des foncteurs. u

Pour montrer que la catégorie M-stable est bien une catégorie O-linéaire, on doit vérifier que la partie des
morphismes par laquelle on quotiente est un idéal. Les propriétés de composition et de O-linéarité sont évidentes.
Pour 'additivité, on utilise le fait que la somme de deux morphismes s’exprime & ’aide de la somme directe.
C’est ce qu’on rappelle dans le lemme 4.19. La notation 4.18 introduit les notations du lemme 4.19.

Notation 4.18 — Diagonale. Soit ¥ une catégorie additive. Pour X € Ob(%’), on note i, iy : X - X & X et
¥, pX : X @ X — X les morphismes donnant la structure de somme directe sur X & X c’est-a-dire tels qu’on ait
plit = idx, pXiX = idx, prix = pyif = 0 et i¥py + iXpy = idxex.

On note aussi Vx : X®X — X la projection diagonale c’est-a-dire I'unique morphisme tel que Vxo0i¥ = idx et
Vxoiy = idx ; et Ax : X — X@X le plongement diagonal c’est-a-dire I'unique morphisme vérifiant pfoAx = idx
et p%( [©) AX = idx.

Lemme 4.19 — Somme. Soient € une catégorie additive, X,Y € Ob(%) et f,g € Hom,(X,Y). On a
f+g9=Vv(f®g)Ax.

Preuve. Par définition, f @ g est I'unique morphisme de X @ X dans Y @ Y vérifiant py (f @ ¢)i¥ = f,
py (f @ g9)ix = g et p3 (f @ g)if = p{ (f © 9)i3 = 0. On en déduit que
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Vy(f ®9)Ax = Vy(f @ g)(i¥pf +i3p3)Ax
= Vy(f ® 9)iX + Vy(f @ g)ix
= Vy (@Y py +i3p3)(f @ 9)if + Vy (i pY +i3p3 )(f ® 9)ir
=p  (f®9)if +p3 (f® 9t +pY (fD9)ix +p3 (f ®g)ix
=f4+0+0+g
=f+yg.

On arrive a présent a la définition de la catégorie M-stable. On commence par définir les morphismes qu’on
veut annuler (et vérifier qu’il s’agit bien d’un idéal) puis on donne la définition.

Lemme 4.20 — Morphisme M-split. Pour X, X’ € &/, on définit
M(X,X’) = {f € Hom_,(X,X’), f se factorise par un objet M-split de </} .

On dit qu’un élément de M(X, X’) est un morphisme M-split de X dans X'. L’ensemble M (X, X’) est un idéal
de Hom , (X, X').

Preuve. Soient X" € o/, g : X" =X, ¢ : X' =X" et f € M(X,X’). On a évidemment ¢’ f € M(X,X") et
fg € M(X", X').

Montrons & présent que M(X,X’) est un sous-groupe de Hom, (X, X"). Soient f,g € M(X, X'). D’aprés le
lemme 4.19, on a f 4+ g = Vx/(f ® g)Ax. En écrivant f = f'f” et g = g'¢g” ou le but de f” (resp. ¢"") est un
objet M-split de &, on obtient f +g = Vx/(f' ®¢')(f" © ¢g")Ax. Comme la somme directe d’objets M-split est
M-split, on en déduit que f + g € M(X, X'). n

Proposition-Définition 4.21 — Catégorie M-stable. On définit la catégorie M-stable MStab,, de la fagon
suivante. Les objets de MStab,, sont les objets de . Pour X, X’ € ./, on pose

HomMStabg{ (X7 XI) = HOm'Q{ (X7 XI)/M(X, XI) .

Preuve. Comme M(X,X’) est un idéal de Hom (X, X’) pour tous X, X’ dans <7, la loi de composition de &/
passe au quotient et donne une structure de catégorie O-linéaire sur MStab,, .

4.2.2 LEMME DE SCHANUEL

La suite de cette section est consacrée a la démonstration du fait que MStab,, est une catégorie triangulée.
Dans cette sous-section, on construit, en faisant passer au quotient € et 27!, les foncteurs de décalage de la
catégorie MStab, . Le résultat central est le lemme de « M-Schanuel » (voir le lemme 4.23) qui permet, pour
le calcul de X, de remplacer le couple (MLX, %) par n'importe quel couple (P,4) avec P un objet M-split et
i: X — P tels qu’il existe § : LP — LX tel que 8 Li = idpx.

Proposition 4.22 — Décalage. Les foncteurs Q et Q! passent au quotient et définissent deux endofoncteurs
de la catégorie MStab,, .

Preuve. Montrons & présent que € et 2! passent au quotient. On commence par montrer que si X est M-split
alors X et Q71X le sont aussi. D’aprés la définition 3.24, les suites exactes

L

. ER -
0 — 0 1(X) —=> MRX —= X 0 et 0 X —> MLX —> Q(X) — 0

sont scindés. En particulier, Q71(X) et Q(X) sont facteurs directs respectivement de MRX et MLX. Ils sont
donc M-split. Considérons a présent f € M(X,X’) et Z un objet M-split de & tel que f se factorise par Z. Par
fonctorialité de Q et Q71 on obtient que Q(f) (resp. Q71(f)) se factorise par QZ (resp. 27(Z)) qui est M-split.
Ainsi Q(f) € M(2(X), (X)) (resp. Q71(f) € M(Q~1(X), 27 1(X"))). L]

Dans le reste de cette sous-section, on démontre que les foncteurs 2 et Q~! définissent des auto-équivalences
de la catégorie MStab,, quasi-inverse I'une de 'autre. Cela résulte de facon essentielle du lemme de Schanuel
et de ses corollaires (remarques 4.24 et 4.25).

Lemme 4.23 — Lemme de M-Schanuel. Prolongement vers la gauche. Soient X, X’ deux objets de &, P, P’
deux objets M-split de & et 7 : P — X, 7’ : P’ — X/ tels qu'il existe 3, 3’ vérifiant

R7 6 =idgrx et Rr’ 3 = idrx .

On pose (TX, jx) = Kern et (TX, jx/) = Kern’. Pour f € Hom_,(X,X’), il existe g : P—P’ et h: TX - TX’
faisant commuter le diagramme
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0 TX P X 0
h g l ¥
LA P

0 X X pr X/ 0

De plus, I'image de h dans Homy;gy,;, , (TX, TX’) ne dépend pas du choix g. De méme, pour f’ € Hom, (X, X'),
on note A’ : TX — TX’ le morphisme donné par la construction ci-dessus. Si f = f’ dans Homygq,, (X, X')
alors h = h' dans Homyg,, , (TX, TX').

On a ainsi définit un morphisme de O-modules

HomMStabg{ (X, X") — HomMStabg{ (TX, TX')
(I)P,P’,Tr,ﬂ" : { f R
Prolongement vers la droite. Soient X, X’ deux objets de &, P,P’ deux objets M-split de & et i : X — P,
i+ X! = P’ tels qu'il existe 8, 3’ vérifiant
G Li=idyx et B L =idyx .

On pose (T'X,px) = Cokeri et (T'X',px/) = Cokeri’. Pour tout f € Hom, (X,X'), il existe g : P—P’ et
h: T'X — T’X’ faisant commuter le diagramme

0 X p X 0
lf ) B
LV L
0 X —s pr 2 0

De plus, I'image de h dans Homyg,;, , (T'X, T’X’) ne dépend pas du choix g. De méme, pour f' € Hom (X, X'),
on note h' : T'X — T'X’ le morphisme donné par la construction ci-dessus. Si f = f’ dans Homygy,, , (X, X')
alors h = h' dans Homyg;y, , (T'X, T'X’).

On a ainsi définit un morphisme de O-modules

Homygiap,, (X, X') — Homyggap,, (T'X, T'X')
Up priir:
f — h.
Preuve. Prolongement vers la gauche. Par hypothése, Rm et R’ sont des rétractions et donc des épimorphismes.

La fidélité de R (hypothése 4.14) assure que 7 et 7' sont des épimorphismes (voir le lemme 3.35). Les lignes du
diagramme suivant sont donc exactes.

0 X X sp—Tsx 0
lf
0 TX X pr — > X/ 0

Comme R7’ admet une section et que P est M-split, on peut, par relative projectivité, construire g faisant
commuter le diagramme

0 X Zsp—Tsx 0
. lf
y ’ V 7‘_1
0 X > pr X/ 0

Comme 7'gjx = fmjx = 0, le morphisme gjx se factorise (de fagon unique) par Ker 7’ pour donner h.
Supposons & présent qu’on ait le diagramme commutatif

0 TX ——P —">X 0
Y g lf
LATE PR

0 TX > p/ X' 0

On a alors 7'(g — ¢') = (f — f)m = 0. Ainsi g — ¢’ se factorise par Kern’ c’est-a-dire qu’il existe u tel que
g — ¢’ = jx/u. En composant a droite par jx, on en déduit alors que jx/(h — h') = jx ujx. Comme jx/ est un
monomorphisme, on obtient que h — h’ = ujx se factorise par I'objet P qui est M-split. Ainsi h et h’ ont bien
la méme image dans Homyg;,y, , (TX, TX').
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On considére a présent f’,¢’, h’ faisant commuter le diagramme

0 TX ——=Pp—">X 0
Voo Vo
0 TX > p X! 0

Par hypothése, f — f’ se factorise par un objet M-split P : f — f/ = vu avec u : X—=P" et v : P’/ - X/,
Par relative projectivité de P”, il existe w : P — P’ tel que v = 7#’w. Ainsi f — f’ = 7’wu se factorise par
P’. En composant & droite par m, on obtient 7'(g — ¢’ — wuw) = 0. Ainsi g — ¢’ — wuw se factorise par Ker 7’
c’est-a-dire qu'il existe § : P—TX' tel que g — ¢’ — wumr = jx/0. En composant a droite par jx, on obtient
jx/(h — ') = jx/0jx. Comme jx/ est un monomorphisme, on obtient h — h' = djx et h — I’ se factorise par P
qui est M-split. Finalement h et h’ ont bien la méme image dans Homyg,,, , (TX, TX').

Enfin, pour A, u € O, le diagramme

Jx ™

0 T_X P X 0
Ah+ph' Ag+ng’ l)\f+uf/
\% Jxs Y !

0 X’ P’ X’ 0

est commutatif. On obtient donc que ®p ps  »/ est bien un morphisme de O-modules.

Prolongement vers la droite. Par hypothése, Li et Li’ sont des sections et donc des monomorphismes. La
fidelité de L (hypothése 4.14) assure que i et ¢ sont des monomorphismes (voir le lemme 3.35). Les lignes du
diagramme suivant sont donc exactes.

[ px

0—>X —>p T'X —0
|
00— X~ P P X 0

Comme Li admet une rétraction et que P’ est M-split, on peut, par relative injectivité, construire g faisant
commuter le diagramme

0 X ——=P—>TX 0
n
i’ v px/
0 X/ P X/ 0

Comme pxgi = px/i'f = 0, le morphisme px-g se factorise (de fagon unique) par Coker i pour donner h.
Supposons a présent qu’on ait le diagramme commutatif

i pPx

0 X p T'_X 0
lf ég' h’
P A
0 X! P TX’ 0

On a alors (g — ¢')i = '(f — f) = 0. Ainsi g — ¢’ se factorise par Cokeri c’est-a-dire qu'’il existe u tel que
g — ¢’ = upx. En composant & gauche par px:, on en déduit alors que (h — h')px = pxrupx. Comme px est un
épimorphisme, on obtient que h — h/ = px/u se factorise par 'objet P’ qui est M-split. Ainsi h et A’ ont bien la
méme image dans Homygy,, , (T'X, T'X").

On considére a présent f’,¢’, h’ faisant commuter le diagramme

[ pPx

0 X p T'X 0
lf/ g’ h'
P A
0 X’ P T'X’ 0

Par hypothése, f — f’ se factorise par un objet M-split P” : f — f' = vu avec u : X —=P"” et v : P/ - X'. Par
relative injectivité de P, il existe w : P — P’ tel que u = wi. Ainsi f— f’ = vwi se factorise par P. En composant
a gauche par 4/, on obtient (g — ¢’ — 'vw)i = 0. Ainsi g — ¢’ — i'vw se factorise par Cokeri c’est-a-dire qu’il
existe 0 : T'X — P’ tel que g — ¢’ —i'vw = dpx. En composant a gauche par px:, on obtient (h—h')px = px/dpx.
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Comme px est un épimorphisme, on obtient h—h' = px/d et h—h' se factorise par P’ qui est M-split. Finalement
h et h' ont bien la méme image dans Homyg,, , (T'X, T'X’).
Enfin, pour A\, u € O, le diagramme

' p
0 X ——=P—=TX 0
lz\f—i—;tf’ Ag+pg’ AMh+ph'
P A
0 X! P’ TX’ 0
est commutatif. On obtient donc que ¥p p/; i+ est bien un morphisme de O-modules. ]

Remarque 4.24 — Lemme de M-Schanuel et composition. Reprenons les notations du lemme 4.23 et
considérons X” un objet de .7, P” un objet M-split et 7 : P — X" tel qu'il existe 8" vérifiant Rmr” 3" = idgx.
Pour f: X—X'et f/: X' —-X", on a

Ppprr e (f'f) = @i pr o ()P0 pr i ()

Cela résulte immédiatement du diagramme commutatif :

Jx ™

0 TX P X 0
e
T
0 TX > P/ X/ 0
v i Y 1
0 X" Ixr 12 il X! 0
Par ailleurs, grace au diagramme commutatif,
0 TX =P —">X 0
drx fidp lidx
' ; '
0 TX =P —">X 0

on a (I)P7p,7r77r(idx) = ide.

On en déduit immédiatement que si f est un isomorphisme dans la catégorie MStab,, alors ®p p/ .  (f)
aussi. En particulier, la classe d’isomorphisme de TX dans MStab,, ne dépend pas des choixde Petde 7w : P —X
vérifiant P est M-split et il existe S : RX — RP tel que Rm 8 = idrx. En effet, si P’ est un objet M-split et
7' : P’ — X un morphisme tels qu'il existe 5 : RX — RP’ vérifiant R’ §' = idgx alors ®p p/  »(idx) est un
isomorphisme dans MStab,, d’inverse ®p: p »/ ~(1dx).

Toujours avec les notations du lemme 4.23, considérons X” € &7, P” un objet M-split et ¢ : X" — P” tel
qu'il existe 3" vérifiant 8" Li"” = idpx». Pour f: X —=X"et f/: X' - X", on a

Up priin (f' f) = Wprpr i in (f ) Ve pr i (f)
Cela résulte immédiatement du diagramme commutatif :

i pPx

0 X p T'X 0
lf 9 h
Ly B
0 X! — pr e 0
lf/ g’ I
1 v v
0 X! ? 12 Px/! /X" 0
Par ailleurs, grace au diagramme commutatif,
0 X —=P—>TX 0
lidx idp idprx
. ' Y
0 X —=P %X 0

on a q)P,P,i,i(idX) = idT/X .
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On en déduit immédiatement que si f est un isomorphisme dans la catégorie MStab,, alors p ps; i+ (f) aussi.
En particulier, la classe d’isomorphisme de T'X dans MStab,, ne dépend pas des choix de P et de i : X — P
vérifiant P est M-split et il existe 8 : LP —LX tel que SLi = idpx. En effet, si P/ est un objet M-split et
"+ X—P’ un morphisme tels qu'il existe 5’ : LP’ — LX vérifiant ' Li’ = idpx alors ¥p p/;;/(idx) est un
isomorphisme dans MStab,, . u

Remarque 4.25 — Lemme de M-Schanuel et bijection. Reprenons une nouvelle fois les notations du
lemme 4.23. Par hypothése, les suites exactes

Jx T Ix’ o’

0 TX P X 0 et 0 X’ P’ X’ 0
sont R-scindées. D’apreés les hypothéses 4.14, elles sont aussi L-scindées. On peut donc définir Up p/ jy ;. et on
a bien str
Up i PP mns = idHomyg,,,, xx) et P pir WP = idHom, g, (TX,TX) -

En particulier, ®p p/ » . est bijective.
De méme, les suites exactes

i PX i’ px/

0 X P T'X 0 et 0 X’ P’ X' —=0
sont L-scindées. D’apreés les hypothéses 4.14, elles sont aussi R-scindées. On peut donc définir ®p ps 5y p,, €t on
a bien str

PP px o UP P = idHomyg,,, xx) et WP Py Prp e py = idHom, g, (TXTIX) -
En particulier, ¥p p/ ; ;#+ est bijective. u
On peut & présent démontrer le résultat souhaité sur Q et Q1.

Proposition 4.26 — Décalage. Les foncteurs Q et Q! sont des auto-équivalences O-linéaires de la catégorie
MStab ., quasi-inverse I'une de 'autre.

Preuve. Par construction et grace au corollaire 3.11, on a Q = WMLX’MLX/”?X’??; et Q71 ¢MRX,MRX/,5§,5§ .
La remarque 4.25 assure alors que € et Q™! sont pleinement fidéles.
Par définition de Q et Q7! on a le diagramme
. 6L
0 —=Q !X ——>= MRX — =X 0

idnlxl

77?2*1)( To—-1x
0—Q I X—=MLO X —= QO X ——=0

Or, encore gréce au corollaire 3.11, la suite du haut est R-scindé et donc L-scindé d’aprés les hypothéses 4.14.
De plus, toujours grace au corollaire 3.11, la suite du bas est L-scindé. Grace au lemme 4.23 de Schanuel, on
peut compléter le diagramme

X X

0—=0'X MRX X 0
' '
0—Q~ 1X MLQ 1X = 001X —=0

Montrons que o = (ax)xegr est une transformation naturelle entre idystab,, €t QO L. Considérons donc X’ € o
et f: X — X’'. Par définition, on a

()Y MRX,MLO-1X,ix " (idg-1x) -

-1
Q07 (f) ax = Yypg-1x ML~ NG —1x)

XG50 -1 )
On en déduit alors, grace a la remarque 4.24 que
-1
QOH(f)ax = Yy Rx, MLQ- X/,

Q@ (f)-

Par ailleurs, grace a la remarque 4.25, on a f = WMRX, MRX/,ix, iy, (27 L(f)). La remarque 4.24 donne alors
Q1)

ce qui donne la naturalité de a. De plus, griace a la remarque 4.25, ax est un isomorphisme. Ainsi {2 est
essentiellement surjectif et QQ ! ~ idmstab,, -
Passons & I’étude de Q). Par définition de Q et 271, on a le diagramme

7
X7 Q 1(x/)

ax f = ‘I’MRX,MLQfIX/,iX,nSLrl(X,)
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L
x X

0 X MLX QX 0

lidnx
oR

00— 010X —2 MROX —2 OX —> 0

Or, d’aprés le corollaire 3.11, la suite du haut est L-scindé et donc R-scindé d’aprés les hypothéses 4.14. De
plus, toujours grace au corollaire 3.11, la suite du bas est R-scindé. Grace au lemme 4.23 de Schanuel, on peut

compléter le diagramme
L

0 X —2 > MLX —2> 0X 0
X idox
'

0—= 010X 25 MROX —2 0X ——= 0

Montrons que v = (7x)xeer est une transformation naturelle entre idystan,, et Q71Q. Considérons donc X’ € &
et f: X — X', Par définition, on a

Q'Q(f)x = Prirox, MROX! () Pprx MROX, my R, (1dax) -

Enxvegx/ Qx

La remarque 4.24 donne alors Q7 1Q(f) ax = CIDMLX’MRQX,’WX’%X/ (Qf)) -

Par ailleurs, d’aprés la remarque 4.25, f = ®ypx MLX/ 7x, 7y (2(f)). On en déduit, grace a la remarque 4.24,
que

i f = CI)MLX,MRQX/,WX,ESX, (Q(f))
ce qui donne la naturalité de . De plus, grace & la remarque 4.25, yx est un isomorphisme donc Q7! est
essentiellement surjectif et Q71Q ~ idygtab,,. On obtient bien la proposition-définition 4.26. u

4.2.3 STRUCTURE TRIANGULEE

Dans cette sous-section, on définit les triangles de la catégorie MStab puis on démontre que MStab,, est
une catégorie triangulée.

Définition 4.27 — Triangle standard. Soient X, X' € & et f : X —X’. On considére Z = X/f®n§z MLX la

somme amalgamée X’ et MLX au-dessus [ et 77% (voir Pexemple 3.29). On note gx: : X' —Z et ux : MLX — Z
les morphismes donnant la structure de somme amalgamée. On considére le morphisme 0 : X’ — QX. Comme
Oof =0et 7Tx’l7)L( =0, il existe h : Z — QX tel que hgx: = 0 et hux = wx. On en déduit le diagramme commutatif
suivant

0 X "% MLx 0
1]
X g >~ OX
On dit que X ! X’ 7" QX est un triangle standard de base f dans <f. L'image de ce triangle

dans MStab,, est appelé triangle standard de base f dans MStabg . Un triangle T de o (resp. MStab.,) est
dit standard s'il existe f tel que T soit un triangle standard de base f dans & (resp. MStabg ). On note 7
I’ensemble des triangles de MStab,, qui sont isomorphes dans MStab,, & triangle standard.

Remarque 4.28 — Triangle standard et suite exacte. On reprend les notations de la définition 4.27. Montrons

que la suite 0 X’ ! 7 h OX 0 est exacte. La fidélité de L (hypothése 4.14) assure que

n& est un monomorphisme (voir le corollaire 3.16). Grace a la proposition 3.33, on en déduit que gx: est un
monomorphisme De plus, la construction de h suit exactement la construction du conoyau de gxs a partir de
celui de % de la preuve de la proposition 3.33. Ainsi h est le conoyau de gx-. u

| Proposition 4.29 — Catégorie triangulée. La catégorie (MStab,,, Q, .7) est O-triangulée.

Preuve. Par construction, MStab, est O-linéaire, ) une auto-équivalence de catégorie O-linéaire et 7 une
famille de triangles de MStab. . Il s’agit de vérifier les axiomes T1 & T6 de la définition 3.39.

Axiome T1. Par définition de 7 et transitivité de la relation d’isomorphie des triangles, axiome T1 est
vérifié.
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Aziome T2. D’aprés I'exemple 3.28, (MLX, idmrx, n%) est la somme amalgamée de MLX et X au-dessus de
idx et n%. Par unicité de h (voir la construction de h ci-dessus), on a donc le diagramme

L
x X

0 X MLX QX 0
idxl lidMLX H
n% h=mx
X —= MLX e > OX
. L
Ainsi X dx X I MLX —> X est un triangle standard de base idx dans &/. Comme MLX, n%k et mx

sont nuls dans MStab,/, on obtient ’axiome T2. N

Aziome T3. Tout f € Homygy,y,,, (X, X) se reléve en un morphisme de f € Hom,, (X, X’). Il ne reste plus
qu’a considérer I'image d’un triangle standard de base fdans .

Axiome T4. Considérons un triangle standard. On a donc le diagramme commutatif

L

0 X X MLX > OX 0
I C
Y CAS . k. > OX

oil Z est la somme amalgamée de Y et MLX au-dessus de f et n%. On considére alors 7% : Y — MLY et
MLf : MLX — MLY. Comme 7% f = ML f7X, on en déduit, par la propriété universelle de la somme amalgamée,
l'existence de ¢ : Z— MLY (unique) telle que pux = MLf et ogy = n%. On considére la somme directe
MLY®OX. Onnote i1 : MLY — MLY®QX, is : QX — MLY®OQX, p1 : MLY®OQX — MLY et ps : MLY$®OX — QX
les morphismes donnant la structure de somme directe. On pose alors (¢, h) : Z — MLY @QX 'unique morphisme
tel que p1(p, h) = ¢ et pa(p, h) = h. Montrons que (MLY @ QX, i1, (p, h)) est la somme amalgamée de MLY et
Z au-dessus 1% et gy. Tout d’abord, on a bien (¢, h)gy = (¢gy,hgy). Par construction de h et o, on a donc
(o, h)gy = (7%,0) = i1n%. Considérons & présent un objet Z’ de o7 et o : Z—7Z' et B : MLY — 7' tel que
Bt = agy. On a donc le diagramme commutatif

y— oMLY

l“” 4] l

Z—MLY 8 OX

1l s’agit de montrer que le systéme d’inconnue « : MLY @& QX — Z/

(g, h) =«
vin =0
a une unique solution. En décomposant v = (g, §) tel que vi; = € et yig = 4, le systéme se réécrit
ep+0h =«
€ =0

L’existence et I'unicité de la solution de ce dernier systéme est équivalente a ’existence et 'unicité de la solution
de 'équation Sp+dh = . Comme Z est la somme amalgamée de Y et MLX au-dessus de f et 7)%;, cette équation
est équivalente au systéme
{(ﬂs& + dh)ux = aux
(Be + 6h)gy = agy

OMLf + émx = aux
By + Shgy = agy
Comme hgy = 0 (par construction de h), le systéme précédent est équivalent a 1’équation drx = aux — SMLS.
Comme 7y est le conoyau de 77%, I’existence et I'unicité d’une solution § a ’équation précédente est équivalente au
fait que (aux — BMLf)n% = 0. Or (aux — BMLf)nk% = agy f — Bn% f = 0 ce qui assure que (MLY @ QX, i1, (¢, h))
est la somme amalgamée de MLY et QX au-dessus 7% et gy.

Finalement, on a le diagramme commutatif

qui est lui-méme équivalent au systéme {
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L
Ty Y

Y MLY QY 0
lgy 14 lil H
F ™ —Qf
y [ ] [y ]

—— DMLY QX ——— QY

i v o]

et pour montrer que vy L2y s MLy e OX ——— QY

est un triangle standard de base gy, il suffit de vérifier que 7y —Qfh =0. Oron a (myp—Qfh)gy = nyny =0

et (myp — Qfh)ux = m7yMLf — Qfmx = 0 ce qui donne le résultat. Comme MLY est un objet M-split, l'image
gy h —Qf

de ce triangle standard dans MStab, est Y y/ [92:¢ QY ce qui donne le résultat souhaité.
Considérons a présent un triangle distingué X ! y—L>7 h QX . Par définition des triangles dis-
tingués, il existe un triangle standard X; i Y: % 71 s OXy et des isomorphismes u1, vy, w; qui
font commuter le diagramme
X—ley—2o7 " 0x
lul lﬂl lwl lﬂul
h
X, fi Y, g1 7 1 OX,
On en déduit le diagramme commutatif
g h —Qf
Y Z QX QY
lvl lwl lQul lﬂvl
91 h1 —Qf,

Yl Zl QXl QYl

ou vy, wi, Qu; sont des isomorphismes. Or, d’aprés la premiére partie de la démonstration, la ligne du bas est
un triangle distingué donc la ligne du haut aussi.
Aziome T5. Commengons par considérer deux triangles standards dans <7 : on a les diagrammes commutatifs

L s "]L/ Tt
0 X —2 MLX /> OX 0 et 0 X/ —— MLX’ — QX' 0
Y EASIN /A h OX ' gy’ 7! h/> aQx’

ot Z (resp. Z') est la somme amalgamée de Y et MLX (resp. Y’ et MLX') au-dessus de f et % (resp. f’ et nk,).
On consideére aussi v : X — X' et v: Y — Y’ tels que f'u = vf dans MStab, . Par définition, il existe « et [ tels
que vf — f'u = fa ou le but de a est un objet M-split P. On a donc le diagramme suivant

X
X — s MLX
p

Le corollaire 3.11 montre que Ly admet une rétraction. Ainsi, par relative injectivité de P, on obtient I'existence
de v : MLX — P tel que o = yn%. On pose alors § = 37 de sorte que vf — f'u = én%k. On considére alors
gyv:Y —7Z" et uxMLu + gy/é : MLX —Z’. On a donc

(ux:MLu + gy 8)nf = uxmgu+ gy Boa = gy (f'u+ fa) = (gyv) f

Par définition de Z, il existe alors w : Z — 7’ tel que gy'v = wgy et uxMLu + gv/d = wux. En particulier dans
MStab,/, on a le diagramme commutatif

Xty 2oy Moox
lu l lw
XLy g oy

Orh'wux = h'uxMLu + W' gy § = mx MLu = Q(u)rx = Q(u)hux et WNwgy =k gyv=0=Q(u)hgy ,

on obtient donc le diagramme commutatif dans MStab,,
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f gy h

X Y y/ QX
X/ I’ N gy’ 7 h’ Ox’
On a traité le cas des triangles standards. On considére & présent deux triangles distingués quelconques
X ! vy 272X et X/ ! v L7 s ox etu:X—>X v:Y—>Y tel que flu=nvf.
K
Par définition des triangles distingués, il existe deux triangles standards X; i Y, 7 A n OX; et
f1 1 h . . . .
X, —=Y! i 7} " OX et des isomorphismes u1, vy, w; et uj, v}, w) qui font commuter le diagramme
f
X Yy =7 —">0x
uy v1 lwl lﬂul
i g1 h1
Xl Yl Z1 QXI
a=u} " tuu; 71 B=v} tov 71
fl g/ hl
X, —=Y, —= 7/ —=QX)
uf vy lw’l Quf
I’ g R
X/ Y’ A Qx’
La premiére partie de la démonstration donne alors le diagramme commutatif
h
X—lsy—2.7 Ox
ul v1 l’wl Quq
fi g1 hi
X3 Y, YA QX4
@ B Y Qo
A A e
X Y! Z QXx]
uf vy lw'l Quf
f! g R’
X/ Y’ A Qx’

et Paxiome T5 est vérifié. On en déduit que MStab,, est O-prétriangulée.
Aziome T6. Commengons par le cas des triangles standards. On considére trois triangles standards de & :

on a les diagrammes commutatifs

L
Ny TY

L
0—> X > MLX —=> OX —> 0 0 MLY 0

N L

Y — s 7l i > OX L v A >QY
L
et 0 X s MLX == 0
o H
k
Z Yl .............. > QX

ott Z' (resp. X', Y’) est la somme amalgamée de Y et MLX (resp. Z et MLY, Z et MLX) au-dessus de f et n%
(resp. g et %, gf et n%). Par la propriété universelle de la somme amalgamée, on peut construire v : Z’' —'Y’

vérifiant

at = kg

aux = vx
puisque (kg)f = vxn%. De plus, par définition de «, on a k’a = i’ puisque

EKai=kkg= 0 =144
k’aux = k/’UX = TTX = i’ux.
Par ailleurs, d’aprés la remarque 4.28, i est un monomorphisme, on peut donc compléter le morphisme

nei Y — MLZ’ en une suite exacte courte
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nL/i
0 Y > MLZ —> TY 0
On consideére alors (X/, j1, vy) la somme amalgamée de Z et MLZ' au-dessus de g et nIZ%. On a donc le diagramme

commutatif suivant

L -
Nz PY

0 Y MLZ’ TY 0

T

ZL>X'1

qu’on compléte, grace & la propriété universelle de la somme amalgamée, avec j1 : X; —TY qui est I'unique
morphisme vérifiant j{j; = 0 et jjvy = py (on a bien 0o g = 0 = py o n%,i) en le diagramme

L .
s
0 Y —> MLZ —— TY 0
7—1 X, Ty
Par la propriété universelle de la somme amalgamée, on peut alors définir §:Y' — X| vérifiant
Bk =1
Bux = UanZ,uX

car j1gf = vynLif = vynLuxnk.
On va définir a présent Tf : QX —TY et Ti : TY — QZ' grace au fait que 7x (resp. py) est le conoyau de
n% (resp. n%i) et aux diagrammes suivants

L s nL/i
0 —>X —>MLX 2> QX —=0 et 0 Y —Z> MLZ 2 TY 0
f l"Z’“X Tf i Ti
l/ nL ) V 7L V
7 v DY 17 Tyt
0—— Y —MLZ —=TY ——=0 0 7' MLZ' WA 0
Finalement, en posant v = Tij1, on a le diagramme commutatif suivant
XLy sz —0x
b
V ’7
X gf 7 k Y, k OX
! H ¥ le
g J1 v 71
Y Z X} TY
[ lk H th
/A ¢ Y/ ﬂ = X ’y> 07/
1
: iBk= g = 0 =Tfkk
uisque . .
puisq {j{ﬁvx = jloynFux = pynhux = Tfrx = Tfk'vx .
Montrons & présent que 7/ ——> Y’ ’ X4 1 Q7 estun triangle standard. Il s’agit donc de vérifier
que le diagramme suivant est commutatif
71121 Ty
0 A MLZ’ Q7' 0
]
vy — =X — 7
que 73 = 0 et que X} est la somme amalgamée de Y’ et MLZ' au-dessus de 7%, et . Or on a
Bai = fkg = ji1g = vynLi ot vk = Tijijn = 0 =0k
Boux = Bux = vynzux vBux = Tijloyngux = Tipyngux = mzmgux =0=0vx.

Il reste & démontrer que X est la somme amalgamée de Y’ et MLZ’ au-dessus de 77%# et o : étant donné un objet
Wde o et §: Y — W et ¢ : MLZ' — W deux morphismes vérifiant enl, = da, le systéme suivant d’inconnue
0:X|—-W
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) { g

9UY

\
o o

admet-il une unique solution ?
Comme (Y’, k, vx) est la somme amalgamée de Z et MLX au-dessus de g f et 7%, le systéme (%) est équivalent
au systeme

08k = 6k
951))( = (51))(
Ovy =c¢.

Or on a ff0vx = Hvyn%,ux = snIZ,uX = daux = dvx et Bk = j1. Ainsi (%) est équivalent au systéme

0j1 = ok
{GUY =£.
qui admet une unique solution puisque (X}, j1,vy) est la somme amalgamée de Z et MLZ' au-dessus de 75,4 et
g et que enk,i = dai = Skg.
Il s’agit a présent de vérifier ce qu’on obtient dans la catégorie M-stable : on va montrer que X’ et X} sont
isomorphes dans MStab,, . Pour cela, on démontre que X| = X’ @&V ou V est un objet M-split.
On considére vyMLi : MLY — X} et j; : Z— X}. Comme vyMLin% = vynki = jig, on construit par le
propriété universelle de la somme amalgamée un morphisme 6 : X’ — X/ vérifiant fuy = vyMLi et 05 = j;.
Par ailleurs, grace a la propriété universelle de la somme amalgamée, on peut construire ¢ : 7' — MLY

vérifiant ' .
Yr =1y
pux = MLf

puisque 7% f = MLfn%. De plus, on a le diagramme suivant

’ nri' /
7/ — MLZ

|

MLY
Comme Ln%, est une section (voir le corollaire 3.11), l'injectivité relative de MLY donne ¢’ : MLZ' — MLY
tel que ¢'ny, = p. De plus, en reprenant la démonstration de la proposition-définition 3.21, on peut choisir

¢’ = M(ely, )MLe (voir aussi le corollaire 3.11).

On considére alors uy ¢’ : MLZ — X' et j : Z — X'. Comme uy¢'n%,i = uypi = uyny = jg, on construit par
la propriété universelle de la somme amalgamée un morphisme 6’ : X] — X’ vérifiant 8’vy = uyy’ et 6’51 = j.

Par ailleurs, grace au corollaire 3.11, on a ¢'MLi = M(eky, )ML(pi) = M(ekyLn%) = idury. D’aprés le
lemme 3.97, il existe un objet V et deux morphismes ¢ : MLZ' —V et e : V— MLZ’ tels que

te = idy, tML: = 0, Pe=0 et MLi @' + et = idympz -
On a donc MLY ¢ V = MLZ’. En particulier, V est un objet M-split.

On considére ¢ : MLZ' —V et 0 : Z— V. Comme tnk i = tMLiny = 0 = (g, on construit par la propriété
universelle de la somme amalgamée un morphisme u : X] —V tel que uvy =t et uj; = 0. On va montrer a
présent que (0,6, vye,u) fait de X} la somme directe de X’ et V. Pour cela, on calcule
ubuy = uvyMLi = tMLi = 0 = Quy

PR / _ ’
uvye = te = idy, 0'vye =uyp'e =0, {u@j o =0=0

{ 0'0] =60, =j=1idx/j

et G/QUY = leyMLi = UYQD/MLi = uYidMLY = idX/uY .

(00" +vyeu)jr = 05 +0 = j1 = idx; j1

Enfin, on a {(99' + vyeu)vy = Quyp’ + vyet = vyMLip’ + vyet = vyidyrz = idx; vy -

Finalement, comme V est un objet M-split, on en déduit que 6 : X' — X et ¢ : X — X’ sont deux isomor-
phismes réciproques I'un de 'autre dans MStab,. On en déduit alors le diagramme commutatif suivant

7 —eyr L 2y
|
77—y X sy
ot les morphismes verticaux sont des isomorphismes. Ainsi, par T1, le triangle 7/ —— Y’ s X’ o 07’

est distingué.
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Il ne reste plus qu’a vérifier qu’on a le diagramme commutatif suivant

XLy —sz—sox
L]
v ’
X 9f 7 k Y, k OX
RN
g i Yoy
Y Z X/ Qy

ce qui découle des calculs suivants : 6/8k = 6'j; = 7,

JO8k =95 = 'j = 0= QfKK
76 Bux = j’@'vyn%,ux = j'uygo'nlzﬁux = mypux = myMLf = Q(f)mx = Q(f)k vx

o 10j = Tijijr = 0 = Q(0)'j
’)/H’U,Y = 'yvyMLi = leivyMLZ = TipyMLi = WZ/MLi = Q(i)’/TY = Q(Z)j/UY .
Considérons a présent le cas de trois triangles non nécessairement standards
X—sy—sz-—"s0x, v—Sezlex-—"tsay o x-Zsizt-y-Foox

D’apres axiome (T3), il existe trois triangles standards

X—loyv o tiox, vy—lezlaxi Ty e x-Yegztovyr 0x

./

De plus, comme MStab,, est O-prétriangulée, I’axiome T5 et le corollaire 3.44 donnent les diagrammes
i i

x Loy / Qx y 2
f i1 iy g
X Y Ox Y

/

1
ou ux, uy et uz sont des isomorphismes. D’aprés la premiére partie de la démonstration, on a le diagramme
commutatif

’

k

7z—lsx—Lsqy x -z —r L ox
PR .
Ji , 0 Qy X gf 7 k1 v! K QX

Z X1 1

Xt oyt ox
v
Xz Moy Blox
g J1 v J1
% Z 'Y QY
N

VAR (R '8>X’1 ....... 7 > 07,

B ol

N / o / / 1 / —1
ou Zj Y} X1 auyg, ' = ux~ " Puy et
!

v = Q(uz~1)yux, on obtient les diagrammes commutatifs suivants

07} est un triangle distingué. En posant o/ = uy~

77—y o

luz l l lmw

72y Pox a7
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et Xx—Lley—top—"oox
gf k v I’
X 7 Y’ 195,¢
RN
g i Y
Y 7 X’ QY
i lk H lﬂz
o' B’ v
ZI .......... > Yl ........... > XI ........... > Qzl
ou les fleches verticales du premier diagramme sont des isomorphismes. Ainsi 7/ 2 -y b X! T 07/
est un triangle distingué et ’axiome T6 est vérifié. L]

4.3 CATEGORIE M-STABLE A LA RICKARD

L’objectif de cette section est de généraliser le théoréme 2.1 de Rickard [RIC]. On y démontre que la catégorie
M-stable est un quotient d’une catégorie M-dérivée bornée (voir la définition 4.33 qu’on pourra comparer avec
la définition 5.1 de [GRI]). On commence par rappeler les notations de la section 4.2. On donne aussi quelques
définitions pour simplifier le vocabulaire. Ensuite, dans les sous-sections 4.3.1 et 4.3.2, on généralise les théorémes
classiques d’algébre homologique en remplagant les objets projectifs et injectifs par les objets M-split et la
catégorie dérivée usuelle par la catégorie M-dérivée (voir, par exemple, le lemme 4.34, le corollaire 4.36, la
proposition 4.39 ou encore la proposition-définition 4.42). Globalement, la sous-section 4.3.1 est consacrée a
I’étude des morphismes dans la catégorie M-dérivée et notamment la comparaison avec les morphismes dans
la catégorie homotopique (voir la remarque 4.38). La sous-section 4.3.2 est, quant & elle, consacrée a 1’étude
des M-résolutions d’un objet de 7 : 'objectif est de montrer que le foncteur canonique de 7 dans la catégorie
M-dérivée est pleinement fidéle (voir le lemme 4.48). Enfin, dans la sous-section 4.3.3, on donne la démonstration
de la généralisation du théoréme de Rickard.

Hypothése 4.30 Dans cette section, on reprend les notations et hypothéses de la section précédente. On fixe un
anneau commutatif unitaire A, o/, Z deux catégories A-abéliennes et M : & — o, L, R : & — % trois foncteurs
A-linéaires. On suppose que (M, L, R) est un triplet adjoint et que L et R sont fidéles (voir le corollaire 3.16 et
la proposition 3.36) et exacts. On note

el :MRX —X, 7%:Y-—RMY et el : LMY —Y, n%:X—MLX

les unités et counités associées aux paires adjointes (M, R) et (L, M). On suppose qu’une suite exacte de & est
L-scindée si et seulement si elle est R-scindée.

L’hypothése sur la scission des suites exactes se prolonge au niveau des complexes : un complexe de &7 dont
Iimage par L (resp. R) est contractile a son image par R (resp. L) qui est aussi contractile (voir la remarque 4.32).
On introduit alors un vocabulaire pour pouvoir décrire simplement cette situation :

Définition 4.31 — Complexe scindé, complexe contractile et complexe a objet M-split.  Soit (X, dx) un
complexe de 7. On dit que X est R-scindé (resp. R-contractile, L-scindé, L-contractile) si RX (resp. RX, LX,
LX) est un complexe scindé (resp. contractile, scindé, contractile) de 2.

On dit que (X, dx) est formé d’objets M-split si les composantes homogénes de X sont des objets M-split.

Remarque 4.32 — Complexe contractile. Soit (X, dx) un complexe de «/. Montrons que le complexe X est
L-contractile si et seulement si X est R-contractile.

Commengons par montrer que LX est exact si et seulement si RX D'est si et seulement si X ’est. Comme L
et R sont exacts, on a H*(LX) = LH"(X) et H*(RX) = RH"(X) pour tout n € Z. Ainsi si X est exact, alors
LX et RX le sont aussi. Si LX ou RX est exact, alors comme L est fidéle, le lemme 3.35 assure que H*(X) =0
et donc X est exact.

Montrons que LX est scindé si et seulement si RX 'est. Pour n € Z, on note d : X" — Im d% 1’épimorphisme
canonique et i : Im d% — X"! le monomorphisme canonique. On a alors les suites exactes courtes

0 Ker d} Xt —2sImdi —=0 et 0 Im df —> Xn+1 Cokerd —=0




4.3.1 CATEGORIE M-STABLE A LA RICKARD 157

Comme R et L sont exacts, 'image par L (resp. R) de ces suites exactes sont les suites exactes courtes

0 — Kerdpy LX® > Imdfy —=0 00— Imdpy —> [xn+1 — Cokerdf’y — 0 (1)
respectivement
0 —— Kerdjx RX™ R4 Tm dix —=0 0——Imdjx _Ri RXnt+1 —— Cokerdgy — 0(2)

D’aprés la proposition-définition 3.99, LX (resp. RX) est scindée si et seulement les deux suites exactes (1)
(resp. (2)) sont scindées. L’hypothése 4.14 assure alors que LX est scindé si et seulement si RX est.

Comme un complexe contractile est un complexe exact et scindé, on obtient que LX est contractile si et
seulement si RX l'est. n

Définition 4.33 — Catégorie M-dérivée. D’aprés la proposition 3.93 et la remarque 3.94, on a un triplet
adjoint de foncteurs triangulés (M, L, R) avec M : #" — &7I et L, R : /™ — %", On définit alors la catégorie
M-dérivée Dy (/) comme le quotient au sens de Verdier [VER] de la catégorie <7 par la sous-catégorie épaisse
KerL = Ker R (voir la remarque 4.32) :

Du() = " /KerL = &/™ /KerR.

De méme, on définit la catégorie M-dérivée bornée (resp. a droite, 4 gauche) comme
Db (o) = (/") /Ker L, (resp. Dy () = (/™) /KerL, Dy(o) = (") /KerL).

4.3.1 UN PEU D’ALGEBRE HOMOLOGIQUE M-SPLIT

Cette sous-section 4.3.1 est consacrée a la généralisation des théorémes classiques d’algébre homologique
en remplagant les objets projectifs et injectifs par les objets M-split. Le résultat fondateur est le lemme 4.34.
De ce lemme vont découler les comparaisons entre les morphismes dans la catégorie Dy (<) et la catégorie
homotopique de o7 (corollaire 4.37 et remarque 4.38). Le deuxiéme résultat important de cette section (en vue
de la démonstration du théoréme 4.49 de Rickard) est la proposition 4.39. Elle servira & montrer que les seuls
objets de &/ nuls dans le quotient D, (<7)/K®(M) sont bien les objets M-split.

Lemme 4.34 — Complexe contractile et complexe M-split. Soit (X, dx) un complexe borné a droite (resp.
a gauche) formé d’objets M-split, Y un complexe R-contractile (resp. L-contractile) de o7 et f : X =Y (resp.
f Y —X) un morphisme de complexes. Alors f est une homotopie.

Preuve. Considérons N tel que X” = 0 pour n > N. Pour n > N, on pose s” = 0 : X"*! - Y™ On a alors
évidemment f" = clglfls"_1 + s"d% = 0 pour tout n > N.

Soit n € Z tel qu'il existe "1 : X® — Y"1 et s : X" — Y™ vérifiant " = dy 's" 1 +s"d%. On considére
g=fr"t—s""1d% " On a alors

dy lg=dy = dytsn T ldy T = frdy ! - dy sn T ldy =0

On en déduit que g se factorise par Ker d@_l. D’aprés la remarque 4.32, Y est exact et donc g se factorise
par Im dQ_Q. On note alors 7 : Im dQ_2 — Y™~ ! I'inclusion canonique et d : Y*~2 —Im dQ_2 tel que id = dQ_Q.
On a construit v : X® ! —Im d§72 tel que g = 4v. Par ailleurs, comme R est exact, Rd : RY" "2 —Im dﬁ{f
est un épimorphisme. Montrons que Rd admet une section. Comme RY est contractile, il existe ¢ tel que
RiRdtRiRd = RiRd et donc, comme Ri est un monomorphisme et Rd un épimorphisme, on a RdtRi = id.
La relative projectivité de X”~! permet de définir s"~2 : X»~! — Y" 2 tel que ds" 2 = v. En composant par i,
on obtient le résultat souhaité.

Considérons N tel que X" = 0 pour n < N. Pour n < N, on pose s” = 0 : Y**! — X", On a alors évidemment
7= s"dy +dy 's"! =0 pour tout n < N.

Soit n € Z tel qu’il existe s : Y? — X" let s : YPH! — X" vérifiant f* = s”d@er%*ls"_l. On considére
g= f"tt —d%s™. On a alors

gty = frtdy — dsndy = di fr — dgs"dy =0

On en déduit que g se factorise par Cokerdy,. D’aprés la remarque 4.32, Y est exact et donc g se factorise
par Y*H /Kerdy™ = Imde**. On note alors i : Tm d%™! — Y2 I'inclusion canonique et d : Y*! — Im dyt
tel que id = dQH. On a construit v : Im d@"’l — X"+ tel que ¢ = vd. Par ailleurs, comme L est exact,
Li:Im dﬁ;} ! LY"*2 est un monomorphisme. Montrons que Li admet une rétraction. Comme LY est contractile,
il existe t tel que Li Ldt Li Ld = Li Ld et donc, comme Li est un monomorphisme et Ld un épimorphisme, on a
LdtLi = id. La relative injectivité de X! permet de définir s”*! : Y? 12 — X"+ tel que s" i = v. On obtient
ainsi le résultat souhaité. n
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Corollaire 4.35 — Complexe contractile et complexe M-split. Soit (X, dx) un complexe borné a droite (resp.
a gauche) formé d’objets M-split tel que RX (resp. LX) soit un complexe contractile. Alors X est contractile.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 4.34 au morphisme de complexe idx. u

Corollaire 4.36 — Complexe M-split. Soient (X, dx) un complexe borné a droite (resp. & gauche) formé d’objets
M-split, (Y, dy) un complexe et f: Y —X (resp. f : X—Y) un morphisme de complexes tel que RC(f) (resp.
LC(f)) est contractile. Alors f est une rétraction (resp. une section).

Preuve. On considére le morphisme canonique iy : X — C(f) (resp. w5 : C(f) — X[1]) (voir la proposition 3.79).
Comme RC(f) (LC(f)) est contractile, le lemme 4.34 assure alors que iy (resp. 7y) est une homotopie. Or dans
la catégorie homotopique, on a le triangle distingué

f if

! il Y[1] (resp. X Y C(f)

Y X C(f)

avec iy = 0 (resp. my = 0). Grace au corollaire 3.51, on en déduit qu’il existe g : X =Y (resp. g : Y = X) tel
que fg =idx (resp. gf = idx) dans la catégorie homotopique. u

Corollaire 4.37 — Complexe M-split et catégorie M-dérivée. Soient (X, dx) un complexe borné a droite (resp.
a gauche) formé d’objets M-split et (Y, dy) un complexe. La localisation Hom ,u: (X, Y) — Homp () (X,Y) est
un isomorphisme (resp. Hom . (Y, X) — Homp, (. (Y, X)).

Preuve. Commencons par l'injectivité : on considére f,g : X —Y qui ont la méme image dans Dy(«/). Par
définition, on a le diagramme commutatif suivant

ot C(q) le cone de ¢ = u = v vérifie R(C(q)) est contractile. De plus, on a fqg = gq¢ = ¢’. Or, d’aprés le
corollaire 4.36, g est une rétraction, donc il existe ¢’ tel que qq’ = idx. Ainsi f =g = ¢'q’.
Montrons la surjectivité. Considérons donc un morphisme entre X et Y dans Dy (/) c’est-a-dire un dia-

gramme X <—— Y’ —2>v ot RC(q) est contractile. D’apreés le corollaire 4.36, il existe ¢’ tel que ¢¢' = idx.
On a alors le diagramme commutatif suivant

Y/

/ T N
a
idx 9q
X=—X—>Y
qui assure la surjectivité.
Commengons par l'injectivité : on considére f, g : Y — X qui ont la méme image dans Dy;(7). Par définition,
on a le diagramme commutatif suivant

ot LC(q) est contractile. De plus, on a ¢f = qg = ¢’. Or, d’aprés le corollaire 4.36, ¢ est une section, donc il
existe ¢’ tel que ¢'q = idx. Ainsi f =g =¢'g’.

Montrons la surjectivité. Considérons donc un morphisme entre Y et X dans Dy () c’est-a-dire un dia-
gramme Y v <L X ou LC(q) est contractile. D’aprés le corollaire 4.36, il existe ¢’ tel que ¢’q = idx.
On a alors le diagramme commutatif suivant
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Y/

qui assure la surjectivité. [

Remarque 4.38 — Complexe borné. La preuve de la proposition précédente s’applique évidemment lorsque
Y est un complexe borné & droite ou un complexe borné a gauche ou encore quand X et Y sont bornés. On a
donc les isomorphismes

Hom ;.- (X,Y) — Hom X,Y), Hom .+ (Y, X) — Hom Y, X),

D;mzf)( Dﬁ(d)(

Hom .., (X, Y) — HomDKA(d)(X, Y) et Hom .., (Y, X) — Hongd(d) (Y, X). L]

Proposition 4.39 — Complexe borné quasi-exact. Soit (X,dx) un complexe borné d’objets M-split. On
suppose RX et LX sont scindés et qu’il existe au plus un entier i tel que H*(X) # 0. Alors X est un complexe
scindé et en particulier H*(X) est facteur direct de X".

Preuve. On suppose que X/ =0si j < m et j > n. On peut écrire X sous la forme

m i—1 7
d i d

0——=Xm HX X'm—i—l . Xi—l Xi X Xi+1 . Xn 0

Montrons par récurrence que Im d% est un facteur direct de X*+1 pour tout k € [m—1, i—1]. Il est clair que
Im dg71 = 0 est facteur direct de X™. Si m = 4, on a fini. Sinon, on suppose que Im d%. est un facteur direct de
X*+lavec k+1 € [m, i—1]. Par hypothése, on a X*+1 = Im d% @ Y**+1. En particulier, Y**1 est un objet M-split
de 7 puisque c’est un facteur direct d’un objet M-split. L’exactitude en degré k+1 assure que Im d% = Ker dé“;rl.
En particulier la restriction de d’f( a Y**! est un monomorphisme d : Y1 — X*+2 qui a la méme image que
df(ﬂ. Montrons que Ld est une section. On note alors d; : Y*+! —Im dé“('“ I'isomorphisme vérifiant id; = d ou
i est inclusion canonique de Im d§<+1 dans X*+2. Comme L est exact, on obtient Ld; : LY**! —Im df;'(l un
isomorphisme et Li est I'inclusion canonique de Im d’ﬁ;r(l dans LX*+2. Mais LX est scindé, donc il existe Z tel que
Im d’ﬁ')'zl @ Z = LX*2. On a alors Ld = (Ld;,v) avec Ld; qui est un isomorphisme. En posant § = (Ld; ~*,0),
on obtient BLd = idyw+1. Par relative injectivité de Y**1, il existe g : X**2 — Y* 1 tel que gd = idye+:1. Le
lemme 3.97 assure que Im dé“;rl est facteur de X++2.

Montrons par récurrence descendante que Kerdy est un facteur direct de X* pour tout k € [i, n]. Il est
clair que Ker d = X" est facteur direct de X". Si i =n, on a fini. Sinon, on fixe k € [i + 1, n] tel que Ker d%
est un facteur direct de X*. Par hypothése, on a X* = Ker dk @ Y*. En particulier, Ker d% est un objet M-split
de 7 puisque c’est un facteur direct d’un objet M-split. Par ailleurs, ’hypothése d’exactitude en degré k assure
que Im dé“(_l = Kerd%. Ainsi dé“(_l induit un épimorphisme d : X*~! — Kerd% qui a le méme noyau que d§<_1.
Montrons que Rd est une rétraction. On note i : Ker d;c{l — X*=1 Pinclusion canonque. Comme R est exact,
Ri : Ker dﬁ;(l — Xk=1 est Iinclusion canonique et Rd : RX*~! — Ker dlﬁx est ’épimorphisme associé a Rd?{l.
De plus, comme RX est scindé, il existe Z tel que Ker dﬁ;ﬁ @ Z = X*~1. La resctriction de Rd & Z est donc
un isomorphisme noté f. On a ainsi Rd = (0, f). En posant, 8 = (0, f~!), on a Rd3 = idKerd;&X. Par relative

projectivité de Kerd%, il existe g : Kerdf — Xk~ tel que dg = idk,, d - La preuve du lemme 3.97 assure que
Kerd% ! est facteur de X*~ 1.

Finalement, pour k£ € [m, ¢], on a Im dé“(_l est facteur direct de X*. De plus, par exactitude, on obtient
que Kerdt = Im dé“{l est facteur direct de X* pour k € [i + 1, n]. De méme, par exactitude, on obtient que

Im d;“{l = Ker d§< est facteur direct de X* pour k € [m, i — 1]. Enfin Ker dlf( est facteur direct de X* pour
k € [i, n]. Le point (iv) de la proposition-définition 3.99 assure alors que X est scindé. L]

4.3.2 M-RESOLUTION

Dans cette sous-section, on définit la résolution M-canonique d’un objet de &7 (pour pouvoir utiliser les pro-
priétés de relative injectivité et de relative projectivité, on ne demande pas simplement un quasi-isomorphisme).
On étudie aussi ses propriétés de fonctorialité. L’objectif étant de montrer que le foncteur canonique de &/ dans
DY, (<) est pleinement fidéle ce qui servira pour démontrer que le foncteur § du théoréme 4.49 de Ricard est
plein.
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Définition 4.40 — M-résolution.  Soit (X, dx) un complexe de 7. Une M-résolution de X est un couple (P, f)
ot P est un complexe formé d’objets M-split et RC(f) est R-contractile.

Lemme 4.41 — Image dans une catégorie abélienne. Soient € une catégorie abélienne et f € Hom(X,Y).
Supposons qu’il existe un objet Z € ¥ et deux morphismes p : X —Z et ¢ : Z— Y vérifiant ip = f, ¢ est un
monomorphisme et p un épimorphisme alors Im f = (Z, ).

Preuve. Comme p est un épimorphisme, on a Coker f = Cokeri et donc Im f = Ker Coker f = Ker Coker?.
Comme i est un monomorphisme, on a Ker Cokeri = i. u

Proposition-Définition 4.42 — Résolution canonique. Soit X un objet de /. On construit par récurrence
My = MRX, gg = &%} : MRX — X et jg : Ker g9 — MRX le monomorphisme canonique puis pour n € N, on définit
M, 41 = MRKere,, ep41 = E%eren et jny1 : Kereyp1 — My 41 le monomorphisme canonique. Pour n € N*| on
pose dy, = jp—16n : My, — My 1.

On a donc le diagramme suivant

- Kere; Keregg
R = R b
~ - EKerq:E%____.‘f e 1 EKera[):E_l__.--"7 . jo
x da=j1€2 A di1=joe1 =
————— > My = MRKer e, M; = MRKer ¢ My = MRX
R

lEX—EU
X

En prolongeant & droite par 0, on construit une M-résolution de X appelée résolution M-canonique de X.

Preuve. Pourn € N* on ad,dn+1 = jn—1Enjnent1 = 0 car j, = Kere,. Ainsi, on a bien construit un complexe.
De plus, on a ggd; = €pjoe1 = 0 car jy est le noyau de go. Ainsi la famille (f%);cz donnée par f@ =0 sii # 0
et fO = g¢ est bien un morphisme de complexes entre la résolution M-canonique et le complexe réduit & X en
degré 0.

Montrons que la résolution M-canonique est bien une M-résolution de X. La résolution canonique est formée
d’objets M-split. Il s’agit & présent de montrer que le complexe C(f)

7d2 7d1 €0

M, M, My X 0

est R-contractile.

On commence par montrer que C(f) est R-scindé. Pour cela, on va montrer que Rj, admet une rétraction
qu’on notera o, et que Re, admet une section qu’on notera f3,. On utilise la convention Kere_; = X. Soit
n € N, comme ¢, est un épimorphisme, on a la suite exacte

0 —— Kere, I M,, s Kere, 1 — 0
L’exactitude de R assure alors ’exactitude de la suite
Rjn
T RM,,

Or le corollaire 3.11 assure que Re,, admet une section (qu’on note 3,). On en déduit que Rj, admet une
rétraction qu’on note a,.

Pour n € N*, on pose s, = —f,a,—1. Vérifions que R(—d,)s,R(—d,) = R(—d,) pour tout n € N*. Par
définition, on a R(—d,)s,R(—d,n) = —Rijn-1(Renfbn)(an—1Rjn-1)Ren, = —Rjn—1Re, = R(—d,). En posant
so = o, on obtient RegspReg = Reg. Enfin, comme les composantes homogénes de degré positif de la diffé-
rentielle du complexe RC(f) sont nulles, on obtient la relation RdsRd = Rd avec s = 0. Ainsi RC(f) est un
complexe scindé.

Mountrons que C(f) est un complexe exact. Commengons par 'exactitude en M,, pour n > 1. On a vu que
dndp+1 = 0. Ainsi d,, 41 se factorise par Kerd,. Or j,_1 est un monomorphisme, on a Kerd,, = Kere,, donc
Ainsi d,,+1 se factorise par Kere,,. Mais par définition de d, 41 cette factorisation est justement d, 11 = jnent1-
Mais par hypothése, £, 11 = ett,, ., est un épimorphisme et donc Imd,,+1 = Kerd,,. En X, le complexe est exact
puisque €y est un épimorphisme. Il reste a étudier exactitude en My. D’aprés le lemme 4.41, (Kereg, jo) est
I'image de dy ce qui montre ’exactitude en M.

Comme R est un foncteur exact, RC(f) est exact et donc contractile. u

Re,

0 —— RKere, RKere,—1 ——=0

Passons aux propriétés de fonctorialité de la résolution M-canonique.

Proposition-Définition 4.43 — Résolution canonique et fonctorialité. Soient X, X’ deux objets de &7 et
f € Hom_, (X,X’). On note Resol(X) (resp. Resol(X’)) la résolution M-canonique de X (resp. X’). On pose
Mp = MRX (resp. Mjj = MRX'), g = ¥ : MRX — X (resp. gf = €% : MRX' = X') et jo : Kereg —MRX
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(resp. ji, : Kerej; = MRX’) le monomorphisme canonique puis pour n € N, on définit alors M,,;1 = MRKere,,
(resp. M}, ,; = MRKere],), enq1 = efe,., (resp. e, = E%er%) et, enfin, jo,41 @ Kere,t1 — My41 (resp.
Jni1 s Kerey  y —M; ;) le monomorphisme canonique.

On construit par récurrence go = MRf : Mg — M, hg : Kereg — Ker g, induit par go puis, pour n € N, on
pose gnt+1 = MRh,, : M1 — M;Hl et hpt1 : Kerey1 — Ker E;LH le morphisme induit par g,41.

On pose alors Resol(f)™ = g™ si n < 0 et Resol(f)™ = 0 si n > 0. La famille (Resol(f)")nez est un
morphisme de complexes. De plus, on a le diagramme commutatif dans Com ()

Resol(X) —— X (%)

Resol(f)l/ lf

Resol(X') X
On définit ainsi un foncteur
o — Com(«)
Resol: ¢ X +—— Resol(X)
f +—— Resol(f).

et une transformation naturelle donnée par g entre le foncteur Resol et le foncteur d’inclusion en degré 0 de o/
dans Com(%7).

Preuve. Montrons que hg est bien défini. Comme ¢ est une transformation naturelle de MR dans id./, on a le

diagramme commutatif

Ke_rEOLMOE—O>X (1)

o lMRf lf
v p

0 0
Kerey —— M —= X’

Ainsi MR fjo = feojo = 0 et donc MR fjo se factorise par Kerej, en hy.
Montrons a présent I’hérédité de la construction : on a donc h,, : Kere,, — Kere],. Comme M,,;; = MRKere,
et M;,,; = MRKere;,, et que € est une transformation naturelle de MR dans id./, on a le diagramme commutatif

Jn+1 En+1
Kerepy1 ——= M, 41 —= Kereg, (2)
Ehn+1 MRhn=gn+1 l/hn
V, Jnt1 €ht1

Kere;, ., —= M/, | —— Kere/,

Ainsi, comme ci-dessus, on a €, |1 gnjn+1 = Ancnt1ins1 = 0. On en déduit que g, 41 se factorise de fagon unique
par Kerej, , en hyq1.

Pour n € N*, on note d,, = jn—16n : My, = M,,_1 (resp. d), : M/, =M/ _;) la différentielle du complexe
Resol(X) (resp. Resol(X’)). Pour montrer que Resol(f) est un morphisme de complexes, il suffit de montrer
que d),gn = gn-1d, pour tout n € N* (les autres égalités sont vérifiées puisque les espaces d’arrivées sont
0). Or, par construction de g, on a d,g, = j,_1€,9n = Ji_1hn—1€n. La construction de h,_; donne alors
d{ngn = j;zflhnflsn = gnfljnflsn = gndn

Pour la commutativité du diagramme (), il suffit de regarder ce qui se passe en degré 0 puisque pour les
autres degrés, la composantes de X’ est nulle. En degré 0, il s’agit alors de 'égalité feg = efyMRf qui provient
du fait que € est une transformation naturelle.

Mountrons a présent qu’on a bien définit un foncteur. Si X’ = X et f = idx alors MRidx = idmrx et idker
fait commuter le diagramme (1). Ainsi par unicité hg = idkere,- On suppose alors que g, = idy,, et by, = idkere,, -
On a alors g1 = MRA,, = idw,,,, et idkere,,, fait commuter le diagramme (2). Ainsi by, 41 = idkere, ., - Enfin,
pour les composantes homogénes de degré positif, on a Resol(f)" = 0 = idgesoi(x)» Puisque les composantes
homogénes sont nulles. Ainsi Resol(idx) = idresoi(x)-

Enfin, soient X” € & et f’ : X' — X". Montrons que Resol(f’)Resol(f) = Resol(f’'f). On définit & présent

0 = MRX", g = &%, et jo : Kere —MRX” le monomorphisme canonique puis pour n € N, on définit
v =MRKerell, ell | = ek, e €t jnyqy o Kerey g — M, le monomorphisme canonique. On définit alors
g0 = MRf’, hg : Kerey — Kerej induite par g; puis, pour n € N, on pose g;,,; = MRA;, : M), =M ;| et
ni1 - Kere) . —Kere) | le morphisme induite par g;,,, et g5 = MRf'f, hy : Kereg — Ker ¢f induite par g;
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puis, pour n € N, on pose g, | = MRh, : M1 — M) et ) | : Kere,p1 —Kere) | le morphisme induite

"
par g ;.
En degré 0, par fonctorialité, on a ghgo = Resol(f’f)°. Par ailleurs, hjho fait commuter le diagramme

Jo €0
Kereg ——= Mg ——=X

{ hyho lMRf f
v -1 "

€
Ker 56’ R M{)’ %y X

Ainsi hg = hihg. De plus, pour n € N*, on a, par fonctorialité g, ; = g;,,19n+1. Enfin hj, by, fait commuter

le diagramme

Jn+t1 En+1l
Ker Entl1 —> Mn+1 —— Ker En

Ehl b MRhn=gn41 l/hn

V 11 "
In+1 En+t1
7 " 7
Kere, ,; —= M}, | —— Kere/,

Par unicité, on en déduit b}, = hj,_  hyy1. Finalement, on obtient bien la fonctorialité. u

Le lemme et la remarque qui suivent font le lien entre la catégorie homotopique des objets M-split et la
catégorie 7.

Lemme 4.44 — Relévement de morphismes. Soient X, X’ deux objets de & et (P, f) (resp. (P, f’)) une
M-résolution de X (resp. X') nulle en degré strictement positif. L’application

o {Homgg(P,P') — Hom,, (X, X")
° — H(yp)

est une bijection.

Preuve. Comme (P, f) (resp. (P’, f')) est une résolution de X (resp. X'), le morphisme f (resp. f’) induit par
passage au quotient un isomorphisme entre H(P) et X (resp. H*(P’) et X’). Ainsi, on peut identifier H’() a
I'unique application faisant commuter le diagramme

POL>X

l«ﬂo H®(p)
’ Y
P/O — X’

Ainsi Papplication H? est bien définie. De plus, la propriété d’unicité assure que c’est un morphisme R-linéaire.

Montrons a présent la bijectivité. Commencons par la surjectivité. Soit u : X — X’. Par hypothése, Rf’ admet
une section. Ainsi la projectivité relative de P? assure qu’il existe existence de ° : PO — PO telle que uf = f’¢V.
On en déduit alors I'existence (et I'unicité) de o : Ker f — Ker f/ telle que i'a® = ¢% ot i : Ker f — PY (resp.
i’ : Ker f' — P’?) désigne le monomorphisme canonique. Or Ker f = Im d1§1 et Ker f/ = Im dl;l puisque (P, f)
et (P’, f’) sont des résolutions. On a donc le diagramme commutatif suivant :

P—l

laod

d’ —
pr-1 —%> Imdg}

ond: P 1 —Im d1§1 (resp. d’ : P'~' —1Im dl;l) désigne 1'unique morphisme tel que d;l = id (resp. dl;l =4'd).
Montrons que Rd’ admet une section. Par hypothése, il existe ¢ tel que Rd;,ltRcl_,1 = Rd;,l. On a donc
Ri'Rd'tRi’'Rd’ = Ri'Rd’. Or R est exact donc Ri’ est un monomorphisme et Rd’ un épimorphisme. Ainsi
Rd'(tRi’) = id. La projectivité relative de P~! assure alors I'existence de ¢! : P71 — P/~ ! tel que d'¢ ! = ad.
En composant par i’, on obtient dp' o™t = ¢dy .

Supposons & présent n < —1 et que ™! est construit tel que dgﬂ@"*‘l = <p"+2d71§+1. On en déduit 'existence
de a : Kerdpt — Kerdp/! telle que i'a = ¢4 ot i : Kerdptt — P+ (vesp. i’ : Kerdp!' — P/™+1) désigne
le monomorphisme canonique. Or Ker dg“ = Imd} et Ker dg,“ = Imdp, puisque (P, f) et (P’, f') sont des
résolutions (et n # —1). On a donc le diagramme commutatif suivant :
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PTL

lad
’

prn —%s Imdp,

ou d: P"—Imd} (resp. d : P —Imdg,) désigne 'unique morphisme tel que dip = id (resp. d, = i'd').
Montrons que Rd’ admet une section. Par hypothése, il existe ¢ tel que Rd}/tRdE, = RdR,. On a donc
Ri'Rd'tRi'Rd’ = Ri'Rd’. Or R est exact donc Ri’ est un monomorphisme et Rd’ un épimorphisme. Ainsi
Rd'(tRi’) = id. La projectivité relative de P™ assure alors 'existence de ™ : P — P tel que d'¢™ = ad. En
composant par 7/, on obtient d%, " = <p"+1dg.

En posant ¢™ =0 si n > 0, on a construit ¢ = (¢™)nez un morphisme de complexes de P dans P’. De plus
la relation uf = f'¢" assure que u = H%(¢) et donc la surjectivité de HY.

Montrons I'injectivité de H?. On suppose que H(p) = 0. Montrons que ¢ est une homotopie. On cherche
donc & construire une famille (s™),ez telle que @™ = s"dp + dg,_ls"_l. On pose s = 0 pour n > 0. On a
bien str ¢" = s"dj + dit, 's"~! = 0 pour n > 1. Par hypothése, on a f'¢” = 0. Ainsi ¢° se factorise en «
par Ker f/ = Im d;}. On reprend les notations ci-dessus, Rd’ admet une section. La projectivité relative de P°

assure l'existence de s° tel que d’s~! = «. En composant par i’, on obtient
@ =dpts™! =dpls™! + 50dY .
On suppose a présent n < —1 et s"*1 construit tel que ¢"? = s"+2dnt? 4 41 s"+1. On considére alors
u ="t — 5" 1@ On a alors
dpttu = dif et — At TR = onPRagtt — At e T AR = s PR aptt = 0.

Ainsi u se factorise en « par Ker dg,“ = Im d},. Toujours avec les notations de ci-dessus, Rd’ admet une section.
La projectivité relative de P™"+! assure 'existence de s™ : P**! — P tel que d's™ = «. En composant par i’, on
obtient dp,s" = u = "1 — 5”142t Finalement ¢ est bien une homotopie et le noyau de H® est réduit & 0. ®

Remarque 4.45 — Fonctorialité et résolution M-canonique. Soient X, X’ deux objets de &, Resol(X) et
Resol(X') les résolutions M-canonique de X et X’. Montrons que 'application

Hom ,(X,X") — Hom 1. (Resol(X), Resol(X"))
Resol:
f — Resol(f)

est la bijection réciproque de 'application HO.

Pour f € Hom (X, X’), on a H’Resol(f) = f puisque f vérifie fex = exyMRf = ex:Resol(f)°. On en déduit
que HResolH"(¢) = H%(¢) pour tout ¢ € Hom_, (Resol(X), Resol(X’)). Par injectivité de H°, on en déduit que
ResolH® = id. n

4.3.3 THEOREME DE RICKARD

On est maintenant prét pour généraliser le théoréme de Rickard. C’est 'objectif de cette sous-section. On
commence par énoncer deux lemmes qui serviront lors de la démonstration. L’énoncé de la proposition 4.49 fait
intervenir une hypothése supplémentaire par rapport aux hypothéses 4.14 : la catégorie K?(M) doit étre une
sous-catégorie épaisse de Df{/[(szf ). Cette hypothése supplémentaire est discutée aprés la démonstration de la
proposition 4.49. En particulier, elle est vérifiée si &7 admet des sommes directes infinies.

Notation 4.46 On note K*(M) la catégorie homotopique bornée de la catégorie additive des objets M-split
de o7 . C’est une sous-catégorie R-triangulée de la catégorie Com(.7 )™ puisque le translaté d’un complexe borné
d’objets M-split est un complexe borné d’objets M-split, que le céne d’'un morphisme entre complexes bornés
d’objets M-split est un complexe borné d’objets M-split.

Lemme 4.47 — Complexe d’objets M-split et catégorie dérivée. Le foncteur canonique i : K®(M) — D}, (&)
est pleinement fidéle.

Preuve. Il s’agit d’une conséquence immédiate de la remarque 4.38. u

Lemme 4.48 — Foncteur pleinement fidéle. Le foncteur canonique &/ — D};(27) est pleinement fidéle.

Preuve. Soient X,X’ € /. On considére la composée de Resol avec la localisation de Hom , (X, X’) dans

Homy,— (Resol(X), Resol(X’)). D’apreés les remarques 4.38 et 4.45, elle est bijective.
M
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On reprend les notations de la proposition-définition 4.43. Par définition, les morphismes £¢ : Resol(X) — X et
gp : Resol(X") — X’ sont des isomorphismes dans Dy, (<), on en déduit alors, par composition, un isomorphisme

entre HomD;ﬂ(g{) (Resol(X), Resol(X')) et HomD;/I(d)(X,X’).

En composant les deux isomorphismes qui précédent, le diagramme commutatif (%) de la proposition-
définition 4.43 montre que le foncteur canonique &7 — Dy;(.27) est pleinement fidéle. Or ce foncteur est le composé

de o — DY () et de DYy (/) — Dy (). Ce dernier foncteur étant pleinement fidéle (voir [GRI, corollaire 6.2]),
le foncteur canonique 7 — DY (<) est pleinement fidéle. L

Théoréme 4.49 — Théoréme de Rickard. On considére la catégorie triangulée quotient (au sens de Verdier)
donnée par DY () /KP(M) et 0 : of — Db (/)/KP(M) le foncteur canonique.

Le foncteur 6 passe au quotient. De plus, si K®(M) est une sous-catégorie épaisse de D% (<) alors 6 induit
une équivalence de catégories A-triangulées entre MStab,, et DY, (o) /Kb(M).

Preuve. Commengons par montrer que 6 passe au quotient. Pour cela, on commence par montrer que §(P) = 0
pour tout objet P qui est M-split. Soit P un objet M-split. On a §(P) = 0 puisque le complexe dont toutes
les composantes homogénes sont nulles sauf celle de degré 0 qui est P est évidemment un complexe borné
d’objets M-split. On en déduit que 6 passe au quotient. En effet, si f : X — X’ se factorise par un objet M-split
P alors 0(f) se factorise par 0 dans D} («7)/K°(M). Ainsi 6 définit un foncteur A-linéaire entre MStab,, et
DY, (/) /K2 (M).

Montrons de plus que si X € & vérifie §(X) = 0 alors X est M-split. Supposer que 6(X) est nul est équivalent
au fait que idgx)y = 0 ou encore que f(idx) = 0. En mimant la démonstration du lemme 4.3, on en déduit
que idx se factorise dans Df{/[(szf ) par un complexe borné d’objets M-split : il existe P complexe borné d’objets
M-split et f : X—P et g : P— X deux morphismes dans D% (/) tel que gf = idx. En particulier, on en
déduit que f est un monomorphisme dans la catégorie DY, (7). Comme la catégorie D%, (<) est triangulée, le
corollaire 3.51 assure alors que X est facteur direct de P dans DY, («). Comme K°(M) est, par hypothése, une
sous-catégorie épaisse de D% (7)), on en déduit un isomorphisme v dans DY, (/) entre X et un complexe borné
d’objets M-split Q. Comme 7 est un isomorphisme et que Ker R est une sous-catégorie épaisse, on obtient le
diagramme suivant décrivant -y :

X—2-vy<"-Q avec RC(g),RC(h),LC(g),LC(h) contractile.

Or RC(g) = C(Rg), RC(h) = C(RA), LC(g) = C(L(g)) et LC(h) = C(L(h)) (voir la remarque 3.85), on en déduit
que Rg, Lg, Rg et Rh sont des isomorphismes dans %™ (voir le corollaire 3.91). On a donc un isomorphisme
entre RX et RQ (resp. entre LX et LQ) dans #". En particulier, RQ (resp. LQ) est scindé puisque RX (resp.
LX) est a différentielle nulle. De plus, comme R est exact, on a H(RX) = RH*X = 0 pour i # 0 et donc, comme
R est fidéle et exact, H (X) = 0 si i # 0 (voir le lemme 3.35). La proposition 4.39 donne alors que Q est scindé
et HY(Q) = X est facteur direct de Q° et donc est M-split.

Montrons que 6 est triangulé. Commengons par montrer que # commute avec les décalages. Par définition

L
de 2, on a la suite exacte ) ——= X I MLX —> X —> 0 qui est L-split. La proposition 7.1 de [GRI]
L

assure alors que X —> MLX —> QX —> X[1] est un triangle distingué dans D% (7). Comme MLX est

0 ax

un complexe borné d’objet M-split, on en déduit le triangle distingué X .0 (924 X[1] dans

D (o7)/KP(M). On obtient ainsi, grace au corollaire 3.47, l'isomorphisme souhaité entre QX et X[1] dans
DY (<7 )/KP(M). De plus, la construction du triangle distingué & partir d'une suite exacte étant fonctorielle en
les suites exactes, on en déduit que I'isomorphisme décrit ci-dessus est bien un morphisme de foncteurs. Pour un

objet X de 7, on pose fx = —ax. On choisit alors § = (0x)x comme isomorphisme naturel entre les foncteurs
Q et «[1].

Considérons a présent X ! Y27 "o 0X un triangle standard dans M-Stab . Il s’agit de montrer

que X ! Yy 27 Puch X[1] est un triangle distingué dans D%, («7)/K®(M). D’aprés le corollaire 3.45, il

—f] %

h
suffit de montrer que Y ——= 7 Ox X[1]

[1] est un triangle distingué dans DY (<)/K®(M). Grace
fI1]

axh

a la remarque 3.38, il suffit de montrer que Y !y X[1]
Db (/) /KP(M). Or on a l'isomorphisme de triangles

Y[1] est un triangle distingué dans
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vty " ox fl]ax Y[1]
NN
y 2zt U vy
Il suffit donc de montrer que Y ——= 7 —*> QX flox Y[1] est un triangle distingué de D, («)/K°(M).
Comme X ! y—2L-7 b QX est un triangle standard, grace a la remarque 4.28, on a le diagramme
commutatif
0 X~ MLX - 0x 0
R
0 y ——=7—"~0x 0

ott Z est la somme amalgamée de Y et MLX au-dessus de f et n% et ot les lignes sont exactes. La fonctorialité de
la construction d'un triangle distingué de D, (<) & partir d’une suite exacte (voir la proposition 7.1 de [GRI])

1
appliquée aux suites exactes ci-dessus montre que Y oy h OX fltlex Y[1] est un triangle distingué de

DY () /KP (M),

Considérons un triangle distingué (non nécessairement standard) T dans M-Stabg, . Il est isomorphe & un
triangle standard T;. L’image de T par 6 est un triangle distingué d’aprés ce qui précéde qui est isomorphe a
I'image de T par 6. Ainsi 'image de T par 6 est un triangle distingué. Finalement 6 est bien triangulé.

Montrons que 6 est plein. Considérons donc X,Y deux objets de & et un morphisme de X dans Y dans
D% (/) /K®(M). Un morphisme de X dans Y dans D%, (<)/K®(M) est la donnée d’un objet Z € D, (/) /K*(M)
et d’un couple de morphismes de D¢ (/) f: X —Z et g: Y — Z tels que le triangle distingué construit sur g

Y257 —sp—"sV[1

soit tel que P soit un complexe borné d’objets M-split. On en déduit alors que le triangle

—v[—1
P[*].] v[—1] Y g 7 u P

est distingué. D’apres le corollaire 4.37, —v[—1] se reléve en un morphisme dans la catégorie homotopique. On
définit alors le complexe @ donné par Q' = P[—1]'sii < 0et Q' =0sii >0 et 4d" = d%,[_l] sii<0 etl dy =0
si i > 0 (c’est la troncation naive de P[—1] en degré 0). De plus, en posant h' = idg: si i < 0 et h' = 0 si
i = 0, on obtient le morphisme de complexes h = (h%);cz : P[-1] — Q. On pose alors v* = —v[—1]¢ pour i < 0
et ' =0:0—0sii>0. Comme Y est concentré en degré 0, on obtient le diagramme commutatif suivant dans
la catégorie homotopique

Y Y
—v[—l]T Tﬁ
P[-1] —>Q
On compléte alors v en un triangle distingué dans la catégorie homotopique : Q v Y 2> W 7 Q[1] .
Dans D3, (<7), on a alors, grace a I'axiome T5, le diagramme commutatif,
—v[l u
pl-1] Ly 2.y p
RN
v « v B
Q Y W Q[1]
Le diagramme commutatif
Z
1IN
%l
xLwery
et le triangle distingué Q ey 2 W 7 Q[1] assure que le couple (f,g) et le couple (vf, @) repré-

sentent le méme morphisme dans D%, (/) /K(M) puisque Q[1] est un complexe borné d’objets M-split. De plus,
on a le diagramme suivant
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X

|-

Y—a>w—ﬁ>Q[1]

avec By f : X — Q[1]. D’apreés le corollaire 4.37, 8+ f provient d’un morphisme dans la catégorie homotopique. Or
X est concentré en degré 0 et Q[1] en degré strictement négatifs. On en déduit que v f = 0. La proposition 3.43
assure alors que vf se factorise par Y : il existe x : X—Y tel que vf = ak. Finalement, le morphisme &
représente le morphisme (vf, ) = (f,g). Comme le foncteur canonique &7 — D, (<) est pleinement fidéle (voir
le lemme 4.48), on obtient que le foncteur 6 est plein.

Mountrons que 6 est fidéle. Soit f: X —7Y tel que 6(f) = 0. On considére un triangle construit sur f :

f g h

X Y 7 OxX .
Comme 6 est un foncteur triangulé, on obtient le triangle
0 0(h
(X) — 2 0(Y) =2 0(2) —2 (X))

Le corollaire 3.51 assure alors qu’il existe v : 6(Z) — 0(Y) tel que vf(g) = idg(y). Comme 6 est plein, on peut
écrire v = 6(u). On considére alors le triangle construit sur ug :
ug

Y Y W Q(Y) .

Son image par 6 donne alors le triangle

idg(y
oY) —=

o(Y) O(W) o(Y)[1] .

Le corollaire 3.47 assure alors que (W) = 0. D’aprés ce qu’on a vu plus haut, on en déduit que W = 0. Toujours
grace au lemme 3.47, on en déduit que ug est un isomorphisme. En particulier, g est un monomorphisme. Le
corollaire 3.51 assure alors que f = 0.

Montrons que 0 est essentiellement surjectif. Raisonnons par récurrence sur n pour montrer qu’un complexe
de longueur n est dans 'image essentielle de 6. Pour n < 1, c’est la définition de #. Supposons le résultat vrai
pour les complexes de longueur n — 1. On considére alors un complexe X :

0 x! & X2 LI Xm 0
de longueur n. Comme d§71 (—d;l{Q) =0, on a le morphisme de complexes d donné par le diagramme
0 X1 —x X2 i xn—1 0
-
0 xm 0
dont le cone est X. Par hypothése de récurrence, il existe Y € o tel que 8(Y) soit le complexe
0 X1 —x X2 & xn—1 0

Or on a le triangle distingué dans . 0(Y) d 0(X™) X 6(Y)[1l] qui donne aussi un triangle

distingué dans Dy («7)/K®(M). De plus comme 6 est plein, il existe f : Y — X" tel que 6(f) = d. On considére

alors le triangle construit sur f dans MStab,, :

y Lo xn z Y[1]

Comme 6 est un foncteur triangulé, on en déduit que 6(Z) est isomorphe a X dans Dy («7)/K*(M). Ainsi X
appartient a I'image essentielle de 6. u

SOUS-CATEGORIE EPAISSE

Dans la proposition 4.49, on a vu apparaitre I’hypothése K(M) est une sous-catégorie épaisse de DY (%)
(qui intervient pour montrer que les seuls objets de o7 annulés par 0 sont les objets M-splits). Dans ce qui suit,
on montre, grace a la caractérisation du lemme 4.50, qu’elle est vérifiée lorsque &7 admet des sommes directes
dénombrables. Enfin, on termine en donnant une autre condition dans le cas ou & est la catégorie des modules
de type fini sur un anneau noethérien.

Lemme 4.50 — Complexe M-parfait. On suppose que &/ admet des sommes directes dénombrables. Soit
(X, dx) un complexe borné. On a I’équivalence
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(i) X est isomorphe dans D%;(27) & un complexe borné d’objets M-split ;
(7i) Pour tout (Y, dy) complexe borné, il existe N € Z tel que Hompy (o) (X,Y[n]) = 0 pour tout n > N.

Preuve. (i) = (i7). D’aprés le corollaire 4.37, on a Homp, (/) (X,Y[n]) = Hom (X, Y[n]). Or pour n
suffissamment grand, Hom w. (X, Y([n]) est évidemment nul.
(i) = (i). On raisonne par contraposition. On suppose donc que (X, dx) n’est pas isomorphe (dans D%, (7)) &
un complexe borné d’objet M-split. D’aprés le théoréme 5.3 de Grime, on peut remplacer X par une M-résolution
(P,dp) formée d’objets M-split.

Comme (X, dx) est un complexe borné, il existe N tel que X™ = 0 pour tout n < N. Supposons qu’il existe
n < N tel que B"(P) = Im dgfl est un objet M-split. Montrons que le complexe 72"P donné par

. —>O—>Imdg_1 P z pnrtl

ott P™ est en degré n est une M-résolution de X. Tout d’abord, par hypothése, 72"P est formé d’objets M-
split. Comme n < N, on a 72"X = X et donc, en tronquant, on obtient un morphisme de complexes de 72"P
dans X. Montrons que le cone de ce morphisme de complexes est R-contractile. Pour cela, en comparant au
cone du morphisme f de P dans X, il suffit de regarder en degré n — 1 et n — 2. Par hypothése, il existe
s,8' tels que idrpr = s(dio(p)) + (~Rdj')s’. On note alors i : Imdpp' — RP™ le morphisme canonique et
d:RP" 1! —Im dﬁ;l I’épimorphisme canonique tel que id = Rdg_l. On en déduit alors idgpr» = s(dﬁc(f)) +
(—i)ds’. Il ne reste plus qu’a vérifier que ds’(—i) = Id; qn=1- Comme RC(f) est contractile, il existe s” tel que
idgpn-1 = (—dﬁf,Q)s” + s'(—Rdgfl). Ainsi, Rclgf1 = —Rd’lﬁfls'Rdgfl. Comme ¢ est un monomorphisme et d
un épimorphisme, on en déduit que id;, ot = —ds'i. Finalement (X,dx) est isomorphe dans D¥; a 72"P ce
qui est contraire & I’hypothése.

Ainsi B"(P) n’est pas un objet M-split pour tout n < N. On considére alors le complexe Y concentré en
degré 0 donné par

Y’ = & B*(P).
n<N

Pour n < N, on note j” : B"(P) — P™ le monomorphisme canonique et d"~! : P"~! — B"(P) I'’épimorphisme tel
que dg_l = j7d" . Pour n > —N 4+ 1, on considére alors d:P — Y[n] le morphisme donné par d":P~" YO
est le composé du morphisme d~" : P~ — B~"1(P) et du morphisme canonique B="+*(P) - Y0 et di = 0 si
i # —n (c’est bien un morphisme de complexes car d‘"dg"i1 = 0 puisque j‘”‘“d‘"dﬁ"f1 = d;"d;”fl =0
et que j~"*! est un monomorphisme). Montrons que d # 0 dans Dy, (7). D’apres le corollaire 4.37, il suffit
de montrer que d nest pas une homotopie. Si d est une homotopie alors il existe s : P~"*! = B~"*! tel que
sdp™ = d~". Par définition de d™", on obtient sj"T'd™™ = d~". Comme d~™ est un épimorphisme, on en
déduit que s "1 = idg-n+1. Le lemme 3.97 assure alors que B~"*! est facteur direct de P~"*! et donc un
objet M-split ce qui n’est pas le cas. n

Corollaire 4.51 — Catégorie épaisse. On suppose que &/ admet des sommes directes dénombrables. Alors
I'image essentielle de K®(M) dans D% (/) est une sous-catégorie épaisse de DY ().

Preuve. D’aprés la proposition 1.3 de [RIC], il suffit de montrer qu'un facteur direct dans D% (<) d'un objet
de K®(M) est isomorphe & un objet de K?(M). Considérons donc X € D¢ (<) et Y € K*(M) tel que X soit
facteur direct de Y dans D, (<7) et donc dans Dy, (7). D’aprés le théoréme 5.3 de [GRI], on peut remplacer X
par une M-résolution P. On obtient alors que P est facteur direct de Y dans Dy, (7).

Par ailleurs, d’aprés le lemme 4.50 et la proposition 6.2 de [GRI], pour tout complexe Z borné a droite
d’objets M-split, il existe N € Z tel que Hokaﬂ(g{) (Y,Z[n]) = Hom Y,Z[n]) = 0 pour n > N. Comme

P est facteur direct de Y dans Dy;(47), on en déduit que Hom

Dy

D= () (P,Z[n]) = 0 pour tout n > N. Comme
M

X et P sont isomorphes dans Dy;(7), on en déduit que Hom X,Z[n]) = 0 pour tout n > N. Comme le

Dy ()
foncteur d’inclusion de D% (<) dans Dy, () est pleinement fidéle, on en déduit, grace au lemme 4.50, que X

est isomorphe dans D%;(«7) 4 un complexe borné d’objets M-split. L]

Remarque 4.52 — Catégorie épaisse, module de type fini et objet compact. Considérons la situation
suivante : on suppose que &/ = A-Mod est la catégorie des A-modules ot A est un anneau noethérien. On note
alors ./’ = A-mod la catégorie abélienne des A-modules de type fini. On suppose qu’il existe une sous-catégorie
pleine et abélienne &' de £ (dans l’exemple 4.16, on prend respectivement %’ la catégorie des k-espaces
vectoriels de dimension finie et %’ la catégorie des OH-modules de type fini) telle que les foncteurs M, L, R
induisent des foncteurs M : ' — &7’ et LR : &' — #'. Le triplet (M,L,R) entre &/’ et %’ est alors un triplet
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adjoint avec L et R exacts et fideles. De plus, toute suite exacte de &7’ est L-scindée si et seulement si elle est R-
scindée. En suivant les idées de [NEE1] et [RAV] (voir aussi [KEL1] ou [KRA]), on montre que la sous-catégorie
des objets compacts de Dy (&) est la sous-catégorie des complexes isomorphes & un complexe borné de modules
M-split de type fini. On en déduit alors que la sous-catégorie de DY, («/’) formée des complexes isomorphes a
un complexe borné de modules M-split de type fini est épaisse. Ainsi le théoréme 4.49 de Rickard s’applique a
o’ L]



Annexe

Convention de signhes

pour les

complexes de modules






CHAPITRE 5

CONVENTION DE SIGNE

Dans cet annexe, on propose une convention de signe adaptée de [SGA4] pour les complexes Hom et produit
tensoriel. Cette convention présente 'avantage que les extensions aux complexes des isomorphismes classiques
entre modules ne présentent pas de signe (voir la section 5.3). De fagon plus précise, dans la section 5.1, on
étudie le complexe Hom (voir aussi la sous-section 3.4.2). Dans la section 5.2, on étudie le complexe produit
tensoriel de deux complexes. Enfin, dans la section 5.3, on étudie les liens entre produit tensoriel et Hom.

| Notation 5.1 Dans cette annexe, A et B désignent deux anneaux unitaires.

5.1 LE COMPLEXE HoM

5.1.1 LE FONCTEUR

Définition 5.2 — Complexe Hom et complexe dual.  Soient € une catégorie R-linéaire et (X, dx), (Y,dy)
deux complexes de €. On définit le complexe Hom'(X,Y) par

Hom'(X,Y)" = [] Hom (X¥, Y+F)
keZ

[T Home, (Xk, Y +k) — T Homg, (XF, Ynth+l)
et dr . kEZ keZ

Hom"(X,Y) " " \nl X
(fr)kez — (dy" " i+ (1) fep1d)rez -

Lorsque ¢ = A-Mod, on pose XV = Hom'(X, A).
De plus, soient (X', dx/), (Y',dys) deux complexes de € et f = (f™)nez : X' =X, 9= (9™)nez : Y = Y’ deux
morphismes de %-complexes. On définit alors

Hom'(f, g) € Homp,,, (Hom'(X,Y), Hom (X', Y"))

[T Homy (XK, Y *) — ] Homg, (X%, Y/ FF)
par Hom'(f, g)n . keZ keZ

(u*)rez — (g™ P ez
On définit ainsi un bifoncteur R-linéaire
¢ Com°? x €Com — RCom
Hom'(-,-): (X,Y) — Hom'(X,Y)
(f.9) — Hom'(f, g).

Preuve. Vérifions que Hom'(X,Y) est un complexe. Les axiomes des catégories R-linéaire assurent que la
différentielle de Hom'(X,Y) est R-linéaire. Pour simplifier, on note d plutot que Aiom™(x,v)- Pour u = (ug)rez,
on a
d"Jrldn(u) — dn+1((d$+kuk + (*1)n+luk+1d§<)kez)
— (dgl(+k+1d§l(+kuk+ (71)n+1d$+k+1uk+1d§<+(71)n+2 (d§+k+1uk+1d§(+ (71)n+1uk+2d§+1d§<))kez .
Le premier et le quatriéme termes sont nuls car X et Y sont des complexes. Le deuxiéme et le troisiéme se
simplifient. Ainsi Hom"(X,Y) est bien un complexe de R-modules.
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Vérifions que Hom'(f, g) est bien un morphisme de complexes. Par construction, Hom'(f, g)" est bien R-
linéaire. De plus, on a
dﬁom'(X/,Y/)HOm'(fa9)"((Uk)kez) = dﬁom'(X/,Y/)((gnJrk“kfk)keZ)
— (dg-/l—kgnJrkukfk + (_1)n+lgn+k+1uk+1 fk+1d§(/)keZ

et Hom'(f, g)"*td»

HOHl-(X,Y)((Uk)kGZ) = Hom'(f, g)" T ((d¥ ™ uF + (—1)" b +1d )ez)

_ (gn+k+1d§l(+kukfk + (—1)"+lg"+k+1uk+1d§<fk)kez )
Comme f et g sont des morphismes de complexes, on a g"tF+HIduth = guikgnth o gk fb = fh+1gk, Ainsi
Hom'(f, g) est bien un morphisme de complexes.

Montrons que Hom'(-,=) est bien un foncteur. On a clairement Hom'(idx,idy) = idyemt(x,v)- De plus, si
(X" dxn) et (Y',dy») sont deux complexes de € et f' : X" =X et ¢ : Y —=Y” deux morphismes de &-
complexes, on a, par associativité de la composition, Hom'(f f', ¢’g) = Hom'(f’, ¢')Hom'(f, g).

Enfin, la bilinéarité de la composition dans € assure que l'application (f, g) — Hom'(f, g) est bilinéaire. ®

5.1.2 TRANSFORMATIONS NATURELLES

Notation 5.3 — Isomorphisme canonique. Soit X un A-module, on note ®x l’isomorphisme canonique de
A-modules
Hom,y (A,X) — X
(I)X :

f — f(1).

Proposition 5.4 — Transformation naturelle et complexe Hom. Soit (X, dx) un complexe de A-modules. La
famille ®x = (Pxn )pez réalise un isomorphisme naturel de complexes entre Hom'(A, X) et X.
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux complexes de € et £,m € Z. Pour n € Z, on définit

[T Hom, (XE+E ynthtm) — [T Homg, (XE, Y Hhtm=t)
,yn . kEZ kEZ
(f*)kez — (1) (" rez -
La famille yx v ¢.m = (Y")nez réalise un isomorphisme naturel entre Hom'(X[¢], Y[m]) et Hom™ (X, Y)[m — ].
Preuve. Comme A est concentré en degré 0, on a Hom'(A, X)" = Homy (A, X") et la différentielle Do (A %)
se résume a
Hom, (A, X™) — Hom, (A, X"*1)

n .

Hom™(A,X) u — d%u )
Montrons que (®xn)nez est un morphisme de complexes. Pour n € Z, I'application ®x» : Hom'(A, X)" — X"
est bien A-linéaire. De plus, pour u € Hom, (A, X"), on a

Dy (1) = Pxon i = di (u(1)) = dikx ()

Ainsi (Oxn )nez est un morphisme de complexes. De plus, chacun des ®x» est un isomorphisme. Ainsi (Pxn )nez
est un isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Soient (X', dx/) un complexe de A-modules et f : X — X’ un morphisme de complexe
de A-modules. Comme Hom'(A,X)™ = Hom, (A, X"), Hom'(A,X’)" = Hom, (A, X") et Hom'(ida, f)" est la
composition & gauche par f, on en déduit que le diagramme suivant est commutatif.

Hom'(A, X)" I xn

Hom'(idA,f)"l f
. Dy

Hom' (A, X')" —— X/

Intéressons-nous & présent au lien entre le décalage et le foncteur Hom. Par définition, on a
HOm‘(X[E], Y[m])® = [] Home (X[f]k7Y[m]n+k) = [] Hom, (Xk-i-ﬂ, Yn+k+m)
kEZ kEZ

et Hom'(X, Y)[m — ] = Hom'(X, Y)"+™~¢ = [] Homy,(XF, Yktntm=£)

kEZ
Ainsi 4™ définit bien une application R-linéaire de Hom'(X[¢], Y[m])" dans Hom'(X, Y)[m — ¢]™. Montrons que
la famille (Y"),ez est un morphisme de complexes. Pour (f¥)zecz € Hom (X[¢], Y[m])", on a
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VR e x iy ) (P Iwez) = 7P F + (F1) RS kez)
= (LR R (1) R, )
= (1) D (=) PR (1R )
et dﬁom'(x,y)[m_g]'yn((fk)keZ) ( 1)m edﬁinr?()gY)((_l)ne(fk_e)kez)
_ (71)m+€(n 1)(dn+m €+kfkfl+(71)n+m72+1fk+lfédéc()kez'

Ainsi yx,y,¢,m est un morphisme de complexe de €. De plus, chacun des y" est un isomorphisme. Ainsi vx v
est un isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Considérons (X’,dxs), (Y',dy/) deux complexes de €, f = (f")nez : X' =X et
9= (9")nez : Y — Y’ deux morphismes de complexes de €. Pour (u*),ez € Hom'(X[{], Y[m])"”, on a

How'(f, g)[m — €]"" ((u*)rez) = Hom™(f, g)" (1) (u"rez) = (1) (g" " FrPur= fF) ez

et Y How'(f[4], g[m))™ ((u*)rez) = " (g" T uk A pen = (=1) 7 (g" M= Uk~ fF)en
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif et on a la naturalité cherchée.

n

Hom"(X[(], Y[m])" —— Hom"(X, Y)[m — ]

Hom'(f[¢],9[m])" l lHom'(ﬁg) [m—e"

Hom'(X'[¢], Y'[m])" —— Hom" (X, Y")[m — (]
Remarque 5.5 — Transformation naturelle et décalage. On a le diagramme commutatif

FHom'(A, X[1]) —% Hom'(A, X)[1]

l‘bx{l]

idx[l]

X[1] X[1]
En effet, en degré n, on a pour f € Hom, (A, X"H1),
Ox[1"dax"(f) = X (f) = f(1) et idxp"Cxpy"(f) = f(1). =

Remarque 5.6 — Double décalage. Soient (X,dx), (Y,dy) deux complexes €. Le diagramme suivant est
(—1)“m-commutatif : on a yx,v.¢,0[m] © ¥xe,v,0m = (—1)1x.v.0,m[—£] © 7x,Y[m],c.0-

IX[€],Y,0,m

Hom'(X[{], Y[m]) ——————— Hom (X[¢], Y)[m]

’YX,Y[vn],é,Ol
VX, Y,0,m[—]

Hom'(X, Y[m])[—¢{] ————— Hom (X, Y)[m — /]

l’YX,Y,LO[m]

En effet, pour n € Z et (u¥)gez € Hom'(X[(], Y[m])", on a

Yx,v,6,0[m]" 0 x(e,v,0.m™ (W )kez) = ¥x,v,00" T (W) kez) = (=1 ™ (uF~)pez)

et Y%, Y, 0,m 1" 0 X im0 (WF)kez) = vx,v,0m™ (= 1) (WP rez) = (=)™ ((uF)iez) - .

5.2 LE FONCTEUR PRODUIT TENSORIEL

On s’intéresse ici au cas ou € est une catégorie de modules et on étudie comment le produit tensoriel s’étend
aux complexes.
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5.2.1 LE FONCTEUR

Définition 5.7 — Foncteur produit tensoriel. Soient (X, dx) un complexe de modules-A et (Y, dy) un complexe
de A-modules. On définit le complexe X ®a Y par
XeY)"= @ (X'eaY)
(i,4) € 22,
iti=n

i {Xi @AY — (X @A Y) @ (X @a YT
XQAY -

@y — (—1)idi(z) @y + e d(y).
De plus, soient (X, dx), (X', dx/) deux complexes de modules-A, (Y, dy), (Y’, dy/) deux complexes de A-modules
et f = (fu)neny € Homey 4 (X, X'), 9 = (gn)nen € Homp oo, (Y, Y’) alors on peut définir
f & g € HomRCom (X QA Y? Xl QA Y/)
par (fogh= @& (f'eg)

(4,4) € 72,
i+j3=n

et

On définit ainsi un bifoncteur R-linéaire
ComA x ACom — RCom
"R (X,Y) — X®AY
(f.9) — f®yg.
Preuve. Vérifions que X ® Y est bien un complexe. La différentielle de X ® o Y est R-linéaire par construction.
De plus, pour z € X! et y € Y7, on a
A5 vy (@ ©y) = (1) ((~1)d5 dy (2) @ y + di (2) © & () + (= 1) dig () @ &, (y) + 2 @ T L ()

Comme X et Y sont des complexes, le premier et le quatriéme termes sont nuls. De plus, le deuxiéme et le
troisiéme termes se simplifient. Ainsi X ® o Y est bien un complexe de R-modules.

Veérifions que f ® g est bien un morphisme de complexes. Par construction, (f ® )™ est R-linéaire. De plus,
pour z € X' et y € Y/, on a

By (f @ 9)"(x @ y) = (1) di, [ (2) © ¢ (y) + ['(x) © B g’ (y)

et (f @ 9)" g,y (z ®y) = fHH(=1)d () ® ¢ (y) + f'(z) © ¢, (y)) -
Les deux expressions sont égales car f et g sont des morphismes de complexes.

Montrons que =®-= est un foncteur. Les propriétés des applications linéaires « produit tensoriel » assurent que
idx ®idy = idxg,v et que si (X", dx~) est un complexe de modules-A, (Y”,dY) est un complexe de A-modules,
J7 € HOM gy (X', X") et ¢ € Hom g (Y', Y") alors (' @ g'g) = (' © ¢)(f @ g).

Enfin, la R-bilinéarité de lapplication (f,g) — f ® g résulte de celle de cette méme application au niveau
des modules. u

5.2.2 LES TRANSFORMATIONS NATURELLES

Notation 5.8 — Isomorphisme canonique entre modules. Pour X un module-A, Y un A-module-B et Z un
B-module. On note fxvyyz l'isomorphisme canonique

[X®a (Y®BZ) — (X®AY)®BZ
e { @) — @Oy ®:
et Ax l'isomorphisme canonique

XA A — X

X { r®a +—— xa.
Pour X un A-module, on note Ax I'isomorphisme canonique
{A A X — X

X:

a®r +—— ax.
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Proposition 5.9 — Transformation naturelle et produit tensoriel. Soient (X, dx) un complexe de modules-A,
(Y, dy) un complexe de A-modules-B et (Z,dz) un complexe de B-modules. Pour n € Z, on définit
o" = S fxivize-
(4,4,k)EZ3 i+j+k=n

La famille (0™),ez est un isomorphisme naturel de complexes entre X @4 (Y @ Z) et (X @4 Y) ®5 Z.

La famille Ax = (Axn)nez réalise un isomorphisme naturel de complexes entre X ®4 A et X.

Soient (X,dx) un complexe de A-modules. La famille Ax = (Axn)nez réalise un isomorphisme naturel de
complexes entre A ® X et X.

Soient (X, dx) un complexe de modules-A, (Y,dy) un complexe de A-modules. Pour n € Z, on définit

6" = [y (—1)idxitegyitm.
(1,4) €L i+j=n

La famille 0x v ¢,m = (6™)nez réalise un isomorphisme naturel entre X[¢{] ®4 (Y[m]) et (X ®a Y)[¢ + m].

Preuve. Montrons que (6™),ez est un morphisme de complexes. Par construction, les §™ sont linéaires. De plus,
pour z € X', y €Yl et z€ ZF, on a

A oz @@ (Y@ 2) = (1) Hdi () @ (y@ 2) Fe @ &, (y© 2)
(1) Fdi (@) @ (y @ 2) + (- Dz @ (& (y) © 2) + 7 © (y @ df(2))

(~Drd v (2@ y) @ 2 + (2 @ y) © df(2)
(=D¥((-1)dx(2) ®y) @ 2+ (@ dy () ® 2) + (v @ y) @ dy(2)
() (@) ®y) @ 2+ (D) (@@ & (1)) ® 2+ (@ y) @ dj(2).

ce qui donne le résultat souhaité. De plus, chacun des §” est un isomorphisme. Ainsi (6™),ez est un isomorphisme
de complexes.

Montrons la naturalité. Soient (X', dx+) un complexe de modules-A, (Y’,dy/) un complexe de A-modules-B,
(Z',dz ) un complexe de B-modules et f : X — X’ un morphisme de complexes-A, g : Y — Y’ un morphisme
de A-complexes-B et h : Z — Z' un morphisme de B-complexes. Comme la restriction de (f ® (g ® h))"H+F &
X' ® (YT @7ZF) est f1®@ (¢7 @ h*) et que la restriction de ((f ® g) ® h)™H T+ 4 (XP@YT) @ ZF est (fi ® ¢’) @ hF,
le diagramme suivant est commutatif

X ® (Y @ ZF)

et dé;{éi’;)%z((z ®Y)® 2)

(X' @Y7 @ 7ZF
(f®(g®h>)i“*kl l((f@g)@h))"“*k
Xli ® (Ylj ® Zlk) N (XI'L' ® Y/j) ® Zlk

Etudions & présent le complexe X @4 A. Comme A est concentré en degré 0, on a (X ®5 A)" = X" @4 A.
Montrons que (Axn )pez est un morphisme de complexes. Les Axn sont linéaires. De plus, pour a € A et 2 € X",
on a

Axne1d% g A (2 @ a) = Axnsr ((—1)°d% (2) ® a 4+ @ da(a)) = Axnrr (d% (z) ® a) = d% (z)a

et A% Axn(z ® a) = d%(za).

On obtient que (Axn )nez est un morphisme de complexes grace & la linéarité de d%. De plus, chacun des Axn
est un isomorphisme. Ainsi (Axn)nez est un isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité de A. Soient (X', dx/) un complexe de modules-A et f € Homg, 5 (X, X"). Comme
(f ®ida)™ = f™ ®ida, le diagramme suivant est commutatif

Xn®AAﬂ>Xn

(f®idA)"l s
Axrn
X/n ®A A _— s Xln
Etudions & présent le complexe A ®4 X. Comme A est concentré en degré 0, on a (A ®x X)" = A @, X".
Montrons que (Axn )nez est un morphisme de complexes. Les Axn sont linéaires. De plus, pour a € A et 2 € X",
on a
Axri @50 ® ) = Axguis (—1)"da (@) @0 + 0 © d3 (1)) = Axess (0 © () = ad (x)

et d¥ Axn(a @ z) = d%(ax) .

On obtient que (Axn)nez est un morphisme de complexes grace a la linéarité de d%. De plus, chacun des Axn
est un isomorphisme. Ainsi (Axn)nez est un isomorphisme de complexes.
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Montrons la naturalité de A. Soient (X', dx/) un complexe de A-modules et f € Homy o, (X, X"). Comme
(ida ® f)™ =1ida ® ™, le diagramme suivant est commutatif

Axn
A ®A xXn —X> Xn
(o f)nl i
Axrmn
A ®A Xln = 5 Xln

Etudions le lien entre produit tensoriel et décalage. Par définition, on a

(X[] @A Y[m])" = D X[ ®a Y[m)! = S X @ Y/
(4,§)EZ2i+j=n (i,4)EZ2i+j=n
et (X@aY)[m+)" = (X@aY)"HmH = fan) X' @A Yl = fan) Xt @y YItm,
(i,§)EZ2 ji+j=n+m~+L (i,4)EZ2?i+j=n

Ainsi 6™ est une application linéaire de (X[(] ®4 Y[m])” dans (X ®4 Y)[m + £])". De plus, pour z € X+ et
y €Y/t™ on a

B n@ncximy @ ©Y) = (=1diy(2) @y + 2@ &y, (v) = (1) () @ y + (-1)"z @ & (y)

et Ao nyyimin (@ ©y) = ()L (2 @ y) = (D) @) @ y Fr o BT(Y) .-

Ainsi (0™)nez est bien un morphisme de complexe. De plus, chacun des 6™ est un isomorphisme, on en déduit
que (0™)pez est un isomorphisme de complexes.

Montrons la naturalité. Soient (X', dx/) un complexe de modules-A, (Y’,dy/) un complexe de A-modules,
f € Homg, A (X, X') et g € Homygyy,(Y,Y’). Comme la restriction de (f[f] ® g[m])™ a X+ @ YIT™ est
fitf @ g7t™ et que la restriction de ((f ® g)[+m])" a X+ @ YI+™ est fi+f @ g/+™ le diagramme suivant est
commutatif

Xi+€ Q Yj+m 6—W> Xi+€ ® Yj+m
(f[€]®g[m])"l l((f@g)[f-i-mn"

Xli+€ ® Ylj+m L) XI'H—@ ® Ylj+m

Remarque 5.10 — Décalage et produit tensoriel par A. On a les diagrammes commutatifs suivants

0A,X,0,¢ 0X,A,€,0

Axml le[é] Axe l leV]

X[ — X[ X[ —2— X[
En effet, en degré n, on a pour a € A et & € X"+,
Ax[0]"0a x,0,6" (a ® x) = ax et idxpg" Axpg" (@ ® ) = ax.
Et comme A est concentré en degré 0, on a
Ax[0]"0x,a.00" (z ® a) = za et idxg" Axg" (z ® a) = za. L]

Remarque 5.11 — Double décalage. Soient (X, dx) un complexe de modules-A et (Y,dy) un complexe de
A-modules et £,m € Z. Le diagramme suivant est (—1)“"-commutatif :

0X[e],Y,0,m

X[ ®@a Y[m] ——————— X[{] @ Y)[m]
5x,y[m],z,ol

(X @ Ym])[f]

l‘SX,Y,tZ,O[m]
dovorl X @ Y)m+ g
En effet, pour i,j € Z tels que i + j = n et x € X' = X[{]', y € Y/t = Y[m}7, on a

3%,y 0,ml]" © 6x im0 (€ ®y) = Sx yom (-DYz@y) = (-1)(z®y)

et 5x,v,0,0[m)" 0 6x(g,v.0m" (2 @ Y) = dx v,e0" Tz ®@y) = (-1) UM (z @ y). "
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5.3 LIENS ENTRE PRODUIT TENSORIEL ET COMPLEXE HOM

5.3.1 COMPOSITION ET EVALUATION

Notation 5.12 — Morphisme canonique. Soient X,Y deux A-modules. On note 7x,y le morphisme naturel
XV ®aY — Hom, (X,Y)
TX,Y .
ey — (z—p(@)y).

Proposition 5.13 — Liens entre produit tensoriel et complexe Hom. Soient (X, dx) un complexe de A-modules,
(Y,dy) un complexe de A-modules-B et (Z,dz) un complexe de A-modules.
Soient 4, j € Z, on définit
50 {Hom‘(X,Y)i ®@p Hom'(Y,Z)? — Hom'(X, Z)**J
0,7 .
(fr)rez @ (gr)rez > (gk+i © fr)kez -
Pour n € Z, on définit alors 6™ = (6"7)(; jyez2,itj=n : (Hom'(X,Y) @ Hom'(Y,Z))" — Hom'(X, Z)". La famille
0x.v,z = (6™)nez est un morphisme naturel de complexes entre Hom'(X,Y) ®p Hom'(Y,Z) et Hom'(X, Z).
Soient k,n € Z, pour simplifier les notations, on pose 7y, = Txk zk+n €t o, I'inclusion canonique

a0 @ Homy (XK, ZF+7) — [] Hom, (XF, ZF+7) .
keZ keZ
Enfin, on définit
™ =y o (@ T,m) S (XY @A Z)" = @ (XF)Y @4 ZF" — ] Hom, (XF, ZF+7) = Hom'(X, Z) .
keZ keZ kezZ
La famille 7x z = (7™ )nez est un morphisme naturel de complexes entre XV ®4 Z et Hom'(X, Z).
Pour 4, j € Z2, on définit
B {Yi @p Hom'(Y,Z)? — Z'+J
’YLJ .
Y ® (gr)kez — gi(y) -
Pour n € Z, on définit alors 4™ = (v"7)(; jyez2,itjen : (Y @5 Hom'(Y,Z))" — Z". La famille vy z = (Y")nez est
un morphisme naturel de complexes de Y ®p Hom'(Y,Z) dans Z.

Preuve. Commencons par montrer que I'application 6%/ est bien définie. Si U, W sont des A-modules, V un
A-module-B alors 'application

A Hom, (U, V) x Homy (V, W) — Hom, (U, W)
. (u,v) —vou
est R-bilinéaire. De plus, elle vérifie A(ub, v) = A(u, bv) pour tout v € Hom, (U, V), v € Hom, (V,W) et b € B.
En effet, pour z € U, on a
(voub)(z) = v(u(x)b) = (bv)(u(z)) = (bvou)(z).
On en déduit immédiatement que I'application 6%/ est bien définie. La propriété universelle de la somme directe
permet alors de définir §™.
Montrons & présent que (6™),cz est un morphisme de complexes. Pour f = (fi)rez € Hom'(X,Y)? et
g = (gx) €Z € Hom'(Y,Z)?, on a
dﬁorrl'(X,Y)®BHom'(Y,Z) (f ® g) = (71)?d§-10lm'(X,Y)(f) ® g + f ® dHom'(Y,Z) (g) o .
= (V@™ fi + (1) frad§)n © 9) + (F © (5" gre + (1) gadf 1) -

Dou 5n+1drﬁom'(x,y)@@BHom'(Y,z)(f ®g) = ((*1)j9k+i+1d?ifk_+ (=1 g i feyrdi+
4 g e+ (1) gegi ST fi)rez
= (=D)" " gryiv1 forrds + dyF grri f)rez

En notant (uk)rez = 0™ (f ® 9) = (gi+k fx)kez, on obtient
dﬁom'(x,z)én(f ®g) = (—1)"+1uk+1d§( + dg+kuk = dﬁom'(xyz)(én(f ® 9)) .

Ainsi (6™),ez est bien un morphisme de complexes.
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Montrons la naturalité. Soient (X',dx/), (Z/,dz ) deux complexes de A-modules et f : X' =X, g: Z—7Z’
deux morphismes de complexes de A-modules. Vérifions que le diagramme suivant est commutatif :

. . i+j S
Hom'(X, Y)! ®p Hom'(Y, Z)’ ——= Hom'(X, Z)i+J

Hom.(f,idy)i®Hom.(idY,g)jl lHom.(f,g)7’+j
. it o
Hom'(X',Y)! @ Hom'(Y, 2')7 —> Hom'(X', Z')1*+J
Pour u = (u¥)kez € Hom (X, Y)? et v = (v¥)rez € Hom'(Y,Z)?, on a

Hom'(f, 9)""70"+7 (u ® v) = Hom'(f, g)"*7 (V" "u*)rez) = (" H 0" ub f¥) ez

et 6" (Hom'(f,idy)’ ® Hom'(idy, g)9)(u @ v) = 6" ((u* f¥)rez @ (¢F 07 )rez) = (gF PR Hiuk f7)ep .

Ainsi le diagramme est bien commutatif et on obtient la naturalité du morphisme de dx v z.

En appliquant ce qui préceéde avec B = A et Y = A, on obtient un morphisme naturel de XY ®@Hom'(A, Z) dans
Hom’(X,Z). En composant avec (idxv @ ®z)~!, on obtient un morphisme naturel de XV ® Z dans Hom'(X, Z).
Vérifions que ce morphisme n’est autre que 7x z. Pour ¢ € (XV)7% = (X*)V et 2 € Z¥*" on a

((idxv @ ®z) ")"(¢ ® 2) = ¢ @ (a +— az).

ol ¢ est en fait la famille indexée par Z dont le seul terme non nul est ¢ a la place k et ou (a — az) est la
famille indexée par Z dont le seul terme non nul est (a — az) a la place k + n. On obtient ainsi que

§"(p ® (a— az)) = (z — ¢(z)2)
est la famille indexée par Z dont le seul terme non nul est (z — p(z)z) a la place k ce qui n’est autre que
X 2(p © 2).

En appliquant ce qui précéde avec X = A, on obtient un morphisme naturel de Hom'(A,Y) ®p Hom'(Y, Z)
dans Hom'(A,Z). En composant & droite avec (®y ®p idyemt(y,z)) ' et a gauche avec ®z, on obtient un
morphisme naturel de Y @ Hom'(Y,Z) dans Z. Vérifions que ce morphisme n’est autre que vy z. Pour y € Y
et f = (fr)kez € Hom'(Y,Z)7, on a (Py @B idgont(v,z) ' (¥ ® f) = (a — ay) ® f ou (a — ay) est la famille
indexée par Z dont le seul terme non nul est a — ay a la place 0. On en déduit que

0 ((a— ay) @ f) = (a = filay) = afi(y))
ot (a — afi(y)) est la famille indexée par Z dont le seul terme non nul est a — af;(y) a la place 0. Or
Oz(a— afi(y)) = fi(y) € Z7 et v (y ® f) = fi(y). On obtient ainsi 1’égalité souhaitée. u

5.3.2 L’ISOMORPHISME CHER A CARTAN

Notation 5.14 — Isomorphisme cher a Cartan. Soit X un A-module, M un A-module-B et Y un B-module.
On note k 'isomorphisme cher & Cartan donné par

{HomA(M ®pY,X) — Homg(Y,Hom, (M, X))
K :
e / — (= (m e fmey)).

Proposition 5.15 — L’isomorphisme cher a Cartan. Soient (X, dx) un complexe de A-modules, (M, dy) un
complexe de A-modules-B et (Y,dy) un complexe de B-modules.
Pour j,k,n € Z, on pose Kj kg n = Kni-k yh Xi+n €t
K" = H Rjkn-
(4,k)€Z2

La famille ky x v = (K™ )nez définit un isomorphisme naturel de complexes de R-modules de Hom'(M ®pY,X)
dans Hom'(Y, Hom'(M, X)).
Preuve. Par définition et grace a la propriété universelle de la somme directe, on a

Hom' (M ®p Y,X)" = []Hom, ((M®p Y)’,X/™") = ] Hom, (€ (M=% @p Y*), Xi+n)

i/ jez kez
[T ITHomy (M=% @5 Y* X9+7) = ] Hom,(M/~F @p Yk XJitn).
JELKET (4,k)€Z?

Par ailleurs, grace a la propriété universelle du produit, on a
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Hom'(Y, Hom™ (M, X)) = [] Homg(Y*, Hom"(M, X)**") = J] Homg(Y*, [] Hom , (M7 —F Xi—ktk+n))
keZ kEZ JEZ

[T I1 Homg(Y* Hom, (M=% Xi*t7)) = ] Homg(Y*, Hom, (M/~F, X7it7)),
kEZEZL (j,k)€Z?

On obtient ainsi que k™ est un isomorphisme de R-modules de Hom" (M ®p Y, X)™ dans Hom'(Y, Hom'(M, X))".
Montrons & présent que (K")nez est un morphisme de complexes. Soit

(fir)gmezz € I Homp(MI™F @ YF Xitn).

(4,k)eZ?
On pose alors
Hn+1d71}10n1'(M®BY7X) ((fj,k)(j,k)EZ2) = (gj,k)(j,k)EZ2 S G kl)_IGZ2HOIIlA (Yk7 HOIHA(M]'*]C’ Xj+n+1))
Js
et dﬁom'(Y,Hom'(M,X))m((fj,k)(j,k)ezz) = (hj’k)(j,k)ez2 = (_k])_[ezzHomA(Yk,HomA(Mjfk7Xj+n+1)).
Js

Calculons g, ;. Par définition, on a

Wont eny.x) (fik) Grez2) = (@ (fikez + (=)™ (fir1n)kez e,y )iez

ou la famille (f; x)kez (resp. (fj+1,k)kez) est vue comme un élément de

Hom , (P MI—F @p YF, XI+n) (resp. de Hom, (P M=% @p Yk Xitl+n)),
keZ kEZ

La restriction de dy " (fjx)kez + (—1)" 1 (fit1.6)kezdiie,y & M8 @ YF est donnée par
d i+ (FD" DR fp(d " @idye) + (=)™ fie e (idao -+ © df) € Homy (W 7F @ YR, X951,
On en déduit que pour y € Y¥ et m € M7~% on a

9ix(W)(m) = dx™ i k(m @ y) + (=)™ (@ (m) @) + (1) fig1 kg (m @ d (y)) |
Calculons & présent h; ;. Par définition, on a

ont (v om0 (e (£ G ez2) = (diginie g x) © (Bakon (Fi6))jez + (1" (8 sn (frp1))jezdy ren

ou la famille (k; k.n(fjx))jez (resp. (Kjk+1,n(fj.k+1))jez) est vue comme un élément de
HomA(Yk,j];[ZHomA(Mj’k,XjJr”)) (resp. de HomA(Yk“,j];[ZHomA(Mj’k’l,Xj+1+"))) :
Or pour y € Y*, on a
dipt e ix © (R (Fia))iez(y) = digh e oy o) (Bjkn (fi) (1)) jez) € jl;[ZHOIHA(Mj*kvxj“*”)
= (@™ o (kg (i) @)+ (D)™ (kg1 in (Fi1,6)(®)) © Bp *)jez -

On en déduit que, pour y € Y¥ et m € M=%, on a
hik(@)(m) = dy™ fin(m @ y) + (1) w (B (m) @ y) + (1) fi e (m @ d (y)) -

Finalement, h;; = g;x pour tous j,k € Z et donc ky x,y est bien un morphisme de complexes. Comme, pour
tout m € Z, k™ est un isomorphisme, on en déduit que kK, x,y est un isomorphisme de complexes.

Montrons & présent la naturalité. Soient X’ un complexe de A-modules, M’ un complexe de A-modules-B,
Y’ un complexe de B-modules, f : X — X’ un morphisme de complexe de A-module, g : M’ — M un morphisme
de complexes de A-modules-B et A : Y’ — Y un morphisme de complexes de B-modules. Or on a

. Hom (M ®p Y, X)" — Hom' (M’ ®p Y’,X")"
Hom'(g @ h, f)":

(wik)eze > (I ujr(g? % @ hF)) (i pyeze -

. . Hom™(Y,Hom'(M, X))" — Hom"(Y’, Hom (M’, X’))"
et Hom'(h, Hom'(g, f))™: 4 . -
(Wjk) (5, k) €72 > ([T 0wy o BR()(g7 () kyeze -
Soit (ujk)(j,kezz € Hom (g ® h, f)™, le calcul précédent montre que la composante d’indice (j, k) € Z? de
Hom'(h, Hom'(g, f))" K™ (uj k) (j,k)ez2

est donnée par /17 o kjp pujp 0 h*(-)(¢77#(-)) c’est-a-dire que pour y € Y*, m € M7*, on a
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S0k kg k(B (1) (75 (m)) = fI47uj (g7 (m) @ W (y)) = mapi—k yon xosen (FI 050 (g7~ @ WF)) (y) (m) .

On en déduit la commutativité du diagramme suivant c’est-a-dire la naturalité souhaitée
Hom' (M ®p Y, X)" —* > Hom'(Y, Hom'(M, X))"
Hom.(g®h,f)”l/ lHomI(h,HomI(g,f))”
Hom' (M’ ®p Y, X')" —“> Hom'(Y’, Hom"(M’, X'))"

Corollaire 5.16 — Foncteurs adjoints et isomorphisme cher a Cartan. Soient M un complexe de A-modules-B,
X un complexe de A-modules et Y un complexes B-modules. L’exemple 3.75 et la proposition 5.15 montrent
que Z%k\ x,y réalise un isomorphisme naturel entre
Homy oy (M @5 Y, X) et Homp,,, (Y, Hom (M, X)) .
Autrement dit, les foncteurs, M ®p = : BCom — ACom et Hom'(M,-) : ACom — BCom sont adjoints I'un de
I'autre. De méme, HOHM,X7Y réalise un isomorphisme naturel entre
Hom . ne (M @5 Y, X) et Hompe,,me (Y, Hom (M, X)) .

Autrement dit, les foncteurs, M ®p« : BCom™ — ACom™ et Hom'(M,-) : ACom™ — BCom™ sont adjoints I'un
de Pautre.

Calculons les morphismes d’adjonction : ey x : M®p Hom (M, X) — X et i,y : Y — Hom (M, M®g Y). Par
définition, on a MY = ZOKM,M®BY7y(idM®Y) = HM,M®BY,Y(idM®Y)- Or idpygy vu comme élément de

( 1)‘[ 2HomA(Mj’k @B YF, (M ®pY)’)
J,k)EZ

n’est autre que la famille des inclusions canoniques. Ainsi

Y’/ — Hom'(M,M ®p Y)’ = [ Hom, (MF, (M ®p Y)**7)

j . kEZ
T,y )
Y »—>(m€Mk»—>m®y€Mk®Y])keZ-

En particulier, lorsque M = B et en identifiant M ®p B a4 M, on obtient (puisque B est concentré en degré 0)

B — Hom'(M, M)? = [] Hom , (M*, M¥)
UYRE hez

y — (m € MF = mbe M¥)iey.

Calculons a présent ey x. Par définition, ey x = (ZOHM,X,Hom'(M,X))il(idHom'(M,X))' Mais I'élément id o=, x)
vu comme élément de

( 1)_[ 2HomB(Hom'(M,X)k,HomA(Mj_k,Xj))
J,k)EL

n’est autre que la famille des surjections canoniques. On obtient que la restriction de sff/I’X a M/~*@Hom" (M, X)*
n’est autre que 'application

M~ ® <HHomA(Mi,X’“”)> — X7

icZ
m® (gi)iez — gj—k(m).
Autrement dit, avec les notations de la proposition 5.13, on a enx = M, - u

Proposition 5.17 — Complexe borné de modules projectifs.  Soit (M, dy) un complexe de A-modules. Les
propositions suivantes sont équivalentes
(i) Pour tout complexe Y de A-modules, 7y : MY @4 Y — Hom (M, Y) est un isomorphisme ;
(i7) Pour tout complexe X de A-modules, 7x u : XV ®a4 M — Hom'(X, M) est un isomorphisme;
(i) Tmm : MY @4 M — Hom'(M, M) est un isomorphisme ;
(iv) Pour tout n € Z, I'application 7y,m™ : (MY ®a M)™ — Hom' (M, M)™ est surjective
(v) M est un complexe borné dont toutes les composantes homogenes sont des modules projectifs de type fini.

Preuve. On a bien str (i) = (i7i), (i4) = (i) et (i4) = (iv). Montrons que (iv) = (v). Par définition, 7n m°

est la composée des applications
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S= @ e mr et i: € Homy(MF MF)— ] Hom, (MF, M¥)
kEZ kEZ kEZ
I'inclusion canonique. La surjectivité de TIQ/LM assure celle de ¢ et donc le fait qu’il n’y ait qu’un nombre fini de
Hom , (M¥, MF) non nuls c’est-a-dire un nombre fini de M* non nuls. Ainsi M est un complexe borné, de plus i
est un isomorphisme et donc S est surjective. On en déduit que chacune des applications 7y \x est surjective
ce qui assure que chacun des MF est projectif de type fini.

Montrons que (v) = (i) et (v) = (i¢). Comme M est un complexe borné, la somme directe et le produit
définissant les composantes homogenes des complexes MY @, Y, XY @4 M, Hom (M, Y) et Hom (X, M) sont
finies. Les inclusions canoniques des sommes directes dans les produits sont donc des isomorphismes. De plus,
tous les M* sont projectifs de type fini, ce qui assure que les Tamk,ys €t Txk s sont des isomorphismes. u
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