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6.1. Définition et propriétés

Définition
Soit X une variable aléatoire telle que
> xP{X =x} <
x€X(Q)

Alors son espérance est définie par

E(X)= Y xP{X=x}

x€X(R)
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6.1. Définition et propriétés
Définition
Soit X une variable aléatoire telle que
> xP{X =x} <
x€X(Q)
Alors son espérance est définie par

E(X)= Y xP{X=x}

x€X(R)

Remarques :

> Si Q est fini, la condition est toujours vérifiée.
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6.1. Définition et propriétés
Définition
Soit X une variable aléatoire telle que
> xP{X =x} <
x€X(Q)
Alors son espérance est définie par

E(X)= Y xP{X=x}

x€X(R)

Remarques :
> Si Q est fini, la condition est toujours vérifiée.
> Pour une fonction ¢ : R — R, on définit

E(p(X) = 3 @(x)P{X = x}

xeX(Q)

pourvu que la série converge absolument si Q est infini.
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Proposition

Si |'espérance existe, alors

E(X) = 3 X(w)p(w)

weN
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Proposition
Si |'espérance existe, alors

E(X) = 3 X(w)p(w)

weN
Proposition (linéarité de I'espérance)
Soient Xi, ..., X, des variables aléatoires dont |'espérance existe, et

ai,...,an des nombres réels. Alors |'espérance de a; X1 + - -+ + a, X,
existe, et vaut

]E(a].Xl T ose qF aan) — a1IE()<1) SFcoo F anE(Xn)
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0, 1]

| Loi | P{X =k}
Bernoulli 1—q S! k=0
q sik=1
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}

| Loi | P{X =k} | E(X) |
1— k =
Bernoulli { 9 S! q
q si k =
, 1
Uniforme -, ke{l,...,n}
n
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}

| Loi

| P{X =k} | E(X) |
1-— i k=
Bernoulli { 9 S! q
q si k =
1 1
Uniforme - ke{l,....n} nt
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}

| Loi \ P{X = k}
Bernoulli sik=0
sik=1
. 1
Uniforme -, ke{l,...,n}
n
Binomiale (Z) (1—q)" % ke{0,...,n
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}
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k —
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}

| Loi \ P{X = k} | E(X) |
k —
Bernoulli s 0 q
sik=1
. 1 n+1

Unif -, kedl,.

niforme - e{1,...,n} 5
Binomiale (n> (1—q)" % ke{o,....,n} | ng
Géométrique | (1 — q)*~1q, k € N*
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], n e N* = {1,2,...}

| Loi \ P{X = k} | E(X) |
k —
Bernoulli s 0 q
sik=1
. 1 n+1

Unif -, kedl,.

niforme - e{1,...,n} 5
Binomiale (n> (1—q)" % ke{o,....,n} | ng

4 Af i -1 * 1
Géométrique | (1 —q)*"1q, ke N —

q
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], ne N*={1,2,...} , A >0

| Loi | P{X =k} | E(X) |
1-— i k=
Bernoulli { 9 S! q
q si k =
. 1 n+1
fc -, ke{l
Uniforme ~ ke {1,...,n} 5
Binomiale (Z) q“(1—q)" %, ke{0,...,n} | nq
z Zp,r k—1 * 1
Géométrique | (1 —q)*'q, keN 4
)\k
Poisson e o keN
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —EX)’) = > [x—EX)PP{X=x}
xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —EX)]?) = > [X— X)PP{X = x}
xeEX(Q

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —E(X)]?) = ) [x—EX)PP{X =x}
xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).

Proposition
1. Var(X) >0et Var(X) =0 < P{X =E(X)} = 1.
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —E(X)]?) = ) [x—EX)PP{X =x}
xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).

Proposition
1. Var(X) >0et Var(X) =0 < P{X =E(X)} = 1.
2. Var(X) < o < E(X?) < 0.
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —E(X)]?) = ) [x—EX)PP{X =x}
xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).

Proposition
1. Var(X) >0et Var(X) =0 < P{X =E(X)} = 1.
2. Var(X) < o < E(X?) < 0.
3. Si Var(X) < oo alors Var(X) = E(X?) — E(X)?2.
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6.3. Variance

Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par

Var(X) =E([X —E(X)]?) = ) [x—EX)PP{X =x}

xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).

Proposition
1. Var(X) >0et Var(X) =0 < P{X =E(X)} = 1.
2. Var(X) < o < E(X?) < 0.
3. Si Var(X) < oo alors Var(X) = E(X?) — E(X)?2.
4. Pour a,b € R, Var(a+ bX) = b? Var(X).
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6.3. Variance
Définition
Soit X une variable aléatoire dont I'espérance existe. Alors sa variance est
définie par
Var(X) =E([X —E(X)]?) = ) [x—EX)PP{X =x}
xEX(R)

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est infinie).
On appelle écart-type de X la quantité o(X) = /Var(X).

Proposition
1. Var(X) >0et Var(X) =0 < P{X =E(X)} = 1.
2. Var(X) < o < E(X?) < 0.
3. Si Var(X) < oo alors Var(X) = E(X?) — E(X)?2.
4. Pour a,b € R, Var(a+ bX) = b? Var(X).
5. Si Var(X) < oo et Var(Y) < oo alors Var(X + Y) < oc.
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6.4. Variances des lois usuelles

Paramétres g € [0, 1]

| Loi

| P{X =k}

| Var(X)

Bernoulli

{

1—qg sik=0
q sik=1
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6.4. Variances des lois usuelles

Paramétres g € [0,1], ne N* = {1,2,...}

| Loi | P{X =k} | Var(X)
Bernoulli {1 — 4 S! k=0 q(1 —q)
q sik=1
. 1
Uniforme o ke{l,...,n}
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6.4. Variances des lois usuelles
Paramétres g € [0,1], ne N* = {1,2,...}
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6.4. Variances des lois usuelles
Paramétres g € [0,1], ne N* = {1,2,...}

| Loi \ P{X = k}
Bernoulli sik=0
sik=1
. 1
Uniforme - ke{l,...,n}
Binomiale <Z> (1—q) n—k ke {0,...
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6.4. Variances des lois usuelles
Paramétres g € [0,1], ne N* = {1,2,...}

| Loi | P{X =k} | Var(X)
sik=0
Bernoulli 1—
rnoulli { G k-1 q(1 —q)
1 n”—1
fe =, ke{l,.
Uniforme ke {1,...,n} P
Binomiale < > (1—-q)" % ke{o,...,n} | ng(1 - q)
Géométrique | (1 — q)<~1q, k € N*
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6.4. Variances des lois usuelles
Paramétres g € [0,1], ne N* = {1,2,...}

| Loi | P{X =k} | Var(X)
sik=0
Bernoulli 1-—
{ k1 q(1—q)
1 21
Uniforme o ke{l,...,n} ! 13
Binomiale < > (1—-q)" % ke{o,...,n} | ng(1 - q)
P s -1 * 1- q
Géométrique | (1 — q)k~1q, ke N 5
q
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Paramétres g € [0,

6.4. Variances des lois usuelles
},A>0

1, ne N* = {1,2,...

| Loi | P{X =k} | Var(X)
sik=0
Bernoulli 1-—
{ k1 q(1 - q)
1 -1
Uniforme o ke{l,...,n} ! 13
Binomiale < > (1—-q)" % ke{o,...,n} | ng(1 - q)
P s -1 * 1- q
Géométrique | (1 — q)k~1q, ke N 7
)\k
Poisson e i keN
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6.5. Covariance
Définition
On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité

Cov(X, Y) =E([X — E(X)][Y —E(Y))])
= E(XY) — E(X)E(Y)
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6.5. Covariance
Définition
On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité

Cov(X, Y) =E([X — E(X)][Y —E(Y))])
= E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition
> Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
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6.5. Covariance
Définition
On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité
Cov(X, ¥) = E(IX — E(X)][Y — E(Y)))
= E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition
> Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
> Bilinéarité: Pour a, b € R, Cov(aX, bY) = abCov(X,Y) et
COV(Xl + X5, Y) = COV(Xl, Y) -+ COV(XQ, Y)

Chapitre 6. Espérance 2023-2024 6/7



6.5. Covariance
Définition
On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité
Cov(X, ¥) = E(IX — E(X)][Y — E(Y)))
= E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition
> Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
> Bilinéarité: Pour a, b € R, Cov(aX, bY) = abCov(X,Y) et
COV(Xl + X5, Y) = COV(Xl, Y) + COV(XQ, Y)
> Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y).
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6.5. Covariance
Définition
On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité
Cov(X, Y) = E(IX — E(X)][Y — E(Y)))
= E(XY) — E(X)E(Y)

Proposition
> Cov(X, Y) = Cov(Y, X).
> Bilinéarité: Pour a, b € R, Cov(aX, bY) = abCov(X,Y) et
COV(Xl + X5, Y) = COV(Xl, Y) + COV(XQ, Y)
> Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X, Y).

> Pour des variables aléatoires Xi,..., X, on a
Var<z X,-> = Var(X;) + ) _ Cov(X;, X;j)
i=1 i=1 ij
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Proposition
Si Var(X) et Var(Y) sont finies, alors Cov(X, Y) est finie et

| Cov(X, Y)| < a(X)o(Y) = +/Var(X) Var(Y)
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Proposition
Si Var(X) et Var(Y) sont finies, alors Cov(X, Y) est finie et

| Cov(X, Y)| < a(X)o(Y) = +/Var(X) Var(Y)

La quantité
Cov(X,Y)

PXY) = S Xa(Y)

€ [-1,1]

s'appelle le coefficient de corrélation de X et Y.
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Proposition
Si Var(X) et Var(Y) sont finies, alors Cov(X, Y) est finie et

| Cov(X, Y)| < a(X)o(Y) = +/Var(X) Var(Y)
La quantité
Cov(X,Y)

PXY) = S Xa(Y)

€ [-1,1]

s'appelle le coefficient de corrélation de X et Y.

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont
non corrélées, c-a-d p(X,Y) =0.
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Proposition
Si Var(X) et Var(Y) sont finies, alors Cov(X, Y) est finie et

| Cov(X, Y)| < a(X)o(Y) = +/Var(X) Var(Y)

La quantité
Cov(X,Y)

PXY) = S Xa(Y)

€ [-1,1]

s'appelle le coefficient de corrélation de X et Y.

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont
non corrélées, c-a-d p(X,Y) =0.

A La réciproque est fausse.
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Proposition
Si Var(X) et Var(Y) sont finies, alors Cov(X, Y) est finie et

| Cov(X, Y)| < a(X)o(Y) = +/Var(X) Var(Y)

La quantité
Cov(X,Y)

PXY) = S Xa(Y)

€ [-1,1]

s'appelle le coefficient de corrélation de X et Y.

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont
non corrélées, c-a-d p(X,Y) =0.

A La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).
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