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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

Un “petit” systeme S:
@ Systeme quantique gouverné par un hamiltonien Hs sur Hs.
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

Un “petit” systeme S:
@ Systeme quantique gouverné par un hamiltonien Hs sur Hs.
Une chaine C de sous-systemes quantiques & =& (k=1,2,...):
eC=E+E+---
@ Chaque & est gouverné par un hamiltonien Hg , = Hg sur He.
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

Un “petit” systeme S:

@ Systeme quantique gouverné par un hamiltonien Hs sur Hs.
Une chaine C de sous-systemes quantiques & =& (k=1,2,...):

e C=E+E+---

@ Chaque & est gouverné par un hamiltonien Hg , = Hg sur He.
Des interactions:

@ Opérateurs V = V agissant sur Hs ® He.

@ Une durée d'interaction 7 > 0.
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

Un “petit” systeme S:

@ Systeme quantique gouverné par un hamiltonien Hs sur Hs.
Une chaine C de sous-systemes quantiques & =& (k=1,2,...):

e C=E+E+---

@ Chaque & est gouverné par un hamiltonien Hg , = Hg sur He.
Des interactions:

@ Opérateurs V = V agissant sur Hs ® He.

@ Une durée d'interaction 7 > 0.
Pour t € [(n — 1)7, n7:

@ S interagit avec &,,

@ & évolue librement si k # n,

i.e. le systeme total est gouverné par

H, = Hs + He n + Vn+ZH5,k: Hn+ZH5,k-
k#n k#n
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

0<t<r
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

T<t<2T

@%@,,,
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Syst. Quantiques avec Interactions Répétées (RIQS)

271 < t < 371

() @%
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One-atom maser: (Walther et al '85, Haroche et al '92)

S ,

e e - ® of
& & &

@ 5= un mode du champ EM dans une cavité optique.
@ &= k-éme atome interagissant avec le champ.

@ C: faisceau d'atomes envoyé dans la cavité.
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =T4(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =Ts(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
@ Les atomes: atomes a 2 niveaux.
, 01
yer) - . _
Hg—(c, Hg—wbb ou b (0 0).

On note |—), |+) les états propres associés.
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =Ts(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
@ Les atomes: atomes a 2 niveaux.

, 01
2 s N _
He =C*, Hg=wb*b ou b (0 0).
On note |—), |+) les états propres associés.

© L'interaction: processus d'échange, i.e. V = A(a® b* + a* ® b).
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =Ts(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
@ Les atomes: atomes a 2 niveaux.

, 0 1
_ 2 s N _
He =C?, Heg =wb*b ol b(o 0).

On note |—), |+) les états propres associés.
© L'interaction: processus d'échange, i.e. V = A(a® b* + a* ® b).
@ Hamiltonien total: H=Hs ® llg + s ® He + V.
Remarque: fréquence de Bohr des atomes=fréquence de I'oscillateur.

On veut avoir des processus d'échange a 1 photon, sans perte/gain
d'énérgie.
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =Ts(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
@ Les atomes: atomes a 2 niveaux.

, 0 1
_ 2 s N _
He =C?, Heg =wb*b ol b(o 0).

On note |—), |+) les états propres associés.

© L'interaction: processus d'échange, i.e. V = A(a® b* + a* ® b).

@ Hamiltonien total: H=Hs ® llg + s ® He + V.
Remarque: fréquence de Bohr des atomes=fréquence de I'oscillateur.
On veut avoir des processus d'échange a 1 photon, sans perte/gain
d'énérgie.

© Etat initial de S: matrice densité p € J1(Hs).

Q Etat initial de &: pg =état d’équilibre & température 371
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Modélisation du one-atom maser

@ Le champ EM dans la cavité: un oscillateur harmonique.
Hs =Ts(C), Hs=wa*a=wh.
On note |n) les états propres de Hs: Hs|n) = nw|n).
@ Les atomes: atomes a 2 niveaux.

, 0 1
_ 2 s N _
He =C?, Heg =wb*b ol b(o 0).

On note |—), |+) les états propres associés.
© L'interaction: processus d'échange, i.e. V = A(a® b* + a* ® b).
@ Hamiltonien total: H=Hs ® llg + s ® He + V.
Remarque: fréquence de Bohr des atomes=fréquence de I'oscillateur.
On veut avoir des processus d'échange a 1 photon, sans perte/gain
d'énérgie.
© Etat initial de S: matrice densité p € J1(Hs).
Q Etat initial de &: pg =état d’équilibre & température 371
Question: A-t-on thermalisation de la cavité, i.e. si p, est I'état de S
aprés n interactions, a-t-on p, —— Zgl(z’{’Hs?
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L'opérateur de dynamique réduite

Si S est dans I'état p avant interaction, apres interaction il est dans létat
Ls(p) = Tre (efiTHP & pp eiTH) )

ou Trg est la trace partielle par rapport a &,
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L'opérateur de dynamique réduite

Si S est dans I'état p avant interaction, apres interaction il est dans létat
Ls(p) = Tre (efiTHP ® pg eiTH) )
ol Trg est la trace partielle par rapport a &,i.e.

VA€ B(Hs), Trrs(ALs(p)) = Trasane (A@ g)e ™ p@ pge™).
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L'opérateur de dynamique réduite

Si S est dans I'état p avant interaction, apres interaction il est dans létat
Ls(p) == Tre (e ™Mp@ pge™),

ou Trg est la trace partielle par rapport a £ i.e.

VA € B(Hs), Trus(ALs(p)) = Trasone (A0 Te)e ™ p@ pge™).

Conclusion: il faut comprendre nIer;o L5(p), et donc le spectre de L.

L. Bruneau Thermalisation et fluctuations dans une cavité harmonique quantique



L'opérateur de dynamique réduite

Si S est dans I'état p avant interaction, apres interaction il est dans létat
Ls(p) == Tre (e ™Mp@ pge™),

ou Trg est la trace partielle par rapport a £ i.e.

VA € B(Hs), Trus(ALs(p)) = Trasone (A0 Te)e ™ p@ pge™).

Conclusion: il faut comprendre nIer;o L5(p), et donc le spectre de L.

Remarque: si A =0, Lg(p) = e~ "Hs pe™Hs. Donc 1 est infiniment
dégénérée. Les états p = > pp|n)(n| sont invariants.
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Probabilités de transition

Notations:
9 0 = =+ I'état d'un atome,
9 P, le projecteur sur I'état o,
@ wg(o) la distribution de Gibbs, i.e.
1 e P

wg(—) = [ wg(+) = 11 o Po
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Probabilités de transition

Notations:
9 0 = =+ I'état d'un atome,
9 P, le projecteur sur I'état o,
@ wg(o) la distribution de Gibbs, i.e.
1 e P
wg(—) = ——— w = —\
o) = e W) = T

® Quio(p) = wp(0)Tre (1® Por)e™ ™ (p® Py)e™(1® Pyr)).
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Probabilités de transition

Notations:
@ 0 = £ I'état d'un atome,
@ P, le projecteur sur |'état o,
@ wg(o) la distribution de Gibbs, i.e.
1 e P
w2 = Teme ) = T
® Qoro(p) = wy(o)Tre (1® Por)e ™ (p® Py )™ (1@ Pyr)).
Alors
o P,(0c — ') :=Tr(Qso(p)) est la probabilité qu'un atome entre
dans I'état o et sorte dans I'état o’ sachant que la cavité est
initiallement dans I'état p.
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Probabilités de transition

Notations:
9 0 = =+ I'état d'un atome,
9 P, le projecteur sur I'état o,
@ wg(o) la distribution de Gibbs, i.e.
1 e~ B
w2 = Teme ) = T
® Qoro(p) = wy(o)Tre (1® Por)e ™ (p® Py )™ (1@ Pyr)).
Alors
o P,(0c — ') :=Tr(Qso(p)) est la probabilité qu'un atome entre
dans I'état o et sorte dans I'état o’ sachant que la cavité est
initiallement dans I'état p.
@ T,o(p) = % est |'état de la cavité aprés interaction sachant

que I'état initial est p, I'atome est entré dans |'état o et sorti dans
I'état o’
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Probabilités de transition

Notations:

9 0 = =+ I'état d'un atome,

9 P, le projecteur sur I'état o,

@ wg(o) la distribution de Gibbs, i.e.

1 e P
wo(=) = T Wa(+) = T

0 Qoro(p) = wg(o)Tre ((]1® Py )e ™ (p @ Pr)e ™ (1@ P[,/)).
Alors

o P,(0c — ') :=Tr(Qso(p)) est la probabilité qu'un atome entre

dans I'état o et sorte dans I'état o’ sachant que la cavité est

initiallement dans I'état p.

@ T,o(p) = % est 'état de la cavité apres interaction sachant
que I'état initial est p, I'atome est entré dans |'état o et sorti dans
I'état o,

@ L'état “moyen” de la cavité aprés interaction est donc

EI‘“p(Td’U(/’)) = Z TU’U(/’)P/)(U - OJ) = ﬁﬂ([))-
o,0'=+
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Une autre formulation de Lg

Fait: on peut calculer e='™H explicitement!

e™ wtN :CS(V /N) ]'e— wTN$s (LNVN) a*
€ ! —

_ie—in(N—Q—l)Sin(% \A/HIV:‘]-)Q e—in(N+1) COS(I/ /N+1)

oll ¥ = AT et via l'identification Hs ® He = Hs @ Hs.
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Une autre formulation de Lg

Fait: on peut calculer e='™H explicitement!
e N cos(vy/N) —ie_i‘”"’is'"(\yf;vm) a*
efl'TH _
- b)
s —iwT(N+1)sin(vyv/N+1)

—ie e a e 1wT(NH) cos(vy/N + 1)
oll ¥ = AT et via l'identification Hs ® He = Hs @ Hs.

= Quo(p) = VoropVy, avec

—iwTN —Bw/2_ —iwTN ¢ N
V__ = ﬁ COS(V\/ N), V_+ =& 1+:—[3w sm%) a*,
] Ziwr(N+1) sin(p/NF1 } —Bw/2, —iwT(N+1)
V+, = ?/1_5_9—[-@ ( TS )a’ V++ = % COS(V\/ N+ 1)
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Une autre formulation de Lg

Fait: on peut calculer e='™H explicitement!
i o in(vv/N
e iwrN COS(V /N) —ie IWTNM\/{)Q*
efl'TH _
- b)
_ie—in(N+1) sin(vv/N+1)

e a e wr(N+1) cos(vy/N + 1)

oll ¥ = AT et via l'identification Hs ® He = Hs @ Hs.

= Quo(p) = VoropVy, avec

—iwrN —Bw/2, —iwTN g N
V__ = ﬁ COS(V\/ N), V_+ =& 1+:—[3w sm%) a*,
) —iwT(N+1) sin(p/N+1 . —Bw/2_ —iwT(N+1)
V+, = ?/1_5_9—[-@ ( TS )a’ V++ = % COS(V\/ N+ 1)
Conclusion: Lz(p E VU 1ep V3
o,0'=
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Action de L sur les états diagonaux

Si p =" paln)(nl, alors £s() = 3" (£(p)), In)(n] avec

n

1

(Ls(0)), [P ((cosQ(u\/ﬁ) + e P cos?(vv/n + 1)) pa

+e P9 sin®(vy/n)pn_1 + sin®(vvV/n + 1)p,,+1) .
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Action de L sur les états diagonaux

Si p =" paln)(nl, alors £s() = 3" (£(p)), In)(n] avec

n

1

(Ls(0)), [P ((cosQ(u\/ﬁ) + e P cos?(vv/n + 1)) pa

+e P9 sin®(vy/n)pn_1 + sin®(vvV/n + 1)p,,+1) .

Avec (Vp)n := pn — pn—1 €t (V*p)n = pn — pnt1, On écrit

sin?(vv/N)

o o * —BwN BwN
Lg=1-V Ttro e e Ve ™,
. 2
Conclusion: p est invariant ssi %e*BHSVeﬁHSp =0.
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Action de L sur les états diagonaux

Si p =" paln)(nl, alors £s() = 3" (£(p)), In)(n] avec

n

1

(Ls(0)), [P ((cosQ(u\/ﬁ) + e P cos?(vv/n + 1)) pa

+e P9 sin®(vy/n)pn_1 + sin®(vvV/n + 1)p,,+1) .

Avec (Vp)n := pn — pn—1 €t (V*p)n = pn — pnt1, On écrit

sin?(vv/N)

o o * —BwN BwN
Lg=1-V Ttro e e Ve ™,
. 2
Conclusion: p est invariant ssi %e*BHSVeﬁHSp =0.

Deux situations:

@ Résonante: sin(vy/n) s'annule. La cavité est “divisée” en
sous-systemes indépendants de dimension finies: infinité d’états
invariants.
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Action de L sur les états diagonaux

Si p =" paln)(nl, alors £s() = 3" (£(p)), In)(n] avec

n

(Ls(e), = Hﬁ ((cosQ(u\/ﬁ) + e P cos?(vv/n + 1)) pa

+e P9 sin®(vy/n)pn_1 + sin®(vvV/n + 1)p,,+1) .

Avec (Vp)n := pn — pn—1 €t (V*p)n = pn — pnt1, On écrit
Yy
N Ie y Ien
sin“(v )ef,m/vveﬁmm.

Lg=1-V'"———e
o 1+e Pw
.2
Conclusion: p est invariant ssi %e*BHSVeﬁHSp =0.

Deux situations:
@ Résonante: sin(vy/n) s'annule. La cavité est “divisée” en
sous-systemes indépendants de dimension finies: infinité d’états
invariants.

@ Non-résonante: sin(vy/n) ne s'annule jamais. p est invariant ssi
VelHs p =0, i.e. p est I'état d’équilibre 3 température 571
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Definition

Une application ¢ sur J1(*) est dite:
@ complétement positive (CP) si ¢ ® 1 est positive sur
J1(H) @ Mn(C).
@ ergodique si pour tout p > 0, p # 0, il existe t, > 0 t.q.
exp(t,0)(p) > 0.
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Definition

Une application ¢ sur J1(*) est dite:
@ complétement positive (CP) si ¢ ® 1 est positive sur
J1(H) @ Mn(C).
@ ergodique si pour tout p > 0, p # 0, il existe t, > 0 t.q.
exp(t,0)(p) > 0.

r(¢) : rayon spectral de ¢.

Théoréme (Schrader '00)

Soit ¢ une application positive sur [Jy, ergodique et t.q. r(¢) = ||p|l1. Si
r(¢) est valeur propre de ¢ alors elle est simple et le vecteur propre
correspondant peut étre choisi > 0.
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Definition
Une application ¢ sur J1(*) est dite:
@ complétement positive (CP) si ¢ ® 1 est positive sur
J1(H) @ Mn(C).
@ ergodique si pour tout p > 0, p # 0, il existe t, > 0 t.q.
exp(t,0)(p) > 0.

r(¢) : rayon spectral de ¢.

Théoréme (Schrader '00)

Soit ¢ une application positive sur [Jy, ergodique et t.q. r(¢) = ||p|l1. Si
r(¢) est valeur propre de ¢ alors elle est simple et le vecteur propre
correspondant peut étre choisi > 0.

Remarque

Si ¢ est CP et préserve la trace alors r(¢) = ||¢]1 = 1.
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Z Voo - V3, est CP.
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Z Voo - V3, est CP.

Z o Voro = 1 = Lg préserve la trace.

0'(7—
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

Z Voo - V3, est CP.

Z o Voro = 1 = Lg préserve la trace.

O'U—

Une application ¢ = V- Vi CP sur J1(H) est ergodique ssi
Vi) # 0 € H est cyclique pour A I'algébre engendrée par les V.
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Le cas non-résonant: thermalisation de la cavité

o Lg= Z Voo - V3, est CP.
Z Voo = 1 = Lg préserve la trace.

Une application ¢ = V- Vi CP sur J1(H) est ergodique ssi
Vi) # 0 € H est cyclique pour A I'algébre engendrée par les V.

Théoreme

Dans le cas non-résonant, Zﬁ_le*fg""s est I'unique état invariant de Lg.

Corollaire

Pour tout état initial p,

N—
lim E 1 e PAHs
N—oo N
n=0
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Fluctuations d'entropie

Si un atome entre dans |'état o et sort dans I'état ¢/, la variation

d'énergie dans la cavité est “’(”2_”
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Fluctuations d'entropie

Si un atome entre dans |'état o et sort dans I'état ¢/, la variation

d'énergie dans la cavité est “’(”2_”

Production d'entropie aprés n interactions:

. 1 — oK — O
OIS SR
k=1
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Fluctuations d'entropie

Si un atome entre dans I'état(a e'g)sort dans I'état ¢/, la variation
o—0

d’'énergie dans la cavité est “’T
Production d'entropie aprés n interactions:

Ep,(,5") Zﬁ

ol & = (op)n.
La production d'entropie moyenne est alors

E—p” = Z Epn(5’ 5/) PP(Jl - Ji) o -PTafﬁﬂn—lo"'OTuial(p)(Un - 01/7)
7 =P, (5,5")
= ]Epp.n(Epn)'
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Fluctuations d'entropie

Si un atome entre dans |'état o et sort dans I'état ¢/, la variation
d'énergie dans la cavité est “’(”2_” )
Production d'entropie aprés n interactions:

Ep,(,5") Zﬁ

ol & = (op)n.
La production d'entropie moyenne est alors

E—p” = Z Epn(5’ 5/) PP(Jl - Ji) o -PTafﬁﬂn—lo"'OTuial(p)(Un - 01/7)
7 =P, (5,5")
= ]Epp.n(Epn)'

On s'intéresse aux fluctuations de la production d’entropie.
= On étudie

1
e(@) := lim =logEp,  (e*"Pr).
n—oo N ’

+ théoréme de Gartner-Ellis = principe de grandes déviations.
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La fonction génératrice pour |'entropie

En utilisant
o ]P)pm(&v 5'/) =Tr (Qc,;g" 0---0 Qoigl(p)),
® Qoio(p) = VoropVyis,
@ Pour tous o,0” et v: exp(—v(0! — 0)/2)Viro = NV, 1677V,

L. Bruneau Thermalisation et fluctuations dans une cavité harmonique quantique



La fonction génératrice pour |'entropie

En utilisant
o ]P)pm(&v 5'/) =Tr (Qc,;g" 0---0 Qoigl(p)),
0 Quol(p) = VoropVyiy,
@ Pour tous o,0” et v: exp(—v(0! — 0)/2)Viro = NV, 1677V,
on peut écrire
Eg,, (¢*"Pr) = Tr(Lj o(p))

ol Lg o = e*PHs Lge=abHs,
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La fonction génératrice pour |'entropie

En utilisant
o ]P)pm(&v 5'/) =Tr (Qc,;g" 0---0 Qoigl(p)),
® Qoio(p) = VoropVyis,
@ Pour tous o,0” et v: exp(—v(0! — 0)/2)Viro = NV, 1677V,

on peut écrire
Eg,, (¢*"Pr) = Tr(Lj o(p))

ol Lg o = e*PHs Lge=abHs,

= On doit étudier lim %Iog(Tr(ﬁg’a(p))) = e(a).
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La fonction génératrice pour |'entropie

En utilisant

9 ]P)pm(&v §)="Tr (Qc,;g" 0---0 Qoigl(p)),

0 Qoo(p) = VorapVy,,

@ Pour tous o,0” et v: exp(—v(0! — 0)/2)Viro = NV, 1677V,
on peut écrire

Ep,, (e*"P) = Te(Lj o (p))
ol Lg o = e*PHs Lge=abHs,
= On doit étudier lim = log(Tr (L} o (p))) = e(a).

Résultat: e(a) existe et ’:/;Si 8! On est a I'équilibre: pas de production
d’entropie.
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Cas de 2 faisceaux

On envoie alternativement des atomes a température ﬂl_l et 62_1.

L. Bruneau Thermalisation et fluctuations dans une cavité harmonique quantique



Cas de 2 faisceaux

On envoie alternativement des atomes a température ﬂl_l et 62_1.
Il faut cette fois étudier

im = log Tr(Ls, o Lsr.alp))

n—oo N

avec [y = (1 si k impair et B = [ si k pair.

L. Bruneau Thermalisation et fluctuations dans une cavité harmonique quantique



Cas de 2 faisceaux

On envoie alternativement des atomes a température ﬂl_l et 62_1.
Il faut cette fois étudier

im = log Tr(Ls, o Lsr.alp))

n—oo N

avec [y = (1 si k impair et B = [ si k pair.
Résultat:

Q e(a) existe.
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Cas de 2 faisceaux

On envoie alternativement des atomes a température ﬂl_l et 62_1.
Il faut cette fois étudier

o1
im ~0g TH (L0~ £5,.0(0))
n—oo
avec [y = (1 si k impair et B = [ si k pair.
Résultat:

Q e(a) existe.

@ Dans le cas résonant (ou S de dimension finie), on a
e(a) = e(1 — a): c'est la symétrie de Gallavotti-Cohen. Ca
correspond a

]P)P;H(Epn = 77) ~ e
]P)/%"(Epn = _77)
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