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Loi de Bernoulli

> Soit p € [0,1]. On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p,
et on écrit X ~ B(1,p), si I'image de X est {0,1} et

P{X=0}=1-p
P{X=1}=p

> Propriété : Soit (2, F,P) un espace de probabilité, et soit A€ F un
événement. Alors X =1, suit une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Exercice: Calculer E[ X"] pour tout n e N*, ainsi que la variance de X.
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Loi binomiale

> On se donne ne N*, pe[0,1], et Xi,..., X, des variables aléatoires
indépendantes, toutes de loi B(1,p). Alors S, = X1 +---+ X, suit une
loi binomiale de paramétres (n, p). On écrit S, ~ B(n, p).

> OnaP{S, =k} :pk(l—p)”’k(Z) pour k=0,...,n.

Preuve combinatoire :

Preuve par la fonction génératrice:

Espérance et variance:
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Approximations de la loi binomiale

> On suppose que S, ~ B(n,p) pour un p€]0,1[. Alors

converge en loi lorsque n — oo vers une variable de loi normale centrée
réduite [de Moivre et Laplace].

¢ Sn—np

C'est un cas particulier du théoréme limite central.

> On suppose que S, ~ B(n, p,) avec

lim np,=A>0

n—oo

Alors S, converge en loi vers une variable de loi de Poisson de
paramétre \.
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La loi de petits nombres

En 1898, Ladislaus Bortkiewicz nota que la loi de Poisson décrivait bien les
événements rares dans de grandes populations. |l cite notamment comme
exemple le nombre de décés annuels par suite de ruade de cheval dans la
cavalerie prussienne, qui suit de prés une loi de Poisson de paramétre
A=0.61:

Nombre k de décés 0 1 2 3 4 ‘
Corps de cavalerie avec k déces 109 65 22 3 1
200-P(0.61; k) | 108.67 66.28 20.21 4.11 0.63

(la valeur A = 0.61 correspond au nombre moyen de décés par corps).
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Convergence vers la loi de Poisson

Proposition

Soit {pn}ns0 une suite telle que lim,_.o np, = A > 0. Alors, pour tout
k e N,

k
kg k(M) A A
lim pp (1= pn) (k)—e :
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Un résultat de convergence amélioré

Proposition
Soit X une variable aléatoire de loi binomiale B(n, p) et Y une variable
aléatoire de loi de Poisson P(np). Alors pour tout A c N,

IP{X € A} ~P{Y € A}| < np?
De plus, pour toute fonction f : N — [-M, M],

[E[f(X)] -E[f(Y)]| < Mnp?
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Le théoreme de de Moivre—Laplace

Théoréme [De Moivre-Laplace]

Si S, suit la loi binomiale de paramétres (n, p), alors

Sn=(S,—np)/r/np(1 - p) satisfait

b e_X2/2

lim P{asﬁnsb}zf N dx
n—oo a T

pour tout intervalle [a, b] c R.
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