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Lecon 423 : Exemples d’utilisation des théoremes de con-
vergence dominée et de convergence monotone
Rappels de théorie

Voici les énoncés des théoremes de convergence monotone et dominée figurant au
programme de l’agrégation interne (Section 9.8).

Théoreme 1 (Théoreme de convergence monotone). Soit ( f,,)n>0 une suite croissante
de fonctions intégrables, convergeant simplement sur I vers une fonction f continue
par morceaux sur I. Alors f est intégrable sur I si, et seulement si, la suite des
intégrales des f, est majorée ; en ce cas, I'intégrale de f est la limite de celles des f,.

Théoreme 2 (Théoréme de convergence dominée). Soit (f,)n>0 une suite de fonc-
tions a valeurs complexes convergeant simplement sur I vers une fonction f continue
par morceaux sur I. Si la suite des modules des f,, est majorée par une fonction g
intégrable sur I, alors f est intégrable sur I et son intégrale est la limite de celles
des f,.

Exercices

Exercice 1. A ’aide du théoréme de convergence monotone, calculer
n n
. € —
lim (1 + ) e 2 dx .

Exercice 2 (Fonction Gamma).

1. Soit ~
I'(n) :/ t" et dt
0

la fonction Gamma d’Euler. Montrer que
I'(n+1) =nl'(n)
pour tout n € N. Calculer I'(1), et en déduire que
'n+1)=n! VneN.
2. Montrer, a I’'aide du théoreme de convergence dominée, que
lim ! <1 - $>n:xm dz = m!
n—oo J, n

pour tout m € N.
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Exercice 3 (Formule de Stirling).

1. Al'aide du changement de variables t = n + y/ns, trouver une suite de fonctions
fn : R = R, continues par morceaux, telles que

I‘(n—l—l):n”e_"\/27m/oO fn(s)j; Vn e N.
o T

2. Al'aide d’un développement limité de In(f,), calculer

lim_f,(s)

n—oo
pour tout s € R.
3. Soit

e—s°/6 sis<1,
I =) 12 g5

Montrer que f,(s) < g(s) pour tout n > 1 et tout s € R, et que g est intégrable
sur R.

4. En appliquant le théoreme de convergence dominée, calculer

tim [ ()2
oo | T o
5. En déduire la formule de Stirling :
n!

lim ————=1.

n—o0 =" /27N

Exercice 4 (Fonction génératrice).
Soit X une variable aléatoire a valeurs positives, de densité f. Pour s < 0, on
définit sa transformée de Laplace par

L(s) = /Oooesx f(x)dz :E(eSX) .

Soit £ > 1. A l’aide du théoréme de convergence monotone, montrer que si X admet
un moment d’ordre k, alors
E(X*) = lim L®
(X*) = lim L™(s)

ou L) est la kieme dérivée de L.



