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Lecon 438 : Dénombrement et combinatoire. Complément

Nombre de permutations sans point fixe

Soit E = {1,2,...,n} pour un n € N* fixé. Il existe exactement n! bijections de E
dans lui-méme, ce sont les permutations de E. Notons &,, I’ensemble de ces permuta-
tions. On souhaite montrer que le nombre de permutations sans point fixe de E (aussi
appelées dérangements de E) est égal a

e (DR
Dn—n!z I
k=0

Pour ¢ € E, notons
S;={c€Gy:0(i) =1}
I’ensemble des permutations fixant ;. I’ensemble
S1USU---US,

est ’ensemble des permutations fixant au moins un élément de E. Si nous écrivons
|A| pour le cardinal d'un ensemble fini A, nous avons donc

Dyp=|6n] = [S1USU---USy| =nl—[S1USU---US,|.
Nous allons nous servir du résultat suivant.

Proposition 1 (Principe d’inclusion-exclusion). Soient S1,...S,, des sous-ensembles

finis d’un méme ensemble £. Alors
n

1SSUS U US| = YIS = 3 1sinsg|+ Y |sinsinS] ...

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
+ (=DM Si N NS, .

Démonstration. Par récurrence sur n. L'initialisation est faite pour n = 2, ou l'affir-
mation se réduit a la relation bien connue

|S1U S| = [S1| 4 [S2| = |S1n 82| -
L'hérédité est basée sur I’écriture
|S1 U USpy1| = |(S1U--USp) USpy]
=[S1U---USn|+ [Sns1| = [(S10 Spg1) U+ U (Sp N Sny1)|
a laquelle on applique 'hypothese de récurrence. O
Observons alors que si i1,...,i; € E sont tous différents, alors
|Si, NN S| = (n—k)!

puisqu’il s’agit des permutations fixant les k£ éléments donnés, et qu’on peut permuter
comme on veut les n — k éléments restants. Il suit que

S sy n-ns,| = (Z)(n—k)!:z:.

1<t << <n

Le résultat vient en combinant cette égalité avec le principe d’inclusion-exclusion.



