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Lecon 241. Diverses notions de convergence en analyse et en
probabilités. Exemples

Corrigé partiel des exercices
Exercice 2.

1. Pour tout x > 0 on a

lim fp(z) = lim f(nz)= lim f(y)=0.

n—00 n—00 Yy—00

Par ailleurs, f,(0) = f(0) = 0 pour tout n € N. Il suit que f,, converge simplement
vers 0 sur Ry = [0, o0].
Soit
M = sup |f(z)] .
zeR
Par hypothese, M est non nul. La continuité de f implique qu’il existe au moins un
xo €]0, 00| tel que |f(zo)] = M. Pour tout n € N*,

sup [ fn(z)| = sup |f(nz)| = sup [f(y)] = |f(zo)| = M .

zeR4 reR4 yeR
Par conséquent, f,, ne converge pas uniformément vers 0.

2. Un raisonnement analogue a celui du cas précédent montre que g, converge simple-
ment vers 0. Par ailleurs,

f(nz) 1 M
sup |gn ()| = sup = —sup |f(y)| = —.
zeR4 zeR4 n yeR L n
Comme % converge vers 0 lorsque n — co, g, converge uniformément vers 0.

3. hy, converge simplement vers 0, mais pas uniformément puisque |h,(nzo)| = M pour
tout n € N*.

4. k, converge simplement et uniformément vers 0.

Exercice 3.

1. Une condition nécessaire pour que la série de terme général wu,, soit convergente est
que

HILH;O up(z,a) =0.

Si z < 0, le fait que e > (—na)*/k! pour tout k& € N* montre que u,, ne converge
pas vers 0, donc la série ne peut converger. Il suffit donc de considérer les cas ou
z > 0.

Si x> 0, alors

. Un_t,_l(.’L',CL) . —x 1\ —x
lim —————= = lim e *(1+—] =e*€|0,1].
n

Le critére de d’Alembert montre que la série converge pour tout a € R.
Sixz =0, alors up,(0,a) = 1/n® et le critére de Riemann montre que la série converge
si et seulement si a > 1.
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2. On a uy(x,0) = e ™ qui est une fonction décroissante. Pour tout § > 0,

sup  up(x,0) = 1, (5,0) = e .

x€[d,00]

La série de terme général e~™° étant convergente si & > 0, on en conclut que la série

(un)nen converge normalement, donc elle converge aussi uniformément. Il s’agit en
fait d’'une série géométrique de raison e~*, dont la somme vaut pour tout = > 0

fole) = Yoy = =S =

1—e? e’
n=1

Remarquons que fy diverge en z = 0.

3. La série de terme général u,(z,1) = %e* * est normalement et uniformément con-

vergente sur tout intervalle [d, 00[ avec § > 0. Par conséquent, sa somme fi(x) est
dérivable pour tout x > 0, et sa dérivée vaut

n

—x

A =3 2 1) = Yo e ) = —fola) =

n>1 n>1 1—e™®
Il suit que
filx) =—log(l —e™™) +c

pour une constante ¢ € R. Par ailleurs on vérifie que lim,_, fi(z) = 0, ce qui
implique ¢ = 0. On remarque que

lim fi(z) = +o0.

(E—>0+

4. La série de terme général u,(z,2) = n—ge_m est sommable pour tout z > 0, et

uniformément convergente sur tout intervalle [0, c0[ avec 6 > 0. Notons fa(x) sa
somme. En particulier,

RO=Y 5 =c) ="
n=1

Un raisonnement analogue a celui du point précédent montre que pour tout z > 0,

fo(@) = —fi(z) =log(1 —e™")
ce qui implique que pour tout z > 0 on a

7T2 T
fo(x) = a +/ log(1—e™¥)dy .
0
Comme e™¥ > 1 —y pour tout y € R, on a |log(1l —e™¥)| < |logy| pour y > 0. Or la
fonction log est intégrable en 0+, ce qui montre que fs est bien définie sur tout R,..
De plus, f2 est continue sur [0, 0o et dérivable sur ]0, oo.
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Exercice 4.

1. La variable aléatoire X,, prend les valeurs 0 et n*/?, et comme la mesure de Lebesgue
de [0,1/n] vaut 1/n, sa loi est donnée par
1 1

P{X, =n'/?} = P{X,=0}=1-—.

n

(a) La fonction de répartition de X,, vaut

0 sit<O0,
Fut)=P{X,<t}=<1-1 sio<t<nl/?,
1 sit>nl/P,

Lorsque n — oo, F,(t) converge simplement vers la fonction indicatrice F(t) =
Lt>0y, qui est également la fonction de répartition d’une variable aléatoire
identiquement nulle. Par conséquent, X,, converge en loi vers 0.

(b) Pour tout € €]0,1[ et tout n € N*, on a
1
P{|X,| > ¢} =P{X, =n'/P} = .
n

Par conséquent, X,, converge vers 0 en probabilité lorsque n — co.

(c) Comme
E(|XnP) = [n'/?PPP{X, =n'/P} =1,

X, ne converge pas vers 0 dans LP lorsque n — co. En revanche, si ¢ < p alors

1
: 7 = | 1/p|q =n'/P) = lim ——— =
M B ) = i I PP = ) = i S =0

et par conséquent X,, converge vers 0 dans L9.
(d) On a
lim X, (w)=0 & w €]0,1] .

n—oo
En effet, si w €]0, 1], alors X,,(w) = 0 pour tout n > 1/w, alors que X,,(0) = n'/?
pour tout n. Comme P(]0,1]) = 1, il suit que X,, converge presque stirement
vers 0.

2. Sin = 2"+ k, comme la mesure de Lebesgue de [k27™, (k+1)27™] vaut 2~™, la loi
de X, est donnée par

P{X,=1}=2"", P{X,=0}=1-2"".
Autrement dit, X, suit une loi de Bernoulli de parametre 27",

(a) La fonction de répartition Fy,(t) = P{X, < t} de X, converge vers g0
lorsque n — co. Par conséquent, X,, converge en loi vers 0 lorsque n — co.
Remarque : Si X, prend ses valeurs dans Z (ou un ensemble discret fixé F),
alors on vérifie que X,, converge en loi vers X si et seulement si P{X, = k}
converge vers P{X = k} pour tout k € Z (respectivement tout k € E).
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(b) Pour tout € €]0,1[, on a P{|X,,| > ¢} = P{X,, = 1} = 27™. Lorsque n — oo,
on a également 27™ — oo. Par conséquent, X,, converge vers 0 en probabilité.

(c) Pour tout p > 0, E(|X,,|P) = 1PP{X,, = 1} = 27™. 1l suit que X,, converge
vers 0 dans LP.

(d) Pour tout w € [0, 1], on peut construire une sous-suite (ng)¢>1 tendant vers
+00, telle que X,,,(w) = 1 pour tout ¢ > 1, ainsi qu'une sous-suite (1my)s>1
tendant vers +oo, telle que X, (w) = 0 pour tout £ > 1 (par exemple si w = 0,
il suffit de prendre n, = 2¢ et my, = 241 — 1). 1l suit que la suite (X, (w))n>1
ne converge pour aucun w, et donc que X,, ne converge pas presque siirement.

Exercice 5.
1. Pour tout € > 0 on a
0 < P{|X,|>e} <P{X, 21} =P{X,, >0} .

Par conséquent, la condition lim,,_ ]P’{Xn > O} = (0 implique la convergence en
probabilité de X,, vers 0. Réciproquement, si X,, converge vers 0 en probabilité,
alors P{X,, > 0} = P{|X,| > 1} converge vers 0 lorsque n — oc.

2. Soit A, 'événement {X, > 0}. Si la série des P(A4,,) converge, alors le lemme de
Borel-Cantelli implique que

P(lim sup An> =0.

n—o0

Par conséquent,
P{vn>0,Im>n: A, #0} =0,

donc
P{In>0,Ym=2n: A, =0} =1,

ou encore
P{3n>0,Vm>n: X, =0} =1.

Ceci revient a dire que X,, converge presque stirement vers 0.

La réciproque est fausse. Prenons par exemple = [0,1], muni de la tribu des

Boréliens et de la mesure de Lebesgue. Alors X, (w) = 1j,1/y)(w) suit une loi de

Bernoulli de parametre 1/n. Par conséquent, X,, converge presque sirement vers 0,

alors que la série des P{X,, > 0} diverge.

3. L’une des implications a déja été montrée a la question précédente. Il reste a montrer
que la convergence presque stre de X, vers 0 implique la convergence de la série.
Nous allons montrer la contraposée. Pour cela, supposons que la série de terme
général P{X,, > 0} diverge. Par la seconde partie du Lemme de Borel-Cantelli, si
A, =1{X, >0}ona

]P’(lirn sup An> =1.
n—oo
Cela revient a dire que

P{Vn}l,ﬂm}n:Xm>0}:1.

Comme X,, € N, ceci implique que X,, ne converge pas presque surement vers 0.
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4. (a) Si p, = 1/n?, alors E(|X,|) = 1/n?, donc X,, converge vers 0 dans L'. De
méme X,, converge vers 0 en probabilité et presque strement (car la série de
terme général 1/n? converge).

(b) Si p, = 1/n, alors E(|X,,|) = 1/n, donc X,, converge vers 0 dans L. De plus,
X, converge vers 0 en probabilité par le point 1. Comme la série harmonique
diverge, si les X, sont indépendantes alors par le point 3. X,, ne converge pas
presque surement vers 0. Si les X,, ne sont pas indépendantes, on ne peut pas
conclure.

5. (a) Si\, =1/n,alors E(|X,|) = 1/n et P{X,, >0} =1—e~'/" donc X,, converge
vers 0 dans L! et en probabilité. En revanche, comme 1 — e~ /™ est équivalent
a 1/n lorsque n — oo et que la série harmonique diverge, X,, ne converge pas
vers 0 presque strement si les X, sont indépendantes.

(b) Si A, = 1/n2, alors E(|X,|) = 1/n% et P{X,, > 1} = 1—e~ /" Par conséquent,
X,, converge vers 0 dans L' et en probabilité. De plus, comme 1 — e~/ n? est
équivalent & 1/n? lorsque n — 0o, X,, converge presque siirement vers 0.

6. Dans ce cas, E(|X,|) = n?a, et P{X,, > 0} = a,,. Par conséquent, on trouve que

(a) Si a;, = 1/n, alors X,, converge vers 0 en probabilité, mais pas dans L' (car
E(]X,|) = n pour tout n). De plus, si les X,, sont indépendantes, alors X,, ne
converge pas vers 0 presque stirement.

(b) Si a,, = 1/n?, alors X,, converge vers 0 en probabilité et presque siirement,
mais pas dans L' (car E(|X,|) = 1 pour tout n).

(c) Si o, = 1/n3, alors X,, converge vers 0 en probabilité, dans L' et presque
stirement.

Exercice 6.
1. On a P{|X,| > ¢} = P{X,, > ¢} = e "¢, Par conséquent,

X, — 0 en probabilité & lim A\, = +o0.

n—oo

2. Soit p > 0. Alors

o0 1 oo
E(|X,[P) = / 2P\, e M dg = N yPe Ydy .
0 An 0
L’intégrale est convergente (c’est une fonction Gamma). Il suit que

X,, — 0 dans L? & lim A\, = +o0.
n—oo

3. Soit A, = {X,, > e,}. Alors la série de terme général P(A,,) converge, donc par le
lemme de Borel-Cantelli, X,, converge presque sturement vers 0.

4. Soit A, = {X,, > 1}. Le second lemme de Borel-Cantelli permet de conclure.

5. (a) A\, =n?: X, converge vers 0 en probabilité, dans LP pour tout p > 0 et presque
strement (en prenant e, = 1/n).
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(b) A\, =n: X, converge vers 0 en probabilité, dans LP pour tout p > 0 et presque
strement (en prenant €, = 1/4/n; on montre que la série de terme général e Vn

converge en la comparant a l'intégrale de e_ﬁ).

(¢) A\p =logn : X, converge vers 0 en probabilité et dans LP pour tout p > 0. Si
les X,, sont indépendantes, on n’a pas convergence presque sire.

Exercice 7.

1. On a

00 o—a?/207 00 o—y?/2
P Xyp| >ep =2 ——dx = 2/ —d
{1l > e} e \/2mo2 efon V2T

oo ye—y2/2

1
V2T a /2w a

valable pour tout a > 0, permet de conclure

L’inégalité

2. Comme pour tout € > 0 fixé, e~ */207, converge vers 0 si et seulement si o, converge
vers 0, on a

X, — 0 en probabilité & lim o, =0.

n—o0

3. Pour tout p > 0, on a

0o g—1?/207 o o—y?/2
E(|Xn|P) =2 ; 2P ———dx = 202/0 y? dy .

\2mo? V2

L’intégrale est convergente (c’est le moment d’ordre p d’une loi normale standard).
Par conséquent,

X, — 0 dans L? & lim o, =0.

n—oo
4. Méme raisonnement qu’a l’exercice 6, en prenant A,, = {|X,| > ¢}.
5. Méme raisonnement qu’a ’exercice 6, en prenant A4, = {|X,,| > 1}.

6. (a) o, = 1/n : X, converge vers 0 en probabilité, dans LP pour tout p > 0, et
presque strement (on prend &, = 1/y/n).
(b) on =1/y/logn : X, converge vers 0 en probabilité et dans LP pour tout p > 0.
Comme pour tout a > 1,

P{|X,| > 1} = \F/ o2 4g
\/>/ —a? log( n)/2d$— \/>((1—1) a?/2 ’

on obtient une série divergente & condition que a < v/2. Par conséquent, si les
X, sont indépendantes, il ne peut y avoir convergence presque stire.



