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Lois discretes usuelles

1. Loi uniforme sur {1,...,n} : X ~Ug  ny, n € N*.
Définition de laloi : P{X =k} = L pour k € {1,...,n}.
2_ ba? 1—2n
E(X) = 21, Var(X) = 251, B(2X) = stz = 2022,
Exemple : résultat d’un dé non pipé (n = 6).
2. Loide Bernoulli : X ~ B(1,p), 0 <p < 1.
Définition de laloi: P{X =1} =p, P{X =0} =1 —p.
E(X) = p, Var(X) = p(1 - p), E(z*) =pz + 1 —p.
Exemples : expérience de Bernoulli avec probabilité de succes p.

Obtenir un 6 en lancant un dé (p = %).

3. Loi binomiale : X ~ B(n,p),n € N*, 0 <p < 1.
Définition de la loi : P{X = k} = (})p*(1 — p)"~* pour k € {0,...,n}.
E(X) = np, Var(X) = np(1 —p), E(zX) = (pz +1 — p)™.
Exemple : nombre de succés dans une expérience de Bernoulli de longueur n
avec probabilité de succes p.

4. Loi géométrique : X ~ G(p), 0 < p < 1.
Définition de la loi : P{X = k} = p(1 — p)*~! pour k € N*.
E(X) = 3, Var(X) = &£, E(z¥) = =F5
Exemple : premier succes dans une expérience de Bernoulli de longueur infinie
avec probabilité de succes p.

Propriété : P{X > n + k|X > n} =P{X > k} (absence de mémoire ou Markov).

5. Loi de Poisson : X ~ P(\), A > 0.
Définition de la loi : P{X = k} =™ ;\g—’f pour k € N.
E(X) =\, Var(X) =\, E(z¥) = M=),
Propriétés : Limite de la loi B(n, p,) avec np,, — A pour n — oo.

La somme de deux v.a.r. indépendantes de lois P()) et P(u) suit une loi P(A+p).
6. & Loi hypergéométrique : X ~ H(N,n,K), N eN, n,K € {0,...,N}.
(i) Cr)
Définition de la loi : P{X = k} = 32—~
pour k € {max{0,n+ K — N},... ,minr{Ln,K}}.
E(X) = n%, Var(X) = n% (1- %) %:’f,
E(zX) s’exprime a I'aide d’une fonction hypergéométrique.

Exemple : nombre de succes lors de n tirages sans remise dans une urne avec
N éléments dont K succes.
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Lois a densité usuelles

1. Loi uniforme sur [a,b] : X ~Uj,p, a <b€ER.

Densité : fx(t) = ﬁ]l[a,b} (t).
b—a)? . ith _ Lita

E(X) = %52, Var(X) = Cpgh, B(elX) = <5757
Exemple : aiguille de Buffon.

2. Loi exponentielle : X ~ E(X), A > 0.
Densité : fx(t) = Ae M 1.
E(X) = %, Var(X) = &5, E(e'¥) = 2.
Propriétés : P{X >t} = e * pourt > 0.
P{X >t+s|X >t} =P{X > s} (absence de mémoire ou Markov).

3. Loi normale ou gaussienne : X ~ N(m,0?), m € R, 02 > 0.
T — 1 —(t=m)?/(207)
Densité : fx(t) Tonsz © .
; ; 242
E(X) = m, Var(X) = 02, E(eltX) = elmt—o"t°/2,
Propriétés : Théoreme Central Limite.
Une somme de v.a.r. gaussiennes suit une loi gaussienne.

4. Loi Gamma : X ~ v(p,A), p>0, A > 0.
Densité : fx(t) = F)E];)tp_l e M.
E(X) =2, Var(X) = &, E(e'™) = (25)".

Propriété : Sip € N*, loi de la somme de p v.a.r. indépendantes de loi £(\).
5. Loi du Chi-deux : X ~ x?(n), n € N*.
Densité : fX (t) - mtn/Z_l e_t/2 ]].t>0.
E(X) = n, Var(X) = 2n, E(e'*X) = (1 — 2it)""/2,
Propriétés : Loi de la somme des carrés de n v.a.r. indépendantes de loi A/(0,1).

Théorémes de Fisher (variance empirique) et de Pearson (test d’adéquation a
une loi).

6. Loi de Cauchy :
Densité : fx(t) = m
Pas d’espérance, pas de variance. E(e'tX) = eI,
Propriété : Une somme de v.a.r. de Cauchy suit une loi de Cauchy.

X Exemple : Lieu de passage d’'un mouvement Brownien 2D par une droite.

7. Loi de Pareto :
Densité : fx(t) = m=rli>1, @ > 0.
E(X):%Sla> l,Var(X):msia>2,
E(e'X) = a(—it)*T(—a, —it).
Exemple : modélise certains événements a “queues lourdes” (tremblements de
terre).
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Rappels de théorie

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé.

3

Une fonction X : Q — R est une variable aléatoire réelle (v.a.r.) si elle est
mesurable (F-B-mesurable), c-a-d si pour tout borélien B C R, l'image ré-
ciproque X 1(B) = {w € Q: X(w) € B} appartient a la tribu F.

Si Q est un ensemble dénombrable et F = P(12), alors toute fonction X : @ — R
est mesurable.

SiQ=Ret X :R — R est continue, alors elle est mesurable.

Si X est une variable aléatoire réelle, on définit sa loi par P{X € B} = P(X1(B))
pour tout borélien B C R.

La fonction de répartition de X est définie par Fx(t) = P{X < t} pour tout
t € R. On dit que Fx est absolument continue de densité fx s’il existe une
fonction fx : R — R,, d’'intégrale 1, telle que

Fx(t):/t fX(x)dx VieR.

Dans ce cas, on dit que fx est la densité de (la loi de) X.

Si 2 est dénombrable, alors son espérance est définie par I’'une ou l’autre des
deux expressions équivalentes

E(X)= Y aP{X=z}=) X(wP({w}).

zeX () weN

Si Q est infini, on demande que les séries convergent absolument. Pour une
fonction ¢ : R — R, on définit

E(p(X)= ) e@P{X=a}=2) o(Xw)P{w}),

zeX(Q) wel

toujours a condition que les séries convergent absolument.

Si X admet la densité fx et que |z|fx(x) est intégrable, on définit 1’espérance
de X par
o0
E(X) = / zfx(x)dx .
—0o0
On définit de maniere analogue E(p(X)) pour toute fonction ¢ : R — R telle que
|o(2)|fx (x) soit intégrable par l'intégrale de (z) fx (z).

La variance de X est définie par Var(X) = E([X — E(X)]?). La variance existe si
et seulement si E(X?) existe, et alors elle est égale a Var(X) = E(X?) — E(X)2.
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Exercices

Exercice 1 (Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson). On suppose que
pour tout n € N*, X,, suit une loi binomiale #(n, A\/n) pour un A €]0, 1] fixé. Montrer
que pour tout k£ € N,

lim P{X, =k} =P{Y =k}

n—oo

ou Y suit une loi de Poisson Z2()\).

Exercice 2 (Propriété de Markov de la loi exponentielle). Montrer que si X suit une
loi exponentielle &()\), alors

P{X>z+t|X>a}=P{X >t} Vz,t>0.

Exercice 3 (Fonction de comptage du processus de Poisson). g
Soient Z1,...,Z, des variables indépendantes, identiquement distribuées (i.i.d.) de
loi exponentielle &(\). Pour k = 1,...n, on pose

k k
Xp=)Y Z Ni(t) = Lixicry -
i=1

i=1
1. Déterminer la loi conjointe de (X,...,X,).
Que vaut P{X; < Xy < -+ < X, }?

2. Déterminer la loi conjointe de (X1,..., X,,_1) (marginale par rapport a X,,), puis
la loi conjointe de (X;,...,Xy) pourtout k =2,...,n— 2.

3. Déterminer la loi conjointe de (Xa, ..., X}) (marginale par rapport a X;), puis la
loi conjointe de (X;,..., X;) pourtout! =3,...,k— 1.

4. Montrer que P{N,,(t) = k} = P{Xy <t, Xp41 >t}pourk=1,...,n— 1.

5. Déterminer la loi de N, (t), puis celle de lim,,_,o, N, (%).



