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Martingales et calcul stochastique

Corrigé de l’examen du 7 janvier 2013

Problème 1 (3 points)

1. On a

E
(
Yn+1

∣∣ Fn) = E
(
f(Xn + Un+1)

∣∣ Fn) =
1

2π

∫ 2π

0
f(Xn + r ei θ) dθ .

Par conséquent, Yn est une sous-martingale si f est sous-harmonique, une surmartin-
gale si f est surharmonique, et une martingale si f est harmonique.

2. Si f est la partie réelle d’une fonction analytique, le théorème de Cauchy s’écrit

f(z) =
1

2π i

∫
C

f(w)

w − z
dw

où C est un contour entourant z. En prenant un contour de la forme w = z + r ei θ,
avec 0 6 θ < 2π, on obtient que f est harmonique, donc que Yn est une martingale.

Problème 2 (4 points)

1. Comme

f(Y ) = 1{Y <c}f(c) + 1{Y >c}

∫ Y

c
f ′(λ) dλ 6 f(c) +

∫ ∞
c

1{λ<Y }f
′(λ) dλ ,

on obtient, en prenant l’espérance,

E
(
f(Y )

)
6 f(c) +

∫ ∞
c

P
{
Y > λ

}
f ′(λ) dλ .

2. Pour tout M > 1 nous pouvons écrire

E
(
Xn ∧M

)
6 1 +

∫ ∞
1

P
{
Xn ∧M > λ

}
dλ .

Par l’inégalité de Doob,∫ ∞
1

P
{
Xn ∧M > λ

}
dλ 6

∫ ∞
1

1

λ
E
(
Xn1{Xn∧M>λ}

)
dλ

=

∫ ∞
1

1

λ

∫
Ω
X+
n 1{Xn∧M>λ} dP dλ

=

∫
Ω
X+
n

∫ Xn∧M

1

1

λ
dλ1{Xn∧M>1} dP

=

∫
Ω
X+
n log+(Xn ∧M) dP

= E
(
X+
n log+(Xn ∧M)

)
6 E

(
X+
n log+(X+

n )
)

+
1

e
E
(
Xn ∧M

)
.

Il suit que (
1− 1

e

)
E
(
Xn ∧M

)
6 1 + E

(
X+
n log+(X+

n )
)
.

Le résultat s’obtient en faisant tendre M vers l’infini, et en invoquant le théorème de
convergence dominée.



3. Pour une variable Y intégrable, on a nécessairement

lim
M→∞

E (Y 1{Y >M}) = lim
M→∞

[
E (Y )− E (Y 1{Y 6M})

]
= 0

en vertu du théorème de convergence monotone. Comme par ailleurs

|Xn|1{|Xn|>M} 6 Y 1{Y >M}

pour tout n, le résultat suit en prenant le sup puis l’espérance des deux côtés.
4. Soit Y = supn|Xn|. On a Y 6 X+

n + X−n , où X−n = supn(−Xn). Alors le résultat
du point 2. implique E (Y ) < ∞, et le point 3. montre que que la suite des Xn est
uniformément intégrable. Le théorème de convergence L1 permet de conclure.

Problème 3 (4 points)

1. Par variation de la constante,

Xt = x e−t +σ

∫ t

0
e−(t−s) dBs .

2. Donner le générateur infinitésimal L de Xt.

L = −x d

dx
+
σ2

2

d2

dx2
.

3. En admettant que τ est fini presque sûrement, la formule de Dynkin implique que
h(x) = E x(1a(Xτ )) satisfait le système

−xh′(x) +
σ2

2
h′′(x) = 0 pour a < x < b ,

h(a) = 1 ,

h(b) = 0 .

Soit g(x) = h′(x). On a

g′(x) =
2

σ2
xg(x) ,

dont la solution générale est, par séparation des variables,

g(x) = c ex
2/σ2

.

Il suit que

h(x) = 1 + c

∫ x

a
ey

2/σ2
dy ,

et la condition h(b) = 0 implique

c = − 1∫ b

a
ey

2/σ2
dy

.

On peut écrire la solution sous la forme

h(x) =

∫ b

x
ey

2/σ2
dy∫ b

a
ey

2/σ2
dy

.
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4. Lorsque σ → 0, chaque intégrale est dominée par la valeur maximale de y dans le
domaine d’intégration. Il suit que pour a < x < b,

h(x) ' ex
2/σ2

+ eb
2/σ2

ea2/σ2 + eb2/σ2 .

Par conséquent,

• si |a| > b, h(x)→ 0;
• si a = −b, h(x)→ 1/2;
• si |a| < b, h(x)→ 1.

Problème 4 (9 points)

1. Approche martingale.

(a) On a E (|eiλXt |) = E (e−λ ImXt) <∞ pour λ > 0 et t <∞. De plus, si t > s > 0,
alors

P (eiλXt |Fs) = eiλXs E (eiλ(Xt−Xs))

= eiλXs E (eiλ(B
(1)
t −B

(1)
s ))E (e−λ(B

(2)
t −B

(2)
s ))

= eiλXs e−(t−s)λ2/2 e(t−s)λ2/2

= eiλXs .

Par conséquent, eiλXt est bien une martingale.
(b) Comme eiλXt , le théorème d’arrêt montre que

E (eiλXt∧τ ) = eiλX0 = e−λ .

Si λ > 0, le membre de gauche est borné par 1 puisque Re(iλXt∧τ ) 6 0. On
peut donc prendre la limite t→∞. Si λ < 0, on peut appliquer un raisonnement
similaire à la martingale e− iλXt . Par conséquent on obtient

E (eiλXt∧τ ) = e−|λ| .

(c) La densité de Xτ s’obtient par transformée de Fourier inverse,

fXτ (x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−|λ| e− iλx dλ =
1

2π

(
1

1 + ix
+

1

1− ix

)
=

1

π(1 + x2)
.

Xτ suit donc une loi de Cauchy (de paramètre 1).

2. Approche principe de réflexion.

(a) B
(1)
t suit une loi normale centrée de variance t, donc sa densité est

1√
2πt

e−x
2/2t .

(b) Le principe de réflexion implique

P
{
τ < t

}
= 2P

{
1 +B

(2)
t < 0

}
= 2P

{
B

(2)
1 < − 1√

t

}
= 2

∫ −1/
√
t

−∞

e−y
2/2

√
2π

dy

ce qui donne pour la densité de τ

d

dt
P
{
τ < t

}
=

1√
2πt3

e−1/2t .
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(c) La densité de Xτ = B
(1)
τ vaut donc∫ ∞

0

1√
2πt3

e−1/2t 1√
2πt

e−x
2/2t dt =

1

2π

∫ ∞
0

e−(1+x2)/2t

t2
dt =

1

π(1 + x2)

où on a utilisé le changement de variable u = 1/t.

3. Approche invariance conforme.

(a) On vérifie que f ′(z) 6= 0, que f admet une réciproque, et que |f(x)| = 1 pour x
réel.

(b) Le lieu de sortie du disque D du mouvement Brownien issu de 0 a une distribution
uniforme, par symétrie. Par le théorème de transfert, la loi deXτ est alors donnée
par

P
{
Xτ ∈ dx

}
=

1

2π
|f ′(x)|dx =

1

π(1 + x2)
dx .
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