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Probabilités et statistiques

Corrigé de ’examen du 19 mai 2010

Probléme 1

1. L’intégrale de la densité de la loi gamma valant 1, on a

[T ol
0

on
2. On se donne Y] ~ y(n,0) et Y ~ ~(1,60), indépendantes.

(a) La densité de Y] + Y; est donnée par la convolution

P = [ Ba(s)ialt - 9)ds

= / i g1 e05 g o 0(t—s) Lio<s<ty ds
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9n+1 ot ! 1
n+1

—0
= n‘ tne tl{t>0} .

Y1 + Y5 suit donc une loi y(n + 1,6).

(b) Par récurrence sur N, la somme de N variables i.i.d. de loi y(1,6) suit une loi
v(N,0). En effet, c’est trivialement vrai pour N = 1, et le résultat précédent
montre que si c’est vrai pour N = n, c’est encore vrai pour N =n + 1.

3. Si X admet la densité fx(t) = 0t9*11{0<t<1}, on a

1
E(X):/ torr—tar =
0 0+1
et
2 1299 1d 0
E(X*) = - = —.
(X) /Ot t t 0+2

On en déduit que la variance de X vaut

Var(X) =E(X?) - E(X)? = (ESICER

4. Soit Z = log(1/X) = —log(X). Alors X = g(Z) ou g(t) = et est strictement
décroissante. La formule de changement de variable montre que la densité de Z est
donnée par

fz(t) = fx(g@)lg' ()] = 0(e™)" igoeaicrye™ = 0e " 1ngy -

Par conséquent, Z suit une loi v(1,0), c-a-d une loi exponentielle de parametre 6.
En appliquant le point 1., on trouve E (Z) = 1/6.



5. La fonction de vraisemblance est donnée par
0— 0—
L.(0) = 9n331 L. Ly 11{0<x¢<1,i:1,...,n} .

Pour z €]0,1[", la log-vraisemblance vaut donc

n
log Ly (0) = nlog+ (60 — 1) > "logx; .
=1

Comme
d n n d2 n
(wlong(H)—e—F;logazi et @long(a)__ﬁ <0,

la vraisemblance admet un unique maximum en 6, ot 6! = —% S logx;. Lesti-

mateur du maximum de vraisemblance est donc donné par

n n
— Z log X; Z log X,
i=1 i=1

6. Soit S, = >, log(1/X;) = 31, Z;. Les Z; = log(1/X;) sont i.i.d. et suivent une
loi v(1,0) en vertu du point 4. On sait donc par le point 2. que S, suit une loi
v(n,#). Ceci permet de calculer (en utilisant la question 1.)

1 <1 o 0
E(— )=/ = e 0 dt = :
<Sn> /0 t(n—1)! ¢ n—1

Comme W,, = n/S,, on en déduit E (W,,) = -0, donc le biais de W), vaut

Wy =

n 00— 0

E(Wn)_gzn—l n—1"

L’estimateur W,, est donc biaisé, mais asymptotiquement sans biais.

7. Par la loi faible des grands nombres, S,,/n converge en probabilité vers E (Z) = 1/6.
La fonction x +— 1/x étant continue en 1/6 > 0, W,, converge en probabilité vers 6.
L’estimateur W,, est donc consistant.

Le risque quadratique de W,, est donné par

E (W, — 0)*] = E (W;) — 20E (W,,) + 6° .

Comme ) 5
1 | n
El—=)= - n—1 _—0t —
<s,%> [ wmmt = ey
on obtient
EWY) = — " g

Y n—-1)(n—-2)
et finalement 49

m2] n 2

E[(Wn 9) ] - (n—1)(n—2)

Le risque quadratique converge donc vers 0 lorsque n — oo, c-a-d que W,, converge
vers 6 en moyenne quadratique.



Probléme 2

1. Soit Z; une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de parametre A > 0.
(a) La densité de Z; est fz, (t) = Ae ™ Li>0y-
(b) On pose Ni(t) = 147 <. L'image de Ni(t) est 'ensemble {0,1}. On a
P{Ni(t) =0} =P{Z; >t} = / Ae Mdt =e
t

et par conséquent P{N;(t) =1} =1 —e .
2. Soit Zs une variable aléatoire réelle indépendante de Z1, et de méme loi que Z;.
(a) La densité conjointe de (Z1, Z2) est donnée par

fr2:(21,22) = f7,(21) f2,(22) = A2 e A1 +22) 1i2150,20>0) -

(b) Onpose X1 =Z1et Xo=21+7Z5. On a (Zl,ZQ) = g(Xl,XQ) avec g(fbl,.Tg) =
(1,9 — x1). L’application linéaire ¢ est un difféomorphisme de Jacobien

1 0
det(_1 1)’—1,

tel que g~ {(21,22): 21 > 0,20 > 0} = {(21,22): 0 < z1 < x2}. Par la formule
de changement de variables, la densité conjointe de (X7, X2) est donnée par

-\
thXz (1'171'2) = fZ17Z2 (1‘1,1'2 - «731) = )‘Qe 2 1{0<x1<562} .

(c¢) Les densités marginales de X et X9 sont données respectivement par

/ Ix1.% (21, 22) Ay = AZ/ e M dwg 1y, 501 = Ae M 1, 50y,

o0 o T
/ fxi,x, (1, 22) doy = A ehn /0 dz1 Lzys0) = Ny e e Lizy>0} -
—00

On aurait pu les obtenir sans faire de calculs, puisque X; = Z; suit une loi
exponentielle y(1,\) et Xo = Z; + Z5 suit une loi y(2, ).

(d) On pose Na(t) = 1ix, <) + lix,<1}- L'image de Na(t) est I'ensemble {0, 1,2} et
]P){Ng(t) = 0} = P{X1 >t, Xo > t}

o0 oo
e AQ/ / >\$2 1{x2>z1>0} de dxl — e_At .
t t
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On aurait aussi pu remarquer que P{X; > ¢, Xy > t} = P{X; >t} = e M

puisque X5 > X;. Pour la méme raison, on a P{X; > ¢, Xo <t} =0, donc
P{Ng(t) = 1} = P{Xl <t, X9 > t} +P{X1 >t, Xo < t}

t poo
= )\2/ / A2 1{I2>$1>0} dl‘Q dl'l +0= )\te_)‘t ‘
0 Jt

o
o0 1

= e M2 dpy = —e M
¢ A

Finalement, P {Ny(t) =2} =1 — (1 4+ At) e,




3. Soient Zi,...,Z, des variables i.i.d. de loi exponentielle de parametre . Pour
k=1,...n, on pose

(a)

k k
Xk:ZZi , N (t) :Zl{Xi@} .
i=1 i=1
La loi conjointe de (Z1, ..., Z,) est donnée par
Izy,..2, (zh ) Zn) = AT M) 1{z1>0,...,zn>0} :

Le difféomorphisme permettant d’exprimer Z en fonction de X s ’écrit
g(x1,...,xp) = (1,22 — T1, ..., Tp — Tp—1) -

Sa matrice jacobienne est triangulaire, avec des 1 sur la diagonale, donc son
Jacobien vaut 1. Le théoreme de changement de variable montre que la densité
conjointe de (X7q,...,X,) vaut

le,A..,Xn(CCL e 733n) = fZl,...,Zn (51317952 — L1y, Tn — xnfl)
Y
=A"e " Ligcay <o <an) -

On a donc nécessairement P{X; < Xy < --- < X} = 1, puisque la densité est
nulle en dehors de cet ensemble.

La densité conjointe de (X7i,...,X,,—1) est donnée par
ee A 1 .-A
/ A e A 1{0<x1<~~~<$n71} dl'n = \"" e Mt ]-{0<a:1<~--<zn71} :
Tn—1

Par récurrence, on trouve pour la densité conjointe de (X7, ..., Xk)
k _—A\x
le,...,Xk(xl,---,xk) =A\e k1{0<x1<-~-<xk} 5 k= 1,...777,.

La densité conjointe de (X, ..., X)) est donnée par

)
/0 AR e Nop<cayy dar = Nrary @A Nap<ocar} -

Par récurrence, on trouve pour la densité conjointe de (X, ..., Xg)
N
le,--.,Xk(xlw-'axk) = (l—l)'xl_ e Tk 1{xl<“'<$k} , l:1’7]<;

Comme X; < X3 < -+ < Xp, on a { X1 <t} C{Xy <1}, donc 1yx,, < <
Lx, <t pour tout k < n — 1. L'événement Ny, (t) = k ne peut donc se réaliser
que si les k premiers X; sont inférieurs ou égaux a t, alors que les autres X; sont
supérieurs a t. En d’autres termes, on a P{N,(t) = k} = P{ X} <, X1 >t}
pour k=1,...,n—1.

Il suit que
t o]
P{Nn(t) = k} = / / ka7Xk+1(xk7wk+1) dzgy1 dog
0 Jt
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:(kzl)!/o ) /t e k+1d$k+1dxk:7k;! e

pour k=1,...,n— 1, alors que P{N,(t) = n} se déduit du fait que la somme
des P{N,(t) = k} vaut 1. Faisant tendre n vers l'infini, on obtient que la loi
de la limite est une loi de Poisson de parametre \t.



