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Probabilités

Corrigé de ’examen du 17 décembre 2013

Probléme 1

1.

(a)
(b)

La chailne est irréductible pour 0 < p < 1, car si p > 0, le chemin 7 - 0 —> 1 —
.-+ — 7 a une probabilité positive pour tout 1, j.

On a
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pour tout n > 1. Par conséquent
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ce qui implique Po{7p < oo} = 1. L’état 0 est donc récurrent.
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La série est convergente (on peut appliquer le critere de d’Alembert). 11 est
possible de calculer la somme, mais ce n’est pas nécessaire. L’état 0 est donc
récurrent positif.

La chaine étant irréductible récurrente positive, elle admet une unique distri-
bution de probabilité stationnaire w. Celle-ci satisfait en particulier pour tout
j>1
mj = Zmpij = ij—l )
1€N J
d’ou par récurrence sur n

'

ﬂ'n:p—'wo Yn>1.
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La condition de normalisation ), 7, = 1 implique my = e et donc 7 suit la

loi de Poisson N

) La chaine est irréductible pour 0 < p < 1.

Yo, = 0 si et seulement si la chaine a fait n pas vers la droite et n pas vers la
gauche. Par conséquent

2n
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En appliquant la formule de Stirling, on obtient
1
Po{Ys, = 0} ~ [4p(1 — p)|" —
0{ 2n } [ p( p)} \/ﬁ
pour n — oo.
Sip = 1/2, alors Pg{Ya, = 0} ~ 1/y/mn, qui n’est pas sommable, donc la

chaine est récurrente. Si p # 1/2, alors 4p(1 — p) < 1 et la série de terme
général Po{Y2, = 0} est convergente. Donc la chaine est transiente.



Probléme 2

1. X, est adaptée par définition de la filtration. De plus E (| X,,|) = E(X,,) = 1 pour
tout n puisque E (2U;) = 1 pour tout i. Enfin,

E(Xpi1|Fn) = EQRUpt1 X0 Fn) = 2X,E (Upt1|Fn) = 2X,E (Upt1) = Xy,
X, est donc bien une martingale.

2. Comme X,, est une surmartingale positive, elle converge presque stirement vers une
variable aléatoire X..

3. (a) EVi)=1+4+E(log(Uy)) =1+ /Ol log(z) dz = 0.

1 Y
(b) E(e"1) = E (e718(U)) = Y E (U]) = e'Y/ Pldr = .
0 v+ 1
Par I'inégalité de Markov, pour tout ¢ € R
v(1—c)
P{e"™" > &7} < e E (e?1) = © .
{ ) @) =S

(c) Pour tout ¢ €]0, 1], le choix v = ¢/(1 — ¢) conduit &
P{Vi >c}=P{e"™" >} < (1—c)ef .
(d) Soit Z,, =31, Vi. Pour tout ¢ €0, 1],
P{Z, > cn} =P{e’?" > "} < e V"E (77") = [e °E ('1)]"

qui est majoré par [(1 — ¢) e]™ par le méme choix de v que ci-dessus.

(e) On a |(1 —c)e| < 1 Ve €]0,1], donc la série de terme général P{Z, > cn}
converge pour ces ¢. Par le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que

) Z,
limsup — < ¢
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presque strement pour ces c¢. Cela reste vrai a fortiori pour ¢ > 1.

4. (a) Ona Y,y =Y, +log(2)+1og(Up+1) donc E (Y, 41) = E (Y,,)+1og(2) —1 puisque
E (log(Un+1)) = —1 par le point 3(a). Comme log(2) < 1 on obtient

lim E(Y,) = —occ.

n—oo

(b) On a Y, = Z, —n(1 —log(2)). Par conséquent, pour tout ¢ > 0

Yy
limsup — < ¢ — (1 — log(2))
n

n—o0

presque sturement. Avec 0 < ¢ < 1—log(2) ceci implique que Y,, — —oo presque
stirement, et donc X,, — 0 presque strement.



