Isospectralité et polygones
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Associer a un polygone P une suite croissante
spec(P) = (Mk)k=o0 et s'intéresser au probleme inverse : /a
donnée de spec(P) détermine-t-elle P ?

Construire des polygones isospectraux (qui ont le méme
spectre) en utilisant un peu de théorie des groupes.

Inversement, trouver des caractéristiques géométriques de P
déterminées par spec(P).



(s)x Au = Au, A= —0; -0

(bc) upp = 0, cond. bord Dirichlet.

(Eb) / P + [Vu? < oo.
P

L’ensemble des u solutions de (S)) est un espace vectoriel, on note
my, sa dimension : c'est la multiplicité de \.

L'ensemble des A tels que my > 0 forme une suite croissante qui
tend vers +0o : c'est le spectre de P (avec multiplicité)

spec(P) = {)\0 < )\1§)\2§>\3<'”}



L'équation (s)y Au = Au peut étre remplacée par la formulation
variationelle suivante :

(W) Vi€ GO(P), /vuw _ )\/ v,
P P

Soit u € H'(P) solution de (w)y alors u est en fait C>°(P) et toutes
ses dérivées partielles se prolongent de fagon continue a P\ X ou X
est I'ensemble des sommets du polygone.

Le lemme précédent donne un sens a la condition au bord.

Autres conditions au bord Neumann (9, ugp = 0),
Dirichlet-Neumann.

La condition (Eb) est nécessaire a cause des coins.



Deux polygones isométriques (directement ou indirectement)
ont méme spectre.

Peut-on entendre la forme d’un tambour ? Existe-t-il des
polygones isospectraux non-isométriques ?
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La réponse est non!

Ces deux polygones ont le méme spectre.







Recollement de fonctions propres

Lemme

Soient deux triangles Ty et T, recollés le long du coté c. Soit v;
dans T; qui vérifient (s),. La fonction v ainsi définie dans T; U T»
vérifie (s), si et seulement si :

Utjc = U2jc,

8,,1 U1|C = —81,2UQ|C.

(La fonction u et ses dérivées partielles sont continues au passage
de c.)

C'est une conséquence de la formule de Green.

Il s'agit donc de trouver une transplantation T telle que T i vérifie
ces conditions de recollement.
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On vérifie par inspection que les conditions de recollement sont
satisfaites (Attention aux symétries).



Les deux polygones sont construits a I'aide d'une brique
élémentaire (ici un triangle) et un schéma de recollement. Ce
schéma peut étre encodé dans 3 permutations.
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a- (o) (23) i "0'\= o) (23)
L= (o1) (13) ) 011)('6) // iy (o) (4¢) ‘=(°1)(|5)

On peut interpréter a, b, et ¢ comme des automorph|smes du plan
de Fano et T comme la matrice d'incidence; 3, b et ¢ sont alors
les automorphismes duaux.
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On peut changer de brique élémentaire, et de combinatoire.
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Surface a petits carreaux. Peut-on mieux comprendre les
transplantations ?



Avec des revétements : la condition de Sunada

Théoreme

Soit Mp une variété riemannienne et M un revétement normal de
My associé au groupe G. Si H; et H, sont deux sous-groupes de G
vérifiant la condition

Vg € G, card[g] N H; = card[g] N Ha,
alors les variétés My = M/H; et My = M/H, sont isospectrales.

b 1l reste a vérifier que My et M5 ne sont pas isométriques.
> Généralisation de Gordon-Webb-Wolpert aux orbifolds.



On associe un spectre a chaque représentation de G.

Deux représentations isomorphes ont le méme spectre.
L'entrelacement donne la transplantation.

Les surfaces de translations sont associées a des
représentations par matrices de permutations dites réguliéres
et quasi-réguliéres. La condition de Sunada entraine que les
deux représentations quasi-régulieres associées a H; et H»
sont isomorphes.
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Conclusion provisoire

1| est possible de construire des polygones isospectraux avec
des méthodes algébriques.

P> La question de I'isospectralité reste posée en restreignant la
classe des domaines étudiés : peut-on entendre un polygone
convexe ?

b Il faut alors chercher des caractéristiques géométriques
déterminées par le spectre.

Théoréme - Durso / Grieser-Maronna

Les triangles euclidiens sont spectralement déterminés.
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