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Le contexte

I matière organique dégradée par des micro-organismes en
condition anaérobie

”MO −→
B

CH4 + CO2”

I valorisation des déchets par captage du biogaz



Dégradation anaérobie de la matière organique

I hydrolyse :

Ẋ = −KhX (matière organique non soluble)

I méthanogénèse : Ṡ = − 1
Y µ(S)B (matière organique soluble)

Ḃ = (µ(S)− Kd )B (biomasse)

⇒ sorties :


d
dt [CO2] = (1− f2)1− Y

Y µ(S)B

d
dt [CH4] = f2

1− Y
Y µ(S)B



Couplage entre dégradations

I matière organique non soluble → matière organique soluble

(cf Rouez 2008)


Ẋ = −KhX

Ṡ = f1KhX − 1
Y µ(S)B

Ḃ = (µ(S)− Kd )B
d
dt [CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2)1− Y

Y µ(S)B

d
dt [CH4] = f2

1− Y
Y µ(S)B



Couplage entre dégradations

I matière organique non soluble → matière organique soluble
I lyse bactérienne → matière organique non soluble

(cf Harmand et al 2019)


Ẋ = −KhX + αKdB

Ṡ = f1KhX − 1
Y µ(S)B

Ḃ = (µ(S)− Kd )B
d
dt [CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2)1− Y

Y µ(S)B

d
dt [CH4] = f2

1− Y
Y µ(S)B



Etude du modèle

Ẋ = −KhX + αKdB
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd )B

˙[CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2)1−Y
Y µ(S)B

˙[CH4] = f2 1−Y
Y µ(S)B

Q1. comportement des solutions, valeurs asymptotiques de S ?

Q2. production de biogaz [CO2] + [CH4] ?



Hypothèses Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

˙[CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2) 1−Y
Y µ(S)B

˙[CH4] = f2 1−Y
Y µ(S)B

1. µ est C1 t.q. µ(0) = 0 et S > 0⇒ µ(S) > 0
2. taux de mortalité : 0 < Kd < maxs µ(s)
3. taux de conversion : 0 < Y < 1
4. proportion de recyclage de lyse bactérienne : 0 < α ≤ 1
5. proportions de conversion en biogaz : 0 < f1 < 1, 0 < f2 < 1



Fonctions de croissance

S

µ Monod

Haldane

Soit E := {s ∈ R+ ; µ(s) ≤ Kd}

I monotone : µ(S) = µmaxS
KS + S (Monod)

⇒ E = [0, λ]

I non-monotone : µ(S) = µmS
KS + S + S2

KI

(Haldane)

⇒ E = [0, λ−] ∪ [λ+,+∞)



Comportement asymptotique

(Σ) :


Ẋ = −KhX + αKdB

Ṡ = f1KhX − 1
Y µ(S)B

Ḃ = (µ(S)− Kd )B

Proposition.

lim
t→+∞

X (t) = 0

lim
t→+∞

B(t) = 0

lim
t→+∞

S(t) = S? ≤ S0 + X0 + αB0
αY

X (0) > 0 ou S(0) > 0⇒ S? > 0



Dissipativité
(Σ)

{
Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

I l’orthant positif est invariant par Σ :

B = 0⇒ Ḃ = 0
X = 0⇒ Ẋ ≥ 0
S = 0⇒ Ṡ ≥ 0

I soit V (t) = X (t) + αYS(t) + αB(t),

dV
dt = Kh(αYf1 − 1)X ≤ 0⇒ V (t) −→

t→+∞
V∞ ≥ 0



Utilisation du Lemme de Barbalat

Lemme (Barbalat 1959). Si f : R 7→ R+ est C1 telle que
limt→+∞ f (t) = a < +∞ et f ′ uniformément continue, alors
limt→+∞ f ′(t) = 0.

(Σ)

{
Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

V̈ = Kh(αYf1 − 1)(−KhX + αKdB) borné ⇒ V̇ unif. cont.
=⇒

Barbalat
V̇ = Kh(αYf1 − 1)X → 0 : lim

t→+∞
X (t) = 0

Ẍ = K 2
h + αKd (µ(S)− Kd − Kh)B borné ⇒ Ẋ unif. cont.
=⇒

Barbalat
Ẋ = −KhX + αKdB → 0 : lim

t→+∞
B(t) = 0



Valeurs asymptotiques de S
(Σ)

{
Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

V = X + αB + αYS → V∞ ⇒ lim
t→+∞

S(t) = S? = V∞
αY

d
dt (f1X + S) =

(
f1αKd −

1
Y µ(S)

)
B

si S? = 0 alors d
dt (f1X + S)(t) ≥ 0 pour t assez grand...

Proposition. Toute solution de Σ telle que X (0) > 0 et B(0) > 0
converge asymptotiquement vers un équilibre (0, S?, 0) où S? > 0
appartient à E = {s ∈ R+ ; µ(s) ≤ Kd}.

Si η := µ(S?)− Kd > 0, alors pour t assez grand

Ḃ(t) = (µ(S(t))− Kd )B(t) > η

2B(t) ...



Étude de stabilité
(Σ)

{
Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

J(X , S,B) =


−Kh 0 αKd

f1Kh −µ′(S)
Y B −µ(S)

Y

0 µ′(S)B µ(S)− Kd



⇒ J(0,S?, 0) =


−Kh 0 αKd

f1Kh 0 −µ(S?)
Y

0 0 µ(S?)− Kd



⇒ une infinité d’équilibres (0, S?, 0) non-hyperboliques



Attracteur
(Σ)

{
Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

Proposition. Pour tout équilibre E = (0,S?, 0) avec S? ∈ int E , il
existe une variété invarianteM de dimension 2 telle que pour
toute condition initiale dansM, la solution de Σ converge
asymptotiquement vers E .

Soit S? ∈ int E et une solution telle que B(t) > 0 pour tout t > 0,

Z (t) = f1X (t) + (S(t)− S?)
B(t) + β

(
β = µ(S?)/Y−f1αKd

µ(S?)−Kd

)
⇒ dZ

dt = −γ(µ(S)− µ(S?))− (µ(S)− Kd )Z
(

γ = Kd (1−Yf1α)
Y (Kd−µ(S?))

)



Changements de coordonnées

F :

 X
S
B

 ∈ R2
+ ×R?+ 7→

 Z = f1X+S−S?
B + β
X
B

 ∈ D
où D := {(Z ,X ,B) ∈ R×R+ ×R?+ ; g(Z ,X ,B) ≥ 0}
et S = g(Z ,X ,B) := S? − f1X + (Z − β)B

⇒


Ż = −γ(µ(g(Z ,X ,B))− µ(S?))− (µ(g(Z ,X ,B))− Kd )Z

Ẋ = −KhX + αKdB

Ḃ = (µ(g(Z ,X ,B))− Kd )B

Sur R3,

J(0) =

 −(µ(S?)− Kd ) γf1µ′(S?) γβµ′(S?)
0 −Kh αKd
0 0 µ(S?)− Kd

 hyperbolique



Variétés stables

J(0) =

 −(µ(S?)− Kd ) γf1µ′(S?) γβµ′(S?)
0 −Kh αKd
0 0 µ(S?)− Kd


Soit S la variété stable de 0 (de dimension 2).

Si B(0) = 0, alors B(t) = 0 et X (t)→ 0

⇒ g(Z ,X ,B)(t)→ S? ⇒ Z (t)→ +∞

⇒ tout (Z ,X ,B) ∈ S \ {0} vérifie B , 0

⇒ Pour toute condition initiale dansM := F−1(S ∩ D), la
solution de Σ converge vers (0, S?, 0)

Corollaire. Toute solution de Σ converge asymptotiquement vers
l’attracteur A := {0} × E × {0}.



Production de biogaz

Proposition.

lim
t→+∞

[CO2](t) = [CO2]0 + a(X0 + αB0) + b(S0 − S?)

lim
t→+∞

[CH4](t) = [CH4]0 + c(X0 + αB0) + d(S0 − S?)

où

a = 1− f1 + f1(1− f2)(1− Y )
1− αYf1

, b = (1− f1)αY + (1− f2)(1− Y )
1− αYf1

,

c = f1f2(1− Y )
1− αYf1

, d = f2(1− Y )
1− αYf1

.

avec a, b, c, d strictement positifs.



Production de biogaz Ẋ = −KhX + αKd B
Ṡ = f1KhX − 1

Y µ(S)B
Ḃ = (µ(S)− Kd ) B

˙[CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2) 1−Y
Y µ(S)B

˙[CH4] = f2 1−Y
Y µ(S)B


Kh

[∫ +∞

0
X (τ) dτ

]
− α

[∫ +∞

0
µ(S(τ))B(τ) dτ

]
= X0 + αB0

Yf1Kh

[∫ +∞

0
X (τ) dτ

]
−
[∫ +∞

0
µ(S(τ))B(τ) dτ

]
= Y (S? − S0)

⇒


∫ +∞

0
X (τ) dτ = X0 + αY (S0 − S?) + αB0

Kh(1− αYf1) ,∫ +∞

0
µ(S(τ))B(τ) dτ = Y f1X0 + (S0 − S?) + αf1B0

1− αYf1



Cas d’une fonction de croissance non monotone

A = {0} × [0, λ−]× {0}
⊔
{0} × [λ+,+∞)× {0}

⇒ deux types de fonctionnement :

"efficace" (S? < λ−) ou "languissant" (S? > λ+)



Simulations numériques

µm Ks Ki Kd Kh Y f1 f2 α S0 B0
0.3 160 10 0.02 0.176 0.05 0.7 0.76 0.9 0 0.2
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⇒ seuil sur la charge initiale X0 pour la production



Modèle spatialisé

ξ =


X
S
B

[CO2]
[CH4]


∂tX = −KhX + αKdB + dX∂

2
zzX

∂tS = f1KhX −
1
Y µ(S)B + dS∂

2
zzS

∂tB = (µ(S)− Kd )B + dB∂
2
zzB

∂t [CO2] = (1− f1)KhX + (1− f2)1− Y
Y µ(S)B + dCO2∂

2
zz [CO2]

∂t [CH4] = f2
1− Y
Y µ(S) + dCH4∂

2
zz [CH4]

∂zξ(t, 0) = ∂zξ(t, L) = 0,
∫ L

0
ξ(0, z)dz =


X0
0
B0
0
0





Comparaisons numériques

I un profil initial non homogène peut produire plus vite



Comparaisons numériques

I un profil initial non homogène peut produire plus de biogaz



Références

Ouchtout S., Mghazli Z., Harmand J., Rapaport A.,
Bethachmi Z. (2020) Analysis of an anaerobic digestion model
in landfill with mortality term, Communications on Pure and
Applied Analysis, Vol. 19 (4), pp. 2333-2346.

Rapaport A., Bayen, T. Sebbah, M. Donoso-Bravo A.,
Torrico A. (2016) Dynamical modelling and optimal control of
landfills, Mathematical Methods and Models in Applied Sciences,
Vol. 26 (3), pp. 901-929.



Merci pour votre attention


