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Problème I

a) Quel est le rayon de convergence de la série entière(∑ x3n+1

3n+ 1

)
n
.

b) Développer la fonction f(x) =
1

1− x3
en série entière sur l’intervalle ]− 1,+1[.

c) Montrer que
∞∑
n=0

x3n+1

3n+ 1
=
∫ x

0

dt
1− t3

∀x ∈ [0, 1[.

Problème II

On considère la série de terme général

un =
1! + 2! + · · ·+ n!

(n+ p)!
, n ≥ 1

où p ∈ N .

a) Montrer que (
∑
un)n diverge si p = 0 ou 1 en minorant un par le terme général

d’une série divergente.

b) Montrer que si p ≥ 3 on a un ≤
1

np−1
; en déduire que la série (

∑
un)n converge dans

ce cas.

c) Etudier le cas p = 2.

Problème III

Soit f la fonction 2π-périodique telle que

f(x) = x2 si −π ≤ x ≤ π.

a) Montrer que f est continue et dérivable par morceaux.

b) Calculer les coefficients de Fourier de f .

c) Etudier la convergence de la série de Fourier de f .

d) En déduire les sommes suivantes:

S1 =
∞∑
n=1

1
n2
, S2 =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
, S3 =

∞∑
n=0

1
(2n+ 1)2

,

S4 =
∞∑
n=1

1
n4
, et S5 =

∞∑
n=0

1
(2n+ 1)4

.


