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e Liquide surrefroidi
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Metastabilité en physique

Exemples:

e Liquide surrefroidi
e Gaz supersaturé
e Ferroaimant aimanté dans le faux sens

> Transition de phase de ler ordre
> Nucléation = barriere de potentiel

A Freeenergy

A

R
>

Order parameter
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Metastabilité dans les modeles stochastiques sur réseau

> Réseau: A cc 74
> Espace de configuration: X = S, S ensemble fini (e.g. {—1,1})
> Hamiltonien: H : X — R (e.g. Ising ou gaz sur réseau)
> Mesure de Gibbs: ug(z) = e—PAH(z) /Z3
> Dynamique: chaine de Markov avec mesure invariante 0%
(e.g. Metropolis: Glauber ou Kawasaki)
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> Réseau: A cc 74
> Espace de configuration: X = S, S ensemble fini (e.g. {—1,1})
> Hamiltonien: H : X — R (e.g. Ising ou gaz sur réseau)
> Mesure de Gibbs: ug(z) = e—PAH(z) /Z3
> Dynamique: chaine de Markov avec mesure invariante 0%
(e.g. Metropolis: Glauber ou Kawasaki)

Resultats (pour 3> 1) sur g =
e Temps de transition entre config. -
+ et — ou vide et pleine - -
e Chemin de transition - -
.y |
e Forme de la goutte critique -

> Frank den Hollander, Metastability under stochastic dynamics, Stochastic
Process. Appl. 114 (2004), 1-26.

> Enzo Olivieri and Maria Eulalia Vares, Large deviations and metastability,
Cambridge University Press, Cambridge, 2005.



Metastabilité dans les diffusions réversibles

dz?(t) = —VV (2°(t)) dt + o dB(¢)
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Metastabilité dans les diffusions réversibles
dz?(t) = —VV(2°(t)) dt + o dB(t)

>V :R9 - R: potentiel, croissant a I'infini
> dB(t): mvt Brownien d-dim sur (2, F,P)

Mesure invariante:

e—2V(:l:)/02
Zo

po(x) =

¥ Calanque de Sugiton

7. temps de transition entre puits de potentiel (1ler passage)

e Grandes déviations (Wentzell & Freidlin): lim,_qo?log(E{7})
e Analytique (Miclo, Mathieu, Kolokoltsov): spectre du générateur
e VVariationel (Bovier el al, Helffer & Nier): spectre, loi de 7



Metastabilité dans les diffusions réversibles

> Pts stationaires: § = {x: VV(x) = 0}

> Selles d'indice k: S, ={x € S: HessV(x) a k vp < 0}
> Graphe G = (Sg,&), x <> y Si z,y € var. inst. de s € Sy
> xy ~ processus de saut markovien sur G



Metastabilité dans les diffusions réversibles

> Pts stationaires: § = {x: VV(x) = 0}

> Selles d'indice k: S, ={x € S: HessV(x) a k vp < 0}
> Graphe G = (Sg,&), x <> y Si z,y € var. inst. de s € Sy
> xy ~ processus de saut markovien sur G

Rot  Rhatische Bahn
Griin  ganzjahrig offen

i Blau Wintersperre

Nr. Pass Land Passhohe (m.i.M.)

1 Fldela CH 2383

2 Albula CH 2312

3 Julier CH 2284

4 Maloja CH 1815

5 Spliigen I-CH 2115

6 Reschen A-l 1507

7 Ofen CH 2149

8 Umbrail CH-1 2502

i 9 Stilfsarjoch | 2757

10 Foscagno I 2291

Tirano 11 Bermnina CH-1 2323

12 Fla. di Livigno | 2315
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Le modele

e Réseau: N=Z%Z/NZ, N > 2

eic AN— x, € R, espace de configuration X = RA

e Potentiel local bistable U(z) = za* — 32°

e Couplage entre sites: Laplacian discretisé, intensité ~
e Bruit blanc indépendant sur chaque site

dai(t) = f(@i(D) dt + 2 [ai41(8) = 22i(0) +ai-1.(D)] dt + VN dBi(1)
f(x) =-U'(x) =2 — 23

> Diffusions en interaction (Dawson, Gartner, Deuschel, Cox, Greven, Shiga,
Klenke, Fleischmann; Méléard; Kondratiev, Rockner, Carmona, Xu ...)

Systeme gradient: dz(t) = —VV,(x7(t)) dt + v No dB(t)

Potentiel: Vy(z) = Y U(z;) + g > (2iq1 — z;)°
: 4 :
1eN ASTA
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Couplage faible

> y=0: S={-1,0,1}, Sog = {-1,1}\, G = hypercube.

Théoreme: VN, 34*(N) > 0 t.q. points de chaque S;(v) continus
en v pour 0 < v <~v*(N)

L <infysov (V) <5(3) = 3(\/3+2v3 - v3) = 0.2701....

> 0 <y <K 1: N
Va(a* (1)) = Vo(a*(0)) 4+ 3 (w41(0) = 27(0))* 4+ O(7?)
1EN
prgy 4VA
2
o 1 .
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1 2
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Couplage fort: Synchronisation

Remarques: o I = +(1,1,...1) € Sg Vv .
e O=(0,0,...0) € SVy [
1 2
Soit v = (:N—l—ON—2 )
1= 1 " cos(2n/N) 27T2[ ( )} 0

Théoreme:
e S={I",IT,0}&v>m
¢S5 ={0}=v>m

Preuve:
1—vy v/2 v/2
i= Az —F(z), A= (’”2 L /2>, Fy(z) = a3
ey
v/2 v/2 1—’y
Fonction de Lyapounov:  W(zx) = 5 Z(xz xz_|_1)2 2||:L'—R:L'||2
1eN
Rx = ($2>"'75EN7531)

d”éfc) = (x— Rx, dt(az—Rx» < (x—Rx, A(x—Rx)) < (1—%)||96—Ra:||2

7-b



Couplage fort: Synchronisation

Remarque: V(O) —V({I™ ) =V(0)—-V{IT)=N/4

Corollaire: VYN, Vy > ~v1(N), VO < r < R< 5, Vzg € B(I7,r):
e Soit 7y = 7MY(BIT,r)). Alors V& > 0,

lim P$O{e(1/2_5)/02 < T+ < e(1/2+5)/02} =1
oc—0
1

lim o2 log E%0 = —
0—>Og J {T_l_} 2

e Soit Tp = Thit(B(O.,r)),
et 7_ = inf{t > rY(BUI~,R)): x; € BI~,r)}. Alors

lim IP”CO{TO < T4 ‘ T4 < 7'_} =1

oc—0




Groupes de symétrie

Potentiel V5 invariant par

.R(xlw")x]\f) — ($2,...,33N,a?1)
¢ S(x1,...,zN) = (TN, TN-1,- -, T1)
e C(x1,...,zN) = —(T1,...,TN)

= V4 invariant par groupe G = Dy X Z o engendré par R, S,C



Groupes de symétrie

Potentiel V5 invariant par

.R(xlw")aj]\]) — (HZQ,...,Q?N,Q?]_)
¢ S(z1,...,zN) = (TN, TN-1,---,T1)
e C(x1,...,zN) = —(T1,...,TN)

= V4 invariant par groupe G = Dy X Z o engendré par R, S,C
G agit comme groupe de transformations sur X, S, S Vk

e Orbitede x € X: Oy ={gz: g € G}
e Groupe d'isotropiede z € X: Cpo ={g9g€ G: gxr =z} <1G
e Espace de pts fixes de H<G: Fix(H) ={x € X: hx =xVh € H}

Propriétés:
|Cz]|Oz| = |G|
Cgz = gcxg_l

Fix(gHg—1) = g Fix(H)



N =2

z* OZ* CZ* FIX(CZ*)

(0,0) | {(0,0)} G {(0,0)}

(171) {(171)7(_17_1)} D2: {Id,S} {(%,I)}xeR =D
(17_1) {(17_1)7(_17 1)} {ld,OS} {($7_x)}$ER
(1,0) | {=(1,0),£(0,1)} | {id} {(&,Y)} o yer = X
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N =2

z O C Fix(Cox)

(0,0) | {(0,0)} G {(0,0)}

(1,1) [{(1,1),(=1,-1)} | D> ={id,S} | {(z,2)},er =D
(1,-1) | {(1,-1),(-=1,1)} | {id,CS} {(z, —2)}rer
(1,0) | {£(1,0),£(0,1)} | {id} {(Z,9)}zyer = X

>
[x2] (1,1) ¢ (x,x) "
(0,0)
[x1] (0,0) Qmermrrmrimmim i s e -0
(x,—x) //.A
[XQ] (17_1) Q ?_ .....
JAa
[x4] (1,0) o—-—-—._.ix.’_y.z.../’/
It I+ I+
Aa
A A O
Aa
I~ I -
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=2
N
Wi
.-
2
\J

(0,0,0,0)
O = v % e s st () 8 —
A2) 1’
i
!_I
/i
./.I'I
i
R
B~ 7
_ N /
202 0)
7/
(.I',.%’, xa_xg_ ,/’ A
Y
o’ Aa
/‘/Aaoz
It It It
Aa
A A A @)
- I~ I~ I
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Désynchronisation

Théoreme: V¥V N pair, 36(N) > 0 t.q. pour y1 —d(N) < v < 71,
S| = 2N + 3, et peut étre décomposé en

So=O0;4={IT,1"}

S =04={ARA,...,RN"14}
Sy =0 ={B,RB,...,RN"1B}
S3 = Op = {0}
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Désynchronisation

Théoreme: V¥V N pair, 36(N) > 0 t.q. pour y1 —d(N) < v < 71,
S| = 2N + 3, et peut étre décomposé en

So=O0;4={IT,1"}

S =04={ARA,...,RN"14}
Sy =0 ={B,RB,...,RN"1B}
S3 = Op = {0}

avec
Ay = 2 T=Tsin(F(5-3)) +0(1- 1)
S =da-3) +o(a-)

> N impair: résultat similaire, |S| > 4N + 3
> Corollaire similaire sur 7, avec 79 — 744
> A et B ont symétries particuliéres



N =4L N =4L +2 N=2L+1

Symétries
A
B
N x | Fix(Cyg)
41 A (1, ., T, Xy e ey @], — Ty eeny—XLy—LLyen.,—L])
B | (z1,...,x1,...,21,0,—21,...,—2x[,...,—21,0)
AL+2 | A | (®1, ..., TL41,-+-+T1, —T1y-v-y —TL41,---,—T1)
B | (x1,...,2,27...,21,0,—21,...,—21,—2Z[,...,—21,0)
2L+1 | A | (x1,...,27,—2x[,...,—21,0)
B (CB]_,...,Q?L,CEL,...,CE]_,ZBO)

14




Cas N grand: diagramme de bifurcation (N=4L)

~ ~

0 Y3 Y2 1 ~
H | : : : >
148 o I+
O4L QO =——rrrsass _? .......... .19 ............................. _(,)_ ...... O
(3),
1Ls(—1)La1ts0(—1)Ls1ka(=1)L30 ¢ _B./:.I i l
/ /: :
1L1(_1)L21L1(_1)L11L2(_1)L1 d — A(3) B(2/).’/ /I
(1E71o(-1)L710)2 o —eeri—nens — ) R
LA 7/
1L(—1) 28— — 1 R
(AL (=152 o BY =5 7,
PPLAQ(C )P0 & e s
L TR S ~7 A=A
It oIT
A O
I_ OI_

15



Cas N grand
Soit ¥ = L = v(1 — cos(2n/N)),

1 cos(27r N) _ 1
™M = 1—cos(27r]\é/N) (_ 2T O(W))

Theoreme: VM > 1, dNpy < oo t.q. si N = Ny et ypr41 <7 <M,
S peut étre décomposé en

So =0+ ={I",I"}

et k(¥), a(y) deflms implicitement par

V= 4K(%(27))2(1+R(7)2) )
o2 = 1Py




Cas N grand

Soit ¥ = L = ~(1 — cos(2r/N)),

~ __ 1l-—cos(2n/N) 1 1

TM = T—cos(2xM/N) <_ 2T O(W))

Theoreme: VM > 1, dNpy < oo t.q. si N = Ny et ypr41 <7 <M,
S peut étre décomposé en

So=0,+={I1,1}
Szm_1=OA(m) m=1,..., M
SQm:OB(m) m=1,..., M,
Sop+1 = Oo = {0}

m)~ ~ x(m2~ : ~
e 7ty S 1) ) 403

=~

(=) 4 4, (b) |, 4@
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Différence de potentiel: %
2y = Vvt
H(y) = YAV -
— 1 1 [Q—I—H,Q . QE(&)]
B : 3(]é+’{/2) 1+K2 K(’i) 0.1
() -
K= r(7Y)

T T T T T T T T T f T T T T ~
00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 13 14 15 7
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Différence de potentiel:
- V(A)-V(I*t
HGE) = ( )N ()

_ 1 1 [2+,<,2 B
4 30+R2) L1447
+0(%)
k= r(7)

V(AR)-v(I*)
1 N

L I
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 1.2 13 14 15 ’7

Corollaire: V0<fy 1, INo(®) t.a. VN = No(7),

VO<T<R\2,V:EOEB(I

T

e Soit 7y = MY(BIT,r)). Alors Vé > 0,

oc—0

Iim ]P)azo{e(QH(i)—(S)/JQ <7y < e(QH(ﬁ)—I—cS)/UQ} =1

lim o 1og E*0{r, } = 2H(7)
g—

e SOit 74 = Thit(UgEG B(gA,r)),
et —_ = inf{t > rY(BUI~,R)): s € B(I7,r)}. Alors

oc—0

lim ]P)ZEO{TA < T4 ‘ T4 < 7'_} =1



Idées de la preuve

reS <& f(an) +%[$n+1 —Ql‘n—l-ﬂ?n—l] =0

N {xn—l—l = xn + cwn — %52]"(9077,)
Wn 41 = wn — 5| f(@n) + [(@nt1)]

e =22
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Idées de la preuve

res << f(ivn)+%[$n+1—2l‘n+ﬂfn—1}=0

N {xn—l—l = xn + cwn — %52]"(:1377,)
Wn 41 = wn — 5| f(@n) + [(@nt1)]

e =22

> Application préservant les aires
> Discrétisation de & = — f(x)

C(xn—l—la wn—l—l) = C(zn,wn) + 0(53)

> Quantité presque conservée: C(z,w) = 5(2? + w?) — za*



Idées de la preuve

res << f(ivn)+%[$n+1—2l‘n+ﬂfn—1}=0

N {xn—l—l = xn + cwn — %52]"(:1377,)

> Application préservant les aires

> Discrétisation de & = — f(x)

> Quantité presque conservée: C(z,w) = 5(2? + w?) — za*
C(@pt1, Wnt1) = C(@n, wn) + O(e3)

En variables action-angle (I,):

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

I =h(C), et (¢,C) — (z,w) contiennent fonctions elliptiques.

18-b



Idées de la preuve

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

Q(I) monotone en I = twist map.

(mod 27)
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Idées de la preuve

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

Q(I) monotone en I = twist map.
> “63 — "

Yn = Yo + ’TLSQ(Io) (mod 27‘(‘)
In = I

Orbite de période N si NeQ2(Ilg) =2nM, M € {1,2,...}.
v = M/N: nombre de rotation, j +— r; a 2M changements de
signe.
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Idées de la preuve

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

Q(I) monotone en I = twist map.

[>u€3: n:

Yn = Yo + ’TLSQ(Io) (mod 27‘(‘)
In = I

Orbite de période N si NeQ2(Ilg) =2nM, M € {1,2,...}.
v = M/N: nombre de rotation, j +— r; a 2M changements de
signe.

>e > 0: Théeoreme de Poincarée—Birkhoff: 4 au moins 2 orbites
périodiques pour chaque v t.q. 2nv/e dans domaine de S2.
Probleme: Montrer qu'il n'y a que deux orbites pour chaque v.
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Idées de la preuve

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

Fonction génératrice: (vYn,¥p41) — G(¥n, ¥p4+1) t.Q.

01G(Yn, Ypy1) = —1In O2G (Yn, Yp41) = Iyt
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Idées de la preuve

Va1 = ¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
Iny1 = In+39(¥n, In, €)

Fonction génératrice: (vYn,¥p41) — G(¥n, ¥p4+1) t.Q.

01G(Yn, Ypy1) = —1In O2G (Yn, Yp41) = Iyt

Proprieté: Orbites de période N sont points stationaires de

GN(Y1,...,¥N) = G(W1,92) + G(Yo,9¥3) + - - + G(¥N,¥1 + 27 Nv)

20-a



Idées de la preuve

Va1 = t¥n +eQ(In) + 3 f (¥n, In, €) (mod 27)
In—l—l — In —I_ 539(1%; ITL) 8)

Fonction génératrice: (Ym, ¥p41) — G(¥n, Yp41) t.Q.

01G(Yn, Yp41) = —1In 02G (Yn, Yp41) = Iny1

Propriéeté: Orbites de période N sont points stationaires de

GN(w].a"'awN) — G(¢17¢2>+G(¢27¢3)++G(¢N7¢1 +27TNV)

Dans notre cas,

G(¢1,92) = eGo (W ; wl,é‘) +2e3 3 Gy <¢2 ; wl»é?) cos(p(¢1+12))

p=1

> N particules ‘‘connectées par ressorts’ dans pot. ext. périod.
> Pts. stat. analysés par transf. de Fourier de (v1,...,%n).
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References

e N. B., Bastien Fernandez, Barbara Gentz, Metastability in interacting non-
linear stochastic differential equations I: From weak coupling to synchroni-
sation, preprint (2006), hal-00115416

e |, Metastability in interacting nonlinear stochastic differential equa-
tions II: The large-N regime, preprint (2006), hal-00115417

Publicite

Probability and Its Applications ™

21



