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Introduction

Ce document présente une synthèse de mes travaux de recherches effectués depuis mon doctorat.
Mon travail de thèse (2002-2005), au sein du MAPMO de l’Université d’Orléans, avait déjà pour ori-
gine le problème du diagnostic précoce de l’ostéoporose, maladie osseuse, à partir des radiographies
d’os. Je me suis alors intéressée à la modélisation stochastique des os 3D et de leurs radiographies 2D
par des champs aléatoires sur R3 et R2 dépendant de paramètres qui puissent s’estimer à partir des
radiographies et discriminer les populations ostéoporotiques. J’ai poursuivi depuis ce type d’étude en
élargissant au fur et à mesure les modèles aléatoires considérés et les domaines d’applications.

Ainsi, je m’intéresse à l’étude mathématique de champs aléatoires présentant un certain nombre
de caractéristiques statistiques comme l’anisotropie, l’autosimilarité à certaines échelles ou la station-
narité. Il est alors crucial pour de telles études de valider les modèles proposés en les confrontant aux
données réelles. Ceci peut se faire de manière qualitative aux moyens de simulations numériques ou de
manière quantitative à l’aide d’estimateurs des paramètres des différents modèles. La mise au point
d’algorithmes pour la simulation d’images numériques 2D ou 3D, suivant un modèle mathématique
probabiliste donné, doit non seulement prendre en compte le problème de la discrétisation mais aussi
celui du stockage des données. De même, la construction d’estimateurs théoriques doit prendre en
compte les contraintes numériques imposées par les expériences. Ces questions sont également au
coeur de mes travaux de recherches.

Il y a plus de quarante ans, Mandelbrot et Van Ness [MVN68] ont proposé le modèle du mou-
vement brownien fractionnaire afin d’étudier des signaux 1D irréguliers. Depuis, il est utilisé comme
outil modèle dans de nombreux domaines tels l’hydrologie, la biologie, la mécanique des fluides ou
encore la finance et sert de base à l’analyse fractale des signaux. Un seul paramètre, l’indice de Hurst,
rend compte à la fois de son irrégularité, de son autosimilarité et de la dimension fractale de son
graphe. Dès lors, de nombreux champs aléatoires, généralisant ce modèle 1D ont été définis par dif-
férents auteurs, mathématiciens et scientifiques, pour la modélisation de milieux irréguliers et dans
des situations où on veut rendre compte d’un nombre croissant de paramètres. Une grande partie de
mes travaux et projets se situe dans ce cadre, et porte sur des généralisations de cet outil modèle,
principalement motivées par des applications spécifiques.

En 2005, au cours de mon post-doc à l’Université du Nevada (Reno, USA), sous la direction de
Hans-Peter Scheffler, j’ai travaillé sur une généralisation anisotrope de la propriété d’autosimilarité
appelée autosimilarité matricielle, en vue d’applications en géosciences. Nous avons également consi-
déré des champs aléatoires α-stables qui permettent de généraliser les champs aléatoires gaussiens
pour la modélisation de phénomènes présentant une grande variabilité.
J’ai ensuite intégré l’équipe de probabilités du MAP5 de l’Université Paris Descartes en 2006, d’abord
en tant qu’ATER puis en tant que maître de conférences. Mes travaux ont alors été effectués en grande
partie au sein du projet ANR MIPOMODIM (2005-2009).
Le projet MIPOMODIM consistait à définir et étudier des champs aléatoires pour modéliser des mi-
lieux poreux 3D (principalement des tissus osseux) ainsi que leurs images 2D, en collaboration avec
des physiciens du LPMC de l’école Polytechnique ainsi que des médecins de l’équipe INSERM U 658
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du Centre Hospitalier Régional d’Orléans. J’ai alors poursuivi mon travail avec Anne Estrade (MAP5,
Université Paris Descartes) sur l’étude de champs aléatoires de type "shot noise" obtenus sous forme
d’intégrales stochastiques par rapport à une mesure de Poisson qui permettent une description mi-
croscopique simple des milieux 3D. Parallèlement, je me suis intéressée à l’étude des ensembles de
niveaux de certains de ces champs en 2D, en collaboration avec Agnès Desolneux (MAP5, Univer-
sité Paris Descartes) qui étudiait avec Bernard Sapoval (LPMC, École Polytechnique) les fronts de
percolation dans des modèles de diffusion de "grosses particules". J’ai également débuté une collabo-
ration avec Frédéric Richard (MAP5, Université Paris Descartes) dans le but de valider les modèles
de champs browniens fractionnaires anisotropes pour des images médicales de type mammographies
ou radiographies d’os, ceci en collaboration avec Claude-Laurent Benhamou (INSERM U 658, CHR
Orléans) lorsqu’il s’agissait de radiographies osseuses.
Depuis 2009 et la fin du projet MIPOMODIM, je travaille au sein du projet ANR MATAIM (2009-
2013), plus orienté sur la modélisation et l’analyse de textures anisotropes 2D. Le principal domaine
d’applications de ce projet reste l’imagerie médicale, non seulement en collaboration avec l’équipe IN-
SERM U 658 mais également avec l’unité INSERM ERI-20 de l’Institut Gustave Roussy de Villejuif,
spécialisé en épidémiologie du cancer du sein.

Toutes ces activités sont décrites dans ce document sous la forme de trois chapitres, chacun por-
tant sur des modèles aléatoires spécifiques.

Le chapitre 1 présente les modèles de champs browniens fractionnaires anisotropes, introduits dans
[BE03], qui furent les premiers modèles que j’ai étudiés lors de ma thèse mais pour lesquels beaucoup
de questions restent d’actualité. Le champ brownien fractionnaire anisotrope défini sur Rd, d ≥ 2, est
une généralisation anisotrope du mouvement brownien fractionnaire obtenu par une déformation ani-
sotrope de sa densité spectrale. Elle se caractérise par deux fonctions définies sur Sd−1 : une fonction
c liée à la fonction de topothésie du variogramme et une fonction h qui joue le rôle de paramètre de
Hurst directionnel, liée à la régularité höldérienne du champ aléatoire.
Les travaux que je présente sont principalement orientés autour de l’identification de la fonction
d’anisotropie h. Ce problème nécessite l’introduction théorique des transformées de Radon de champs
aléatoires. Ceci permet de ramener l’étude à une analyse directionnelle d’un signal 1D pour lequel de
nombreux outils sont à disposition. Des résultats statistiques de type théorème central limite s’ob-
tiennent alors en se plaçant dans le cadre général des séries temporelles gaussiennes. En collaboration
avec Aline Bonami (MAPMO, Université d’Orléans) et José R. León (UCV, Venezuela), nous avons
obtenu des résultats très généraux pour ce type d’étude en utilisant le cadre des intégrales multiples
de Wiener-Itô. J’ai travaillé avec Frédéric Richard sur la mise en place numérique de ces estimateurs
ainsi que sur la pertinence de ce modèle pour certaines images médicales.
Cependant, cette étude pose encore de nombreuses questions liées en particulier au problème de la
discrétisation des modèles continus ainsi qu’à leurs simulations, et font l’objet d’un travail en colla-
boration avec Lionel Moisan (MAP5, Université Paris Descartes). Des résultats préliminaires sur les
mammographies semblent montrer la pertinence d’un tel modèle. En revanche, en collaboration avec
Claude-Laurent Benhamou, nous obtenons des résultats qui suggèrent l’utilisation d’un autre type de
modèle pour les radiographies d’os.

Le chapitre 2 est consacré à l’étude des champs stables à autosimilarité matricielle que nous avons
introduits en collaboration avec Mark Meerschaert (University of Michigan, USA) et Hans-Peter
Scheffler (University of Siegen, Germany). Afin d’obtenir une famille de lois plus générale que les
lois gaussiennes il suffit de considérer des intégrales stochastiques par rapport à une mesure stable :
symétrique α-stable si α ∈ (0, 2) et gaussienne si α = 2 [ST94]. Ceci permet notamment la modé-
lisation de phénomènes non gaussiens à variances infinies, comme souvent observés en géosciences.
D’autre part, nous avons généralisé la notion "isotrope" d’autosimilarité en autosimilarité matricielle
qui permet de prendre en compte une certaine anisotropie au moyen d’une seule matrice carrée de
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taille d. La construction ainsi que l’étude de ces modèles nécessite l’utilisation de coordonnées polaires
adaptées à la matrice, dont on peut donner un certain nombre de propriétés théoriques. Nous avons
alors considéré des représentations moyennes mobiles et harmonisables de ces champs.
En collaboration avec Céline Lacaux (IECN, École des Mines de Nancy), nous montrons que les repré-
sentations harmonisables α-stables possèdent les mêmes propriétés trajectorielles que les gaussiennes,
à la grande différence des représentations moyennes mobiles qui, elles, sont presque sûrement non
bornées dès que d ≥ 2. Nous avons également défini avec Hans-Peter Scheffler une généralisation
des modèles multifractionnaires, en introduisant des modèles à autosimilarités matricielles multiples.
Enfin, dans le cadre des champs gaussiens, nous nous sommes intéressées avec Yimin Xiao (University
of Michigan, USA) aux propriétés fines des trajectoires gaussiennes et notamment aux dimensions de
Hausdorff d’ensembles de niveaux.
La fin de ce chapitre est consacrée aux questions numériques associées à ces modèles. En collaboration
avec Peter Scheffler, j’ai considéré le problème de la simulation en 1D des processus linéaires frac-
tionnaires stables. En 2D nous avons montré, avec Frédéric Richard et Claude-Laurent Benhamou, la
pertinence d’un modèle gaussien à autosimilarité matricielle pour les radiographies d’os, en adaptant
les outils statistiques développés dans le premier chapitre.

Le chapitre 3 regroupe les travaux que j’ai effectués autour des modèles de type shot noise. J’ai
commencé à m’intéresser à ce type de modèle en collaboration avec Anne Estrade. Nous nous sommes
intéressées à une généralisation en dimension d du modèle de micropulses [CGM95] qui permet une
description microscopique simple du mouvement brownien fractionnaire. Nous avons introduit un mo-
dèle de microboules qui résulte de la superposition de boules aléatoires dont les centres et les rayons
sont lancés suivant un processus ponctuel de Poisson. Un tel modèle s’écrit alors comme un champ
shot noise et peut se représenter sous la forme d’une intégrale stochastique par rapport à une mesure
de Poisson.
En collaboration avec Ingemar Kaj (Uppsala University, Sweden) nous avons considéré des générali-
sations de ce modèle en adoptant le point de vue des processus indexés par des mesures, développé
dans [KLNS07], généralisant le concept de distributions tempérées aléatoires. Nous avons étudié le
comportement asymptotique de ces processus en fonction du comportement en loi de puissance des
rayons des boules. En explicitant le lien entre les distributions tempérées aléatoires et les champs
aléatoires, nous donnons un procédé de construction de champs autosimilaires, qu’ils soient gaussiens
ou sous forme d’intégrales stochastiques par rapport à une mesure de Poisson, pour n’importe quel
ordre d’autosimilarité.
Ces travaux nous ont conduites, Anne Estrade et moi-même, à l’étude du recouvrement de l’espace
Rd par des boules aléatoires. Contrairement au cas de la dimension d = 1 [She72], il n’existe pas de
condition nécessaire et suffisante de recouvrement. Cependant, en utilisant le point de vue de la per-
colation continue on peut donner une intensité critique de recouvrement qui s’écrit explicitement en
fonction de la mesure des rayons et intervient également dans le calcul de la dimension de Hausdorff
de la partie non recouverte.
Plus généralement, avec Agnès Desolneux (MAP5, Université Paris Descartes), nous nous intéres-
sons à la topographie de champs aléatoires shot noise 2D pour des modèles de diffusion de "grosses
particules". Nous avons débuté notre travail en dimension 1 avec l’étude du nombre moyen de franchis-
sements (crossings) de processus shot noise C1 par morceaux. Nous donnons une formule explicite de
la transformée de Fourier du nombre moyen de franchissements. Nous obtenons également la conver-
gence de ce nombre vers la formule de Rice gaussienne pour des grandes valeurs de l’intensité du
processus de Poisson.

Le dernier chapitre rassemble les différentes perspectives de recherche issues de ces travaux. La
présentation suit celle des chapitres précédents.
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Chapitre 1

Champs browniens fractionnaires

anisotropes et transformées de Radon

Mes travaux de thèse avaient pour origine le problème du diagnostic précoce de l’ostéoporose à
partir des radiographies d’os et s’inscrivaient dans la continuité de la collaboration entre l’équipe
INSERM U 658 (Centre Hospitalier Régional d’Orléans, France), le laboratoire PRISME EA 4229
(Université d’Orléans) et le laboratoire MAPMO (Université d’Orléans). Rappelons que l’ostéoporose
est une maladie des os de plus en plus courante, essentiellement en raison du vieillissement de la
population. Elle se caractérise par deux manifestations principales : la perte de masse osseuse d’une
part, une altération de la micro-architecture osseuse d’autre part. Actuellement, une seule technique
de diagnostic en prévention est systématiquement utilisée. Il s’agit de la densitométrie osseuse qui ne
mesure que la perte de masse osseuse. Pour évaluer l’altération de la micro-architecture osseuse, deux
types de techniques sont principalement explorés. La première, l’imagerie 3D, est encore à la fois soit
trop coûteuse, soit trop irradiante pour le patient. La seconde, l’imagerie 2D à partir des radiogra-
phies, présente l’avantage d’être simple à mettre en oeuvre. Le laboratoire PRISME (anciennement
LESI), en collaboration avec l’équipe INSERM U 658, a développé une méthode d’analyse fractale
des radiographies en modélisant des lignes extraites par des mouvements browniens fractionnaires.
Leurs résultats, associés à un examen de densitométrie, sont encourageants pour une aide au diag-
nostic [BPL+01] mais ne sont pas suffisamment discriminants seuls. En particulier, les médecins ont
constaté que les radiographies des ostéoporotiques étaient plus anisotropes que celles des témoins.

Ces dernières années, l’analyse fractale a été largement employée en imagerie médicale pour no-
tamment caractériser ou classifier les textures [BL09]. Le problème de ces études est la diversité des
approches employées (analyse fractale de la dimension, méthodes du variogramme ou d’ondelettes,
méthodes du spectre de puissance,...) qui mélangent le point de vue spatial et fréquentiel et les rend
difficiles à comparer. D’autre part l’aspect anisotrope des images n’est encore que partiellement étudié
alors qu’il peut avoir un intérêt pour l’aide au diagnostic. J’ai préféré dans mon travail me consacrer
à une approche probabiliste qui concerne la modélisation stochastiques des images elles-même par
des champs aléatoires, généralisant de façon anisotrope le mouvement brownien fractionnaire 1D. Le
premier modèle que j’ai considéré est un modèle gaussien fractionnaire anisotrope introduit par A.
Bonami et A. Estrade [BE03], dépendant d’un paramètre qui rend compte de l’anisotropie. J’ai conti-
nué à travailler sur ce type de modèle d’abord au sein du projet ANR MIPOMODIM, puis maintenant
au sein du projet ANR MATAIM, en vue d’applications à l’imagerie médicale.
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1.1 Champs gaussiens à densité spectrale

1.1.1 Représentation harmonisable

De nombreuses généralisations du champ brownien fractionnaire, ont été obtenues à partir de sa
représentation harmonisable. En effet, on peut le définir comme une intégrale stochastique à partir
d’une mesure de Wiener complexe

BH=

{
ℜ
∫

Rd

(eit·ξ − 1)|ξ|−H− d
2 W (dξ); t ∈ R

d

}
, (1.1)

où ℜ désigne la partie réelle. Par isométrie, Var(BH(t)) =
∫
Rd |eit·ξ − 1|2|ξ|−2H−ddξ et la fonction

|ξ|−2H−d est appelée densité spectrale de BH .

H = 0.3 H = 0.5 H = 0.7

Figure 1.1 – Réalisations de champs browniens fractionnaires en dimension d = 2 pour différentes
valeurs de H obtenues par la méthode de simulation exacte de [Ste02].

Plus généralement, on peut définir un champ aléatoire gaussien centré X en remplaçant |ξ|−2H−d

dans (1.1) par une fonction positive et paire ft ∈ L1(Rd,min(1, |ξ|2)dξ) :

X=

{
ℜ
∫

Rd

(eit·ξ − 1)ft(ξ)
1/2 W (dξ); t ∈ R

d

}
. (1.2)

La loi de ce champ est alors déterminée par sa fonction de covariance donnée par

(s, t) ∈ R
d 7→

∫

Rd

(eit·ξ − 1)(eis·ξ − 1)ft(ξ)
1/2fs(ξ)

1/2dξ.

Plusieurs auteurs [BJR97, PLV96] ont étudié des modèles pour lesquels le paramètre H est remplacé
par une fonction qui dépend du point t et ft(ξ) = c(t)|ξ|−2H(t)−d, adaptés à des milieux non homo-
gènes. Pour la modélisation de milieux homogènes, il faut choisir pour f une fonction qui ne dépend
pas du point t, et que l’on appelle densité spectrale. Dans ce cas, le champ est à accroissements
stationnaires : la loi de X(·+ τ)−X(τ) est la même que celle de X(·) −X(0), pour tout τ ∈ Rd, et
est caractérisée par le variogramme de X

vX(t) = Var(X(t)−X(0)) =

∫

Rd

|eit·ξ − 1|2f(ξ)dξ. (1.3)

On dit alors que X est un champ aléatoire gaussien à densité spectrale f . C’est en particulier le cas
du champ brownien fractionnaire BH . Le choix de la densité spectrale f(ξ) = |ξ|−2H−d implique en
particulier l’autosimilarité globale d’ordre H de BH . Rappelons qu’un champ X est dit autosimilaire
d’ordre H s’il satisfait {

X(ct) ; t ∈ R
d
}
loi
= cH

{
X(t) ; t ∈ R

d
}
, (1.4)
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pour tout c > 0. On peut s’intéresser à une propriété d’autosimilarité asymptotique locale [BJR97]
(lass) qui correspond à une autosimilarité à petites échelles. Le champ X est lass d’ordre H > 0 au
point t ∈ Rd si

lim
ε→0+

{
X(t+ εu)−X(t)

εH
; u ∈ R

d

}
fdd
=
{
Zt(u); u ∈ R

d
}
, (1.5)

où Zt est un champ non dégénéré appelé champ tangent de X au point t. Cette propriété est satisfaite
en tout point t par un champ à densité spectrale f dès que celle-ci vérifie

f(ξ) =
c(ξ/|ξ|)
|ξ|2H+d

+ o|ξ|→+∞

(
1

|ξ|2H+d

)
,

avec c ∈ L1(Sd−1) positive, non nulle, et H ∈ (0, 1). Pour la modélisation de milieux homogènes
anisotropes, A. Bonami et A. Estrade se sont intéressées à des champs, appelés champs browniens
fractionnaires anisotropes, dont la densité spectrale est donnée par une fonction de type

f(ξ) =
c(ξ)

|ξ|2h(ξ)+d , ξ ∈ R
d, (1.6)

où les fonctions c et h ne dépendent que de la direction ξ/|ξ| avec c ≥ 0 et h ∈ (0, 1). Une des difficultés
est alors de retrouver la fonction d’anisotropie h, au vu d’une ou plusieurs réalisations. On perd la
propriété d’autosimilarité globale et la propriété lass (1.5) sera vérifiée en tout point t par H = essinf

Sd−1
h

si cette valeur est atteinte sur un ensemble de mesure non nulle où c est strictement positive. On
retrouve également cette valeur par une étude directe la régularité höldérienne des trajectoires du
champ.

1.1.2 Régularité höldérienne

Rappelons qu’un champ aléatoire X est dit satisfaire une condition de Hölder d’ordre α ∈ (0, 1)
uniforme sur tout compact si, pour tout compact K de Rd, il existe une variable aléatoire AK positive
et finie presque sûrement telle que, presque sûrement,

∀t, s ∈ K, |X(t)−X(s)| ≤ AK |t− s|α.

Lorsque X est gaussien et satisfait ‖X(t)−X(s)‖2 ≤ CK |t− s|H avec ‖Y ‖2 =
√

E(Y 2), il existe une
modification X̃ de X qui satisfait une condition de Hölder d’ordre H − ε uniforme sur K, pour tout
ε > 0. On obtient une estimation plus précise de cet exposant en regardant ce qu’il se passe pour des
valeurs plus grandes que H. On dit que X admet H ∈ (0, 1) pour exposant de Hölder quadratique
critique si pour tout 0 < α < H < β < 1 il existe c1, c2 > 0 telles que pour tout t, s ∈ Rd avec |t− s|
suffisamment petit on ait

c1|t− s|β ≤ ‖X(t) −X(s)‖2 ≤ c2|t− s|α.

Lorsque X est gaussien cela implique l’existence d’une modification continue X̃ de X telle que pour
tout t ∈ Rd l’exposant de Hölder ponctuel de X̃ au point t, défini par

Hponc(t) = sup

{
α > 0; lim

u→0

X̃(t+ u)− X̃(t)

|u|α = 0

}
, (1.7)

vérifie Hponc(t) = H p.s. On peut également démontrer que (voir par exemple [Adl81]),

dimBX̃ = dimHX̃ = d+ 1−H p.s.

avec dimHX̃ et dimBX̃ les dimensions de Hausdorff et de boîtes du graphe de X̃ sur un compact
K de Rd [Fal90]. Du point de vue de la modélisation, l’exposant de Hölder critique est lié à la
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rugosité ou irrégularité du modèle étudié. Plus cet exposant est petit, plus le modèle est rugueux ou
irrégulier, comme on peut le voir sur la figure 1.1. Pour des champs gaussiens centrés à accroissements
stationnaires c’est alors le comportement local du variogramme (1.3) au voisinage de 0 qui décrit la
régularité höldérienne. Celui-ci est donné par le comportement asymptotique aux hautes fréquences
de la densité spectrale [BE03].

Proposition 1.1. Soit X un champ gaussien de densité spectrale f et de variogramme vX .
(a) Soit 0 < α ≤ β < 1. Si il existe A,B1, B2 > 0 et un sous-ensemble E de la sphère unité Sd−1 de
Rd de mesure positive tel que pour presque tout ξ ∈ Rd,

(i) |ξ| ≥ A⇒ |f(ξ)| ≤ B1|ξ|−2α−d;
(ii) |ξ| ≥ A et ξ

|ξ| ∈ E ⇒ |f(ξ)| ≥ B2|ξ|−2β−d;

alors il existe δ > 0 et c1, c2 > 0 tels que pour tout t ∈ Rd,

(iii) |t| ≤ δ ⇒ c1|t|2β ≤ vX(t) ≤ C2|t|2α

(b) Si la condition (iii) est vérifiée pour tout α, β avec 0 < α < H < β < 1 alors X admet H ∈ (0, 1)
pour exposant de Hölder quadratique critique.

Lorsque c est constante, l’exposant de Hölder quadratique critique du champ brownien fraction-
naire anisotrope est bien donné par H = essinf

Sd−1
h puisque la densité spectrale (1.6) vérifie les points

(i) et (ii) pour tout α < H < β. Il est alors naturel de se demander si une analyse directionnelle peut
permettre de détecter l’anisotropie.

1.2 Analyse directionnelle et Transformées de Radon

1.2.1 Processus lignes

On considère la restriction d’un champ X le long d’une droite {t0 + tθ; t ∈ R} pour un vecteur
t0 ∈ Rd et une direction θ ∈ Sd−1 fixés, notée Lt0,θX = {X(t0+tθ) ; t ∈ R}, et appelée processus ligne
[P4]. Lorsque le champ est supposé à accroissements stationnaires, la régularité du processus ligne
ne dépend pas de t0. Si on suppose de plus qu’il existe une fonction β : Sd−1 → (0, 1) telle que Lt0,θX
admette β(θ) pour exposant de Hölder quadratique critique on peut montrer que β prend au plus d
valeurs et que cette fonction est constante, sauf sur l’intersection de la sphère avec un sous-espace de
dimension au plus d− 1 [BE03]. En particulier, si d = 2, il existe au plus une direction pour laquelle
la régularité peut varier. Si on suppose que X admet f pour densité spectrale, le processus Lt0,θX
admet également une densité spectrale qui est donnée par la transformée de Radon de f

Lθf(ζ) =
∫

〈θ〉⊥
f(ζθ + η)dη, ζ ∈ R. (1.8)

Lorsque f satisfait (i) et (ii) de la proposition 1.1 pour tout α < H < β on obtient que le processus
Lt0,θX admet H pour exposant de Hölder quadratique critique quelle que soit la direction θ. Une
étude directionnelle du champ brownien fractionnaire anisotrope permet donc d’estimer H = essinf

Sd−1
h

[Beg07] mais ne permet pas de rendre compte de l’anisotropie de h. Pour la déterminer, on peut
considérer une transformée de Radon à fenêtre du champ.

1.2.2 Transformées de Radon de champs aléatoires

Dans [BE03], les auteurs donnent une méthode théorique afin de retrouver la fonction d’anisotropie
dans le cas d’un champ gaussien à accroissements stationnaires. Elles choisissent une fenêtre adaptée
et effectuent une transformée de Radon à fenêtre du modèle d-dimensionnel. Alors, pour chaque
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direction, elles obtiennent un processus gaussien centré encore à accroissements stationnaires et dont
la densité spectrale est obtenue par transformée de Radon à fenêtre de l’originale dans la même
direction. Ce résultat m’a conduite à étudier, dans un premier temps, le comportement asymptotique
des transformées de Radon à fenêtre. Pour un sous-espace vectoriel strict de Rd, noté V , on donne
un sens au champ

PV,φ(X) =

{∫

V ⊥

X(s + t)φ(s)ds; t ∈ V

}
, (1.9)

appelé transformée de Radon à fenêtre de X sur V , en choisissant φ une fenêtre déterministe sur V ⊥

adaptée. La stationnarité est préservée par cette transformation et, lorsque X admet f pour densité
spectrale, le champ PV,φ(X) admet la densité spectrale donnée par

P
V,|φ̂|2f(ζ) =

∫

V ⊥

f (ζ + η) |φ̂(η)|2dη, ζ ∈ V.

Nous montrons alors dans [5] que le comportement asymptotique de la densité spectrale est conservé
par cette transformation. En effet, en choisissant une fenêtre et δ > 0 adaptés, lorsque f vérifie

f(ξ) =
c(ξ)

|ξ|2h(ξ)+d
+ o

(
1

|ξ|2h(ξ)+d+δ
)

quand |ξ| → +∞,

avec h et c ne dépendant que de la direction ξ/|ξ|, positives et lipschitziennes sur la sphère, on a

P
V,|φ̂|2f(ζ) =

c(ζ)

|ζ|2h(ζ)+d
∫

V ⊥

|φ̂(η)|2dη + o

(
1

|ζ|2h(ζ)+d+δ
)

quand ζ ∈ V et |ζ| → +∞.

Ainsi, lorsque V est engendré par une direction θ, la densité spectrale du processus P〈θ〉,φ(X) est

asymptotiquement de la forme |ζ|−2(h(θ)+ d−1
2 )+1, ce qui permet de déduire des propriétés lass, en

considérant des accroissements supérieurs lorsque h(θ) + d−1
2 > 1. En particulier, dès que d ≥ 3,

h(θ) + d−1
2 > 1 et cela se traduit par le fait que le variogramme de P〈θ〉,φ(X) est de classe C2 sur R

et ainsi le processus P〈θ〉,φ(X) est de classe C1 sur R en moyenne quadratique. On peut alors généra-
liser la notion d’exposant de Hölder quadratique critique à des valeurs H > 1 non entières pour des
processus 1D. Plus précisément, si n ∈ N on dit que le processus gaussien Y = {Y (t); t ∈ R} admet
H ∈ (n, n+ 1) pour exposant de Hölder quadratique critique si Y est de classe Cn sur R en moyenne
quadratique et le processus Y (n) admet H −n ∈ (0, 1) pour exposant de Hölder quadratique critique.
On peut alors montrer que si la densité spectrale d’un processus Y satisfait (i) et (ii) de la proposition
1.1 pour tout α < H < β alors H ∈ (n, n + 1) est bien l’exposant de Hölder quadratique critique
de Y . Ainsi, lorsque X est un champ brownien fractionnaire anisotrope, P〈θ〉,φ(X) admet h(θ) + d−1

2
comme exposant de Hölder quadratique critique. Ceci permet théoriquement de déterminer la fonc-
tion d’anisotropie h.

Remarquons que les transformées de Radon apparaissent non seulement comme un outil d’analyse
de champs anisotropes mais aussi comme un moyen de modélisation du procédé de radiographie. En
effet, une transformée X-ray à fenêtre du champ s’obtient simplement en choisissant V = 〈θ〉⊥, comme
nous l’avons étudié dans [2] (voir la partie 3.1.1).

1.2.3 Injectivité des transformées de Radon

Cette étude m’a naturellement amenée à la question de l’injectivité d’une telle transformation.
Bien que la transformée de Radon classique soit injective sur L1(Rd) (cf. [RK96] par exemple), il
n’en est rien en général pour les transformées de Radon à fenêtre. D’après [Qui83], le choix d’une
fenêtre invariante par rotation permet tout de même d’obtenir l’injectivité pour les fonctions de carré
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intégrable à support compact. Dans [1], j’ai étendu cette classe de fonctions à celles qui décroissent
plus vite que n’importe quelle fonction gaussienne.

1.3 Estimations

Il existe une vaste littérature concernant l’estimation du paramètre de Hurst H d’un mouvement
brownien fractionnaire (voir par exemple [Coe00] et [BLO+03]). La plupart des méthodes se ramènent
à l’étude des accroissements qui définissent un processus stationnaire (bruit gaussien fractionnaire).
Le choix de la méthode dépend naturellement du point de vue avec lequel on considère le paramètre de
Hurst H. Ainsi, les méthodes dites spectrales reposent sur les propriétés d’homogénéité de la densité
spectrale du bruit gaussien fractionnaire dans certaines échelles de fréquences. Les estimateurs du
maximum de vraisemblance et autres estimateurs de Whittle [Ber94] sont utilisés pour les propriétés
de type longue-mémoire qui sont liées à la singularité de la densité spectrale au voisinage de 0 lorsque
H ∈ (1/2, 1). Ces estimateurs sont consistants et vérifient une normalité asymptotique. Cependant
l’hypothèse H > 1/2 est souvent trop restrictive. D’autres estimateurs sont définis en filtrant des
observations discrètes (souvent équiréparties) du mouvement brownien fractionnaire. C’est le cas par
exemple des estimateurs à base d’ondelettes [AGF95] ou des variations quadratiques généralisées
étudiées dans [IL97, KW97]. L’intéret de ces estimateurs est principalement dû au fait qu’ils se
généralisent à une large classe de processus gaussiens qui admettent la même régularité höldérienne. Ils
sont de plus consistants et peuvent vérifier une nomalité asymptotique. Enfin, ils admettent également
des généralisations en dimension supérieure pour l’étude de la régularité de champs gaussiens.

1.3.1 Variations quadratiques généralisées

On considère un processus gaussien centré Y = {Y (t); t ∈ R}, à accroissements stationnaires et
densité spectrale f ∈ L1(R,min (1, |ξ|2)dξ). On suppose également que f satisfait

f(ξ) =
c

|ξ|2H+1
+ O

|ξ|→+∞

(
1

|ξ|2H+1+s

)
, (1.10)

pour H, c, s > 0 avec H /∈ N. Ceci assure que l’exposant de Hölder quadratique critique de Y est
donné par H. On suppose observer une réalisation de Y aux points discrets k/n pour k = 0, . . . , n :
{Y (0), Y (1/n) , . . . , Y ((n− 1)/n) , Y (1)} . On cherche alors à estimer H. La première étape consiste
à filtrer les observations afin de se ramener à l’étude d’un processus stationnaire Par exemple, puisque
Y a des accroissements stationnaires, le processus {Y ((t+ 1)/n) − Y (t/n) ; t ∈ R} est stationnaire.
Plus généralement, on peut considérer le processus filtré

Zn,a(t) =

p∑

k=0

akY

(
t+ k

n

)
, pour t ∈ R.

Celui-ci est défini pour un filtre discret a = (a0, . . . , ap) de longueur p + 1 et d’ordre K (p,K ∈ N

avec p ≥ K), ce qui signifie que

p∑

k=0

akk
r = 0 pour 0 ≤ r ≤ K − 1 et

p∑

k=0

akk
K 6= 0.

Le processus {Y ((t+ 1)/n)− Y (t/n) ; t ∈ R} des accroissements de Y avec le pas 1/n est obtenu en
choisissant le filtre d’ordre 1 donné par a = (−1, 1). De même, les accroissements d’ordre K de Y
avec le pas 1/n sont obtenus avec le filtre a = (a0, . . . , aK) d’ordre K donné par ak = (−1)K−k(K

k

)
=

(−1)K−k K!
k!(K−k)! pour 0 ≤ k ≤ K. Puisque Y a des accroissements stationnaires d’ordre N = 1, le
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processus Zn,a est stationnaire pour tout filtre d’ordre K ≥ N . En suivant [KW97] on peut également
considérer le processus filtré avec un filtre dilaté. Plus précisément, pour un entier u ≥ 1, la dilatation

a
u de a est défini pour 0 ≤ k ≤ pu par auk =

{
ak′ si k′ = ku
0 sinon

. Le filtre a
u est de longueur

pu + 1 et du même ordre que a. Les observations de Y permettent donc de calculer Zn,au(k) pour
k = 0, . . . , n− pu. On peut alors estimer la variance empirique de Zn,au(0) en considérant

Vn,au(Y ) =
1

n− pu+ 1

n−pu∑

k=0

(Zn,au(k))2 , (1.11)

que nous appelons variation quadratique généralisée de Y [IL97]. Sous l’hypothèse (1.10), on peut
choisir un filtre a tel que

E (Vn,au(Y )) = E

(
(Zn,au(k))2

)
∼

n→+∞
can

−2Hu2H .

Un estimateur asymptotique de H est obtenu en considérant par exemple pour u 6= v

Ĥn,au,av(Y ) =
1

2
log

(
Vn,au(Y )

Vn,av(Y )

)
/ log

(u
v

)
(1.12)

En utilisant une δ-méthode, la normalité asymptotique de cet estimateur peut, selon les valeurs de s,
provenir de celle de (Tn,au(Y ), Tn,av(Y )) avec l’estimateur

Tn,au(Y ) =
Vn,au(Y )

E
(
Vn,au(Y )

) =
1

n− pu+ 1

n−pu∑

k=0

(Xn,au(k))2 , (1.13)

où Xn,au(k) = Zn,au(k)/

√
E

(
(Zn,au(k))2

)
. On peut alors aborder l’étude de Tn,au(Y ) de deux points

de vue différents.

Le premier, qui est celui développé dans [IL97] et suivi dans [5] et [8], consiste à voir Tn,au(Y )
comme une somme de variables aléatoires indépendantes. En effet, puisque le vecteur (Xn,au(k))0≤k≤n−pu
est gaussien on peut écrire

Tn,au(Y ) =
1

n− pu+ 1

n−pu∑

k=0

λk,nε
2
k,n,

avec (εk,n)0≤k≤n−pu une suite de variables gaussiennes centrées réduites indépendantes et (λk,n)0≤k≤n−pu
la suite des valeurs propres de la matrice de covariance du vecteur (Xn,au(k))0≤k≤n−pu. On véri-

fie une condition de Lindeberg lorsque max
0≤k≤n−pu

λk,n = o
n→+∞

(
n
√

Var(Tn,au(Y ))

)
, qui assure que

Tn,au (Y )−1√
Var(Tn,au (Y ))

converge vers une loi N (0, 1). On déduit la normalité asymptotique de l’équivalence

Var(Tn,au(Y )) ∼
n→+∞

σ2
a
u

n . De plus, en remarquant que E

(
(Tn,au(Y )− 1)4

)
≤ cVar(Tn,au(Y ))2 on

obtient également la convergence presque sûre de Tn,au(Y ) vers 1 par le lemme de Borel- Cantelli.

Le second point de vue, que nous adoptons dans [10], est lié à la théorie ergodique en remarquant
que Tn,au(Y ) est la moyenne empirique du processus stationnaire discret

(
Xn,au(k)2

)
k∈Z. Lorsque

Y = BH est un mouvement brownien fractionnaire, par autosimilarité, on se ramène à une suite(
Xa

u(k)2
)
k∈Z qui ne dépend plus de n. La convergence presque sûre résulte du fait que le processus

est ergodique car il admet une densité spectrale. Les théorèmes de Breuer-Major [BM83] donnent
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des conditions d’obtention du théorème central limite associé. Nous généralisons ces résultats au ta-
bleau triangulaire

(
Xn,au(k)2

)
k∈Z, en écrivant Tn,au(Y )− 1 comme un élément d’un chaos de Wiener

d’ordre 2 pour lequel les méthodes de Stein et les techniques de calcul de Malliavin développées dans
[NOL08, NP09a] s’appliquent. Ces résultats sont décrits dans la partie 1.3.2.

On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 1.1. Supposons que f , la densité spectrale de Y , satisfait (1.10) pour H, s > 0. Soit
a un filtre d’ordre K. On suppose de plus que |x|4Kf(x)2 est integrable sur tout compact de R. Si
K > H + 1

4 , alors pour u, v ≥ 1 entiers distincts, lorsque n tend vers l’infini,
(i) nVar (Tn,au(Y )) −→ σ2

a
u(H)

(ii)
√
n (Tn,au(Y )− 1, Tn,av(Y )− 1)

d−→ N
(
0,

(
σ2
a
u(H) ρau,av(H)

ρau,av(H) σ2
a
v(H)

))
,

avec σ2
a
u(H) = ρau,au(H) et

ρau,av(H) =
4π

Ca
u(H)Ca

v(H)

∫

[−π,π)

∣∣∣∣∣

p∑

k=0

ake
−ikux

p∑

k=0

ake
ikvx

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣
∑

k∈Z

1

|x+ 2πk|2H+1

∣∣∣∣∣

2

dx

où Ca
u(H) =

∫

R

∣∣∣∣∣

p∑

k=0

ake
−ikux

∣∣∣∣∣

2

|x|−2H−1dx.

Ceci permet d’obtenir la convergence presque sûre de l’estimateur Ĥn,au,av donné par (1.12) vers
H ainsi que sa normalité asymptotique dès que K > H + 1

4 et s > 1/2.

Dans [5], nous avons ainsi construit des estimateurs de la fonction d’anisotropie h(θ) de champs
browniens fractionnaires anisotropes, en considérant les variations quadratiques du processus P〈θ〉,φ(X),
obtenu par transformée de Radon à fenêtre. Dans [8], nous obtenons la normalité asymptotique d’un
couple d’estimateurs de la fonction d’anisotropie dans deux directions différentes, ce qui nous a permis
de construire un premier test d’anisotropie. C’est une conséquence du fait que si θ et θ′ sont deux
directions indépendantes de Sd−1, en choisissant une fenêtre φ convenable, on obtient que

nCov
(
Tn,au

(
P〈θ〉,φ(X)

)
, Tn,av

(
P〈θ′〉,φ(X)

))
−→
n→+∞

0.

Dans [10], nous avons placé les résultats de normalité asymptotique obtenus précédemment dans
le cadre plus large des séries temporelles gaussiennes à densité spectrale. Cette mise en perspective
nous permet d’utiliser les résultats de [NP09a, NOL08, PT04] et d’avoir des conditions assez simples
sur la densité spectrale pour obtenir la normalité asymptotique.

1.3.2 Intégrales multiples de Wiener-Itô

Comme on l’a vu précédemment, la normalité asymptotique de Tn,au (Y ) est obtenue à partir d’un

théorème central limite pour
1

n

n−1∑

k=0

Xn(k)
2, avec (Xn(k))k∈Z une suite gaussienne stationnaire centrée

réduite. Le théorème central limite est donné par la convergence en loi vers une gaussienne de

1√
n

n−1∑

k=0

(
Xn(k)

2 − 1
)
=

1√
n

n−1∑

k=0

H2(Xn(k)),

où H2(x) = x2 − 1 est le polynôme d’Hermite d’ordre 2. Plus généralement, on peut s’intéresser à la
convergence en loi de

Yn =
1√
n

n−1∑

k=0

Hl(Xn(k)),
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où Hl est le polynôme d’Hermite d’ordre l ≥ 2, défini par H
l
(t) = (−1)le

t2

2
dl

dtl
e−

t2

2 , t ∈ R. De telles
quantités peuvent être en fait définies comme des intégrales multiples de Wiener-Itô d’ordre l. On
note rn la covariance de (Xn(k))k∈Z. Par stationnarité,

rn(k) = Cov(Xn(k + k′),Xn(k)) avec rn(0) = Var(Xn(k
′)) = 1,

par hypothèse. On peut alors définir un processus gaussien isonormal {W (g) : g ∈ H} (voir par
exemple [Nua06] chapitre 1), où (H, 〈·, ·〉H) est un espace de Hilbert séparable, tel que (Xn(k))k∈Z a
même loi que (W (gn,k))k∈Z, avec gn,k ∈ H vérifiant

〈gn,k, gn,k′〉H = rn(k − k′).

On note G la tribu engendrée par {W (g) : g ∈ H} et Hl le sous-espace fermé de L2(Ω,G,P) engendré

par {Hl (W (g)) : g ∈ H}. Par la décomposition en chaos de Wiener on obtient que L2(Ω,G,P) =
∞
⊕
l=0

Hl.

On note alors H⊗̃l, le produit tensoriel symétrique d’ordre l que l’on munit de la norme
√
l!‖ · ‖

H⊗̃l et

Il l’isométrie entre H⊗̃l et Hl le chaos de Wiener d’ordre l. Alors Hl(Xn(k)) = Il

(
g⊗ln,k

)
et

Yn =
1√
n

n−1∑

k=0

Hl(Xn(k)) = Il (Fn) , avec Fn =
1√
n

n−1∑

k=0

g⊗ln,k.

Pour p ≥ 1, on introduit les espaces de Banach ℓp(Z) formés des suites u = (u(k))k∈Z de puissance

p-ième sommables munis de la norme ‖u‖ℓp(Z) =
(∑

k∈Z
|u(k)|p

)1/p

. Lorsque rn = r ne dépend pas de

n, il suffit que r ∈ ℓl(Z) pour avoir la convergence en loi vers une gaussienne de Yn par le théorème de
Breuer-Major [BM83]. Nous généralisons ce résultat dans [10] en nous intéressant particulièrement
au cas où la suite (Xn(k))k∈Z admet une densité spectrale. Rappelons en effet que, par le théorème
d’Herglotz, il existe une mesure positive µ

Xn
sur le tore T := R/2πZ, appelée mesure spectrale de

(Xn(k))k∈Z telle que

rn(k) = µ̂
Xn

(k) =

∫

T

e−ikxµ
Xn

(dx).

Remarquons que, puisque Cov(Hl(Xn(k
′ + k)),Hl(Xn(k

′))) = l!rn(k − k′)l par isométrie, la mesure
spectrale de (Hl(Xn(k)))k∈Z est donnée par l!µ∗l

Xn
où ∗l désigne la convolution d’ordre l. On identifie les

fonctions 2π-periodiques avec les fonctions définies sur le tore T et les fonctions définies sur [−π,+π)
et on intoduit les espaces de Banach Lp(T) de fonctions mesurables f sur [−π,+π) de puissance
p-ième intégrable munis de la norme

‖f‖pp := ‖f‖pLp(T) :=
1

2π

∫

T

|f(x)|pdx =
1

2π

∫ +π

−π
|f(x)|pdx. (1.14)

On s’intéresse particulièrement au cas où la mesure µ
Xn

admet une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue appelée densité spectrale de (Xn(k))k∈Z et notée f

Xn
. L’existence d’une densité spectrale

est assurée dès que rn ∈ ℓ2(Z) et dans ce cas f
Xn

(x) =
∑

k∈Z
rn(k)e

ikx ∈ L2(T) est une fonction positive

et paire p.p. Lorsque de plus f
Xn

∈ L1(T) on peut choisir :

• H = L2
e(T), l’ensemble des fonctions complexes ψ ∈ L2(T) qui satisfont ψ(x) = ψ(−x) p.p.

x ∈ T, muni du produit scalaire 〈ψ,ϕ〉
L2(T)

= 1
2π

∫
T
ψ(x)ϕ(x)dx ;

• W (ψ) =
∫ +π
−π ψ(x)W (dx) avec W une mesure gaussienne complexe sur [−π,+π) de mesure de

contrôle 1
2πdx vérifiant W (−A) =W (A) p.s., pour tout borélien A de [−π, π) ;
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• gn,k(x) = e−ikxf
Xn

(x)1/2 ∈ L2
e(T).

On obtient le résultat suivant qui est une conséquence de la remarque 2.11 et du Théorème 2.10 de
[10].

Théorème 1.2. On suppose que rn ∈ ℓl(Z) pour tout n ∈ N et qu’il existe r ∈ ℓl(Z) tel que (rn)n∈N
converge vers r dans ℓl(Z). Alors, lorsque n tend vers l’infini :

(i) Var

(
1√
n

n−1∑

k=0

H
l
(Xn(k))

)
−→ σ2l ,

(ii)
1√
n

n−1∑

k=0

H
l
(Xn(k))

d→ N (0, σ2l ),

avec σ2l = l!
∑

k∈Z r(k)
l.

Par l’inégalité de Hausdorff-Young (voir [LL01] par exemple), en supposant que rn = f̂
Xn

, l’hypo-

thèse est vérifiée dès que f
Xn

appartient uniformément à l’espace L
l

l−1 (T) et converge dans cet espace
vers une fonction fX et dans ce cas σ2l = l!f∗l

X
(0).

La démonstration de (i) est donnée par un calcul direct en remarquant que

Var(Yn) = l!
n−1∑

k=−(n−1)

(
1− |k|

n

)
rn(k)

l.

En utilisant l’équivalence des normes Lp(Ω,P) dans un chaos d’ordre fixé et le lemme de Borel-Cantelli,
cela implique en particulier que n−αYn converge presque sûrement vers 0 dès que α > 0.
Le point (ii) s’obtient de (i) si l = 1 et se démontre à l’aide du Théorème 4 de [NOL08] pour l ≥ 2. En
effet, puisque Yn = Il(Fn) et vérifie (i), il suffit de démontrer que 1

l ‖DYn‖2H −→
n→+∞

lσ2l dans L2(Ω,P),

avec DYn la dérivée de Malliavin de Yn donnée par DYn =
1√
n

n−1∑

k=0

lHl−1(Xn(k))gn,k. On obtient alors

‖DYn‖2H =
l2

n

n−1∑

k,k′=0

H
l−1

(Xn(k))Hl−1
(Xn(k

′))rn(k − k′).

On remarque que lorsqueXn = X et rn = r = f̂
X

, ‖DYn‖2H = l2Π(l−1)
fX,n

en définissant le périodogramme

intégré Π(l−1)
φ,n

= 1
2π

∫ π
−π Π

(l−1)
n

(x)φ(x)dx, où φ ∈ Ll/(l−1)(T) ⊂ L1(T) et

Π(l−1)
n

(x) =
1

n

n−1∑

k,k′=0

H
l−1

(X(k))H
l−1

(X(k′))ei(k
′−k)x =

1

n

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

H
l−1

(X(k))eikx

∣∣∣∣∣

2

,

est le périodogramme d’ordre n de la suite stationnaire
(
H

l−1
(X(k))

)
k∈Z qui admet (l − 1)!f∗(l−1)

X

pour densité spectrale (voir [Han67] par exemple). Il faut alors montrer que le périodogramme intégré
est un estimateur convergent en moyenne quadratique de

(l − 1)!

2π

∫ π

−π
(l − 1)!f∗(l−1)

X
(x)φ(x)dx = (l − 1)!

∑

k∈Z
r(k)l−1 ck(φ),

en notant ck(φ) =
1
2π

∫
T
φ(x)e−ikxdx le k-ième coefficient de Fourier de φ. On a clairement,

E

(
1

l
‖DYn‖2H

)
= l!

n−1∑

k=−n+1

(
1− |k|

n

)
rn(k)

l −→
n→+∞

lσ2l .
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Le calcul de la variance est plus technique et repose sur la formule de multiplication (voir [NOL08]
par exemple)

H
l−1

(Xn(k))Hl−1
(Xn(k

′)) =
l−1∑

p=0

p!(2(l − 1− p))!

(
l − 1

p

)2

I2l−2p−2(g
⊙l−1

n,k ⊗̃pg
⊙l−1

n,k′ ),

avec
g
⊙l−1

n,k ⊗̃pg
⊙l−1

n,k′ = 〈gn,k, gn,k′〉pH
(
g
⊙l−1−p

n,k ⊗ g
⊙l−1−p

n,k′

)
s
,

où (·)s est la symétrisation dans H⊗̃(2l−2p−2) d’une fonction de H⊗(2l−2p−2).
Ce cadre d’étude est très agréable puisqu’il permet de nombreux approfondissements et généralisa-
tions.

On peut ainsi obtenir la vitesse de convergence de (ii) du théorème 1.2. En effet, si Z est une
variable aléatoire de variance 1 dans le chaos de Wiener d’ordre l et N ∼ N (0, 1) alors la distance de
Kolmogorov entre Z et N est majorée par (voir [NP09a] par exemple)

dKol(Z,N) := sup
t∈R

|P(Z ≤ t)− P(N ≤ t)| ≤
√(

Var

(
1

l
‖DZ‖2

H

))
. (1.15)

Ce résultat permet en particulier de donner des versions quantitatives des théorèmes de Breuer-Major
[NPP].

On peut également obtenir assez facilement des théorèmes limites vectoriels. Si on considère pour

l, ν ≥ 1, le vecteur
(
Il(F

(1)
n ), . . . , Il(F

(ν)
n )

)
et que l’on suppose qu’il existe Σ = (Σi,j)1≤i,j≤ν une

matrice positive de taille ν × ν telle que la matrice de covariance de ce vecteur converge vers Σ.
D’après [PT04] il suffit que chacune des marginales vérifie Il(F

(j)
n ) −→

n→+∞
N (0,Σj,j), 1 ≤ j ≤ ν, pour

que le vecteur
(
Il(F

(1)
n ), . . . , Il(F

(ν)
n )

)
converge vers une loi N (0,Σ).

Enfin, dans [10] nous considérons également des généralisations du théorème 1.2 à des suites
définies sur Zd, d ≥ 1.

1.4 Simulations et applications

Nous avons développé et illustré ces résultats sur des simulations de champs browniens fraction-
naires anisotropes 2D en vue d’applications à certaines images médicales dans [5,8,P2,P4].

1.4.1 Simulations et implémentations numériques

En pratique, on observe les images sur une grille rectangulaire de taille n × n, avec n = 2m

pour m ∈ N. A chaque pixel (k, l) ∈ {0, . . . , n− 1} × {0, . . . , n− 1} est associé un niveau de gris qui
correspond à une valeur réelle x(k, l) ∈ R. Nous faisons l’hypothèse qu’il existe X un champ brownien
fractionnaire anisotrope 2D de densité spectrale donnée par (1.6) avec c = 1 et h : [−π, π] → (0, 1)
une fonction paire (en identifiant S1 avec [−π, π]) tel que {x(k, l); 0 ≤ k, l ≤ n− 1} correspond à une
réalisation de {X(k/n, l/n); 0 ≤ k, l ≤ n− 1}.

Sous cette hypothèse, nous nous intéressons à la question de savoir si l’image correspond à un
champ X anisotrope, c’est à dire pour lequel la fonction d’anisotropie h n’est pas constante. Pour
cela nous utilisons les versions discrétisées des processus lignes Lt0,θ1X, Lt0,θ2X et des processus
transformées de Radon à fenêtre P〈θ1〉,φX, P〈θ2〉,φX en choisissant pour φ une fonction de classe C∞

égale à 1 sur [0, 1] et nulle en dehors de (−1/n, 1 + 1/n) avec θ1 = (0, 1) la direction verticale et
θ2 = (1, 0) la direction horizontale.

On définit alors les restrictions sur les lignes

∀ 0 ≤ k, l ≤ n− 1, zl1(k) = x(k, l) = zk2 (l), (1.16)
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(a) (h1, h2) = (0.2, 0.5) (b) (h1, h2) = (0.5, 0.7) (c) (h1, h2) = (0.2, 0.7)

Figure 1.2 – Simulations approchées de champs browniens fractionnaires anisotropes pour c = 1 et
h(θ) = |〈θ, θ1〉|h1 + (1− |〈θ, θ1〉|)h2, θ1 = (1, 0).

(a) (b)

Figure 1.3 – (a) lignes extraites (b) transformées de Radon à fenêtre.

dont on calcule les variations quadratiques des accroissements second wje,u

wje,u =
1

n− 2u

n−2u−1∑

p=0

(zje(p)− 2 zje(p + u) + zje(p+ 2u))2,

pour u = 1, 2, 0 ≤ j ≤ n − 1 et e = 1, 2 associé à la direction θe. On calcule ensuite les estimateurs
ĥ0e de l’exposant de Hölder quadratique critique des processus lignes correspondants aux directions
e = 1, 2

ĥ0e =
1

2 log(2)
log



n−1∑

j=0

wje,2/

n−1∑

j=0

wje,1


 , (1.17)

Sous notre hypothèse ĥ0e doivent tous deux estimer la valeur H := essinf
[−π,π]

h. On définit également les

processus transformées de Radon à fenêtre discrétisés (y1 et y2) de x :

∀ 0 ≤ k, l ≤ n− 1, y1(k) =
l

n

n−1∑

l=0

x(k, l) et y2(l) =
1

n

n−1∑

k=0

x(k, l),

ce qui revient à discrétiser l’intégrale définissant les transformées de Radon à fenêtre. L’effet de la
discrétisation sur les estimateurs a été étudié dans [5]. L’erreur d’approximation est liée à la régularité
du champ X et donc à H. Afin d’estimer la régularité de P〈θe〉,φX, c’est à dire h(θe) + 1/2 et non
pas H, il est nécessaire de sous-échantillonner les processus discrétisés. Pour e = 1, 2, on considère les
sous-échantillons (ye (2

νk))0≤k≤2−ν(n−1) de ye, obtenu pour un facteur d’échantillonage ν ∈ N tel que
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2ν+1u < n, dont on calcule les variations quadratiques des accroissements second vνe,u

vνe,u =
1

M̃

M̃−1∑

p=0

(ye(sp)− 2 ye(s(p + u)) + ye(s(p+ 2u)))2,

pour u = 1, 2, s = 2ν et M̃ = n/2ν − 2u. On obtient alors un estimateur de h(θe) en considérant

ĥνe =
1

2 log(2)
log

(
vνe,2
vνe,1

)
− 1

2
. (1.18)

Nous avons cherché à évaluer ces estimateurs sur des simulations de champs browniens fractionnaires
anisotropes.

J’ai commencé à regarder le problème de la simulation des champs gaussiens en dimension su-
périeure à 1 au cours de ma thèse. En collaboration avec Aurélia Fraysse et Céline Lacaux, nous
avons implémenté un code matlab pour la simulation exacte de champs browniens fractionnaires en
dimension 2, proposée par M. Stein [Ste02]. Ainsi, lorsque h est constante égale à H nous disposons
de réalisations exactes de {X(k/n, l/n); 0 ≤ k, l ≤ n − 1} pour n = 29 = 512 (voir figure 1.1). Dans
[5] nous montrons dans ce cas que les estimateurs ĥνe sous-estiment les valeurs théoriques. Le biais
diminue lorsque ν ou H augmentent alors que l’écart-type augmente avec ν sans varier sensiblement
avec H. Ainsi pour ν = 0 le biais varie entre 0.24 (H = 0.2) et 0.05 (H = 0.7) avec un écart-type
de l’ordre de 0.05 alors que pour ν = 2 le biais varie entre 0.04 (H = 0.2) et 0.03 (H = 0.7) avec
un écart-type de l’ordre de 0.1. Cette étude nous a permis d’établir empiriquement une zone de rejet
pour un premier test d’anisotropie dans [8] en considérant |ĥν1 − ĥν2 |. A titre de comparaison les biais
et écart-types des estimateurs lignes ĥ0e sont de l’ordre de 10−3 !

Le problème de la simulation exacte pour le cas anisotrope reste ouvert. Dans [5,8,P2], nous avons
considéré des simulations obtenues par une méthode spectrale, basée sur la convolution discrète d’un
bruit blanc gaussien implémentée par transformée de Fourier rapide. Cette méthode de simulation
approchée demande à être améliorée. C’est d’ailleurs l’objet d’un travail en cours [15] dont certains
résultats préliminaires sont donnés dans [P4] (voir également la figure 1.2).

1.4.2 Applications en imagerie médicale

Nous avons appliqué cette méthodologie à deux types d’images médicales pour lesquelles l’analyse
fractale a été validée par diverses études [BJJ01, HDV+99, BPL+01, HJJ+94] : des mammographies
et des clichés radiographiques d’os du calcaneum.

Mammographies

Le sein est constitué de deux types de tissus : les tissus adipeux qui sont radio-transparents et
ont tendance à obscurcir la mammographie et les tissus fibro-glandulaires qui sont à l’inverse radio-
opaques et ont tendance à éclaircir la mammographie (voir Figure 1.4.2).

La densité du sein est liée à la proportion de la composante fibro-glandulaire observée sur la
mammographie. Elle est évaluée sur une mammographie de manière qualitative par le radiologue
qui classe les images en quatre catégories, en fonction du rapport entre les zones claires et les zones
sombres, proposées par Wolfe [Wol76] qui a avancé l’idée d’une corrélation avec le risque de déve-
lopper un cancer du sein. Dès lors, de nombreuses études ont porté sur l’automatisation d’une telle
évaluation. Un certain nombre d’entre elles est lié à l’analyse fractale des mammographies. Ainsi,
Heine et al [HV02] ont validé l’hypothèse d’une autosimilarité statistique en déterminant un indice
de Hurst H ∈ [0.33, 0.42] par une méthode spectrale. Parallèlement, Kestener et al [KLSJA01] ont
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(a) (b)

Figure 1.4 – Régions extraites d’une mammographie (a) tissus fibro-glandulaires et (b) tissus adi-
peux.

utilisé l’analyse multifractale pour discriminer les régions denses H ∈ [0.55, 0.75] des régions adipeuses
H ∈ [0.2, 0.35].

Nous avons travaillé dans [8] sur une base de 58 cas, chaque cas étant composé de mammographies
des seins droit et gauche d’une même femme. Les images ont été acquises dans une position medio-
latérale oblique en utilisant un Senographe 2000D (General Electric Medical Systems, Milwaukee,
WI), avec une résolution spatiale de 0.1mm2 par pixel (taille de l’image : 1914x2294 pixels). Ces
images nous ont été fournies par le département de Radiologie de l’Université de Pennsylvania. Dans
chaque image de la base, nous avons extrait manuellement une région d’intérêt de taille 512 × 512
dans la région la plus dense du sein. Nous avons ensuite déterminé les valeurs ĥ0e et ĥ2e reportées
dans la figure 1.5. Ceci nous permet de confirmer la pertinence d’un modèle fractionnaire pour la

(a) (b)

Figure 1.5 – comparaisons de (a) ĥ01 (abscisse) et ĥ02, (b) ĥ21 et ĥ22.

caractérisation de la densité des mammographies, puisque nous obtenons des résultats proche de ceux
obtenus dans [BJJ01, HDV+99, HV02]. Cependant nous mettons également en évidence une certaine
anisotropie des mammographies qui n’est pas prise en compte dans les études précédemment citées.

Clichés radiographiques d’os du calcaneum

Dans [P2] nous avons travaillé sur des clichés radiographiques d’os du calcaneum. Notre étude
a porté sur 211 cas de femmes ménopausées dont 165 sont considérées comme des cas témoins et
46 ont eu des fractures osteoporotiques. Les images, fournies par l’équipe INSERM U658 (Orleans,
France), sont des radiographies du calcaneus (BMATM, D3A Medical Systems, Orleans, France) avec
une résolution de 50 µm par pixel. Dans chaque image nous avons considéré la même région d’intérêt
de taille 400 × 400 pixels, en utilisant trois repères anatomiques fixés par le protocole expérimental.
Dans cette étude nous avons pré-traité les images en appliquant un filtre passe-haut. Nous avons alors
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(a) (b)

Figure 1.6 – Régions extraites de l’os du calcaneum (a) repères anatomiques et (b) image extraite
de la radiographie.

estimé les valeurs de ĥ01 et ĥ02 reportées dans la figure 1.7. La valeur moyenne estimée ĥ0 =
ĥ01+ĥ02

2
se situe dans l’intervalle [0.484, 0.783], avec une moyenne de 0.659 et un écart-type de 0.050. Nous
avons trouvé ĥ0 = 0.636 ± 0.053 sur les 46 cas ostéoporotiques contre ĥ0 = 0.664 ± 0.049 sur les 165
cas témoins. Ces résultats sont proches de [BPL+01], dans lequel les auteurs trouvaient un indice
fractal moyen Hmean = 0.679 ± 0.053 sur 107 cas de fractures contre Hmean = 0.696 ± 0.030 sur
197 cas témoins par une analyse fractale orientée moyennée sur 36 directions en utilisant l’estimateur
du maximum de vraisemblance [LOKS86]. Contrairement à ce qui se passe pour les mammographies

(a) (b)

Figure 1.7 – comparaisons de ĥ01 ((a) en rouge (b) en abscisse) et ĥ02.

les valeurs ĥ01 et ĥ02 sont significativement différentes et révèlent ainsi directement l’anisotropie des
clichés radiographiques d’os trabéculaires. Cela nous incite également à considérer que le modèle du
champ brownien fractionnaire anisotrope n’est pas adapté pour ce type d’images.
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Chapitre 2

Champs stables à autosimilarité

matricielle

Lors de mon post-doc à l’Université du Nevada (Reno, USA) j’ai travaillé avec Peter Scheffler sur
un nouveau modèle de champ généralisant les champs stables ou gaussiens fractionnaires. L’objectif
de ce travail était de construire des champs aléatoires anisotropes pour la modélisation de coupes de
roches qui présentent des phénomènes de stries. Nous souhaitions en particulier mettre en évidence

Figure 2.1 – Exemples de coupes rocheuses

une direction privilégiée pour l’écoulement des eaux [BMBS06]. Dans ce but, et afin de caractériser
l’anisotropie du champ, la propriété d’autosimilarité usuelle est remplacée par une autosimilarité ma-
tricielle caractérisée par une matrice de taille d (dimension de l’espace) donnée. Celle-ci permet de
considérer d directions privilégiées (les vecteurs propres de la matrice) non nécessairement orthogo-
nales, le long desquelles le champ satisfait une autosimilarité dont l’ordre peut varier (en fonction
des valeurs propres de la matrice). Cette idée avait déjà été considérée dans les années 80 par les
physiciens Schertzer et Lovejoy [LS85] sous le nom d’invariance d’échelle généralisée afin de tenir
compte de l’anisotropie des phénomènes atmosphériques à grande ou petite échelle. De plus, une
telle anisotropie est observée dans de nombreuses applications notamment dans l’étude des fractures
de matériaux [PBA+06]. Selon la nature des phénomènes étudiés, la modélisation par des champs
aléatoires gaussiens n’est pas toujours pertinente. C’est en particulier le cas lorsque les phénomènes
présentent des queues de distributions "épaisses" (heavy tails phenomena) [RBMS08]. On peut alors
remplacer les modèles gaussiens par des modèles de type α-stables, α ∈ (0, 2) à variance infinie [ST94].
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2.1 Champs stables

2.1.1 Champs symétrique α-stables

Les lois gaussiennes font partie de la classe lois stables. Celles-ci vérifient une propriété de stabilité
liée au fait que ces lois sont préservées par convolution et possèdent un domaine d’attraction. Elles
font également partie de la classe des lois infiniment divisibles. A la différence des lois gaussiennes
(2-stables), les lois α-stables, α ∈ (0, 2), ont des variances infinies, leurs queues de distribution étant
de l’ordre de |x|−α lorsque |x| tend vers l’infini. Ainsi, elles apparaissent dans le théorème central
limite lorsque l’hypothèse de variance finie est remplacé par une hypothèse de queue de distribu-
tion de l’ordre de |x|−α. Je me suis plus particulièrement intéressée aux lois symétriques α-stables
(SαS), caractérisées par un seul paramètre d’échelle σ > 0. La fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X ∼ SαS(σ) est donnée par E

(
eiuX

)
= e−σ

α|u|α , u ∈ R, ce qui permet lorsque α = 2 de
retrouver une loi gaussienne centrée de variance 2σ2.
Un champ aléatoire à valeurs réelles X = {X(t) ; t ∈ Rd} est dit symétrique α-stable si toute combi-

naison linéaire
n∑

k=1

akX(tk) suit une loi SαS. Lorsque α = 2, on retrouve la caractérisation d’un champ

gaussien centré. On peut également généraliser les représentations gaussiennes sous forme d’intégrales
stochastiques au cadre SαS.

2.1.2 Représentation harmonisable stable

Pour α ∈ (0, 2], une mesure aléatoire complexe isotrope stable (SαS si α ∈ (0, 2) et gaussienne si
α = 2) sur Rd de mesure de contrôle la mesure de Lebesgue est un processus stochastique indexé par
les boréliens de mesure de Lebesgue finie Wα = {Wα(A) ; A ∈ B(Rd) avec |A| < +∞} tel que

– Wα(A) est une variable aléatoire complexe vérifiant E (exp (iℜ (zWα(A)))) = exp (−|z|αsαα|A|),
pour tout z ∈ C et sαα = 1

2π

∫ 2π
0 | cos(x)|αdx.

– Si A1, . . . , An sont des boréliens disjoints de mesure finie, les variables aléatoiresWα(A1), . . . ,W (An)
sont indépendantes.

– Si (An)n∈N est une suite de boréliens disjoints telle que
∑

n∈N
|An| < +∞ alors

∑
Wα(An)

converge presque sûrement vers Wα

(
∪
n∈N

An

)
.

D’après le chapitre 6 de [ST94], on peut définir l’intégrale stochastique
∫
Rd f(ξ)Wα(dξ) dès que f ∈

Lα(Rd) := {f : Rd → C boréliennes ;
∫
Rd |f(ξ)|αdξ < +∞}. Alors,

E

(
exp

(
iℜ
(
z

(∫

Rd

f(ξ)Wα(dξ)

))))
= exp (−|z|αsαα‖f‖αα) ,

pour tout z ∈ C, avec ‖f‖αα :=
∫
Rd |f(ξ)|αdξ. En particulier, ℜ

∫
Rd f(ξ)Wα(dξ) et ℑ

∫
Rd f(ξ)Wα(dξ)

sont de même loi SαS de paramètre d’échelle sα‖f‖α. Elles sont également indépendantes, dans le
cas particulier des lois gaussiennes, pour α = 2. En choisissant pour tout t ∈ Rd une fonction positive
et paire ft ∈ L1(Rd,min(1, |ξ|α)dξ) on peut définir un champ aléatoire stable Xα sur Rd par

Xα =

{
ℜ
∫

Rd

(
eit·ξ − 1

)
ft(ξ)

1/αWα(dξ) ; t ∈ R
d

}
(2.1)

On note alors sα‖Xα(t)‖α le paramètre d’échelle de Xα(t). Il est facile de voir que ce champ est à
accroissements stationnaires lorsque la fonction ft = f ne dépend pas de t. En choisissant de plus
f(ξ) = |ξ|−αH−d pour H ∈ (0, 1), le champ Xα est autosimilaire d’ordre H et appelé champ stable
fractionnaire harmonisable. Pour chaque direction θ ∈ Sd−1, le processus ligne LθXα = {Xα(tθ) ; t ∈
R} est alors autosimilaire d’ordre H. La notion d’autosimilarité matricielle va nous permettre de
construire des champs pour lesquels il existe d directions d’autosimilarités distinctes.
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2.2 Champs à autosimilarité matricielle

Dans [3], nous considérons une généralisation anisotrope de la notion d’autosimilarité appelée
autosimilarité matricielle. Plus précisément, si E ∈ Md(R) est une matrice réelle, un champ X sur
Rd, à valeurs réelles, est dit à autosimilarité matricielle d’ordre E s’il satisfait

{
X(cEt) ; t ∈ R

d
}
loi
= c

{
X(t) ; t ∈ R

d
}
, (2.2)

pour tout c > 0, avec cE la matrice donnée par
∑

n∈N

(log c)n

n!
En. Cette notion généralise bien celle

d’autosimilarité d’ordre H définie par (1.4) et vérifiée lorsque E = Id/H. Selon la nature de la matrice
E, l’autosimilarité matricielle permet de faire intervenir des autosimilarités différentes selon les droites
engendrées par les vecteurs propres de la matrice. En particulier, lorsque E = diag (1/H1, . . . , 1/Hd)
pour Hj > 0, les processus lignes LejX = {X(tej) ; t ∈ R}, obtenus pour (ej)1≤j≤d la base canonique
de Rd, sont autosimilaires d’ordre Hj. Une façon simple de construire un champ stable vérifiant ce
type d’autosimilarité matricielle est de considérer un drap stable fractionnaire harmonisable [Xia10]
défini pour Hj < d par

X =



ℜ

∫

Rd

d∏

j=1

(
ei(t·ej)(ξ·ej) − 1

)

|ξ · ej |Hj/d+1/α
Wα(dξ) ; t ∈ R

d



 ,

généralisant ainsi la représentation harmonisable du drap brownien fractionnaire donnée dans [Her06].
Cependant, dans ce cas, les processus lignes LejX sont identiquement nuls ce qui fait jouer un rôle
important aux axes et peut être un problème en modélisation. Cette propriété est en particulier liée
au fait que les draps ne sont pas à accroissements stationnaires. Nous avons donc cherché à construire
des champs stables à autosimilarité matricielle et à accroissements stationnaires.

2.2.1 Représentation harmonisable

Lorsque le champ Xα est donné par (2.1) avec f = ft ne dépendant pas de t, le champ est à
accroissements stationnaires. La propriété d’autosimilarité matricielle est vérifiée dès que f(cE

t
ξ) =

c−α−trace(E)f(ξ), p.p. ξ ∈ Rd, pour tout c > 0, où Et désigne la transposée de E. Cette condition
est vérifiée lorsque on choisit

f(ξ) = ψ(ξ)−α−trace(E) (2.3)

avec ψ une fonction Et homogène [MS01], ce qui signifie que ψ est une fonction continue positive paire
et non nulle en dehors de 0 telle que ψ(cE

t
ξ) = cψ(ξ), pour tout c > 0. Lorsque E est une matrice dont

les valeurs propres ont une partie réelle strictement supérieure à 1 (on note Md(R)
>1 leur ensemble),

une telle fonction est bien dans L1(Rd,min(1, |ξ|α)dξ) ce qui nous permet de construire des champs
harmonisables stables, à accroissements stationnaires qui satisfont cette propriété d’autosimilarité
matricielle. Ainsi, lorsque E = diag (1/H1, . . . , 1/Hd) pour Hj ∈ (0, 1), on peut par exemple choisir

ψ(ξ) =
d∑

j=1

|ξ ·ej |Hj . Le champ stable harmonisable Xα associé vérifie alors une autosimilarité d’ordre

Hj dans chaque direction ej . Les directions d’autosimilarité peuvent varier en regardant pour P une
matrice inversible, le champ Xα(P ·) qui sera lui à autosimilarité matricielle d’ordre P−1EP .

Nous construisons également des fonctions Et homogènes pour des matrices non diagonalisables.
Le point clé pour obtenir cette construction et pour étudier ce type de champ est la généralisation
des coordonnées polaires en coordonnées polaires adaptées à la matrice [MS01]. D’autres exemples
sont également considérés dans [CV11].
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(a) θ = 3π
8 (b) θ = π

4 (c) θ = π
8

Figure 2.2 – Simulations approchées de champs gaussiens (α = 2) à autosimilarité matricielle d’ordre
P−1diag(1/H1, 1/H2)P avec Pe1 = e1 et Pe2 = cos(θ)e1 + sin(θ)e2, H1 = 0.5 et H2 = 0.7.

2.2.2 Coordonnées polaires adaptées à une matrice

Dès qu’une matrice E a toutes ses valeurs propres de parties réelles strictement positives (on note
Md(R)

>0 leur ensemble) on peut considérer une nouvelle norme sur Rd définie par ‖x‖E =
∫ 1
0 |tEx|dtt ,

avec | · | la norme euclidienne sur Rd. Si E = Id/H on obtient en fait ‖x‖E = H|x|. Les coordonnées
polaires correspondant au cas H = 1, on définit par analogie la sphère unité SE = {x ∈ Rd; ‖x‖E = 1}
(compact de Rd) et on construit un homéomorphisme ΨE : (r, θ) ∈ (0,+∞)×SE 7→ rEθ ∈ Rdr{0}. Si
x ∈ Rdr {0}, ses coordonnées polaires par rapport à la matrice E sont alors données par Ψ−1

E (x) que
l’on note (τE(x), ℓE(x)) de sorte que x = τE(x)

EℓE(x). On dispose alors de l’analogue du changement
de coordonnées polaires. En effet, il existe une unique mesure de Radon finie sur SE notée σE telle
pour toute fonction f ∈ L1(Rd),

∫

Rd

f(ξ) dξ =

∫ +∞

0

∫

SE

f(rEθ)σE(dθ) r
trace(E)−1 dr.

De plus, toute fonction ϕ E-homogène s’écrit sous la forme ϕ(x) = τE(x)ϕ(ℓE(x)). Le paramètre
d’échelle d’un champ stable à autosimilarité matricielle d’ordre E ∈ Md(R)

>0 s’écrit alors sα‖X(t)‖α =
sατE(t)‖X(ℓE(t))‖α, pour tout t ∈ Rd. Si de plus X est stochastiquement continu et à accroissements
stationnaires on obtient que pour tout t, s ∈ Rd,

c1τE(t− s) ≤ ‖X(t) −X(s)‖α ≤ c2τE(t− s),

en utilisant la continuité de θ 7→ ‖X(θ)‖α sur le compact SE. On voit alors que dans le cas gaussien
α = 2, la régularité höldérienne des trajectoires est donnée par celle de la partie radiale τE. Dans le
cas autosimilaire, lorsque E = Id/H, celle-ci est donnée par H puisque τE(t) = HH |t|H . Dans le cas
général, la régularité höldérienne de τE dépend en fait de la décomposition de Jordan de la matrice E.
Pour 1 ≤ j ≤ d on note Wj le sous-espace de Rd invariant par E associé à la valeur propre de partie
réelle 1/Hj (Hj ∈ (0, 1)) de dimension lj si 1/Hj est une valeur propre ou 2lj sinon (les Wj ne sont
pas nécessairement distincts). Nous montrons dans [6] que, pour tout r ∈ (0, 1), il existe c1, c2 > 0
telles que si t ∈Wj r {0} avec |t| ≤ r

c1|t|Hj |log |t||−(lj−1)Hj ≤ τE(t) ≤ c2|t|Hj |log |t||(lj−1)Hj . (2.4)

En particulier ceci implique que dans le cas gaussien, l’exposant de Hölder quadratique critique du
processus ligne Lt0,θX est donné par Hj dès que l’on choisit une direction θ ∈ Wj . Cette expression
nous donne également un contrôle uniforme sur Rd qui va prescrire la régularité globale. En effet, en
notant H = min

1≤j≤d
Hj et H = max

1≤j≤d
Hj on obtient pour l = max

1≤j≤d
lj que si t ∈ Rd r {0} avec |t| ≤ r

c1|t|H |log |t||−(l−1)H ≤ τE(t) ≤ c2|t|H |log |t||(l−1)H . (2.5)

Ces relations sont également utilisées pour déterminer la régularité höldérienne des champs stables à
autosimilarité matricielle (voir section 2.3).
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2.2.3 Représentation moyenne mobile

Une autre façon de construire des champs stables à autosimilarité matricielle est de généraliser la
représentation moyenne mobile du champ brownien fractionnaire BH . En effet en utilisant la théo-
rie des distributions pour les fonctions homogènes [GV67], on voit que la transformée de Fourier de
|ξ|−H−d/2 est donnée par cH |x|H−d/2. Ainsi, lorsque BH est défini par sa représentation harmoni-

sable (1.1), sa variance vérifie Var(BH(t)) =
∫
Rd |eit·ξ − 1|2|ξ|−2H−ddξ =

c2
H

(2π)d

∫
Rd ||t − x|H−d/2 −

| − x|H−d/2|2dx, par le théorème de Plancherel. Par stationnarité des accroissements cela suffit à
caractériser la loi de BH et on obtient alors sa représentation moyenne mobile

BH
loi
=

cH

(2π)d/2

{∫

Rd

|t− x|H− d
2 − | − x|H− d

2 M2(dx); t ∈ R
d

}
, (2.6)

en choisissant M2 une mesure de Wiener réelle. Dans [3] nous généralisons cette approche et construi-
sons des champs stables à accroissements stationnaires à autosimilarité matricielle d’ordre E ∈
Md(R)

>1. Pour cela, nous choisissons Mα une mesure SαS réelle de mesure de contrôle la mesure de
Lebesgue [ST94] et définissons

Yα =

{∫

Rd

(
ϕ(t− x)1−trace(E)/α − ϕ(−x)1−trace(E)/α

)
Mα(dx) , t ∈ R

d

}
, (2.7)

avec ϕ une fonction E-homogène continue positive non nulle en dehors de 0 qui satisfait de plus la
condition de régularité suivante : il existe s > 1 tel que pour tout 0 < A < B il existe C > 0 tel que,
pour A ≤ |y| ≤ B, x ∈ Rd,

τE(x) ≤ 1 ⇒ |ϕ(x+ y)− ϕ(y)| ≤ CτE(x)
s.

Dans le cas autosimilaire E = Id/H, un tel champ peut être construit en choisissant ϕ(t) = |t|H . Il
faut noter que même si dans le cas gaussien la représentation harmonisable obtenue pour ψ(t) = |t|H
donne, à une constante près, le même champ brownien fractionnaire BH il n’en est rien pour les
champs α-stables α ∈ (0, 2). En particulier nous montrons dans [6] que si d ≥ 2 toute modification
du champ α-stable Yα est p.s. non bornée sur n’importe quelle boule ouverte de Rd. En revanche
les propriétés trajectorielles du champ α-stable harmonisable Xα défini par (2.1) avec (2.3) sont les
mêmes que celles du champs gaussien X2.

2.3 Régularité höldérienne des champs α-stables harmonisables

La régularité höldérienne trajectorielle des champs gaussiens se déduit de la régularité höldérienne
en moyenne quadratique, c’est à dire du comportement du paramètre d’échelle ‖X(t) −X(s)‖2. Ce
n’est en général pas le cas des champs α-stables. En revanche on peut s’y ramener lorsque on considère
les champs α-stables harmonisables comme nous l’étudions dans [6]. Nous nous sommes inspirées des
résultats de Kono et Maejima [KM91], qui consistent à utiliser la représentation de LePage [LeP89]
des processus α-stables harmonisables pour les étudier sous forme de processus conditionnellement
gaussiens.

2.3.1 Séries de LePage

On suppose ici que α ∈ (0, 2) et on considère le champ aléatoire Xα donné par (2.1) avec ft ∈
L1(Rd,min(1, |ξ|α)dξ) positive et paire pour tout t ∈ Rd. La représentation de LePage permet d’écrire
Xα sous la forme d’une série de variables aléatoires. Pour cela nous considérons (Tn)n≥1, (gn)n≥1 et
(ξn)n≥1 des suites indépendantes de variables aléatoires telles que

• Tn est le n-ième temps d’arrivée d’un processus de Poisson sur R+ d’intensité 1.
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• (gn)n≥1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires complexes isotropes, ie gn
(d)
= eiθgn pour tout

θ ∈ R.

• (ξn)n≥1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires de Rd de loi µ équivalente à la mesure de
Lebesgue sur Rd, ie il existe m > 0 p.p. telle que µ(dξ) = m(ξ)dξ.

Lorsque on suppose E(|gn|α) < +∞ et h ∈ Lα(Rd), la série
∑
T
−1/α
n m(ξn)

−1/αh(ξn)gn converge
presque sûrement et la variable aléatoire complexe ainsi obtenue admet une loi SαS de paramètre

d’échelle cαsα‖h‖α avec cαα = E(|ℜ(g1)|α)
(∫ +∞

0
sin(x)
xα dx

)
s−αα . On peut alors considérer le champ

aléatoire

Zα =

{
c−1
α ℜ

(
+∞∑

n=1

T−1/α
n m(ξn)

−1/α(eit·ξn − 1)ft(ξn)
1/αgn

)
; t ∈ R

d

}
, (2.8)

qui vérifie Zα
loi
= Xα.

2.3.2 Champs conditionnellement gaussiens

En choisissant g1 une variable aléatoire gaussienne complexe isotrope, conditionnellement à (Tn, ξn)n≥1,
le champ Zα est gaussien centré. Alors, pour tout u, v ∈ Rd, la variable Zα(u)−Zα(v) est gaussienne
centrée de variance

v2α ((u, v) | (Tn, ξn)n) =
c−2
α

2
E
(
|g1|2

) +∞∑

n=1

T−2/α
n m(ξn)

−2/α
∣∣∣(eiu·ξn − 1)fu(ξn)

1/α − (eiv·ξn − 1)fv(ξn)
1/α
∣∣∣
2
.

(2.9)
Lorsque Xα est à autosimilarité matricielle d’ordre E ∈ Md(R)

>1 défini par (2.1) avec (2.3), en
choisissant pour η > 0

m(ξ) =
cη

τEt(ξ)trace(E)| log τEt(ξ)|1+η
,

avec cη telle que
∫
Rd m(ξ)dξ = 1, on montre que p.s. il existe γ > 0 tel que pour tout u, v ∈ Rd, si

|u− v| ≤ γ,
vα ((u, v) | (Tn, ξn)n) ≤ τE(u− v)| log τE(u− v)|(1+η)/α.

On remarque par ailleurs que dans le cas gaussien v2 (u, v) = ‖X2(u) − X2(v)‖2 satisfait également
cette majoration en remplaçant (1+ η)/α par η. Ceci nous permet de démontrer le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit K un pavé de Rd. Il existe une modification continue X̃α de Xα qui vérifie pour
tout η > 0

lim
γ↓0

sup
u,v∈K

0<|u−v|≤γ

∣∣∣X̃α(u)− X̃α(v)
∣∣∣

τE(u− v)| log τE(u− v)|β(α)+1/2+η
= 0 p.s. (2.10)

avec β(α) = 1/α si α ∈ (0, 2) et β(2) = 0.

En particulier, si H = min
1≤j≤d

Hj avec 1/Hj la partie réelle d’une valeur propre de la matrice E, le

champ X̃α admet H comme exposant de Hölder critique. On montre également que

dimBX̃α = dimHX̃α = d+ 1−H p.s.

avec dimHX̃α et dimBX̃α les dimensions de Hausdorff et de boîtes du graphe de X̃α sur le pavé K.
Enfin, pour toute direction θ dans un espace propre associé à 1/Hj , le processus ligne Lt0,θX̃α admet
Hj comme exposant de Hölder critique pour tout t0 ∈ Rd.
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2.3.3 Généralisations

Dans [14], nous avons généralisé ces résultats dans un cadre non stationnaire en définissant des
champs qui satisfont localement la propriété d’autosimilarité matricielle. Pour cela on choisit une
application t ∈ Rd 7→ E(t) ∈ Md(R)

>1 et on considère des champs stables Xα définis par (2.1) avec

ft(ξ) = ψt(ξ)
−α−trace(E(t)),

où ψt est une fonction E(t)t homogène continue positive et non nulle en dehors de 0. On obtient
en particulier des champs stables harmonisables multifractionnaires, appelés champs browniens mul-
tifractionnaires pour α = 2 [BJR97], en choisissant une fonction h : Rd → (0, 1), E(t) = Id/h(t)
et ψt(ξ) = |ξ|h(t). Pour étudier la régularité on s’est inspiré des travaux d’Antoine Ayache sur le
mouvement brownien multifractionnaire généralisé. Il y introduit un champ auxiliaire permettant de
ramener l’étude locale du multifractionnaire à celle du fractionnaire [Aya02]. Nous définissons ainsi un
champ aléatoire stable Zα sur un ouvert U de Rd×Rd×Rd, contenant la diagonale {(t, t, t); t ∈ Rd},
par

Zα =

{
ℜ
∫

Rd

(
eit·ξ − 1

)
ψu(ξ)

−q(v)/αWα(dξ), (t, u, v) ∈ U

}
, (2.11)

avec q(v) = α+trace(E(v)) de sorte queXα = {Zα(t, t, t); t ∈ Rd}. En remarquant que {Zα(t, u, u); t ∈
Rd} est un champ stable harmonisable d’autosimilarité matricielle E(u) on s’attend à ce que la
régularité au voisinage du point u soit donnée par celui-ci dès que Z est plus régulier dans les 2
dernières variables. Nous avons donc fait l’hypothèse que les fonctions u 7→ E(u) et (u, ξ) 7→ ψu(ξ)
étaient localement lipschitziennes lorsque u est dans un pavé K de Rd et ξ ∈ Rd r {0}. La première
hypothèse permet d’assurer la régularité lipschitzienne des valeurs propres associées à la matrice
E(u) mais pas celle des vecteurs propres. Nous avons donc dû supposer également que les matrices
commutaient sur K. On montre alors que le champ Z est bien plus régulier dans les deux dernières
variables que dans la première ce qui nous permet de construire une modification X̃α de Xα sur K
qui satisfait pour tout ε > 0,

lim
γ↓0

sup
|u|≤γ,|v|≤γ

t+u,t+v∈K

|X̃(t+ u)− X̃(t+ v)|
τ
E(t)

(u− v)1−ε
= 0 p.s.

Pour démontrer cela, on utilise à nouveau une représentation en série de Lepage que l’on localise au
voisinage du point t en choisissant (ξn)n≥1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de Rd de densité

mt(ξ) =
cη,t

τE(t)t(ξ)trace(E(t))| log τE(t)t(ξ)|1+η
.

Cette localisation nous fait perdre le terme logarithmique qui est remplacé par une puissance en −ε.
Cependant, ce résultat est suffisant pour déterminer les exposants de Hölder locaux et ponctuels du
champ X̃ . En effet on montre que p.s. l’exposant de Hölder local de X̃ , défini par

H
loc
(t) = sup

{
H > 0; lim

u,v→0

X̃(t+ u)− X̃(t+ v)

|u− v|H = 0

}
,

et l’exposant de Hölder ponctuel de X̃ , défini par (1.7), sont égaux à H(t) = min
1≤j≤d

Hj(t) avec 1/Hj(t)

la partie réelle d’une valeur propre de la matrice E(t). De plus, pour toute direction θ dans un espace
propre associé à 1/Hj(t), le processus ligne Lt,θX̃α admet Hj(t) comme exposant de Hölder ponc-
tuel au point 0. Remarquons que ces résultats généralisent dans un cadre anisotrope et α-stable les
propriétés bien connues du mouvement brownien multifractionnaire (d = 1) de fonction multifrac-
tionnaire t ∈ R 7→ H(t) ∈ (0, 1) lorsque la régularité höldérienne au point t de cette fonction est plus
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grande que H(t). Ce processus peut en fait être vu localement au voisinage de t comme un mouvement
brownien fractionnaire de paramètre de Hurst H(t) au moyen de la propriété lass (1.5) évoquée lors
du premier chapitre. En effet, en tout point t ∈ R, il est lass d’ordre H(t) et de champ tangent le
mouvement brownien fractionnaire d’ordre H(t). La généralisation de cette propriété en dimension
d ≥ 2 n’est pas adaptée à l’étude de champs à autosimilarité matricielle puisqu’elle ne capture pas
l’anisotropie de la matrice de la matrice E. Nous avons donc introduit la propriété d’autosimilarité
matricielle asymptotique locale (laos) qui est vérifiée par le champ Xα au point t ∈ Rd puisque

lim
ε→0+

{
Xα(t+ εE(t)u)−Xα(t)

ε
; u ∈ R

d

}
fdd
=
{
Zt(u); u ∈ R

d
}
, (2.12)

où Zt est un champ non dégénéré. Ici, le champ tangent Zt est en fait un champ stable harmonisable
d’autosimilarité matricielle E(t) obtenu pour la fonction ψt(ξ)

−α−trace(E(t)). Remarquons que la
propriété lass d’ordre H(t) correspond alors à la propriété laos lorsque E(t) = Id/H(t).

2.4 Ensembles de niveaux et excursions

Dans [Xia09], Yimin Xiao s’est en particulier intéressé à la dimension de Hausdorff des ensembles
de niveaux de champs gaussiens anisotropes. Ses résultats permettent de montrer que la dimension
de Hausdorff des lignes de niveaux d’un champ aléatoire gaussien harmonisable X2 à autosimilarité
matricielle d’ordre E, défini par (2.1) avec α = 2 et ft = f donnée par (2.3), est déterminée par d−H
avec probabilité positive sur un pavé K∗ de Rd ne contenant pas l’origine 0. Cette restriction provient
du fait queX2(0) = 0 p.s. et que nous avons besoin de minorer uniformément la variance deX2(t) pour
t ∈ K∗ par une constante strictement positive. On retrouve l’anisotropie du champ en considérant les
ensembles de niveaux de (X

(1)
2 , . . . ,X

(n)
2 ) un n échantillon de X2. En effet, en notant 1/Hj les parties

réelles des valeurs propres de la matrice E et en supposant 0 < H1 ≤ H2 ≤ . . . ≤ Hd < 1 (de sorte

que H = min
1≤j≤d

Hj = H1), si n < trace(E) =

d∑

j=1

1

Hj
et x ∈ Rn, avec probabilité positive,

dimH{t ∈ K∗; (X(1)
2 (t), . . . ,X

(n)
2 (t)) = x} = min

1≤k≤n



d−Hkn+

k∑

j=1

(Hk −Hj)

Hj





= d−Hk0n+

k0∑

j=1

(Hk0 −Hj)

Hj
,

où k0 ∈ {1, . . . , n} est tel que
k0−1∑

j=1

1

Hj
≤ n <

k0∑

j=1

1

Hj
en utilisant la convention

k−1∑

j=1

1

Hj
= 0. Ce

résultat généralise bien le cas du champ brownien fractionnaire BH de paramètre de Hurst H pour
lequel Monrad et Pitt [MP87] ont démontré que si n < d/H, p.s.

dimH{t ∈ K∗; (B(1)
H (t), . . . , B

(n)
H (t)) ∈ F} = d−H(n− dimHF ),

pour tout ensemble fermé F ⊂ Rn. Remarquons que dans le cas anisotrope, seule la majoration de
la dimension de Hausdorff est p.s. Nous avons généralisé ces résultats dans [7] pour les excursions de
champs gaussiens anisotropes. Nous avons obtenu le résultat suivant.

Théorème 2.2. Soit F ⊂ Rn un ensemble fermé tel que dimHF ≥ n − trace(E). On suppose de
plus que F satisfait une condition d’uniformité sur sa dimension de Hausdorff (condition (S) de [7])
lorsque dimHF > 0. Alors, avec probabilité positive,

dimH{t ∈ K∗; (X(1)
2 (t), . . . ,X

(n)
2 (t)) ∈ F} = min

1≤k≤n



d−Hk(n− dimHF ) +

k∑

j=1

(Hk −Hj)

Hj



 ,
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la majoration ayant lieu p.s.

Pour démontrer la majoration, nous considérons un recouvrement particulier de l’ensemble F
adapté à la matrice E. Nous avons alors besoin d’estimer la probabilité d’atteinte d’un point x sur
une boule anisotrope définie au moyen des coordonnées polaires adaptées à E par BE(t, r) = {s ∈
Rd; τE(t − s) ≤ r}. On obtient alors que pour tout M > 0, il existe c, δ > 0 telles que pour tout
r ∈ (0, δ), t ∈ K∗, x ∈ [−M,M ],

P

(
inf

s∈BE(t,r)∩K∗
|X2(s)− x| ≤ r

)
≤ cr.

La preuve consiste à se ramener à une probabilité portant sur X2(t) en utilisant les lois conditionnelles
des variables X2(s) sachant X2(t) et le théorème de Dudley. Puisque le champ X2 est gaussien on
peut en fait obtenir ce résultat dès qu’il existe c1, c2 > 0 telles que

(C1a) pour tout t ∈ K∗, ‖X2(t)‖2 ≥ c1 ;

(C1b) pour tout s, s′ ∈ K∗, ‖X2(s)−X2(s
′)‖2 ≤ c2τE(s− s′).

La minoration est obtenue en utilisant des techniques classiques de théorie du potentiel. On construit
une suite de mesures aléatoires µσ qui converge faiblement pour σ → 0 vers une mesure à support
dans {t ∈ K∗; (X(1)

2 (t), . . . ,X
(n)
2 (t)) ∈ F}, en considérant pour une mesure ν à support dans F , la

mesure µσ qui admet pour densité par rapport à la mesure de Lebegue sur Rd la fonction définie pour
t ∈ Rd par

∫

Rn

n∏

j=1

1

σ
√
2π

exp

(
−(X

(j)
2 (t)− xj)

2

2σ2

)
dν(x) =

∫

Rn

∫

Rn

n∏

j=1

exp

(
−
σ2ξ2j
2

+ iξj(X
(j)
2 (t)− xj)

)
dξdν(x).

La condition (C1a) permet de minorer uniformément E (µσ(K
∗)). On majore ensuite l’espérance de la

s-énergie de la mesure µσ défini par Is(µσ) =
∫
K∗

∫
K∗ |t−s|−sdµσ(s)dµσ(t) pour appliquer le théorème

de Frostman, sous les hypothèses

(C1c) pour tout s, t ∈ K∗, ‖X(s) −X(t)‖2 ≥ c3τE(t− s) ;

(C2a) pour tout s, t ∈ K∗, Var(X(s)|X(t)) ≥ c4τE(t− s),

avec c3, c4 > 0. La condition (C2a) correspond à une propriété de local non-déterminisme à deux
points sur K∗.

2.5 Simulations, estimations et applications

En collaboration avec Peter Scheffler, nous nous sommes intéressés à la simulation de champs α-
stable à autosimilarité matricielle. Nous avons considéré dans un premier temps le cas des processus
linéaire α-stable (d = 1). Dans [4], nous obtenons une approximation de ces processus par une série
de Fourier ce qui nous permet d’obtenir des simulations peu coûteuses via l’algorithme de transfor-
mation de Fourier rapide. Nous donnons des majorations des vitesses de convergence dans le cas où
les processus admettent des modifications continues. Nous comparons également nos résultats avec
ceux précédemment obtenus dans [CLL07, ST04, WMZ04], en estimant le paramètre d’autosimilarité
d’après les résultats de [SPT02]. Ce travail a été généralisé dans [KSS09] pour des champs aléatoires
définis par une intégrale stochastique de la forme {

∫
Rd ϕt(x)Mα(dx); t ∈ Rd} avec Mα une mesure

SαS réelle de mesure de contrôle la mesure de Lebesgue et ϕt(x) bornée en t, excluant ainsi les
champs à autosimilarité matricielle donné par (2.7) dès que d ≥ 2.

La question de l’estimation de la matrice E est cruciale. Les résultats de régularité directionnelle
obtenus dans le cas gaussiens vont permettre une estimation des valeurs propres de la matrice lorsque
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celle-ci est diagonalisable, en considérant les variations quadratiques du champ le long des droites
dirigées par les vecteurs propres de la matrice. Un premier résultat dans ce sens a été obtenu dans
[P3] où nous avons également montré la pertinence d’un tel type de modèle pour les radiographies
d’os trabéculaires. Pour l’obtenir nous considérons un champ gaussien X en dimension d = 2 à densité
spectrale (1.2) donnée par

f(ξ) =
(
ξ21 + ξ2a2

)−β
, ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2,

avec β = H1+(1+1/a)/2 et a = H2/H1 pour 0 < H1 ≤ H2 < 1. Ce champ est alors à autosimilarité
matricielle pour la matrice E = diag(1/H1, 1/H2). Le choix d’une telle densité spectrale nous permet
d’obtenir exactement un champ brownien fractionnaire de paramètre de Hurst égal àH1 lorsque a = 1.
Nous avons alors déterminé le comportement asymptotique des densités spectrales Lθf des processus
lignes Lt0,θX données par (1.8) pour une direction θ = (θ1, θ2) de R2. Lorsque θ = ej , j = 1, 2, est un
vecteur de la base canonique, en utilisant la stationnarité des accroissements et l’autosimilarité matri-
cielle on voit que Lt0,ejX−Lt0,ejX(0) est un mouvement brownien fractionnaire de paramètre de Hurst
Hj et donc de densité spectrale proportionnelle à |ζ|−2Hj−1. Plus précisément, les densités spectrales
sont données par Le1f(ζ) = |ζ|−2H1−1

(∫
R
(s2a + 1)−βds

)
et Le2f(ζ) = |ζ|−2H2−1

(∫
R
(s2 + 1)−βds

)
.

On obtient alors un estimateur p.s. de Hj en considérant l’estimateur des variations quadratiques
généralisées (1.12) du processus Lt0,ejX qui vérifie une normalité asymptotique dès que l’ordre du
filtre est supérieur à Hj +

1
4 .

En revanche, lorsque θ 6= e1 et θ 6= e2 on a θ1 6= 0 et la densité spectrale de Lt0,θX satisfait

Lθf(ζ) =
(∫

R
(s2a + θ−2

1 )−βds
)
/|θ1|

|ζ|2H1+1
+O|ζ|→+∞

(
1

|ζ|2H1+1+(1−1/a)

)
,

ce qui signifie que la condition (1.10) est vérifiée pour H = H1 et s = 1− 1/a. Ainsi, en considérant
l’estimateur des variations quadratiques généralisées (1.12) du processus Lt0,θX, on obtient un nouvel
estimateur p.s. de H1 mais qui ne vérifie une normalité asymptotique que lorsque l’anisotropie est
suffisamment "grande" c’est à dire a > 2.
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Figure 2.3 – Logarithme des variations quadratiques Vau en fonction du logarithme de l’échelle u
(en pixels) dans différentes directions θ du plan pour a = (1,−2, 1).

A la suite des premiers résultats concernant les clichés radiographiques d’os du calcaneum, obtenus
dans [P2] et présentés dans la section 1.4.2, nous avons cherché à valider la pertinence d’un tel modèle
pour ces clichés dans [P3]. A la différence de l’étude précédente les images n’ont pas été préalablement
traitées par un filtre passe-haut. De plus, nous avons cherché à comparer les variations quadratiques du
second ordre des processus extraits sur les lignes horizontales, verticales et également diagonales. La
figure 2.3 présente les valeurs obtenues en fonction de l’échelle u en diagramme log-log. Nous observons
deux gammes d’échelles consécutives pour lesquelles les valeurs observées semblent bien linéaires. Les
petites échelles pour u variant de 1 (50µm) à 5 (250µm) pixels et les échelles intermédiaires pour
u supérieur à 5 (250µm) pixels. Les petites échelles correspondent à l’épaisseur des travées dans
le calcaneum et donc à la structure même de l’os. Les échelles intermédiaires correspondant à des
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distances supérieures à l’épaisseur des travées sont plus représentatives des liens entre les structures
de l’os. Nous avons donc choisi de travailler autour de l’échelle u = 6 et de comparer les variations
quadratiques pour u = 6 et v = 5. On estime alors les valeurs des paramètres de Hurst en utilisant
(1.18) où (u, v) = (2, 1) est remplacé par (u, v) = (6, 5). Nous avons alors trouver en moyenne les
valeurs 0.51 ± 0.08 pour θ = (1, 0) , 0.56 ± 0.06 pour θ = (0, 1), 0.51 ± 0.08 pour θ = (1, 1)/

√
2 ,

et 0.51 ± 0.09 θ = (−1, 1)/
√
2, ce qui pourrait correspondre au modèle à autosimilarité matricielle

proposé.
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Chapitre 3

Modèles de type shot noise

La dernière partie de mon travail concerne l’étude de certains champs aléatoires de type shot noise.
Les modèles de type shot noise [Dal71] sont obtenus en considérant des champs aléatoires définis par

X(t) =
∑

(xj ,κj)∈Φ
f(t− xj, κj), t ∈ R

d, (3.1)

avec Φ un processus de Poisson marqué sur Rd×K, K étant l’espace des marques, et f : Rd×K → R

une fonction mesurable telle que la série converge p.s. Ce type de modèle intervient dans de nom-
breux domaines d’applications. Il doit son nom à S. O. Rice qui l’a introduit en dimension d = 1
pour modéliser des perturbations aléatoires ("shot effects") dans des circuits électroniques [Ric44].
Depuis il a beaucoup été utilisé, notamment en physique [LT89] et en télécommunications pour mo-
déliser par exemple le nombre de connexions internet [KT08], ou déterminer la position d’antennes
émettrices (d = 2) [BB01]. Il est également étudié en géométrie aléatoire lorsque d ≥ 2 et K est un
ensemble de compacts aléatoires de Rd. Le processus ponctuel Φ correspond alors à un modèle de
type germe-grain : on lance aléatoirement des points (les germes) dans Rd et des parties compactes
de Rd les contenant (les grains). C’est donc un modèle assez courant en analyse d’image [Ser82] et
qui connaît un grand essor pour la synthèse de textures [Gal10], dû notamment à sa simplicité de
simulation. Enfin, il intervient naturellement dans la modélisation des milieux granulaires (d = 3) :
d’un point de vue microscopique la densité de matière peut alors s’interpréter comme le nombre de
grains qui se recouvrent.

Je me suis principalement placée dans le cas où on pouvait considérer Φ comme un processus de
Poisson sur Rd × R+ muni de la tribu borélienne. Ce processus est alors déterminé par une mesure
positive ν sur (Rd ×R+,B

(
Rd ×R+

)
) localement finie sur Rd× (0,+∞), appelée intensité de Φ. On

peut lui associer une mesure aléatoire sur Rd × R+ définie par N =
∑

(xj ,κj)∈Φ
δ(xj ,κj), avec δ la masse

de Dirac, appelée mesure aléatoire de Poisson d’intensité ν. Rappelons (voir par exemple le chapitre
10 de [Kal02]) que la mesure aléatoire N définit un processus stochastique indexé par les boréliens de
mesure finie N = {N(A) ; A ∈ B(Rd × R+) avec ν(A) < +∞} tel que

– N(A) est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramètre ν(A), correspondant
au nombre de points du processus Φ qui sont dans A.

– Si A1, . . . , An sont des boréliens disjoints de mesure finie, les variables aléatoiresN(A1), . . . , N(An)
sont indépendantes.

– Si (An)n∈N est une suite de boréliens disjoints telle que
∑

n∈N
ν(An) < +∞ alors

∑
N(An)

converge presque sûrement vers N

(
∪
n∈N

An

)
.
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Ainsi, lorsque f : Rd × R+ → R est une fonction borélienne telle que
∫

Rd×R+

min(|f(x, κ)|, 1)ν(dx, dκ) < +∞,

la série
∑

(xj ,κj)∈Φ
f(xj, κj) converge p.s. et on peut l’écrire sous la forme d’une intégrale stochastique

par rapport à la mesure de Poisson N :
∫

Rd×R+

f(x, κ)N(dx, dκ). (3.2)

La fonction caractéristique de cette variable est alors donnée par

E

(
eiu

∫
f dN

)
= exp

(∫

Rd×R+

(
eiuf(x,κ) − 1

)
ν(dx, dκ)

)
, u ∈ R. (3.3)

Terminons enfin par rappeler que
∫
f dN ∈ L1(Ω) si et seulement si f ∈ L1(Rd × R+, ν) avec

E
(∫
f dN

)
=
∫
f dν et que

∫
f dN ∈ L2(Ω) si et seulement si f ∈ L1(Rd × R+, ν) ∩ L2(Rd × R+, ν)

avec Var
(∫
f dN

)
=
∫
f2 dν. Ainsi, en choisissant f : Rd×R+ → R une fonction borélienne telle que

pour tout t ∈ R,
∫

Rd×R

|f(t− x, κ)|ν(dx, dκ) < +∞ et
∫

Rd×R

f(t− x, κ)2ν(dx, dκ) < +∞,

on définit un champ aléatoire du second ordre sur Rd par (3.1) qui vérifie X(t) =
∫
Rd×R+ f(t −

x, κ)N(dx, dκ) et

Cov (X(t),X(s)) =

∫

Rd×R+

f(t− x, κ)f(s − x, κ)ν(dx, dκ), ∀t, s ∈ R
d.

3.1 Modèles de microboules et généralisations

Dans [2] nous nous sommes intéressées à ce type de modèle aléatoire pour la modélisation de
l’os, dans le cadre du projet ANR MIPOMODIM sur le diagnostic précoce de l’ostéoporose. Cette
étude présente un double intérêt. D’une part elle permet, en sortant du cadre gaussien, d’exhiber
des propriétés d’autosimilarité asymptotique locale différentes en loi et au second ordre et donc de
poser la question du choix du paramètre d’autosimilarité. D’autre part elle donne un nouvel exemple
pour lequel on peut définir des transformées X-ray à fenêtre dont les paramètres d’autosimilarité
asymptotique locale sont obtenus en ajoutant 1/2.

3.1.1 Modèles de microboules

Nous nous sommes inspirées du modèle de Micropulses introduit par Ciosek-Georges et Mandelbrot
[CGM95]. Nous avons considéré un modèle d’agrégation de petites boules B(x, r) dont les centres et
rayons sont donnés par un processus de Poisson ponctuel Φh = {(xj , rj); j ∈ J} sur Rd × R+, avec
une intensité en loi de puissance du rayon :

νh(dx, dr) = dx r−d−1+2h(x)
1(0,1)(r)dr , (3.4)

où h est une fonction borélienne sur Rd à valeurs dans (0,+∞). Plus h prend des petites valeurs et
plus la singularité de νh en 0 est importante ce qui signifie qu’il y aura dans ce modèle beaucoup de
rayons très petits. On construit alors le champ X de la façon suivante. En un point t de Rd on compte
le nombre de boules contenant t et on définit X(t) comme ce nombre aléatoire qui correspond au
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shot noise (3.1) associé à Φh et f(x, r) = 1B(x,r). On a bien f(t− ·, ·) ∈ L1(Rd × R+, νh) et on peut
remplacer la somme intervenant dans (3.1) par une intégrale stochastique par rapport à une mesure
aléatoire de Poisson Nh d’intensité νh :

X(t) =

∫

Rd×R+

1B(x,r)(t)Nh(dx, dr). (3.5)

Remarquons qu’en fait X(t) = Nh(C(t)), en définissant C(t), le cône issu de t, par

C(t) = {(x, r) ∈ R
d × R

+ tel que t ∈ B(x, r)}. (3.6)

Ainsi, la variable aléatoire X(t) suit une loi de Poisson de paramètre νh (C(t)) et le champ aléatoire
X est un champ du second ordre de type Chentsov (voir [ST94] par exemple).
Nous avons alors modélisé le procédé de radiographie par une transformée X-ray à fenêtre de X
obtenue par (1.9) en choisissant pour V un hyperplan orthogonal à une direction θ ∈ Sd−1. Plus
précisément, en choisissant φ une fenêtre adaptée sur R (par exemple une fonction de la classe de
Schwartz), on s’intéresse au champ aléatoire défini par

P〈θ〉⊥,φ(X) =

{∫

Rd×R+

P〈θ〉⊥,φ
(
1B(x,r)

)
(t)Nh(dx, dr); t ∈ 〈θ〉⊥

}
,

avec P〈θ〉⊥ ,φ
(
1B(x,r)

)
(t) =

∫
R
1B(x,r)(t + sθ)φ(s)ds. Remarquons que ce champ aléatoire corres-

pond moralement à (1.9) en intervertissant les intégrales. Cependant, il est plus aisé de le définir
ainsi puisque P〈θ〉⊥,φ

(
1B(·,·)

)
(t) ∈ L1(Rd × R+, νh). Comme on a également P〈θ〉⊥,φ

(
1B(·,·)

)
(t) ∈

L2(Rd × R+, νh), le champ P〈θ〉⊥,φ(X) est aussi du second ordre.

Nous nous sommes alors intéressées aux propriétés d’autosimilarités asymptotiques locales de ces
modèles. Remarquons que lorsque on considère B un champ gaussien centré, celui-ci est lass (1.5)
d’ordre H au point t si et seulement si pour tout u, v ∈ Rd

lim
ε→0+

Cov

(
B(t+ εu)−B(t)

εH
,
B(t+ εv)−B(t)

εH

)
=Σt(u, v), (3.7)

avec Σt une fonction de covariance non nulle. On dit alors que B est cov-lass d’ordre H au point t.
Les propriétés lass et cov-lass ne sont pas équivalentes dans le cas général. Ainsi, on montre dans [2]
que si h est une fonction höldérienne sur Rd à valeurs dans (0, 1/2), le modèle de microboules centré
X − E(X) est cov-lass d’ordre h(t) au point t. Si il est également lass au point t, l’ordre doit être
supérieur ou égale à 2h(t). Le comportement local de X est donc proche de celui d’un mouvement
brownien multifractionnaire au second ordre mais pas en loi. En choisissant pour h une fonction
homogène d’ordre 0 höldérienne sur la sphère Sd−1 à valeurs dans (0, 1/2), on montre que le modèle
de microboules centré X − E(X) est cov-lass d’ordre H = essinf

Sd−1
h au point 0 et lass d’ordre 2H

au point 0 de champ tangent un champ déterministe. En particulier, lorsque h = H ∈ (0, 1/2) est
constante, le champ X est stationnaire ainsi que le champ P〈θ〉⊥ ,φ(X), transformée X-ray à fenêtre de
X. On obtient alors le résultat suivant.

Théorème 3.1. Soit h = H ∈ (0, 1/2) et θ ∈ Sd−1.
– En tout point t ∈ Rd, le champ X est cov-lass d’ordre H et lass d’ordre 2H ;
– En tout point t ∈ 〈θ〉⊥, le champ P〈θ〉⊥ ,φ(X) est cov-lass et lass d’ordre H+ 1

2 de champ tangent

un champ brownien fractionnaire d’ordre H + 1
2 .

Ainsi, les paramètres d’autosimilarité asymptotique locale en loi et au second ordre de P〈θ〉⊥,φ(X)

sont reliés avec le paramètre d’autosimilarité au second ordre du champ initial X par un facteur +1
2 ,

comme dans le cas gaussien. Enfin, le champ tangent étant gaussien, ceci peut justifier d’un point de
vue mathématique l’utilisation de modèles gaussiens pour les radiographies.
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3.1.2 Généralisations

Dans [9], nous nous sommes intéressés à une généralisation de ce modèle de microboules. En effet,
les auteurs de [KLNS07] considèrent un modèle similaire, vu non pas comme un champ ponctuel
indexé par Rd mais comme un champ généralisé indexé par des mesures de masse finie. Nous avons
unifié les deux points de vue et obtenu des champs généralisés en limite qui diffèrent selon l’échelle
considérée. Plus précisément, on considère un modèle de microboules obtenu lorsque on remplace
l’intensité νh donnée par (3.4) par l’intensité

ν(dx, dr) = dxm(dr) , (3.8)

avec m une mesure positive localement finie sur (0,+∞). Ce choix signifie, d’une part que les centres
des boules sont lancés uniformément dans l’espace et, d’autre part, que les rayons sont choisis in-
dépendamment des centres. On suppose de plus que le "volume moyen" des boules est fini ce qui
correspond à supposer que ∫

R+

rdm(dr) < +∞. (3.9)

Cette condition assure ainsi l’existence du modèle de microboules {X(t); t ∈ Rd} qui sera alors un
champ du second ordre stationnaire. On remplace l’hypothèse que m(dr) = r−d−1+2H

1(0,1)(r)dr, par
une hypothèse de comportement en loi de puissance qui pourra être vérifiée au voisinage de 0 ou au
voisinage de +∞ :

A(β) : m(dr) = g(r)dr avec g(r) ∼ r−β−1 , quand r → 0d−β,

où par convention 0α = 0 si α > 0 et 0α = +∞ si α < 0. Remarquons que l’hypothèse d’intégrabilité
(3.9) implique que β > d− 1.

On cherche alors à définir un champ généralisé, indexé par des mesures signées finies. Pour cela on
introduit M l’ensemble des mesures signées finies µ sur (Rd,B(Rd)) que l’on munit de la norme définie
par la variation totale ‖µ‖ = |µ|(Rd). En remarquant que µ(B(·, ·)) ∈ L1(Rd × R+, ν) si µ ∈ M, on
peut alors définir la variable aléatoire

X(µ) =

∫

Rd×R+

µ (B(x, r))N(dx, dr), (3.10)

où N est cette fois une mesure aléatoire de Poisson d’intensité ν. Cette variable correspond morale-
ment à

∫
Rd X(t)µ(dt) de sorte que X(t) = X(δt) et nous permet de considérer le champ généralisé

{X(µ);µ ∈ M}. Nous avons alors étudié les propriétés asymptotiques de ces champs à petites et
grandes échelles en introduisant pour ρ > 0 le champ généralisé Xρ = {Xρ(µ);µ ∈ M}, obtenu en
remplaçant la mesure N par une mesure aléatoire de Poisson Nλ(ρ),ρ d’intensité

νλ(ρ),ρ = λ(ρ)dxmρ(dr), (3.11)

avec mρ la mesure image de m par le changement d’échelle r 7→ ρr et λ(ρ) > 0 un coefficient
d’échelle. Lorsque λ(ρ) = ρ−d, le champ Xρ a mêmes lois fini-dimensionnelles que {X(µρ);µ ∈ M},
où µρ(B) = µ(ρB), pour tout borélien B de Rd. Sous l’hypothèse A(β) on s’attend à avoir

Var(Xρ(µ)) ∼ λ(ρ) ρβ Var(X(µ)), ρ→ 0β−d,

mais Var(Xρ(δ0)) = λ(ρ)ρdVar(X(δ0)). Nous avons donc besoin d’introduire des sous-espaces stricts
de M afin d’étudier la convergence de Xρ. Pour β > d on pose

Mβ =
{
µ ∈ M : ∃α t.q. d < β < α et

∫

Rd×Rd

|z − z′|d−α|µ|(dz)|µ|(dz′) < +∞
}
,
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qui correspond à un sous-ensemble de mesures dont l’énergie de Riesz est finie et vérifie Mβ = {0}
si β ≥ 2d. Lorsque β < d nous avons besoin de supposer que les mesures sont de moyennes nulles et
d’une information supplémentaire sur leur comportement à l’infini. On pose alors

Mβ =
{
µ ∈ M :

∫

Rd

µ(dz) = 0 et ∃α t.q. α < β < d et
∫

Rd×Rd

|z − z′|d−α|µ|(dz)|µ|(dz′) < +∞
}
.

On obtient le résultat suivant.

Théorème 3.2. Soit d− 1 < β < 2d avec β 6= d et m une mesure positive sur R+ satisfaisant A(β).
Pour tout µ ∈ Mβ, pour toute fonction positive λ,

Xρ(µ)− E(Xρ(µ))√
λ(ρ)ρβ

loi−→
ρ→0β−d

Zβ(µ),

dans les deux cas suivants :
– régime gaussien : si λ(ρ)ρβ −→

ρ→0β−d
+∞ avec Zβ =Wβ un champ gaussien centré sur Mβ de

covariance

Cov (Wβ(µ),Wβ(ν)) = cβ

∫

Rd×Rd

|z − z′|d−βµ(dz)ν(dz′), (3.12)

où cβ est une constante négative si β < d et positive si β > d.

– régime poissonien : si λ(ρ)ρβ −→
ρ→0β−d

ad−β , pour un certain a > 0, avec Zβ(µ) = a−(d−β)/2Jβ(µa),

où Jβ est le champ centré défini sur Mβ par

Jβ(µ) =

∫

Rd×R+

µ (B(x, r)) Ñβ(dx, dr),

avec Ñβ une mesure de Poisson compensée d’intensité dx r−β−1dr, et µa définie par µa(A) =
µ
(
a−1A

)
.

Ce résultat a été généralisé dans [BD09] en considérant un modèle pour lequel chacune des boules
aléatoires a également un poids aléatoire. En choisissant ce poids dans le domaine d’attraction d’une
loi stable, ils obtiennent également un régime stable pour lequel le champ limite est stable avec dé-
pendance.

Nous nous sommes également intéressés aux propriétés des champs Wβ et Jβ intervenant à la
limite. Par choix de la mesure de Lebesgue pour l’intensité des centres des boules dans (3.8), tous
deux sont des champs stationnaires sur Mβ ce qui signifie que leur loi est invariante par translation
de la mesure. De plus ils sont centrés, du second ordre et ont les mêmes fonctions de covariance. Ils
satisfont donc les mêmes propriétés au second ordre. En particulier ils sont autosimilaires au second
ordre d’ordre H = d−β

2 ∈ (−d/2, 1/2) r {0}.
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3.1.3 Autosimilarité et représentation ponctuelle

Nous avons alors cherché d’une part à associer aux champs Wβ et Jβ une représentation ponctuelle
et d’autre part à étendre l’ordre d’autosimilarité. En ce qui concerne le premier point, on peut tout
d’abord remarquer que les masses de Dirac ne sont pas des mesures de Mβ . Nous nous sommes donc
inspirés des travaux de Dobrushin [Dob79] sur la caractérisation des champs stationnaires autosimi-
laires vu comme des distributions tempérées aléatoires. En effet, en identifiant une fonction ϕ de la
classe de Schwarts S(Rd) à une mesure signée µ(dz) = ϕ(z)dz de M on remarque que Wβ et Jβ
induisent des distributions tempérées aléatoires sur S(Rd) si d < β < 2d et S1(R

d) si d− 1 < β < d,
en définissant pour n > 0

Sn(Rd) =
{
ϕ ∈ S(Rd);Djϕ̂(0) = 0, pour tout j = (j1, . . . , jd) ∈ N

d tel que |j| = j1 + . . .+ jd < n
}
.

Il est à noter que les distributions tempérées aléatoires définies sur Sn(Rd) correspondent mora-
lement à des dérivées d’ordre n de distributions tempérées aléatoires définies sur S(Rd). En ef-
fet, puisque Sn(Rd) = Vect

{
Djϕ : ϕ ∈ S(Rd), j ∈ Nd, |j| = n

}
, la connaissance d’un champ X

sur Sn(Rd) nous donne seulement de l’information sur DjX pour |j| = n en utilisant le fait que
∀ϕ ∈ S(Rd), DjX(ϕ) = (−1)|j|X(Djϕ). Ceci nous permet alors d’obtenir des champs autosimilaires
de tout ordre sur S∞(Rd) =

⋂

n≥0

Sn(Rd), en définissant pour H ∈ R avec H /∈ 1
2Z si d = 1 et H /∈ Z

si d ≥ 2,

BH(ϕ)
fdd
= WβH ((−∆)−m/2ϕ) et PH(ϕ)

fdd
= JβH ((−∆)−m/2ϕ), ϕ ∈ S∞(Rd),

avec m =
[
H + 1

2

]
∈ Z la partie entière de H + 1

2 , βH = d − 2(H − m) ∈ (d − 1, 2d) r {0} et
̂(−∆)−m/2ϕ(ξ) = |ξ|−mϕ̂(ξ), ξ ∈ Rd. Ces champs sont autosimilaires au second ordre d’ordre H.

En particulier, si H < 0 on ne peut pas leur associer de représentation ponctuelle. Pour H > 0, leur
fonction de covariance est donnée par

Cov (BH(ϕ), BH (ψ)) = Cov (PH(ϕ), PH (ψ)) =

∫

Rd×Rd

ΓH(t, s)ϕ(t)ψ(s) dtds, ϕ, ψ ∈ S∞(Rd),

avec

ΓH(t, s) = kβH

∫

Rd


e−it·ξ −

∑

0≤k<⌈H⌉

(−it · ξ)k
k!




e−is·ξ −

∑

0≤k<⌈H⌉

(−is · ξ)k
k!


|ξ|−d−2Hdξ

= (−1)⌈H⌉cH


|t− s|2H −

∑

|l|<⌈H⌉

(−1)|l|

l!

(
slDl|t|2H + tlDl|s|2H

)

 , (3.13)

de sorte que BH(ϕ) =
∫
Rd BH(t)ϕ(t)dt et PH(ϕ) =

∫
Rd PH(t)ϕ(t)dt avec BH et PH admettant

ΓH pour fonction de covariance. Ce sont en particulier des champs à accroissements d’ordre ⌈H⌉
stationnaires et autosimilaires d’ordre H, où ⌈H⌉ désigne la partie entière par excès de H.
Lorsque H ∈ (0, 1), puisque BH est un champ gaussien, on retrouve, à une constante près, le champ
brownien fractionnaire de paramètre de Hurst H ∈ (0, 1) défini par (1.1). Si on suppose de plus que
H < 1/2, on peut remarquer que PH = {JβH (δt − δ0) ; t ∈ Rd} de sorte que l’on peut donner une
représentation de PH sous la forme d’une intégrale stochastique :

PH =

{∫

R×R+

(
1IB(x,r)(t)− 1IB(x,r)(0)

)
NH(dx, dr) ; t ∈ R

d

}
,

avec NH une mesure de Poisson sur Rd × R+ d’intensité νH(dx, dr) = dx r−d−1−2Hdr. Nous avons
choisi de l’appeler champ de Poisson fractionnaire d’ordre H. On peut remarquer que

PH(t) = NH (C(t) ∩ C(0)c)−NH (C(0) ∩ C(t)c) , (3.14)
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où C(t) est le cône introduit dans (3.6). Ainsi, PH(t) suit une loi de Skellam de paramètre νH (C(t) ∩ C(0)c) =
νH (C(0) ∩ C(t)c) = cH |t|2H .

3.2 Seuillages et recouvrements aléatoires

Le seuillage est couramment utilisé en analyse d’images puisque c’est une méthode simple de
segmentation. Il est donc naturel en modélisation stochastique, lorsque on considère un champ aléa-
toire X à valeurs réelles, d’étudier les champ aléatoires binaires (à valeurs dans {0, 1}) obtenus par
seuillage. Le seuillage simple consiste à choisir un seuil α ∈ R et à considérer le champ aléatoire
SαX =

{
1IX(t)≥α ; t ∈ Rd

}
. Il se peut alors que le seuil soit mal adapté et que le champ SαX soit

dégénéré c’est à dire constant p.s. Lorsque X est un modèle de type microboules l’ensemble aléatoire
SαX

−1 ({1}) correspond à l’ensemble des points qui sont recouverts par au moins α boules aléatoires.
C’est un champ booléen qui peut décrire un milieu bi-phasique dont le procédé de construction peut
faire penser à des microporosités lancées aléatoirement. En choisissant α = 1, le champ S1X est
dégénéré si p.s. tout point de Rd est recouvert par une boule aléatoire. La question de dégénérescence
est donc en fait liée à la question du recouvrement de l’espace par un ensemble aléatoire. C’est ce
que nous étudié dans [11] pour un modèle de type microboules pour une intensité ν donnée par
(3.8) avec m une mesure positive localement finie sur (0,+∞). On note alors Ξ l’ensemble aléatoire
S1X

−1 ({1}) de sorte que Ξ =
⋃

(x,r)∈ΦB(x, r), où Φ désigne un processus Ponctuel de Poisson sur

Rd × R+ d’intensité ν. On peut remarquer dans un premier temps que

P(0 6∈ Ξ) = P ({(x, r) ∈ Φ; 0 ∈ B(x, r)} = ∅) = exp

(
−vd

∫ +∞

0
rdm(dr)

)
, avec vd = |B(0, 1)|.

Ainsi, (3.9) est une condition suffisante pour que S1X ne soit pas dégénéré. Nous avons donc travailler
sous l’hypothèse que ∫

Rd

rdm(dr) = +∞, (3.15)

qui est alors une condition nécessaire pour que Rd soit recouvert p.s. par Ξ. Nous définissons égale-
ment ψ(m) = P(Rd ⊂ Ξ) la probabilité de recouvrement qui vaut 0 ou 1 du fait de l’ergodicité du
processus ponctuel associé aux centres des boules. Puisque la mesure m est supposée localement finie
sur (0,+∞), la condition (3.15) sera vérifiée en fonction du comportement de m soit au voisinage de
0 (correspondant aux petites boules), soit au voisinage de +∞ (correspondant aux grosses boules).
On peut donc traiter les deux cas séparément en considérant les mesures mH(dr) = 1I(0,1)(r)dr et
mL(dr) = 1I[1,+∞)(r)dr ainsi que les ensembles ΞH et ΞL correspondant. En s’inspirant de [Man72] et
[She72], on dit que la mesure m induit un recouvrement haute fréquence, respectivement basse fré-
quence, si ψ(mH) = 1, respectivement ψ(mL) = 1. Le recouvrement basse fréquence est très proche
de ce qui se passe dans le cas très étudié des modèles booléens (voir [MR96] ou [Hal88]) pour lesquels
la mesure m est une mesure finie. Pour qu’il y ait recouvrement basse fréquence, il faut et il suffit que
mL vérifie (3.15). Le cas du recouvrement haute fréquence est plus délicat. En utilisant un argument
de martingale, Kahane a montré qu’une condition nécessaire pour que ψ(mH) = 1 est donnée par

∫ 1

0
ud−1 exp

(
vd

∫ 1

u
rd−1(r − u)m(dr)

)
du = +∞ .

En fait, c’est également une condition suffisante en dimension d = 1 et, en dimension plus grande,
pour le recouvrement par un certain type d’ensembles convexes qui ne sont pas des boules. Nous
obtenons cependant une condition suffisante de recouvrement basse fréquence qui va nous permettre
d’énoncer un critère simple de recouvrement. En effet, on montre que si

lim sup
u→0

ud exp

(
vd

∫ 1

u
(r − u)dm(dr)

)
= +∞
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alors ψ(mH) = 1. On démontre alors que ψ(m) = max(ψ(mH), ψ(mL)) ce qui signifie que le recou-
vrement est forcément haute ou basse fréquence. En s’inspirant de la théorie de la percolation, on
définit une intensité critique de recouvrement donnée par

λc(m) = inf{λ ≥ 0;ψ(λm) > 0} ∈ [0,+∞].

On donne alors les valeur explicites des intensité critiques de recouvrement basse et haute fréquence :
λc(mL) = 0 si mL vérifie (3.15), sinon λc(mL) = +∞ et λc(mH) = d/ℓ(m) 1 où

ℓ(m) = lim sup
ε→0

(
| ln ε|−1 vd

∫ 1

ε
rdm(dr)

)
∈ [0,+∞]. (3.16)

En particulier, lorsque ℓ(m) > d, p.s. Rd est recouvert par ΞH . Un cas intéressant est obtenu lorsque
ℓ(m) ∈ (0, d]. En effet, on peut alors considérer F = [0, 1]d ∩ ΞcH , l’ensemble des points dans [0, 1]d

qui ne sont pas recouverts par ΞH . Puisque ℓ(m) > 0, la mesure mH vérifie (3.15) et la mesure
de Lebesgue de F est nulle. En revanche, en s’inspirant de [EH78], on obtient le résultat suivant
concernant sa dimension de Hausdorff.

Théorème 3.3. Si ℓ(m) > 0,

dimH(F ) ≤ max(d− ℓ(m), 0) p.s.

De plus, si ℓ(m) ≤ d, avec probabilité positive, dimH(F ) = d− ℓ(m).

En percolation continue, on peut s’intéresser à l’existence de grandes composantes connexes dans
le complémentaire de ΞH . En suivant [BC10] et [MR96], on définit une nouvelle intensité critique

λf (m) = inf{λ ≥ 0; θf (λm) = 0},

en considérant θf (m) la probabilité que F = [0, 1]d ∩ ΞcH contienne une composante connexe plus
grande qu’un point. Le théorème 3.3 permet alors de montrer que λf (m) ≤ d−1

ℓ(m) et d’observer une
phase de transition formée de poussière dans Ξc jusqu’à ce qu’il devienne vide.
Un exemple typique de modèle admettant ce comportement, étudié dans [BC10], est obtenu en
choisissant m(dr) = r−d−1dr pour laquelle la mesure ν est invariante d’échelle, et ℓ(m) = vd ∈
(0,+∞). Ce choix d’intensité est également souvent fait dans l’étude des cascades multiplicatives
(voir [BM02] ou [Cha05] par exemple). Un autre exemple est donné par le modèle Booléen multi-
échelle [MR96, MPV01, Gou08], résultant de la superposition de modèles booléens indépendants pris
à différentes échelles. Pour ρ > 1, il est obtenu en choisissant la mesure µρ =

∑

n≥0

ρndδρ−n , de sorte

que ℓ(µρ) = vd
ln(ρ) ∈ (0,+∞).

3.3 Nombre de franchissements des processus shot noise

En collaboration avec Agnès Desolneux, nous nous intéressons aux statistiques des ensembles de
niveaux de certains champs aléatoires de type shot noise. L’étude des ensembles de niveaux intervient
dans de nombreux domaines d’applications comme en optique et océanographie (mesure de l’amplitude
des vagues [LH57, KL00]), physique (étude de la fréquence d’oscillateur harmonique [KL10]), fiabilité
[Ryc00]. Nous avons commencé notre travail par le cas de la dimension d = 1 et avons étudié dans
[12] et [13] les nombres moyens de franchissements d’un niveau (crossings) par un processus shot
noise stationnaire. Nous considérons donc un processus X donné par (3.1) avec Φ un processus de

1. avec la convention d/0 = +∞ et d/+∞ = 0
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Poisson marqué sur R×R d’intensité ν(dx, dκ) = λdxF (dκ) avec λ > 0, F une mesure de probabilité
sur R et f(x, κ) = κg(x) pour une certaine fonction g : R → R. De façon équivalente

X(t) =
∑

i∈Z
βig(t− τi), t ∈ R (3.17)

avec {τi}i∈Z les points d’un processus de Poisson ponctuel sur R d’intensité λds, et {βi}i∈Z une suite
de variables aléatoires iid de même loi F qu’une variable aléatoire β, indépendantes de {τi}. Nous
supposons que g est une fonction intégrable de L1(R), qui est de classe C2 par morceaux sur R, avec
un ensemble fini de points de discontinuité noté

Sg = {t1, t2, . . . , tn}, tels que t1 < . . . < tn,

et appelé ensemble des sauts de g. En posant t0 = −∞ et tn+1 = +∞, la fonction g est donc de
classe C2 sur ]ti−1, ti[ pour 1 ≤ i ≤ n+1 et admet des limites finies à gauche et à droite en tout point
de Sg. On note g′, respectivement g′′, la fonction définie en tout point s /∈ Sg par la dérivée usuelle
g′(s), respectivement g′′(s). La régularité du processus shot noise X se déduit alors de celle de g en
ajoutant des conditions d’intégrabilité.

Théorème 3.4. Soit β ∈ L1(Ω) et g une fonction C2 par morceaux telle que #Sg < ∞ et g, g′, g′′ ∈
L1(R). Alors X est un processus stationnaire presque sûrement C1 par morceaux sur R avec

SX =
⋃

i∈Z
(τi + Sg)

et
∀t /∈ SX , X

′(t) =
∑

i

βig
′(t− τi).

Si de plus β ∈ L2(Ω) et Sg = ∅, le processus X est un processus du second ordre continûment dérivable
presque sûrement et en moyenne quadratique.

En particulier, le processus X est une fonction à variations bornées sur tout intervalle (a, b). Par
stationnarité on peut restreindre son étude à l’intervalle (0, 1). Sa variation totale sur (0, 1) est donnée
par

TV (X, (0, 1)) =

∫ 1

0
|X ′(t)|dt+

n∑

j=1

∑

τi∈(−tj ,1−tj)
|βi||g(t+j )− g(t−j )| < +∞ p.s.

avec g(t+j ) = lim
s→tj ,s>tj

g(s), g(t−j ) = lim
s→t,s<tj

g(s) les limites à droite et à gauche de g au point tj . On

peut alors étudier les nombres de franchissements dans le cadre des fonctions à variations bornées
[EG92].

3.3.1 Transformée de Fourier du nombre moyen de franchissements

Lorsque X est p.s. C1 par morceaux sur (0, 1) (avec un nombre fini de points de discontinuités
sur (0, 1)) on peut définir la variable aléatoire correspondant à son nombre de franchissements d’un
niveau α ∈ R sur (0, 1) par

NX(α, (0, 1)) = #{s ∈ (0, 1) ; min(X(s−),X(s+)) ≤ α ≤ max(X(s−),X(s+))}.

Une généralisation de la formule de la co-aire pour les fonctions à variations bornées [CF97] nous
permet d’obtenir

∫

R

h(α)NX (α, (0, 1)) dα =

∫ 1

0
h(X(s))|X ′(s)| ds+

∑

s∈SX∩(0,1)

∫ max(X(s+),X(s−))

min(X(s+),X(s−))
h(α) dα, p.s. (3.18)
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pour toute fonction h continue bornée sur R. Nous nous sommes particulièrement intéressées au
nombre moyen de franchissement de X sur (0, 1) donné par

CX(α) = E (NX(α, (0, 1))) . (3.19)

En choisissant dans (3.18) la fonction h de la forme h(x) = eiux, u ∈ R, et en prenant l’espérance on
obtient alors le résultat suivant.

Théorème 3.5. Soit β ∈ L1(Ω) et g une fonction C2 par morceaux telle que #Sg < ∞ et g, g′, g′′ ∈
L1(R) alors CX ∈ L1(R) et

∫

R

CX(α) dα = E(TV (X, (0, 1))) = E(|X ′(0)|) + λE(|β|)
n∑

j=1

|g(t+j )− g(t−j )|.

De plus, sa transformée de Fourier, notée u 7→ ĈX(u) est donnée pour u 6= 0 par

ĈX(u) = E(eiuX(0)|X ′(0)|) + λE(eiuX(0))

n∑

j=1

E(eiumax(βg(t−j ),βg(t+j )))− E(eiumin(βg(t−j ),βg(t+j )))

iu
.

Si de plus β ∈ L2(Ω), E(eiuX(0)|X ′(0)|) = −1
π

∫ +∞
0

1
v

(
∂ψ
∂v (u, v) −

∂ψ
∂v (u,−v)

)
dv, avec

ψ(u, v) = E(eiuX(0)+ivX′(0)) = exp

(
λ

∫

R×R

(eiz(ug(s)+vg
′(s)) − 1) dsF (dz)

)
.

En particulier, lorsque β ≥ 0 p.s. et g′ ≤ 0 p.p., on montre que pour tout u 6= 0

ĈX(u) = 2λE(eiuX(0))
∑

tj ;g(t
+
j )>g(t−j )

F̂ (ug(t+j ))− F̂ (ug(t−j ))

iu
,

et alors, par injectivité de la transformée de Fourier, pour presque tout niveau α ∈ R,

CX(α) = 2λ
∑

tj ;g(t
+
j )>g(t−j )

P[α− βg(t+j ) ≤ X(0) ≤ α− βg(t−j )].

On obtient ainsi une généralisation de la formule de Hsing [Hsi87], où l’auteur considère une fonction g
décroissante presque partout qui n’a qu’un seul saut positif en 0. On généralise également les résultats
de [OB83] concernant le noyau exponentielle g(s) = 0 pour s < 0 et g(s) = e−s pour s ≥ 0 avec β de loi

exponentielle de paramètre µ > 0. Dans ce cas, ψ(u, v) = µλ

(µ−iu+iv)λ de sorte que ĈX(u) =
2λµλ

(µ−iu)λ+1

est proportionnelle à la transformée de Fourier d’une loi Gamma. Ceci implique que

CX(α) =
2λµλαλe−µα

Γ(λ+ 1)
1I{α≥0} p.p. α ∈ R.

Notons que les auteurs de [OB83] ont obtenu ce résultat pour λ = n ∈ N et pour tout niveau α ∈ R, en
utilisant les propriétés markoviennes du processus shot noise qui ne sont pas vérifiées pour un noyau
général. A priori, l’inversion de la transformée de Fourier ne permet que de déterminer les valeurs de
CX(α) presque partout. C’est déjà une information qui peut être utilisée dans les applications comme
discuté dans [Ryc00]. On peut obtenir des résultats pour tout niveau α lorsque on sait de plus que
CX est une fonction continue (ce qui est le cas par exemple pour le noyau exponentiel).
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3.3.2 Continuité du nombre moyen de franchissements

Dans [12], pour étudier la continuité du nombre moyen de franchissements, nous avons cherché à
établir une formule directe pour CX . Pour cela, nous nous sommes concentrées sur le cas où Sg = ∅
et β = 1 p.s. Dans ce cas, le processus est continûment dérivable presque sûrement et en moyenne
quadratique. Si de plus, pour α ∈ R, il vérifie

P(∃t ∈ [0, 1] t.q. X(t) = α et X ′(t) = 0) = 0, (3.20)

alors NX(α, (0, 1)) = lim
δ→0

1

2δ

∫ 1

0
1I|X(t)−α|<δ|X ′(t)|dt p.s., par la formule de Kac (voir [AW09] par

exemple). En utilisant la stationnarité de X, lorsque le couple (X(0),X ′(0)) admet une densité conti-
nue p on peut espérer, en prenant l’espérance, obtenir la formule de Rice CX(α) =

∫
R
|z|p(α, z) dz

et en déduire la continuité de CX . Bien entendu, il faut faire un certain nombre d’hypothèses sup-
plémentaires pour justifier l’interversion de la limite et de l’espérance. Dans le cas précis qui nous
intéresse la condition (3.20) n’est pas toujours vérifiée pour le niveau α = 0. En particulier, si g est à
support compact on montre que P(X(0) = 0 et X ′(0) = 0) > 0 puisque cet évènement a lieu si aucun
point du processus de Poisson n’est dans le support de g. On peut cependant régulariser la loi jointe
en conditionnant pour T > 0 et k0 ≥ 1 par l’évènement

γT = #{i; τi ∈ [−T, T ]} ≥ k0.

En effet, si on suppose que g est une fonction de classe C4 telle que pour tout s ∈ [−T, T + 1], les
matrices

Φ(s) =

(
g′(s) g′′(s)
g′′(s) g(3)(s)

)
et Φ′(s) =

(
g′′(s) g(3)(s)

g(3)(s) g(4)(s)

)
sont inversibles, (3.21)

on montre en utilisant la méthode de la phase stationnaire (voir [Ste02] par exemple) que, pour tout
t ∈ [0, 1], ∣∣∣∣

∫ T

−T
eiug(t−s)+vg

′(t−s)ds

∣∣∣∣ ≤ cT (1 + u2 + v2)−1/4.

Ceci nous permet d’obtenir l’intégrabilité des fonctions caractéristiques des lois conditionnelles à
{γT ≥ k0} dès que k0 est suffisamment grand et d’en déduire l’existence de densités continues et
bornées associées. En vérifiant les conditions de [Lea66], on obtient alors le résultat suivant.

Théorème 3.6. Si g ∈ C4(R) vérifie (3.21) avec g, g′, g′′ ∈ L1(R) et β = 1 p.s. alors pour k0 ≥ 8,
α 7→ E(NX(α, (0, 1)) | γT ≥ k0) est continue sur R.

3.3.3 Convergence du nombre moyen de franchissements

Lorsque X est un processus shot noise du second ordre, il est bien connu [Pap71, HS85] que,
quand l’intensité λ tend vers +∞, le processus normalisé Zλ(t) = 1√

λ
(X(t)− E(X(t))) converge

en loi vers un processus gaussien centré B de covariance Cov(B(t), B(t′)) = 1
λCov(X(t),X(t′)) =

E(β2)
∫
R
g(t− s)g(t′ − s)ds. En fait, si g ∈ C2(R) avec g, g′, g′′ ∈ L1(R) et g′′ ∈ Lp(R) pour un p > 1,

on obtient la convergence en loi de (Zλ, Z
′
λ) vers (B,B′) dans l’espace des fonctions continues sur les

compacts, muni de la topologie de la convergence uniforme. En utilisant l’espérance de la formule de
la co-aire (3.18), on obtient alors la convergence faible de CZλ

vers CB avec, d’après la formule de
Rice [CL04],

CB(α) =
1

π

(
m2

m0

)1/2

e−α
2/2m0 , ∀α ∈ R,

où m0 = Var(B(t)) =
∫
R
g(s)2ds et m2 = Var(B′(t)) =

∫
R
g′(s)2ds. De plus, grâce à la formule

explicite de la transformée de Fourier du nombre de franchissements de Zλ, on peut donner une
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vitesse pour la convergence ponctuelle de ĈZλ
(u) vers ĈB(u). En s’inspirant des techniques de preuve

du théorème central limite pour les densités (voir [Fel66] par exemple) et en conditionnant à nouveau,
on obtient une convergence forte.

Théorème 3.7. Si g ∈ C4(R) vérifie (3.21) sur [−1, 2] avec g, g′, g′′ ∈ L1(R), β = 1 p.s. et γλ désigne
le nombre de points dans [−1, 1] du processus de Poisson d’intensité λ associé à Zλ alors

E(NZλ
(α, (0, 1)) | γλ ≥ λ) −→

λ→+∞
CB(α), uniformément pour α ∈ R.

3.3.4 Application au noyau gaussien

Dans [12], nous avons utilisé les résultats précédents pour traiter en détail le cas d’un processus
shot noise avec un noyau gaussien donné par (3.17) avec β = 1 p.s. et

g(t) = gσ(t) =
1

σ
√
2π
e−t

2/2σ2 ,

noté Xλ,σ. Un tel modèle permet de décrire la température au point t, au temps σ2, lorsque des
sources de chaleur on été placées aléatoirement suivant un processus de Poisson d’intensité λ sur la
droite réelle, au temps 0. On montre en particulier que (σ, t) 7→ Xλ,σ(t) satisfait p.s. l’équation de la
chaleur sur (0,+∞) × R :

∂Xλ,σ

∂σ
(t) =

∑

i

∂gσ
∂σ

(t− τi) = σX ′′
λ,σ(t). (3.22)

Nous avons étudié le nombre moyen d’extrema locaux de Xλ,σ sur l’intervalle (0, 1) noté ρ(λ, σ).
Nous montrons que (3.20) est vérifiée pour X ′

λ,σ au niveau α = 0 et ainsi ρ(λ, σ) est donné par
E(NX′

λ,σ
(0, (0, 1)), le nombre moyen de franchissement du niveau 0 par le processus X ′

λ,σ. Il majore

donc CXλ,σ
(α) pour tout niveau α ∈ R. Une grosse difficulté a été de démontrer que ρ(λ, σ) était bien

fini, ce que nous avons réussi à faire en donnant une majoration explicite. Enfin, nous avons regardé
l’évolution de ρ en fonction du temps σ et de l’intensité λ.
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Figure 3.1 – Gauche : Moyenne empirique du nombre d’extrema locaux de Xλ,σ en fonction de λ (ici
σ = 1 et la moyenne est estimée sur 10 échantillons de Xλ,σ synthétisé sur l’intervalle [−100, 100]).

La ligne horizontale correspond à la valeur 1
π

√
3
2 et la ligne pointillée correspond à la droite λ 7→ 2λ.

Droite : Moyenne empirique du nombre d’extrema locaux de Xλ,σ en fonction de σ (ici λ = 1 et la
moyenne est estimée sur 10 échantillons de Xλ,σ synthétisé sur l’intervalle [−100, 100]).
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On montre tout d’abord que ρ satisfait le changement d’échelle suivant :

∀c > 0, cρ(λ, cσ) = ρ(cλ, σ).

Ceci permet de considérer ρ comme une simple fonction de σ ou de λ. La figure 3.1 présente l’allure
de ces fonctions en utilisant la moyenne empirique pour estimer ρ. On voit ainsi empiriquement que

ρ(λ, σ) −→
λ→+∞

1

σπ

√
3

2
.

Ceci peut se démontrer théoriquement, en utilisant le théorème 3.7 pour X ′
λ,σ et α = 0, si on arrive à

majorer le second moment de NX′
λ,σ

(0) par un polynôme en λ. On s’aperçoit également d’un second
régime pour les petites valeurs de λ puisque la courbe a pour asymptote la droite λ 7→ 2λ. En utilisant
le changement d’échelle cela revient à dire que que ρ(λ, σ) −→

σ→0
2λ.

Nous avons donc étudier l’évolution de ρ(λ, σ) en fonction de σ. En utilisant le fait que, pour
σ1, σ2 > 0, la convolution des noyaux gaussiens gσ1 et gσ2 est le noyau gaussien g√

σ21+σ
2
2

on peut

voir le processus X
λ,
√
σ21+σ

2
2

au temps σ21 + σ22 comme la convolution du processus Xλ,σ1 au temps σ21
avec le noyau gaussien gσ2 . Ce type de convolution est couramment employé en traitement du signal,
d’autant qu’elle ne "crée pas de nouveaux extremas locaux" [YP86]. Ceci se vérifie empiriquement
sur une réalisation du processus comme le montre la figure 3.2.
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Figure 3.2 – Haut : trois processus t 7→ Xλ,σ(t) obtenu à partir du même processus de Poisson
d’intensité λ = 2 pour des noyaux gaussiens avec σ = 0.1; 0.3 et 0.8. Bas : évolution des extremas
locaux de t 7→ Xλ,σ(t) lorsque σ varie de 0 à 1. Les trois valeurs σ = 0.1; 0.3 et 0.8 sont indiquées
en pointillé. Les points d’intersections correspondent aux positions des extrema locaux de chacun des
trois processus.
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On s’attend alors à ce que ρ soit une fonction décroissante en σ, comme le montre empiriquement
la figure 3.1. On arrive à le démontrer théoriquement, en ajoutant une hypothèse qui nous permet de
contrôler les extremas locaux sur les bords des domaines considérés.

Théorème 3.8. Si E(#{σ ∈ [σ1, σ0] such that X ′
λ,σ(0) = 0}) < +∞, pour tout 0 < σ1 < σ0, alors la

fonction σ 7→ ρ(λ, σ), est décroissante et a pour limite 2λ lorsque σ tend vers 0.
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Chapitre 4

Perspectives de recherches

4.1 Sur le chapitre 1

4.1.1 Optimalité des vitesses de convergence dans les théorèmes de Breuer-Major

Dans la section 1.3.2, nous avons déjà évoqué la possibilité d’obtenir une majoration de la vitesse
de convergence dans les théorèmes de Breuer-Major en utilisant la majoration de la distance de
Kolmogorov donnée par (1.15). Dans [NP09b], les auteurs montrent que dans un chaos de Wiener
d’ordre fixé, cette majoration correspond à la racine carrée du cumulant d’ordre 4. Ils obtiennent un
premier critère d’optimalité qui donne la vitesse de convergence

√
n dans (ii) du théorème 1.2 lorsque

l est pair et Xn est un bruit gaussien fractionnaire d’ordre H < 1/2. En collaboration avec Aline
Bonami, Ivan Nourdin (IECN, Université de Nancy) et Giovanni Peccati (Luxembourg University),
nous travaillons actuellement à des extensions de ce résultat dans les cas H ≥ 1/2 et l impair qui sont
plus difficiles à traiter.

4.1.2 Champs browniens fractionnaires et tests d’anisotropie

Jusqu’à présent, je me suis principalement intéressée à l’estimation de l’anisotropie des champs
browniens fractionnaires anisotropes dont la densité spectrale est donnée par (1.6) au travers de la
fonction h. Or, la fonction c joue également un rôle important comme le montre la figure 4.1.

(a) c(θ) = 1[π/4,3π/4](|θ|) (b) c(θ) = | sin(θ)| (c) c(θ) = |cos(θ)|

Figure 4.1 – Simulations approchées de champs browniens fractionnaires anisotropes pour
h(θ) = 0.4.

De plus, lorsque la fonction h est constante égale à H ∈ (0, 1), le champ brownien fractionnaire
anisotrope est autosimilaire d’ordre H et son variogramme est donné par v(t) = C(t/|t|)|t|2H , avec

C(t) =
π

2HΓ(H) sin(Hπ)

∫

Sd−1

|t · θ|2H c(θ)dθ,
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appelée fonction de topothésie. Dans le cadre du projet ANR MATAIM, en collaboration avec Aline
Bonami (MAPMO, Université d’Orléans) et José R. León (UCV, Venezuela), nous travaillons sur
l’estimation de la fonction c pour ces champs autosimilaires. Plusieurs auteurs se sont intéressés aux
questions d’estimations liées à ces modèles. Ainsi dans [DH99] les auteurs proposent des estimateurs
non biaisés du variogramme pour en déduire des estimateurs de H et C. D’autres types d’estimateurs
ont également été étudiés dans [CW00]. Enfin, Jacques Istas a proposé un estimateur pour la fonc-
tion d’anisotropie c elle-même [Ist07]. Nous pensons améliorer les résultats existants, en allégeant les
hypothèses de validité, grâce au point de vue développé dans [10]. Nous espérons également pouvoir
établir des tests statistiques d’anisotropie, en utilisant les résultats de [5], en vue d’applications aux
mammographies.
En effet, les résultats obtenus dans [8] semblent valider ce type de modèle pour les mammographies
mais peu d’études ont pris en compte l’éventuelle anisotropie des images. On pourrait par exemple étu-
dier l’influence de l’anisotropie sur la détectabilité des tumeurs en généralisant l’approche de [GM09].

4.1.3 Simulations

Je continue à m’intéresser aux problèmes de simulations de champs gaussiens sur une grille régu-
lière. Les méthodes de synthèses exactes du type Choleski sont très coûteuses numériquement et donc
inutilisables en pratique. Dans le cadre de champs stationnaires, les méthodes exactes de type matrice
circulante [DN97], utilisant la structure Toeplitz de la matrice de covariance, sont plus rapides. Ce-
pendant, un flou demeure sur la positivité de la matrice de covariance à construire. On aboutit donc,
dans la pratique, à des simulations approchées dont on ne peut calculer l’erreur d’approximation. Il
semble plus pertinent de chercher à écrire les champs sous forme de séries aléatoires dont on calcule
la vitesse de convergence.

On peut utiliser une discrétisation de l’intégrale stochastique qui représente le champ. Dans le cas
d’une représentation harmonisable, on se ramène à une transformée de Fourier discrète rapide. Il faut
cependant arriver à alléger les contraintes qui lient les paramètres d’approximation (troncature de
l’intégrale, pas de la transformée de Fourier rapide et pas du champ simulé) et déterminer la vitesse
de convergence de ces approximations.

Dans le cadre du projet ANR MATAIM, en collaboration avec Lionel Moisan (MAP5, Université
Paris Descartes) et Frédéric Richard (MAP5, Université Paris Descartes), nous utilisons une méthode
de type "bandes tournantes" [Bro85] pour simuler des champs browniens fractionnaires anisotropes
dans [15]. Cette méthode consiste à simuler un champ aléatoire en dimension 2 à partir de la simula-
tion d’un certain nombre de processus en dimension 1. Nous utilisons alors les méthodes de matrices
circulantes en dimension 1 qui s’avèrent exactes pour la simulation de mouvements browniens frac-
tionnaires [PHJI02].

4.1.4 Apport des transformées de Radon : modélisation et analyse de texture

Les transformées de Radon apparaissent non seulement comme un outil d’analyse de champs ani-
sotropes mais aussi comme un moyen de modélisation du procédé de radiographie. Cependant de
nombreux problèmes numériques et théoriques restent ouverts.

En effet, nous devons faire face à plusieurs difficultés numériques pour l’utilisation de transformées
de Radon à fenêtre lors de l’estimation par variations quadratiques. Il y a tout d’abord le problème
engendré par les différentes directions de la transformée de Radon. Lorsque on dispose d’une réali-
sation d’un champ aléatoire sur une grille, le pas et le nombre de points varient selon les directions.
C’est pour cette raison que nous nous sommes principalement limités aux directions horizontales et
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verticales. Pour éviter cet écueil on pourrait par exemple s’inspirer des travaux de [ACD+08] sur la
discrétisation des transformées de Radon mais cela nécessiterait d’adapter tous les résultats obtenus
dans le cadre continu.
Nous cherchons également à améliorer l’estimation en jouant sur les fenêtres, ce qui amène à une com-
paraison avec l’utilisation des ridgelets [Can03] et fut à l’origine du sujet de stage proposé à Gilles
Drigout.

En ce qui concerne l’analyse de l’anisotropie, je me suis limitée jusqu’à présent à l’étude de la
régularité des champs aléatoires à densité spectrale donnée par le comportement asymptotique en
loi de puissance aux hautes fréquences de la densité spectrale. J’aimerais également considérer des
phénomènes de dépendance à longue portée. Ces phénomènes sont alors déterminés par la singula-
rité au voisinage de zéro de la densité spectrale. Lorsque cette singularité est portée le long d’une
droite, comme étudiée par [Lav07], on peut penser que la transformée de Radon du champ dans cette
direction va avoir un comportement tout à fait différent des autres directions. Cette transformation
pourrait donc aussi être utile pour mettre en évidence ces phénomènes. On peut aussi envisager de
moyenner sur des objets géométriques différents, en remplaçant les lignes par des courbes ou même
par des variétés spécifiques comme des cercles [AKQ07], liées aux invariants du modèle considéré.

Enfin, à plus long terme, j’aimerais reprendre mes travaux théoriques sur les transformées de
Radon, effectués au cours de ma thèse. En effet, l’étude fine du processus de radiographie montre
qu’il faut faire appel à des transformées de Radon à poids d’un type différent. Les transformées de
Radon atténuées ont fait l’objet d’un intérèt considérable ces dernières années. De nombreux pro-
blèmes d’injectivité et d’inversion restent ouverts. Ainsi, en 1998, Arbuzov, Bukgheim et Kazantsev
[ABK98] ont démontré des résultats d’injectivité sur les transformées de Radon atténuées en dimen-
sion 2, en s’appuyant sur la théorie des fonctions A-analytiques. Cette méthode permet d’en dériver
des formules d’inversion mais pas de formule explicite. C’est en 2000 que Novikov [Nov00] a établi
une formule explicite sous des conditions sur l’atténuation, affaiblies par Boman et Stromberg [BS04].
Ces résultats sont spécifiques à la dimension 2 et utilisent en particulier l’identification du plan avec
le plan complexe et la théorie des fonctions holomorphes. La généralisation de ces résultats à des
dimensions supérieures reste un problème ouvert.
Les transformées de Radon interviennent également en imagerie 3D lors de l’analyse de tomosynthèses
numériques obtenues par reconstruction tomographique à partir de projections radiographiques réali-
sées dans différentes directions. Celles-ci peuvent donc permettre de comparer des indices de textures
du matériau 3D avec ceux de ses radiographies 2D.

4.2 Sur le chapitre 2

4.2.1 L’autosimilarité matricielle pour révéler l’anisotropie

A la différence de la notion d’autosimilarité (1.4), la notion d’autosimilarité matricielle (2.2) per-
met de révéler une anisotropie des modèles considérés en la décrivant au travers d’une seule matrice
E de taille d et donc d’un nombre limité de paramètres. Jusqu’à présent, peu de travaux ont pris
en compte une éventuelle anisotropie des modèles et les généralisations plus réalistes des modèles
autosimilaires ont souvent gardé une certaine isotropie, pouvant être déduite des propriétés d’autosi-
milarités asymptotiques locales (1.5). Ainsi, de nombreux modèles comme le champ brownien multi-
fractionnaire [PLV96, BJR97] ou le real harmonizable (multi)-fractional Lévy motion [BCI02, Lac04]
peuvent être approchés localement par des champs browniens fractionnaires.

En fait, Falconer a démontré dans [Fal02] que lorsque un champ X satisfait la propriété lass
d’ordre H(t) en tout point t alors, pour presque tout t les processus lignes du champ tangent LθZt
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sont des processus à accroissements stationnaires autosimilaires d’ordre H(t), dès que le champ X
est à trajectoires continues p.s. En particulier, dans le cas où X est gaussien ce sont des mouve-
ments browniens fractionnaires. Il serait intéressant de voir comment ce travail peut se généraliser à
la propriété d’autosimilarité matricielle asymptotique locale (2.12) qui permet d’élargir la classe des
modèles de champs tangents en incluant les champs à autosimilarité matricielle.

Cependant, tout comme l’autosimilarité en dimension d ≥ 2, l’autosimilarité matricielle ne suffit
pas à elle seule à caractériser la loi d’un champ même gaussien. Une étude approfondie des invariants
de ces champs [KR03] permettrait peut-être une telle caractérisation pour ainsi établir un lien plus
clair entre les représentations gaussiennes moyennes mobiles et harmonisables.

D’autre part, il serait également intéressant d’obtenir une sorte de transformation de Lamperti
qui établit une correspondance entre les processus autosimilaires et les processus stationnaires et qui
a été généralisée pour des draps fractionnaires dans [GPT07].

4.2.2 Les problèmes de simulations et d’estimations dans le cas gaussien

Comme indiqué dans la section 2.5, les champs gaussiens à autosimilarité matricielle semblent
une bonne alternative au modèle du champ brownien fractionnaire anisotrope pour la modélisation
de radiographies d’os du calcaneum. Ils sont également utilisés dans la modélisation des surfaces de
failles de fractures tectoniques qui présentent des phénomènes de stries [CRB+09, BGS+11].

Dès lors que l’on cherche à valider un modèle théorique, on souhaite le comparer aux données
réelles sur des simulations. Nous avons déjà abordé les problèmes rencontrés pour la simulation de
champs browniens fractionnaires anisotropes dans la section 4.1.3 qui subsistent pour les champs
gaussiens à autosimilarité matricielle. Nous utilisons pour l’instant, des simulations approchées obte-
nues par la même méthode spectrale que celle utilisée dans [5], également utilisée dans les travaux
d’applications [CRB+09, BGS+11]. Si on souhaite utiliser cette méthode pour valider les modèles il
est nécessaire d’en connaître l’erreur d’approximation. On peut également valider les simulations en
utilisant des estimateurs des modèles.

En collaboration avec Alexandre Brouste (Université du Maine), Céline Lacaux (IECN, École des
Mines de Nancy), et Mark Meerschaert (University of Michigan, USA), nous nous intéressons à la
question de l’estimation de la matrice d’autosimilarité E. Comme abordé dans [P3], les résultats
de régularité directionnelle obtenus dans le cas gaussien vont permettre une estimation des valeurs
propres de la matrice lorsque celle-ci est diagonalisable, en considérant les variations quadratiques du
champ le long des droites dirigées par les vecteurs propres de la matrice. Il reste alors à déterminer ces
vecteurs propres pour identifier la matrice E. De tels résultats sont indispensables pour poursuivre
notre comparaison avec les radiographies d’os dans le cadre du projet ANR MATAIM. Ce problème
difficile pourrait avoir des rapprochements avec [CGPP05] où un problème similaire a été étudié pour
le drap brownien fractionnaire. Nous avons également évoqué d’autres pistes de réflexion avec Mark
Meerschaert lors de mon séjour au Michigan en 2007, sur lesquelles nous travaillons actuellement avec
Céline Lacaux.

4.2.3 Le passage du gaussien au stable

Le cadre des champs gaussiens à autosimilarité matricielle permet d’utiliser de nombreux résultats
et outils des travaux de Yimin Xiao concernant les propriétés fines des trajectoires de champs gaus-
siens [Xia09] : dimensions de Hausdorff des ensembles de niveaux, existence et propriétés des temps
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locaux,...

En collaboration avec Céline Lacaux nous nous intéressons actuellement à des généralisations de
ce type de résultats pour des champs α-stables harmonisables à autosimilarité matricielle ou plus
généralement pour des champs conditionnellement gaussiens obtenus en utilisant des séries de Le-
page comme dans [6,14]. Un tel cadre pourrait également permettre de considérer des généralisations
multi-stables [FLGLV09].

Enfin, les problèmes de simulations et d’estimation évoqués précédemment dans le cas gaussien
sont encore d’actualité dans le cas α-stable. Lorsque on considère des modèles non-gaussiens, il faut
développer de nouvelles méthodes d’estimation qui pourraient faire l’objet d’un travail à plus long
terme. Etant donnés les résultats de régularité analogues au cas gaussien pour les champs α-stable
harmonisables à autosimilarité matricielle, on peut en effet espérer déterminer un estimateur de la
matrice, soit par des méthodes d’ondelettes, soit en considérant dans ce cas les p-variations du champ,
pour p < α.

4.3 Sur le chapitre 3

4.3.1 Topographie des champs shot noise

En collaboration avec Agnès Desolneux (MAP5, Université Paris Descartes) nous souhaitons pour-
suivre notre étude de la topographie de modèles shot noise. En particulier, la suite naturelle de nos
travaux concerne l’étude de ces modèles pour des images c’est à dire en dimension d = 2. Il serait in-

Figure 4.2 – Gauche : une image et quelques lignes de niveaux d’un modèle shot noise 2d avec noyau
gaussien de largeur σ = 2. Droite : même processus avec noyau gaussien de largeur σ = 3.

téressant d’obtenir des résultats dans le cadre général des champs à variations bornées comme étudiés
par Bruno Galerne [Gal10]. De plus, lorsque le champ aléatoire est régulier, ses ensembles de niveaux
ne sont plus des points isolés, comme c’était le cas en dimension d = 1, mais sont alors des courbes,
appelées lignes de niveaux.

On peut s’intéresser à la géométrie de ces lignes de niveaux : longueur, largeur statistique, cour-
bure, en utilisant la théorie de la mesure géometrique [EG92]. Un certain nombre de résultats sont
connus pour des champs aléatoires [Adl81, AW09] mais tout comme en dimension d = 1, les hypo-
thèses de validité sont souvent difficiles à vérifier et les formules ne sont pas forcément très exploitables
en dehors du cadre gaussien. On peut tout de même essayer de les utiliser en approchant le modèle
shot noise par un modèle gaussien pour des grandes intensités λ.

Nous souhaitons également regarder des modèles non stationnaires obtenus en prenant un gra-
dient d’intensité à la place de l’intensité λds sur R2. L’intérêt d’un tel choix réside dans le fait
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qu’il permet de visualiser globalement la géométrie des lignes de niveaux en fonction des valeurs de
λ. Les lignes du niveau α ∈ R correspondent à la frontière de l’ensemble aléatoire SαX−1({1}) où
SαX =

{
1IX(t)≥α ; t ∈ Rd

}
est le champ seuillé au niveau α. On est alors amené à étudier des questions

classiques en percolation continue [MS83] : existe-t-il une ligne de niveau de longueur infinie et si oui
est-elle unique. Comment la caractériser ? Quelle est la dépendance avec le niveau α et l’intensité λ ?
La plupart des résultats connus jusqu’à présent le sont dans le cadre stationnaire.

Enfin, de nombreux problèmes statistiques émergent de l’étude de ces modèles. On peut par
exemple se demander comment estimer l’intensité λ ou le noyau g d’un champ shot noise stationnaire ?

4.3.2 Étude du champ de Poisson fractionnaire

Dans [16], en collaboration avec Yann Demichel (Modal’X, Université Nanterre Paris Ouest) et
Anne Estrade (MAP5, Université Paris Descartes), nous nous intéressons aux propriétés du champ
de Poisson fractionnaire PH introduit dans [9], sur des ensembles finis. Cette étude a débuté par
une étude numérique, lors du post-doctorat de Yann Demichel au sein du projet MIPOMODIM en
2008-2009. La représentation (3.14) sous forme d’une différence de deux champs de type Chentsov
[ST94] permet d’étudier les lois fini-dimensionnelles de PH . Du fait de sa non-gaussianité, bien qu’au-
tosimilaire au second ordre, PH ne vérifie aucune autosimilarité en loi ce qui n’est pas surprenant vu
le théorème 3.1. On peut même montrer qu’il vérifie une sorte de multifractalité statistique puisque
son exposant [Lud09] est donné par ζ(q) = 2H pour les petites échelles et q ≥ 2.

La simulation de ce modèle sur une grille peut se faire de manière exacte en étudiant précisément
les contributions de chacune des boules mais il faut alors simuler des lois conditionnelles. Des simu-
lations approchées peuvent être obtenues en tronquant la mesure νH pour avoir une mesure finie, on
conserve alors uniquement une autosimilarité pour certaines échelles.

D’un point de vue théorique, on peut utiliser l’autosimilarité au second ordre pour construire
un estimateur p.s. de H en considérant les variations quadratiques de PH données par (1.11) pour
a = (1,−1). Une des difficultés est alors de calculer la variance des variations quadratiques mais celle-
ci peut s’estimer en utilisant la représentation sous forme d’intégrale stochastique et en se plaçant
dans des chaos poissoniens [PT08].

Un autre point de vue que je souhaite aborder prochainement, consiste à étudier les propriétés
d’ergodicité du champ aléatoire. En effet, les propriétés d’ergodicité, de faible mélange ou de mélange
sont liées à la notion d’indépendance asymptotique et peuvent permettre la construction d’estima-
teurs p.s. des paramètres des modèles au vue d’une réalisation. Plusieurs résultats ont été établis en
dimension 1 pour des processus infiniment divisibles dont font partie les processus obtenus sous forme
d’une intégrale stochastique par rapport à une mesure de Poisson. Dans [RŻ97], les auteurs montrent
l’équivalence entre le faible mélange et l’ergodicité. Plus récemment, une décomposition en une somme
indépendante d’un processus non ergodique et d’un processus faiblement mélangeant est obtenue dans
[Roy07]. Parthanil Roy (University of Michigan, USA) a considéré des questions similaires pour des
champs stationnaires symétriques α-stables [WRS09]. Avec Anne Estrade, nous pensons obtenir des
généralisations de ces résultats en dimension d ≥ 2, en travaillant avec lui lors de son séjour invité au
MAP5 en 2011.

4.3.3 Interprétation géométrique, champs de Chentsov et anisotropie

Les champs de Chentsov [ST94] sont construits à partir d’une mesure aléatoire infiniment divisible
(stable, Gaussienne ou Poisson) et d’une famille d’ensembles indexés par les points de Rd. Ils peuvent
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être vus comme des extensions des processus de Lévy. En effet, en considérant des processus de Lévy
indexés par des ensembles, dont certaines conditions d’existence sont données dans [BP84], on cherche
à remplacer les intervalles de la droite réelle de façon pertinente. Une façon d’obtenir un champ de
Lévy à accroissements stationnaires et isotrope est de remplacer les intervalles par des boules comme
le fait Shieh dans [Shi95]. Les restrictions de ce champ, appelé champ de Lévy-Chentsov, le long des
droites passant par l’origine sont alors des processus de Lévy. On peut également définir un champ
de Lévy, appelé drap de Lévy, en remplaçant les intervalles par des rectangles comme considéré dans
[AMSW83]. Ce champ est à accroissements rectangles indépendants mais n’est pas à accroissements
stationnaires. Sa construction fait jouer un rôle particulier aux axes et il n’est donc pas isotrope.

Tous les travaux présentés en choisissant des boules euclidiennes peuvent donc se généraliser pour
obtenir des modèles anisotropes, spatialement corrélés, en remplaçant les boules par d’autres convexes
ou simplexes de dimension k [Dep05]. Ce type de construction peut notamment servir à exhiber des
fonctions de covariance ou caractériser certains champs fractionnaires en limite [Mar10].

D’autre part, des généralisations de ces modèles peuvent s’obtenir en remplaçant la mesure de
Poisson par une autre mesure aléatoire infiniment divisible. Certains de ces modèles peuvent alors
être reliés aux cascades infiniment divisibles multi-dimensionnelles comme introduites dans [Cha05]
dans le contexte de la modélisation de la turbulence.
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