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d’un atelier-projet proposé par le C.I.E.S..
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2010 Une semaines à l’Université Catholique de Louvain (Belgique) pour travailler avec Ingrid Van
Keilegom.
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d’I.C., IVe Journées STAPH, Grenoble, 2006.
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2 - Travaux de recherche

Introduction

De nombreux problèmes concrets font intervenir des phénomènes de nature fonctionnelle (c’est à dire
de dimension grande ou infinie). Il peut par exemple s’agir de l’évolution d’une quantité au cours du temps
(courbes de croissance, évolution du prix d’une action en bourse, courbes de température, mesures du
taux d’ozone, ...), de courbes spectrométriques, d’enregistrements sonores, de relevés satellites, d’images, ...
D’autre part, les améliorations effectuées au niveau des dispositifs de mesure permettent de plus en plus faci-
lement de collecter des données sur des grilles assez fines pour bien rendre compte de la nature fonctionnelle
de ces phénomènes. Les outils classiques de statistique multivariée sont souvent inadaptés pour considérer ce
type de jeux de données. Ils se heurtent à des problèmes provenant de la grande dimension des variables, de la
corrélation de leur composantes et ne permettent pas de bien prendre en compte la régularité et la structure
du phénomène étudié. Une autre approche consiste à considérer ces données comme la discrétisation (de la
réalisation) de variables aléatoires, dites fonctionnelles, à valeurs dans un espace de dimension infinie. Cette
modélisation, déjà envisagée dans les travaux précurseurs de Rao (1958) et Tucker (1958), permet souvent de
représenter de manière plus synthétique les données en prenant compte de la régularité et de la structure du
phénomène observé. L’étude statistique de variables fonctionnelles s’est ensuite abondamment développée
sous l’impulsion des travaux de Grenander (1981), Dauxois et al. (1981), et Ramsay (1982) qui mettent
en avant la manière dont certaines méthodes classiques en statistique multivariée peuvent être adaptées et
s’intéressent à de nouveaux problèmes que ce type de données peut engendrer. Ce domaine de la statistique,
popularisé au travers des monographies de Ramsay et Silverman (1997, 2002, 2005), Bosq (2000) ainsi que
Ferraty et Vieu (2006), est actuellement en plein essor autant pour la diversité de ses domaines d’appli-
cation (agronomie, biologie, génétique, médecine, chimie, études environnementales, économie, linguistique,
télédétection, ...) que pour l’intérêt des problèmes et des méthodes qu’il reste encore à considérer.

Problèmes concrets, modèles et problématiques considérés

Prenons tout d’abord un exemple provenant de l’industrie agro-alimentaire. Lors du conditionnement
d’émincés de viande, il est obligatoire d’indiquer sur l’emballage le taux de graisse de chaque portion. Il est
possible d’obtenir cette valeur de manière précise par analyse chimique mais cela est assez coûteux, c’est pour-
quoi on aimerait pouvoir prédire le taux de graisse à partir de mesures spectrométriques que l’on peut obtenir
plus facilement. On dispose de données, accessibles sur le site de StatLib (http ://lib.stat.cmu.edu/datasets/
tecator), provenant de l’étude de 215 morceaux de viande. Pour chaque morceau de viande, on obtient par
analyse chimique la teneur en graisse et on collecte des données spectrométriques correspondant à l’ab-
sorbance du morceau de viande pour 100 longueurs d’onde comprises entre 850nm et 1050nm. Comme le
soulignent Leurgans et al. (1993), ces données spectrométriques sont intrinsèquement de nature fonction-
nelle et sont assimilables à des courbes (voir Figure 1), appelées courbes spectrométriques. Au travers de
ce problème concret apparait clairement le problème de la prédiction. Toutefois avant même de considérer
celui-ci il semble pertinent de s’interroger sur l’existence même et la nature du lien reliant la courbe spec-
trométique et le taux de graisse.
Mon travail de recherche concerne principalement l’étude de modèles où une variable d’intérêt réelle Y
dépend d’une courbe (ou plus généralement d’une variable explicative fonctionnelle) X . Au cours de ces
dernières années, je me suis principalement intéressé à l’étude de ce lien au travers du modèle de régression
sur variable fonctionnelle

Y = r (X ) + ε, (1)

dans lequel Y est une variable aléatoire réelle, X une variable aléatoire à valeurs dans un espace semi-
métrique (E , d), r est un opérateur inconnu que l’on cherche à étudier tandis que ε représente le terme
d’erreur et vérifie E [ε|X ] = 0. Parmi les modèles de ce type considérés dans la littérature, on trouve divers
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Figure 1 – 215 courbes spectrométriques

modèles basés sur des hypothèses de structure tels que le modèle linéaire fonctionnel (Ramsay and Dalzell,
1991, Cardot et al., 1999, Crambes et al., 2008), le modèle à indice simple fonctionnel (Ait Saidi et al,
2008), le modèle partiellement linéaire fonctionnel (Aneiros-Perez et Vieu, 2008), . . . D’autre part, plusieurs
auteurs se sont également intéressés à l’étude de modèles non-paramétriques dans lesquels on ne fait pas
d’hypothèse sur la structure de r mais simplement sur sa régularité (voir Ferraty et Vieu, 2000, 2006).
Supposons maintenant que l’on dispose d’un échantillon composé de N couples indépendants (Xi, Yi)1≤i≤N
de même loi que le couple (X , Y ) et que l’on souhaite prédire la valeur de la variable d’intérêt correspondant
à une valeur x de la variable explicative. On dispose de diverses méthodes de prédiction basées sur méthodes
d’estimation de r adaptées aux différents modèles que nous venons d’évoquer. Avant d’essayer une de ces
méthodes, il semble raisonnable de considérer le problème de la construction de tests de structure portant sur
l’opérateur r. Ils permettent notamment de s’interroger sur l’existence d’un effet de la variable explicative
sur la variable d’intérêt au travers du test de l’hypothèse H0 : {∃C ∈ R, r ≡ C}, mais aussi de se demander
si cet effet a une structure particulière en testant par exemple si r est linéaire, à indice simple, multivarié,
. . . On peut ensuite, à partir des informations obtenues sur la nature du modèle de régression sous-jacent,
proposer une méthode d’estimation pertinente.

Discutons à présent d’un problème de prédiction un peu différent lié à l’étude de séries temporelles
au travers d’une approche fonctionnelle. On s’intéresse pour cela à des données environnementales liées
à l’étude du phénomène El Nino. On dispose de mesures mensuelles de température éffectuées autour
du courant El Nino de mai 1950 et avril 2008 (voir Figure 2.a). Ces données sont disponibles en ligne
(http ://www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices/) et sont régulièrement mises à jour. On souhaite prédire les
valeurs des températures de la période de 12 mois suivante (i.e. de mai 2008 à avril 2009) à partir de ces
données. Afin de prendre en compte la structure et la “périodicité” de l’évolution de la température au cours
des années, on propose de regarder nos données non plus seulement au travers de leur forme discrétisée mais
aussi comme provenant de l’évolution d’un processus à temps continu Zt observé sur une période [0, τN ] (ici
τ = 12 et N = 58). On propose ensuite de suivre l’approche introduite par Bosq (1991) et de découper la
trajectoire observée en N courbes annuelles Xi (t) = Zτ(i−1)+t (voir Figure 2.b). Cette approche a l’avantage
de donner une représentation plus synthétique des données ainsi que de bien prendre en compte la régularité
et la structure de l’évolution des températures. Le problème de prédiction de la température pour le mois
m peut alors être considéré au travers de l’étude du modèle de régression

Y m
i := Gm (Xi) = r (Xi−1) + εi,

où Gm est l’opérateur qui à la courbe X associe la valeur correspondant au mois m. De manière plus générale
on peut considérer d’autres problèmes de prédiction (extrema, effets cummulés, appartenance à une classe,
...) en remplaçant Gm par d’autres types d’opérateurs.

Il est également possible de prendre comme variables explicatives plusieurs courbes annuelles précédentes
car leur ensemble est encore une variable fonctionnelle. D’autre part, les résultats obtenus à partir de
cette approche fonctionnelle des séries temporelles ne se détériorent pas si on a une discrétisation plus
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Figure 2 – 2.a) 696 mesures mensuelles 2.b) 58 courbes annuelles

fine des observations et s’appliquent directement à des situations où le nombre ou la nature des points de
discrétisation sont différents d’une période à l’autre. Enfin, on propose de prendre en compte la dépendance
qu’il existe entre les courbes (Xi)1≤i≤N en considérant des échantillons de variables α-mélangeantes. Cette
condition de mélange fort introduite par Rosenblatt (1956) est l’une des plus générales et est notament
vérifiée par différents types de processus (voir par exemple Bradley, 2005). Une discussion de l’utilisation
des méthodes à noyau fonctionnel pour étudier ce type de données fait l’objet d’un chapitre que l’on m’a
invité à rédiger pour un livre sur l’état de l’art en statistique fonctionnelle (voir Ferraty et Romain, 2011,
I.4).

Résultats obtenus

Estimation en régression non-paramétrique sur variable fonctionnelle

Dans les modèles non-paramétriques de régression sur variable fonctionnelle, on ne suppose pas que
l’opérateur r a une structure particulière mais simplement qu’il est régulier (par exemple hölderien) par
rapport à une pseudo-métrique d. Dans ce type de modèles, on utilise principalement l’estimateur à noyau
fonctionnel défini par Ferraty et Vieu (2000) qui constitue une généralisation de l’estimateur de Nadaraya-
Watson au cas de variables fonctionnelles :

∀x ∈ E , r̂ (x) =


∑N
i=1 YiK

(
d(Xi,x)
hn

)
∑N
i=1K

(
d(Xi,x)
hn

) si
∑N

i=1K
(
d(Xi,x)
hn

)
> 0,

0 sinon,

(2)

où K est un noyau dont le support est [0; 1], d est la pseudo-métrique que l’on considère et (hn)n∈N est la
séquence de paramètres de lissage. Ici, la pseudo-métrique d est considérée comme un nouveau paramètre
de notre méthode. En dimension infinie le choix de la topologie que l’on considère est crucial. L’utilisation
de topologies induites par des pseudo-métriques offre des possibilités nouvelles de trouver une topologie
qui ait à la fois de bonnes propriétés de concentration par rapport aux variables explicatives et qui fasse
ressortir de ces variables les traits importants pour faire de la prédiction. En pratique, on se fixe à partir des
connaissances que l’on a sur les données une famille de pseudo-métriques (pseudo-métriques de projection,
basées sur les dérivées, ...) et on choisit dans cette famille celle qui est la plus adaptée par validation croisée.
Afin de mieux comprendre et interpréter les résultats obtenus à l’aide de l’estimateur (2), on s’intéresse à
l’étude de ses propriétés asymptotiques. Ces propriétés asymptotiques s’expriment en fonction de quantités
importantes connues sous le nom de probabilités de petites boules et définies par

Fx (h) = P (d (X , x) ≤ h) .

Ces quantités jouent le même rôle que hpn dans le cas multivarié, ont l’avantage de ne pas nécessiter l’exis-
tence d’une densité par rapport à une mesure de référence donnée et dépendent clairement du choix de la
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pseudo-métrique d.

Normalité asymptotique

Je me suis tout d’abord intéressé à l’étude de la normalité asymptotique. De premiers résultats dans
ce sens ont été obtenus par Masry (2005) dans le cas α-mélangeant sans donner l’expression des termes
dominants du biais et de la variance de la loi asymptotique. Leurs expressions ont été données par Ferraty
et al (2007) dans le cas indépendant à l’aide des constantes

M0 = K (1)−
∫ 1

0
(sK (s))′ τ0 (s) ds,

M1 = K (1)−
∫ 1

0
K ′ (s) τ0 (s) ds,

M2 = K2 (1)−
∫ 1

0

(
K2
)′

(s) τ0 (s) ds,

où ∀s ∈ [0; 1] , τ0 (s) = limh→0 Fx (hs)F−1x (h) (cette limite existe pour un grand nombre de processus, voir
Ferraty et al, 2007). Je me suis intéressé à la manière dont on pouvait étendre leur approche au cas de
variables α-mélangeantes. L’hypothèse de régularité que l’on fait sur r se fait au travers de la fonction φx
définie par

∀s ∈ R+, φx (s) = E [r (X )− r (x) |d (X , x)]|d(X ,x)=s

que l’on suppose nulle et dérivable au point 0.
Sous des conditions assez générales, on montre alors que

M1√
M2σ2ε

√
nF̂x (hn)

(
r̂ (x)− r (x)− hnφ

′
x (0)

M0

M1

)
→ N (0, 1) (3)

où σ2ε = E
[
ε2|X

]
|X=x

et F̂x (t) = 1
n

∑n
i=1 1[d(Xi,x),+∞[ (t). Ce résultat est donné pour différentes conditions

de α-mélange dans le cadre d’une publication parue dans la revue Statistics (Delsol, 2009). On y discute
également la construction d’intervalles de confiance asymptotiques ponctuels pour l’opérateur r à l’aide
d’estimations des différentes constantes au travers de quelques simulations. Cet article contient aussi une
application de ces méthodes aux données environnementales liées à l’étude du phénomène El Nino présentées
précédemment qui permet d’illustrer l’intérêt de notre approche non-paramétrique fonctionnelle par rapport
à une approche non-paramétrique multivariée (modèle g.a.m.) ou linéaire fonctionnelle.

Convergence en norme Lp

Je me suis ensuite intéressé à l’étude des propriétés de convergence en norme Lp de l’estimateur (2).
Des premiers résultats, concernant les vitesses de convergence des erreurs Lp, sont proposés par Dabo-Niang
et Rhomari (2003) dans le cas d’échantillons indépendants. Il serait intéressant de donner l’expression des
termes asymptotiquement dominants des erreurs Lp car cela ouvrirait des perspectives notamment en ce qui
concerne le choix du paramètre de lissage. L’idée principale de notre approche est d’utiliser le résultat de
normalité asymptotique précédent et des arguments d’uniforme intégrabilité.

On note B = φ′ (0) M0
M1

et V =
√

M2σ2
ε

M2
1

. Sous des conditions générales, on montre dans le cas d’échantillons

indépendants ou α-mélangeants que pour tout q ≤ ` (l’expression de ` dépend des hypothèses) on a :

E [|r̂ (x)− E [r̂ (x)]|q] =
V

(nF (hn))
q
2

(E [|W |q] + o (1))

et

E [|r̂ (x)− r (x)|q] = E

[∣∣∣∣∣hnB +W
V√

nF (hn)

∣∣∣∣∣
q]

+ o

(
1

(nF (hn))
q
2

)
,
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où W est une variable gaussienne centrée réduite. On peut également obtenir le même type de résultat sans
les valeurs absolues. De plus, l’expression des erreurs Lp peut être donnée de manière plus explicite lorsque
l’exposant est entier. Cependant, le cas où l’exposant est impair nécessite l’introduction de notations que
nous n’avons pas la place de présenter dans ce résumé. Tous ces résultats ont donné lieu à une publication
dans la revue des Annales de l’ISUP (Delsol, 2007). Ils ouvrent des perspectives intéressantes en terme du
choix optimal du paramètre de lissage et semblent également innovants dans le cadre multivarié où les seuls
résultats de ce type pour l’erreur L1 sont donnés par Wand (1990) dans le cas réel et à design fixé. A noter
également qu’une note consacrée à une présentation succinte des résultats de normalité asymptotique et
l’expression des erreurs Lp a été publiée dans la revue des Comptes Rendus de l’Académie des Sciences.

Régression robuste

Les résultats précédents concernent l’estimation de l’opérateur de régression r défini dans le modèle (1)
qui correspond à la moyenne conditionnelle de la variable d’intérêt Y sachant la variable explicative fonc-
tionnelle X . Afin de proposer des méthodes de prédiction plus robustes à la présence de données aberrantes
il peut être intéressant de proposer des méthodes d’estimation basées sur des caractéristiques différentes de
la loi conditionnelle de Y sachant X . Les estimateurs robustes introduits par Azzedine et al. (2006) sont une
manière générale de répondre à ces problèmes. On s’intéresse à un opérateur t défini par l’équation

C (t (X ) ,X ) := E [ΨX (Y, t (X )) |X ] = 0,

où Ψ est une fonction connue. Ce type de problème est une généralisation du modèle (1) que l’on retrouve
en prenant Ψx (y, s) = y − s. Il permet de s’intéresser à des problèmes d’estimation plus variés tels que les
quantiles conditionnels par exemple. Bien entendu, le critère C est inconnu et doit être remplacé par sa ver-

sion empirique. On se fixe un élément x de E et on définit sur l’ensemble An (x) :=
{∑n

i=1K
(
d(Xi,x)
hn

)
> 0
}

(dont la probabilité tend vers 1) l’estimateur t̂ (x) comme solution (en s) de l’équation

M̂ (s, x) :=

∑n
i=1 Ψx (Y, s)K

(
d(Xi,x)
hn

)
∑n

i=1K
(
d(Xi,x)
hn

) = 0.

Certaines propriétés asymptotiques (convergence presque sûre, normalité asymptotique) de cet estimateur
ont été considérées par Azzedine et al. (2006) et Attouch et al. (2007). J’ai eu l’occasion de travailler avec
Christophe Crambes et Ali Laksaci sur les propriétés de convergence en norme Lp de ce type d’estimateurs.
Nous avons obtenu des résultats tout à fait similaires à ceux présentés précédemment pour l’estimateur r̂ à la
fois dans le cas indépendant et dans le cas α-mélangeant. Cette collaboration a donné lieu à une publication
dans la revue Journal of Nonparametric Statistics (Crambes et al., 2008) ainsi qu’à une publication dans les
actes du congrès IWFOS de Toulouse en 2008.

Tests de structure en régression sur variable fonctionnelle

Revenons à présent au modèle de régression sur variable fonctionnelle (1) et supposons que nous dispo-
sons d’un échantillon de variables indépendantes. Avant d’essayer d’estimer d’une manière ou d’une autre
l’opérateur inconnu r, il semble pertinent de se poser la question de l’existence d’un lien entre la variable
explicative et la variable d’intérêt mais aussi de se demander si ce lien a une structure particulière. En effet,
ces informations supplémentaires semblent utiles et importantes pour mieux choisir la méthode d’estima-
tion que l’on va utiliser. De manière assez étonnante, s’il existe de nombreux résultats concernant les tests
de structure en régression multivariée et de nombreuses méthodes d’estimation en régression sur variable
fonctionnelle, il semble que le problème des tests de structure en régression sur variable fonctionnelle n’avait
pas reçu une grande attention avant ces dernières années. En effet, avant 2009, la littérature semble réduite
aux travaux de Cardot et al. (2003, 2004) concernant les tests d’hypothèse dans le cas particulier du modèle
linéaire fonctionnel, un article de Gadiaga et Ignaccolo (2005) qui propose des tests de non effet basés sur
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des méthodes de projection et une approche heuristique permettant de construire des tests d’adéquation
basés sur l’analyse en composante principale fonctionnelle proposée par Chiou et Müller (2007). Il n’existait
donc pas de résultat théorique général permettant de s’intéresser au problème de tester si le modèle est
linéaire, à indice simple fonctionnel, si l’effet de la variable explicative fonctionnelle peut se réduire à l’effet
d’un vecteur de points particuliers de celle-ci, . . .
Notre objectif est de proposer une manière générale de construire des tests portant sur la structure de
l’opérateur r. En d’autres termes, on se fixe une famille fermée R d’opérateurs de carré intégrable (par
rapport à la loi de X : PX ) et on souhaite tester l’hypothèse nulle

H0 : {∃r0 ∈ R, P (r (X ) = r0 (X )) = 1} ,

contre des alternatives locales de la forme

H1,n : inf
r0∈R

E
[
(r − r0)2 (X )w (X )

]
≥ η2n,

où w est un opérateur de poids à support W borné. Je me suis intéressé, en collaboration avec Frédéric
Ferraty et Philippe Vieu, à la manière dont l’approche introduite par Härdle et Mammen (1993) dans le
cas multivarié peut être adaptée au cas de variables fonctionnelles. Lorsque la famille R est convexe, on
peut définir la projection r0 de r sur R. Pour tester si r appartient à la famille R, on a alors envie de
comparer r à sa projection r0. Plaçons-nous pour commencer dans le cas le plus simple où R est réduite
à un opérateur r0 fixé a priori. La première idée que l’on peut avoir est de construire une statistique de
test basée sur la comparaison d’un estimateur à noyau fonctionnel r̂ et de r0. Cependant, en construisant
ce genre de statistique de test on ajoute un terme de biais. Si on peut le rendre négligeable en supposant
assez de régularité de r et en considérant un noyau d’ordre plus élevé dans le cas multivarié, cela n’est plus
vrai lorsque la variable explicative est fonctionnelle car on ne dispose pas de noyaux d’ordre supérieur. On
propose donc, comme dans Härdle et Mammen (1993) de considérer un estimateur à noyau de la différence
(r − r0) (x) : ∑n

i=1 (Yi − r0 (Xi))K
(
d(Xi,x)
hn

)
∑n

i=1K
(
d(Xi,x)
hn

) .

Pour des raisons techniques liées à la fois au fait que l’on veut éviter de se restreindre à un support com-
pact pour w et qu’il est difficile d’estimer la densité de variables fonctionnelles, on choisit de supprimer le
dénominateur. Comme dans la plus part des cas l’opérateur r0 est inconnu, on le remplace par un estimateur
r̂R0 spécifique à la famille R. On aboutit ainsi à la statistique de test

TRn =

∫ ( n∑
i=1

(
Yi − r̂R0 (Xi)

)
K

(
d (x,Xi)
hn

))2

w (x) dPX (x) .

On suppose également que n < N et que l’estimateur r̂R0 est construit sur l’échantillon (Xi, Yi)n+1≤i≤N . Les
termes dominants du biais et de la variance de la statistique de test sous l’hypothèse nulle sont apportés
par les variables

T1,n =

∫ n∑
i=1

K2

(
d (Xi, x)

hn

)
ε2iw (x) dPX (x) ,

T2,n =

∫ ∑
1≤i 6=j≤n

K

(
d (Xi, x)

hn

)
K

(
d (Xj , x)

hn

)
εiεjw (x) dPX (x) ,

dont la distribution est la même sous l’hypothèse nulle et sous l’alternative.
Pour obtenir la normalité asymptotique de notre statistique de test on demande que sous l’ypothèse nulle
l’estimateur r̂R0 converge assez vite vers r. La divergence sous l’alternative demande que la suite ηn ne
converge pas trop vite vers 0, et seulement que l’estimateur r̂R0 soit régulier et reste assez proche de la
famille R. Sous ces hypothèses ainsi que d’autres conditions techniques assez générales on obtient que
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– Sous (H0),
1√

V ar(T2,n)
(T ∗n − E [T1,n])

L→ N (0, 1) ,

– Sous (H1),
1√

V ar(T2,n)
(T ∗n − E [T1,n])

P→ +∞.
Ce résultat théorique général offre d’intéressantes perspectives pour construire des tests de structure généraux.
Les hypothèses que nous considérons sont vérifiées par de nombreux estimateurs et permettant notamment
de tester un modèle a priori, si l’opérateur r est constant (test de non effet) mais aussi si le modèle est
linéaire, à indice simple fonctionnel, si l’effet de la variable explicative fonctionnelle se réduit à l’effet d’un
vecteur de points particuliers de celle-ci, . . . Le résultat théorique général et l’ensemble de ces exemples
sont présentés dans une note publiée dans la revue des Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, sous
une version un peu plus longue (dans laquelle sont aussi évoquées les méthodes de bootstrap décrites plus
bas) dans les actes de la conférence IWFOS de Toulouse en 2008 et sont détaillés dans article publié dans
la revue Journal of MultiVariate Analysis (Delsol et al., 2011).
Etant donné la nature complexe des termes dominants du biais et de la variance de notre statistique de
test, on peut s’attendre à de mauvais résultats si on cherche à utiliser directement la loi asymptotique pour
calculer la valeur de seuil de notre test. On propose d’utiliser des méthodes de rééchantillonnage (voir par
exemple Efron, 1979, Mammen, 1993, Härdle et al., 2005) permettant de générer à partir de l’échantillon
original B échantillons de même distribution que celui-ci mais pour lesquels l’hypothèse nulle est approxima-
tivement vérifiée puis de choisir comme valeur seuil (pour un test de niveau α) le quantile empirique d’ordre
1 − α (que l’on note τ∗[B(1−α)]) des valeurs prises par notre statistique de test sur ces échantillons. Pour
générer ces écantillons on propose de laisser les Xi inchangés, de générer par rééchantillonnage de nouveaux
résidus ε∗i puis de générer des réponses Y ∗i = r̂R0 (Xi) + ε∗i pour lesquelles l’hypothèse nulle est approxima-
tivement vérifiée. Différentes méthodes de rééchantillonnage (näıf, näıf et lissé, sauvage) sont considérées et
comparées au travers de simulations dans le cas des tests de non effet. On observe notament le bon com-
portement général de nos procédures de test ainsi que la manière dont le choix des paramètres (paramètre
de lissage, nombre de boucles de rééchantillonnage) influence leurs performances. Tout cela, ainsi qu’une
application des tests de non effet à l’étude de données spectrométriques dont je vais parler plus en détails
par la suite, a fait l’objet d’un article publié dans la revue Computational Statistics (Delsol, 2012). Enfin,
on propose d’approcher l’intégrale qui apparâıt dans la définition de la statistique de test par une moyenne
empirique sur un troisième sous-échantillon. Il serait intéressant d’étudier par la suite d’autres approches ne
nécessitant pas de découper l’échantillon original en trois sous-échantillons.

Application à des données spectrométriques

Revenons à l’étude des données spectrométriques présentées au début de ce résumé. L’étude de ces
jeux de données en chimie quantitative est souvent précédée d’une transformation des données qui revient
en quelque sorte à considérer des dérivées des courbes spectrométriques. Il a également été remarqué lors
de précédentes études statistiques que les dérivées des courbes spectrométriques sont de bons prédicteurs
dans ce type de situation. On peut donc se poser la question de savoir quelles sont les dérivées qui ont un
effet significatif pour prédire le taux de graisse des morceaux de viande. Afin de considérer ce problème,
on propose de faire des tests de non effet en prenant comme variables explicatives les dérivées successives
(d’ordre 0 à 4) des courbes spectrométriques. Une fois enlevé du taux de graisse l’effet des dérivées d’ordre 2
et 3, on observe que les autres dérivées n’ont pas d’effet significatif. D’autre part, des tests de linéarité font
apparâıtre que certaines dérivées ont un effet significativement non linéaire et qu’il vaut mieux utiliser un
estimateur non-paramétrique tandis que pour les autres un estimateur linéaire donne des résultats meilleurs
concernant l’erreur de prédiction.

On s’est également intéressé à l’étude d’un échantillon de plus petite taille provenant de l’étude spec-
trométrique de 80 échantillons de mäıs pour lesquels on désire prédire le taux de moisissure à partir de l’obser-
vation de la courbe spectrométrique (observée en 700 longueurs d’onde réparties entre 1100nm et 2500 nm).
Cet échantillon est disponible sur internet à l’adresse http ://software.eigevector.com/Data/Corn/index.html.
Sur cet échantillon on se pose également la question de tester si des portions de la courbe ont un effet signi-
ficatif. On fait ainsi ressortir que certaines parties n’ont pas d’effet significatif. On observe également qu’en
utilisant comme prédicteur une portion significative de la courbe au lieu de toute la courbe on obtient de
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meilleurs résultats de prédiction. Les tests de linéarité effectués ne rejettent pas l’hypothèse de linéarité.
On peut donc utiliser un estimateur linéaire ce qui permet d’obtenir de meilleurs résultats. Comme indiqué
précédemment, ce travail a fait l’objet d’un article publié dans la revue Computational Statistics (Delsol,
2012).

Afin de poursuivre l’étude de ces données, il serait intéressant de considérer des modèles semi-paramétriques
de régression sur variable fonctionnelle permettant d’inclure dans la construction de notre modèle les connais-
sances que l’on a de ces problèmes de prédiction à partir de courbes spectrométriques dans d’autres disciplines
(chimie, agronomie, biologie, . . .).

Choix de la pseudo-métrique par validation croisée

Comme nous l’avons expliqué précédemment en (2), la construction d’estimateurs à noyaux pour des
données fonctionnelles fait intervenir une pseudo-métrique permettant plus de flexibilité dans la topologie
utilisée. Son choix ne doit pas être fait à la légère car il peut avoir une grande importance dans la qualité
de l’estimateur qui en découle. L’étude des propriétés asymptotiques de l’estimateur défini en (2), mettent
en évidence un terme de biais du type O

(
hβd
)

(avec βd tel que r est βd-Hölderienne par rapport à d) et un

terme de variance de la forme O
(√

nFx(h)
−1
)
. L’utilisation de métriques usuelles conduit dans certains cas

(par exemple pour les processus gaussiens) à des probabilités de petites boules Fx(h) très petites et donc
à une variance forte. On pourrait alors proposer d’utiliser des pseudo-métriques de type projection pour
obtenir des probabilités de petites boules Fx(h) plus grandes mais on demande alors davantage de régularité
à l’opérateur de régression r. Il s’agit, comme souvent en statistique, de faire un compromis entre les termes
de biais et variance, c’est à dire de chercher une pseudo-métrique qui dégage de la variable explicative X
les caractéristiques influançant Y . Une manière d’y parvenir, est de choisir parmi une famille de pseudo-
métriques (choisie en fonction de la nature des courbes) celle qui est optimale par validation croisée. Nous
nous sommes intéressés, avec Catherine Timmermans et Rainer von Sachs, à cette problématique dans le cas
d’une pseudo-métrique définie à partir de la projection des variables fonctionnelles sur une base d’ondelette
(le problème étant alors de sélectionner les coefficients à retenir pour expliquer Y ). Le résultat majeur de
ce travail, montre que, sous certaines hypothèses,

MISE(d̂)

mind∈DnMISE(d)

n→+∞→ 1,

où d̂ est la pseudo-métrique choisie par validation croisée et Dn la famille de pseudo-métriques considérée.
Ce résultat étant établi dans un cadre général, il peut être utilisé avec d’autres familles de pseudo-métriques
(projection sur d’autres bases, pseudo-métriques de nature variées, ...). Ce travail, publié dans la revue
Journal of MultiVariate Analysis (Timmermans et al., 2013), constitue une première justification théorique
du choix de la pseudo-métrique par validation croisée (approche courament utilisée en pratique).

M-estimation avec critère non-lisse

Je travaille avec Ingrid Van Keilegom dans le cadre du projet ERC “M- and Z-estimation in semipara-
metric statistics : applications in various fields”. Plus précisément, on s’intéresse à l’étude de problèmes de
M -estimation où l’objectif est d’estimer un paramètre d’intérêt θ0 qui maximise un critère semi-paramétrique

M (θ, h0) = E [m (Xi, θ, h0)]

dans lequel h0 est un paramètre de nuisance inconnu et la fonction m n’est pas dérivable par rapport à θ.
On considère alors comme estimateur de θ0 une valeur qui maximise le critère empirique

Mn

(
θ, ĥ
)

:=
1

n

n∑
i=1

m
(
Xi, θ, ĥ

)
.
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L’objectif est de faire le lien entre l’approche considérée par Chen et al. (2003) dans le cas de Z-estimateurs
et celle proposée par Van der Vaart et Wellner (1996) pour étudier des M -estimateurs lorsqu’il n’y a pas
de paramètre de nuisance. On se sert notament d’hypothèses portant sur l’entropie de la famille à laquelle
appartient le paramètre de nuisance ainsi qu’à des résultats fins sur les processus empiriques pour obtenir

sous des conditions assez générales la consistance (θ̂n
P→ θ0), la vitesse de convergence (∃rn, rn

∥∥∥θ̂n − θ0∥∥∥ =

Op (1)), et la distribution asymptotique de ces estimateurs :

∃G processus gaussien, rn

(
θ̂n − θ0

)
L→ arg max

γ
G (γ) .

L’article présentant ces résultats théoriques et quelques exemples d’application de problèmes que nos résultats
permettent de considérer est sur le point d’être soumis. L’étude de Z- ou M-estimateurs conditionnels en
régression sur variable fonctionnelle est une perspective de travail pour les années à venir.

Travaux en cours

Segmentation d’images hyperspectrales

Décomposer une image en un ensemble de régions (c’est à dire groupes de pixels) homogènes est un
problème classique, appelé segmentation, en traitement d’image. Ces régions ont habituellement une signi-
fication concrète et correspondent à des éléments spécifiques de la scène que l’on cherche à identifier (par
exemple fond, pulpe, écorce dans l’image Fig 3.a)). De nombreuses méthodes ont été proposées pour seg-
menter des images en niveaux de gris ou multispectrales (voir par exemple Mumford et Sha, 1989, Mâıtre,
2003 ou Aubert et Kornprobst, 2006 et les références qu’ils contiennent). Suite au travail précursuer de
Besag (1989), différentes méthodes de segmentation ont été construites à partir d’approches bayésiennes
(voir par exemple les travaux récents de Deng and Clausi, 2004, Orbanz et Buhmann, 2008, Chen et al.,
2010, et les références qu’ils contiennent) L’approche par maximum a posteriori (M.A.P.) est une méthode
de segmentation par détection de régions qui a fait ses preuves. Elle consiste à déterminer l’image segmentée
x la plus vraisemblable conditionnellement à l’image originale y. Cela revient à trouver (via la formule de
Bayes)

xMAP = argmax
x

P(X = x|Y = y).

= argmax
x

fY|X=x(y)P(X = x).

Un a prioiri de type champs de Potts est introduit sur X pour modéliser la régularité spatiale au sein de
l’image segmentée. Tandis que fY|X=x(y) peut être estimée (sous certaines hypothèses) à partir des densitées
estimées (souvent au travers de densitées gaussiennes) sur chacunes des régions définies par x.

Je travaille depuis quelques mois avec Cécile Louchet (MAPMO) sur la généralisation de ces méthodes de
segmentation dans le cas d’images hyperspectrales (ou plus généralement d’images pour lesquelles à chaque
pixel est associé une courbe - discrétisée en un grand nombre de points). Voici un exemple (disponible à
l’url www.cs.columbia.edu/CAVE/databases/multispectral/real\_and\_fake) pour lequel chaque pixel
de l’image est décrit au travers de 31 mesures de réflectance correspondant à des longueurs d’onde allant de
400 à 700 nm (avec un pas de 10 nm).

En combinant des travaux récents en statistique non paramétrique fonctionnelle concernant l’estimation
de la densité de variables fonctionnelles (voir notamment Dabo-Naing, 2002) avec l’approche décrite ci-
dessus, nous proposons une méthode innovante. La recherche du maximum a posteriori se fait au travers
d’un algorithme de type Mode Conditionnel Itéré. Les premiers tests que nous avons effectués sur des données
simulées et sur des images réelles sont prometteurs (voir par exemple Figure 4).
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Figure 3 – a) Fausse et véritable tranches de citron. b) Échantillon de 100 courbes de réflectance.

Conclusions et perspectives

Au travers de mon travail de recherche je me consacre à l’étude des aspects théoriques et appliqués de
la statistique, et plus particulièrement de la statistique fonctionnelle. Ce domaine de la statistique devient
de plus en plus populaire à cause de l’intérêt des problèmes concrets qu’il permet d’envisager mais aussi de
la grande variété des perspectives de recherche qui lui sont rattachées. L’enjeu est d’apporter une réponse à
différents types de questions concrètes liées à l’étude de grand jeux de données (temporelles par exemple).
Cela amène à considérer de nouveaux modèles et à développer des outils théoriques innovants que l’on pourra
ensuite appliquer à nos données. Ce mécanisme de va et vient entre théorie et applications fait des échanges
que l’on peut avoir avec d’autres disciplines (agronomie, économie, biologie, traitement d’image, finance,
environnement, chimie, ...) un point clé d’avancement de la recherche pour les années à venir.
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