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Corrigé

Exercice 1.  (sur environ 4 points)
Soient o € Ret f, : R? — R la fonctionnelle définie par

1
fo(z) = ?2? + §$§ + a1y + 7 + 29 — 5.

1. Montrer que f est une fonctionnelle quadratique et préciser la matrice symétrique A, le
vecteur b et le réel c pour lesquels

falz) = %<Ax,x) — (b, z) +ec.

2. Pour quelles valeurs de « la fonction f,, est-elle
2.a) convexe?
2.b) strictement convexe ?
3. Pour quelles valeurs de « le probleme d’optimisation

inf f.(z)

z€eR2

admet des solutions ? En cas d’existence préciser s’il y a unicité de la solution. On ne
demande pas de calculer les solutions.

Solution de I’exercice 1.

I. Ona ]
folz) = §(Ax,x) —(b,z) +¢

20% « —a?
A:(a 1) , bz(—l) et c¢c= —5.

2. D’apres le cours une fonctionnelle quadratique est :
— convexe si et seulement si A est positive.
— strictement convexe si et seulement si A est définie positive.

2
Ici A = (4a 2a). Notons \; et A\, les deux valeurs propres réelles de A. On cherche

avec

2 8
des conditions sur e pour que A; et A, soient (strictement) positives. On a

Tr(A) = A+ A =22 +1>0

et
det(A) = My =20° —a® =a® > 0.

2.a) Donc f est convexe si et seulement si A; et Ay sont toutes deux positives, soit si et
seulement si det(A) = A\ Ay = 28a? > 0 ce qui est vrai pour tout « € R.

1



2.b) De méme f est strictement convexe si et seulement si et seulement si det(A) =
A A2 = 28?2 > 0 soit si et seulement si a # 0.

3. D’apres le cours “ ian f(x) est fini si et seulement si A est positive et telle que le systeme
zeR?

linéaire Az = b admet (au moins) une solution, et alors I’ensemble de solutions de Ax = b
est ’ensemble des minimums globaux de f.”

Pour o # 0, on vient de montrer que A est définie positive. Alors A est inversible et le
systeme linéaire Az = b admet une unique solution x = A~1b qui est I’'unique solution
du probleme d’optimisation. Pour a = 0, A est positive, non définie positive. Il reste a
déterminer si le systeme linéaire Ax = b admet des solutions, c’est-a-dire si b € Im(A).

Pouraa =0ona
0 0
=0 1)

donc Im(A) = Vect( ((1)) Jetonab = (_01) € Im(A), donc le probléme d’optimisation

admet une infinité de solutions.

Exercice 2.  (sur environ 10 points)

1. Rappeler la définition d’une fonction convexe sur R".

2. Soit f : R® — R. Montrer que f est convexe sur R" si et seulement si

p p p
Vp>2,Vay, .. 1, €ER"VOE[0, 1] telque Y 6, =1, f (ng%) <D Of (k).
k=1 k=1

k=1
3. Soit p > 2. Montrer que

p p

Vo € RP,)VO € [0, 1] tel que Z@k =1, (0,2)*< Zﬁk:ﬁi
k=1 k=1

On fixe maintenant un entier p > 2. On note

p
P = {q €]0,1[” tel que qu = 1}.

k=1

et on fixe un point ¢ € P. On pose g : R? — R la fonction définie par

g() = In (Z ) ~ (g,2)

et S : R? — RRP la fonction définie par

erk
= p
> e”
j=1

4. Montrer que pour tout z € R?, S(z) € P.

(S(2))

, k=1,...,p.

5. Justifier que g est différentiable et donner I’expression de son gradient en fonction de q et

S.



6. Justifier que g est deux fois différentiable et montrer que pour tout x € RP,
V2g(x) = diag(S(z)) — S(x)S(2)".

7. Montrer que g est convexe a I’aide de 1’inégalité de la question 3.

8. En déduire que I’ensemble des minima globaux de g est la droite affine
{r eRP, INeR, VEe{l,...,p}, zxp = A+ Ing}.

et préciser la valeur minimale atteinte.

9. La fonction g est-elle strictement convexe ? Justifier.

Solution de I’exercice 2.

1. f:R"™ — R est une fonction convexe si

2. Limplication réciproque est triviale en prenant p = 2 eten posant x = x1, y = o, 0 = 0,
etfy =1—60; =1 — 6. On démontre I’implication directe par récurrence sur p.

Pour I’initialisation, on vient de voir que pour p = 2 on retrouve la définition de la
convexité.

Pour I’hérédité : On suppose que pour un certain p > 2 on a

p

p p
Vai,...,x, €R" VO € 0,1 tel que » O =1, f (Z Qkxk> < Ouf (xr) .
k=1

k=1 k=1

Soit maintenant p + 1 vecteurs 1, . .., T, 7,41 € R et § € [0, 1] tel que Zii O =
1. On va alors découper la combinaison linéaire des p + 1 vecteurs en deux termes :

p+1 p p

O
Z Hk:vk = Z Hk:vk + 9p+1l'p+1 = (1 — 9p+1) Z ﬁl’k + Qp—i-lxp—i-l-
k=1 k=1 k=1 p+1

On remarque au préalable que si 6,,1 = 1 on a tous les autres 0, = 0 et I'inégalité a
démontrer est triviale. Si 6,1 # 1, par convexité de f,

p+1 P
f (Z 91&%) =f ((1 — Opt1) Z 1_ka + 9p+193p+1)
k=1

k=1 6p+1

<A —=61)f (Z Ll’k) + Op+1 f(Tpt1)

k=1 1= 0pi1

9
On remarque que pour tout & 179’; " = 0Oet

zp: Ok _1=0p1 _
1_910+1 1_9p+1 '

k=1




Donc on peut appliquer I’hypothese de récurrence avec ces poids. Ainsi,

p+1 p
0
f (Z 9k$k> <(1=6p1) ) #f (@k) + Op1 f (Tp11)
k=1 k=1 ptl

p+1

<Y Of ().
k=1

Ceci est valable pour toute famille de p + 1 vecteurs et poids #. On a donc démontré
I’hérédité.
Ainsi, par récurrence, la propriété est vraie pour tout p > 2.

3. La fonction ¢ : t + t2 est convexe sur R. On utilise la caractérisation précédente pour

r € RP:
P 2 p
((0,2))* = (Z 9k5€k> < b},
k=1

k=1
4. Montrons que pour tout € R, S(x) € P. Soit zR?, alors pour tout k& € {1,...,p},

erk

- p
> e”
j=1

(S(2))k =0

Par ailleurs, on a bien

p P eTk
> (S(a) = == =1
k=1 Z e%i
j=1

p p
5. Pour tout z € RP, Z e®™ > ( donc In (Z e‘”’“) est bien défini. Cette fonction z >
k=1 k=1

P
In (Z ezk> est différentiable en tant que composée de fonctions différentiables. La
k=1

fonction = — (g, x) est différentiable car linéaire. Finalement ¢ est bien différentiable en
tant que somme de fonctions différentiables.

Pour z € RP et un indice j quelconque,

aa—fﬁgj(rv) =+ i g = (5(2)); — 4

Finalement on a Vg(x) = S(z) — ¢ pour tout x € RP.

6. L’expression Vg(z) = S(x) — ¢ montre que g est deux fois différentiable. Calculons la



matrice hessienne de g. On a pour un indice ¢ quelconque,

— ii#j.
err
0%g =2 | (,; )
8%8% 83}1 i o0 J pe o ge ) . Sl7 = j
= Z eﬂ»’k ( ewk)
\ k=1 k=1

Finalement,

P9 — {—<S<x>>i<s<x>)-
81’ja$i ;

On obtient bien que
V2g(z) = diag(S(x)) — S(x)S(x)".

. Montrons que g est convexe a I’aide de I’inégalité de la question 3. Comme g est deux
fois différentiable, g est convexe si et seulement si pour tout x € R?, V2g(x) est positive.
Soith € R*, ona

(V2g(x)h, h) = ((diag(S(z)) — S(2)S(x)")h, h)
= (diag(S(x))h, h) — (S(x)S(x)" h, h)

Or on a d’une part
p

(diag(S(x))h, h) = > (S(w))khi.

k=1
D’autre part

(S(2)S(x)" h, h) = (S(x)" h, S(x)"h) = (S(x)"h)* = (S(), h)*.
En appliquant I’inégalité de la question 3 avec * = h et S(z) = 6 (qui vérifie bien les
hypotheses car S(x) € P), on a

p

(S(@), B < 3 (S(@)ihE.

k=1

Ainsi on a bien (VZg(x)h, h) > 0.

. Comme g est convexe, ¢ atteint un minimum global en = € RP si et seulement si Vg(z) =
0. Il reste a montrer que

{r eR?, Vyg(z) =0} ={z €RP, INe R, VE e {1,...,p}, z = A+ Ing}.

On sait que Vg(x) = S(z) — ¢. On va raisonner par double inclusion. Soit = tel que
Vg(x) = 0. Alors, S(x) = g, donc pour tout k € {1,...,p},

erk P
> =q e r,=1n (Z e””j> + In(qx),
j=1



p
donc A =In (Z e””f> convient. Réciproquement, soit x € RP de la forme x;, = A+In g,
j=1
avec A € R. Alors, pour tout & € {1,...,p},

(S@h = = —_ —¢,

2 )y
j=1 j=1

et donc Vg(z) = 0.
Pour finir déterminons la valeur minimale de g. Pour z;, = In(gx) on a

P P
=1In (Z ex’“> —(¢,x) =In (Z qk> qu In(q) qu In(qy).
k=1 k=1

p
La valeur minimale de g est donc — Z qr In(qg).
k=1
9. On vient de montrer que I’ensemble des minimums globaux de g est une droite affine.
Or une fonction strictement convexe admet au plus un minimum global donc g n’est pas
strictement convexe.

Exercice 3.  (sur environ 11 points)

Soit n > 2 un entier. Soit P € M,,(R) une matrice symétrique définie positive. On note
llz|| = v/ (z,z) la norme euclidienne usuelle de R, ||z|p = 1/(Px,x) la norme associée a P
et ||z]|p-1 = y/(P~'z,x) la norme associée a P~! la matrice inverse de P. On note par la suite

¥ = Amin(P) > 0 la valeur propre minimale de P et 0 = A,.x(P) la valeur propre maximale
de P.

1. Démontrer que pour tout z € R? on a les inégalités
2 2 L2 2 L2
Vel < el <ollzl® et Sllzf® < llzlp- < Il

Dans la suite de I’exercice, f : R” — R désigne une fonction deux fois différentiable sur
R™ et fortement convexe telle que

Vo, h € R, mlh|® < (V2f(2)h, h) < Mh]?

avec 0 < m < M. On note z* le point ou f atteint son minimum global et p* = f(x*) la valeur
minimale de f. On rappelle que pour tout z € R", on a

P> f@) - 5 V@)

Le but de I’exercice est d’étudier la convergence d’un algorithme de descente qui prend pour
direction de descente a 1’étape k le vecteur

d® = —PV f(z®).



Plus précisément, on considere 1’ Algorithme 1 ci-dessous.

Algorithme 1 : Algorithme de descente a étudier

Données : Un point initial 2(®) € R”, un seuil de tolérance £ > 0
Résultat : Un point = € R™ proche de z*
Initialiser x :
z 20
k<+0;
tant que ||V f(z)|| > ¢ faire
1. Calculer d*) = —PV f(z®).

2. Déterminer un pas de descente t*) > 0 pour la direction de descente d*)
(par la méthode exacte ou la méthode de rebroussement de parametres o et 3).

3. Mettre a jour x :
1 p®FD) = 2(k) 4 (k) q(k) .
k+k+1;

fin

Implémentation de I’Algorithme 1 avec la méthode de rebroussement On suppose que les
fonctions

function fx = f(x) et function gfx = gradf (x)

sont définies dans scilab.

2. (sur 4 points) Ecrire une fonction scilab

function [Xk,FXk] = algo_descente (x0, eps, alph, bet, f, gradf, P)

qui prend en entrées un point initial z(*) € R”, un seuil de tolérance ¢ > 0, et deux
parametres « et (3, les fonctions pour évaluer f et V f et la matrice P. La fonction renvoie
la matrice Xk (de taille n par nombre d’itérations) contenant la liste des vecteurs z(*)
donnée par I’ Algorithme 1 avec le calcul du pas par méthode de rebroussement ainsi
que la liste des valeurs Fxk de la fonctionnelle f aux points 2(*). On veillera 2 ajouter
une condition pour limiter le nombre d’itérations a 10 000.

Etude de la convergence de I’Algorithme 1 avec la méthode exacte Le but de la fin de
I’exercice est de démontrer la convergence de 1’ Algorithme 1 avec la méthode exacte pour le
calcul du pas de descente.

On suppose qu’a I’étape k de 1’ Algorithme 1 le point 2(*) est différent de z*.

3. Montrer que
1d™* < IV £ (= ™)13.

4. Montrer que pour tout ¢ > 0,

Mét?
2

FE*) < @ 4+ 1) < f®) + <—t T ) V5 @)



5. En déduire que

(k1) « (k) V£ (2®))|2
FD) < f@®) = |V f )2,
6. Conclure sur la convergence de I’ Algorithme 1.
Solution de I’exercice 3.
1. P est symétrique donc diagonalisable dans une base orthonormée. Soit (ey, ..., e,) une
telle base orthornormée et (A1, ..., \,,) les valeurs propres associées. Alors, en décompo-

sant z dans cette base
n

T = Z(m,ek)ek

k=1

Px:ixek Pe;, = Z)\kxek
k=1

lz||% = (Px, x) Z)\k T, ep)?

Comme pour tout £ on a \; < 9,

n

ol =D Az, en)® <6 ) (aen)® = ol
k=1

k=1

. L’encadrement pour P~! est le

De méme, pour tout £ on a A\, = 7,
méme puisque les valeurs propres de P~! sont les AL

2.
function [Xk, FXk] = algo_descente (x0, eps, alph, bet, f, gradf,
x=x0;
k=0;
gfx=gradf (x) ;
Xk = x;

FXk = f(x);
while (gfx’ xgfx > eps”2 & k < 1075)
d = - Pxgfx;
t=1;
while (f (x+td) > f(x) + alphxtxgfx’xd)
t = betxt;

end
X = X + t=*d;
k=k+1;
gfx=gradf (x) ;
Xk = [Xk, x1;
FXk = [FXk, f(x)];
end
endfunction

P)



. Ona
[dP)? = || = PV (@) < 8| PVf(@®)|[}r = 6P PV f(aW), PV f(2®))

= §(V f(zW), PV f ("))

= 3|V (@ ®)|[3.
. Par définition de la méthode exacte pour le calcul du pas de descente,

f(* ) = min f(z® + td®)),
>0

donc pour tout ¢ > 0, on a bien

F®D) < Fa® ™).
D’apres la formule de Taylor-Maclaurin, il existe z € [z, 2 + td®)] tel que
F@®) 4 1d9) = F) + 1T F(@®),d) + £(927(2)a, a0).
Or par hypothese et d’apres la question précédente,
(V2f(2)d®,d®) < M|[d®|* < M|V f(a™)]3.
De plus,
(Vf(a®),dV) = —(Vf(@W), PV fa®)) = =[IV f(&™)]3.

Ainsi on a bien

2
Fa® +td®)y < fa®) 4 (—t Mot

IV,

. On choisit le ¢ > 0 qui minimise ( t Mot ) c’est-a-dire
1
Ms

= _M On a donc

FED) < F) = s |9 F ()3,

On conclut en utilisant 'inégalité ||V f(z®)||% > ||V f(2*))||? pour obtenir la majora-
tion

t =

M6t2

Pour cette valeur de t on a —t +

Fa®D) < f@W) -
. Etant donné la rappel en début d’énoncé,
IV = 2m(f (™) = p).

Ainsi, en soustrayant par p*,

Fa®D) — p* < Fa®) — p* — MH Fla®Y|2? < <1 _ %) (f(a:(k)) —p).

V)P

Par récurrence immédiate on a
my\k
fa®) —p < (1= 1) (Fa) —p)

et (1 — %%) € [0,1] donc I’ Algorithme 1 converge linéairement.



