Distance en variation totale et couplages
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1 Distance en variation totale et couplages

Cadre. On considére un ensemble E fini ou dénombrable. On munit E de la tribu discréte.
Si p est une mesure de probabilité sur E et si x € E on écrit p(z) pour p({z}).

Définition. Soient p et v deux mesures de probabilité sur E. On appelle distance en variation
totale entre u et v la quantité

d(p,v) = sup{|u(A) —v(A)|,A C E}.

Remarques.
— Cela définit une distance sur ’ensemble des mesures de probabilité sur F.
— Cette distance est a valeurs dans [0, 1].

Définition. Si p et v sont deux mesures de probabilité sur F, on appelle couplage de u et v
tout couple (X,Y) de variables aléatoires a valeurs dans F tel que X suit la loi p et Y suit la
loi v.

Théoréeme 1 Soient p et v deux mesures de probabilité sur E. Alors
d(pv) = max{|u(A) - v(A), A C E}
1
= 53 )~ v(w)

ek
= 1- Z p(x) A v(x)
el
= min{P(X #Y), (X,Y) couplage de u et v}

Remarque. Le théoreme reste vrai (avec quelques aménagements dans les énoncés) dans un
cadre général : E ensemble quelconque muni d’une tribu quelconque. La preuve reste essentiel-
lement la méme. Décrivons maintenant les aménagements nécessaires.

— Commengons par un autre cas particulier, celui de mesures sur les boréliens de R ad-
mettant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Soient p et v deux mesures
admettant pour densité f et g par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors la deuxiéme
égalité (par exemple) devient

d(p.v) = 5 /R /(@) — g(a)|da.



— Dans le cadre général, u et v sont absolument continues par rapport a la mesure m =
u + v. Par le théoreme de Radon-Nikodym, u et v admettent donc des densités f et g
par rapport a m. La deuxieme égalité (par exemple) devient

) = 5 [ 17@) = g(@)m(do).

Preuve. Posons
Ac={z € E: u(z) > v(z)}.

Pour tout A C F ona On a
m = (A7) — v(AS) < p(A) —v(A4) < p(As) — v(As) = M.

Mais
m+ M = p(E) —v(E)=0.

Ainsi m = —M. On en déduit
1(A) — v(A)| < M

puis

dljs,v) = M = [u(A.) = v(A,)].

Cela prouve le premier point : le supremum est atteint.
De ce qui précede, on déduit également

A(p,v) = (M + M) = S(M —m) = 2 " |u(z) — v(x)]|.
el

La deuxieme égalité est établie.
La troisieme égalité se déduit simplement de ce qui précede et de I’égalité suivante, valable

pour tout a,b € R,
a+b |a—b
ANb= - :
¢ 2 2
La derniere égalité demande plus de travail. Soit (X,Y’) un couplage de p et v. Pour tout
ACFEona

WA —v(A) = P(X €A —P(Y € A)
< P(X€A) -PYeAet X=Y)
= P{XeA\{Yedet X =VY})
< P(X#£Y).

On obtient similairement v(A) — u(A) < P(X #Y). Ainsi
u(A) —v(A) < P(X #Y)

puis
< inf P(X#Y 1
d(p,v) < ()1(7Y) ( ) (1)

ou l'infimum porte sur tous les couplages de u et v.
Pour conclure, il reste & montrer qu’il existe un couplage (X,Y") tel que

d(p,v) =P(X #Y).



Les cas d(u,v) = 0 et d(pu,v) = 1 sont élémentaires. Supposons dans la suite que ce n’est pas le
cas. Autrement dit, supposons 0 < d(u,v) < 1. Posons

a=1—d(p,v)= Z w(x) Av(x).
el

Soient U, V, W trois v.a. indépendantes & valeurs dans E. On suppose, pour tout = € F,

P gy - MDA
Py sy - MDA
POW =5) = v(x) —ﬁim())é/\ 1/(3;)

Soit B une v.a. de Bernoulli de parametre « indépendante de U,V et W. On définit enfin X
et Y de la maniere suivante. Si B = 1, on pose X = U et Y = U. Sinon, on pose X =V et
Y = W. On vérifie que X est de loi u et que Y est de loi v. Par ailleurs, on a

PX#Y)<PB=0)=1—-a=d(u,v).

On peut vérifier directement que I'inégalité précédente est une égalité, mais on peut également
se contenter de remarquer que l'inégalité précédente et (1) permettent de conclure. U

2 Distance en variation totale et convergence en loi

Cadre. On considere un ensemble E fini ou dénombrable. On munit E de la tribu discrete et
de la topologie discrete. Si p est une mesure de probabilité sur E et si z € E on écrit p(z) pour

p({z}).

Théoréeme 2 Soit (pun)n une suite de mesures de probabilité sur E. Soit i une mesure de
probabilité sur E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. Convergence étroite : pour toute application ¢ : E — R continue et bornée, [ ¢dp, —
[ odp.
2. Convergence simple : pour tout x € E, up(x) — p(zx).

3. Convergence en variation totale : d(jip, ) — 0.

Rappel. Soit (X;,), une suite de v.a. a valeurs dans E. Soit X une v.a. a valeurs dans E. On
dit que (X,,), converge en loi vers X lorsque la suite des lois des X,, converge étroitement vers
la loi de X.

Remarques.
— Comme FE est muni de la topologie discrete, toute application de E dans R est continue.
La topologie induite par celle de R sur ’ensemble {0} U {1/n,n > 1} est-elle discrete ?
— La convergence en variation totale peut s’énoncer comme suit :

> () — plx)] — 0.

el

C’est donc une convergence dans L!.
— Les implications « 3 implique 2 » et « 3 implique 1 » restent vraies dans un cadre général.
— Les autres implications sont fausses en toute généralité. Considérer par exemple la suite
des 41/, ou des exemples avec des mesures de probabilité sans atomes.



Preuve. Montrons « 3 implique 1 ». Soit ¢ : E — R continue et bornée. Pour tout entier n

on &
'/¢dﬂn—/¢du‘ -

> d@)n(z) = > d(z)p(x)

zel zeE
< lélloe D (@) — ()|
zelR
= 2[llocd(pin, p)-

On en déduit I'implication recherchée. Une preuve plus robuste repose sur l'existence d’un
couplage optimal.
L’implication « 1 implique 2 » est élémentaire : pour tout = € F, 11,y est continue.
Prouvons maintenant « 2 implique 3 ». On suppose qu’il y a convergence simple. Soit € > 0.
On fixe un sous-ensemble fini A C E tel que

p(A)>1—e.

On fixe N tel que, pour tout n > N,

S lim(z) - ()] <.

€A
On a
ST (@) —p@) <Y @)+ Y p)
xcAc TCAC r€AC
= 1Y @)+ Y ulw)
z€A T€AC
= 1= pl@)+ > (@) = pal@) + D p(x)
€A z€A TEAC
< 3e.
Cela conclut la preuve. O

Remarque. L’implication « 2 implique 3 » est un cas particulier du lemme de Scheffé dont
voici une version. Soient (f,,) une suite d’applications mesurables et positives. Soit f une appli-
cation mesurable et positive. Toutes ces applications sont définies sur un méme espace mesuré.
On suppose que les intégrales de toutes ces applications valent 1. On suppose que (fy,), converge
presque partout vers f. Alors (f,), converge dans L! vers f. Indications pour la preuve :

(f = fu)v S Fet [f = fol = 2(f = fa)+ + (f = )

3 Inégalité de Le Cam

Lemme 3 Soit p € [0,1]. Il existe un couple de v.a. (X,Y) tel que X suit une loi de Bernoulli
de parameétre p, Y suit une loi de Poisson de paramétre p et P(X #Y) < p?.

Preuve 1. Voici une premiere preuve reposant sur les outils développés précédemment. En
utilisant la troisieme égalité du premier théoreme, on obtient

dB(p),P(p))=1—(1—p)Ae?—pApeP=p—pe?=p(l—e?)<p’

La quatrieme égalité du théoréme 1 permet alors de conclure. O



Preuve 2. Voici une preuve plus pédestre mais reposant en partie sur les mémes idées. Soit
U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. On pose

X=1IppyetY =Y nlg, 4

n>1

ou, pour tout entier n > 0, ¢, est la probabilité qu’une variable aléatoire de loi de Poisson de
parametre p soit inférieure ou égale a n. Alors X suit une loi de Bernoulli de parametre p tandis
que Y suit une loi de Poisson de parametre p. Notons que c’est simplement la construction de
Skorokhod (mais prouver que X et Y suivent les lois indiquées se fait facilement a la main). On
constate

PX=Y)=PX=Y=0)+P(X=Y=1)=1—-p+pe?

d’ou
P(X #£Y) = p(l—eP) < p2,

Cela conclut la preuve. O

Théoréme 4 (Inégalité de Le Cam) Soit (p1,...,pn) une suite de réels de [0, 1]. Soit S la
somme den v.a. indépendantes de lois de Bernoulli de parametres p1, . .., pn. Notons A la somme
de p;. Alors

d(1oi($). PV) < 3" p?.

Preuve. On se donne, grace au lemme précédent, (X1, Y1),...,(Xn,Yy) des couples indépen-
dants des v.a. tels que, pour tout i € {1,...,n} :

— X est de loi B(p;).

— Y, de loi P(ps).

— P(X; #Y;) <p.
Alors :

— X1+ -4+ X,, ala méme loi que S.

— Y1+ -+ Y, suit la loi P(X).
On conclut alors avec la derniere inégalité du premier théoreme. On peut noter que l'on a en
fait uniquement besoin de (1), inégalité qui se prouve de simplement en quelques lignes. U

Remarque. L’inégalité de Le Cam permet en particulier d’établir des convergences en loi de
somme de Bernoulli vers une loi de Poisson. Elle permet notamment de retrouver le résultat
élémentaire suivant : pour tout A > 0, la loi binomiale de parametres n et A\/n converge en loi
vers la loi de Poisson de parametre A lorsque n tend vers 'infini.



