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1 F~(U) : représentation de Skorokhod

Un cas simple. Soit F': R —]0, 1] un homéomorphisme croissant. C’est la fonction de
répartition d’une certaine loi p. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
Alors F~1(U) est une variable aléatoire de loi p. Notons tout d’abord que U appartient
a |0, 1] presque stirement. Prouvons maintenant le résultat annoncé. Soit € R. On a

P(FY(U) < ¢) = P(U < F(x)) = F(x).

Cela conclut la preuve.

Le cas général. Le cas simple précédent exclu de nombreux cas tres classiques : cas ou
u possede des atomes, cas ou p(I) = 0 pour un intervalle non trivial I, ... Le cas simple
s’adapte au cas le plus général en remplacant la réciproque F'~! par une pseudo-réciproque
que nous noterons F'~. Soit F' la fonction de répartition d’'une mesure de probabilité u
sur R. Soit '~ :]0, 1[— R définie par

F~(p) =inf{z € R: F(x) > p}.

Notons que l'ensemble {z € R : F(x) > p} est non vide et minorée. La définition
précédente a donc bien un sens. L’application F'~ est croissante et donc mesurable. On
a, pour tout p €]0, 1] et tout z € R :

F(p)<zep< Fla) (1)
La propriété précédente repose en partie sur la propriété suivante. Pour tout p €]0, 1],
F(F~(p) = p. (2)

Soit en effet (z,), une suite décroissante de réels convergent vers F'~(p) telle que, pour
tout n, F'(x,) > p. Comme F est continue a droite, on a F'(F~(p)) = lim F(z,,) > p. Ainsi
(1) est établi. L’implication réciproque de (1) est claire. L’implication directe découle de
la croissance de F' et de (2).

Une conséquence pratique. Ce résultat peut étre utilisé pour simuler des variables
aléatoires.



Une conséquence théorique. Les idées du paragraphes « cas général » permettent
de montrer qu'une fonction de R dans [0, 1] est la fonction de répartition d’'une mesure
de probabilité sur R si et seulement si F' est croissante, continue a droite, tend vers 0 en
—o0 et vers 1 en +o00.

Une autre conséquence théorique sous forme d’exercice. Montrer qu'une suite
de variables aléatoires (X,,),, converge en loi vers une variable aléatoire X si et seulement
si il existe (éventuellement sur un autre espace de probabilité) une suite de variables
aléatoires (X,), et une variable aléatoire X telles que :
— Pour tout n, les variables aléatoires )?n et X,, ont méme loi. Les variables aléatoires
X et X ont méme loi. B B
— La suite de variables aléatoires (X,,), converge simplement vers X.

2 F(X)

Un cas simple. Soit F' : R —]0, 1] un homéomorphisme croissant. C’est la fonction
de répartition d'une certaine loi p. Soit X une variable aléatoire de loi p. Alors F(X)
est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Notons tout d’abord que F(X) est a
valeurs dans [0, 1]. Soit maintenant p €]0,1[. On a

P(F(X) <p)=P(X < F\(p)) = F(F'(p)) = p.

Cela conclut la preuve.

Le cas général 7 Le résultat n’est pas vrai sans hypothese sur la loi de X. En effet, si
la loi de X possede des atomes, alors la loi de F'(X) possede également des atomes.

Le cas sans atome. Soit X une variable aléatoire dont la loi ne possede pas d’atomes.
Notons F' sa fonction de répartition. Alors F'(X) est une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1]. Notons tout d’abord que, grace a nos hypotheses, F' est continue. Soit U une
variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. La variable aléatoire X a la méme loi que
F~(U). Il reste donc a montrer que F(F~(U)) a méme loi que U. Nous allons montrer

F(F~(U)) = U presque surement (3)

ce qui conclura. Soit p €]0, 1[. Il existe x tel que F(z) = p. C’est ici que sert la continuité
de F. On a alors F~(p) < x puis

De (2) on déduit alors

puis (3) et on conclut.

Une application. Soit (X7,...,X,) une suite de v.a.i.i.d. On note F la fonction de
répartition commune des X; et on suppose F' continue. Alors la loi de ||F,, — F||«, OU F,,
est la fonction de répartition empirique de (X, ..., X,,), ne dépend pas de F. Le théoréme
de Kolmogorov-Smirnov porte sur le comportement asymptotique de \/n||F, — F||oo-



