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Remarques.

— Sauf mention du contraire, nous attendons une rédaction claire et concise d’une démonstration a
chaque question. Nous rappelons que votre copie n’est pas votre brouillon. Privilégiez la qualité
(rigueur, introduction des variables, clarté, concision etc.) a la quantité.

— Sauf mention du contraire, les intervalles de R sont munis de la tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue.

— En dehors des questions ou il est explicitement demandé d’établir la mesurabilité d’un ensemble ou
d’une application, les propriétés de mesurabilités nécessaires au cours de la preuve seront admises.

Exercice 1 (Cours).
1. Donner la définition d’une tribu A sur un ensemble X.

2. On se place sur I'espace mesuré (X, A, ). Soit f une application de X dans R. Donner la définition
de « f est intégrable ».

Exercice 2 (Questions rapides). On demande ici de redémontrer quelques résultats classiques. Les
résultats de ce type peuvent étre utilisés sans justifications dans le reste de I’examen.

1. Soit f : [0, +o0o[— R une application intégrable. Montrer

lim 10,0y (2) f () = / f(z)dz.

n=00 J{0,400] [0,400[
2. Soit (fn)n>0 une suite d’applications mesurables de R dans R. L’ensemble
A={zxeR:3IN eN,Vn > N, f,(z) > 0}

est-il mesurable ?
3. On note A la mesure de Lebesgue sur R.
(a) Montrer que si A et B sont deux boréliens de R tels que A C B, on a A(A) < A(B).

(b) Soit € R. En utilisant la question précédente et le fait que, pour tous réels a < b,
Aa, b)) = b —a,

montrer \({z}) = 0.
(c) Montrer que A(N) = 0.
4. Soient A une partie de R et (B,,), une suite de parties de R. Montrer

AnJBy=J(ANB,).

n

Exercice 3 (Intégrabilité). On considere les intégrales suivantes :

s +0o0
I:/ exp(z + vz)dx, J = / | sin(z)| exp(—2 )dx,
0

2 + sin(z)
—+o00
K:/ e_mQxlozdx, L:/ cosl(a:)dx.
oo o xl/3

1. Pourquoi toutes ces intégrales ont-elles un sens? On attend une réponse trés concise en une ou
deux lignes.

2. Lesquelles sont finies 7 On attend une réponse détaillée pour chaque intégrale. On ne demande pas
de calculer ces intégrales.



Exercice 4 (Convergence de suites d’intégrales). Pour tout n > 1 on consideére les applications
fn [0, +00[— R, g, : [0,1] = R et hy, : [0, +oo[— R définies par
n
cos (a;) (1 + a?) e e,
n n

On consideére également les suites (upn)n>1, (Un)n>1 €t (wy)n>1 définies par

Up = fn(x)dz, Up = gn(z)dx et wy, = / by (x)da.
[0,4-00] [0,1] [0,4-00[
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fn(x) gn(z) = z”: cos(k::r)k— et hi ()
k=0

(Attention, il y a deux intégrales sur [0, +o0[ et une intégrale sur [0, 1].)

1. Montrer que (uy), converge vers une limite que 'on écrira sous la forme d’une intégrale qu’on ne
demande pas de calculer. La limite est-elle finie ?

2. Montrer que g, converge simplement vers une application que 'on explicitera (sans utiliser de
symbole >, lim, ...). Montrer que (v,),, converge vers une limite que I’on écrira sous la forme d’une
intégrale qu’on ne demande pas de calculer. La limite est-elle finie ?

3. Montrer que (wy,), converge et expliciter la limite. On pourra commencer par montrer, pour tout
x>0,
T n
<1 + ) < e’
n

Exercice 5 (Mesurabilité). Si f est une application de R dans R et si A est une partie de R, on note
fa la restriction de f a A. Si 7 est une tribu sur R et si A est une partie de R on pose

Ta={TNA: TeT}.
On fixe dans la suite une tribu 7 sur R et une partie A de R.

1. Montrer que T4 est une tribu sur A.

2. Soit f: (R,7T) — R une application mesurable. Montrer que f4 est une application mesurable de
(A, Ta) dans R.

3. Soit f : R — R une application. On suppose A € 7. On pose B = R\ A. On suppose que f4 est
une application mesurable de (A, T4) dans R. On suppose que fp est une application mesurable
de (B, Tp) dans R. Montrer que f est une application mesurable de R dans R.

Exercice 6. Soit f: Ry — R une application continue et bornée. Pour tout entier n > 1, on pose
oo nf(x
0 14+ n°z

1. Soit n > 1. Montrer que l'intégrale I, a un sens et que l'on a

/+°° nf(z) dx:/-i-oo f(2) dy
0o 1+n2a? o 1+y?

2. La suite (I,,),, converge-t-elle 7 Si oui quelle est la limite ?

Exercice 7.
1. Montrer qu’il existe une suite d’applications continues f, : [0,1] — R, satisfaisant les deux pro-
priétés suivantes :
(i) Pour tout = € [0, 1], lim,, o0 fn(z) = 0.
(ii) La suite définie par I,, = fol fn(z)dx ne converge pas vers 0.
On pourra construire un contre-exemple pour lequel I,, = 1 pour tout n en se souvenant que les
fonctions les plus simples sont les fonctions affines par morceaux et que moins il y a de morceaux...

2. Existe-t-il une suite d’applications continues f,, : [0,1] — R, satisfaisant les deux propriétés
suivantes ?

(i) Pour tout = € [0, 1], lim,, o0 fn(z) = 0.
(iii) La suite définie par I,, = fol fn(z)dx tend vers +o0.



