L3 - Intégration II - TD2
Exercice 1. Soit f : [1,+o00o[— R l'application définie par f(z) = 1/y/z. Pour quelles valeurs
de p € [1,400] a-t-on f € LP([1,+o0[) ? Calculer dans ce cas || f||,.

Exercice 2. Soit f :]0,1] — R l'application définie par f(z) = 1/y/z. Pour quelles valeurs de
p € [1,+00] a-t-on f € LP(]0,1]) ? Calculer dans ce cas || f]|p-

Exercice 3. Soit f : R — R Papplication définie par f(z) =0siz € Z et f(x) = = sinon. Pour
quelles valeurs de p € [1, +o0] a-t-on f € LP([1,+o0]) ? Calculer dans ce cas || f||,.

Exercice 4. Soit f : R — R l'application définie par

1
fle) = |z + cos(z + 1) sin(z +2) + 3

Pour quelles valeurs de p € [1, +o0] a-t-on f € LP(R)?

Exercice 5. Soit f :]0,+00[— R Papplication définie par

1
1) = e @A

Pour quelle valeurs de p € [1,4+00] a-t-on f € LP(]0,4o00[) 7

Exercice 6. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1. Pour tout f € L?([0,1]) et tout g € L?([0,1]), fg € L*([0,1]).
2. Pour tout f € L?([0,1]) et tout g € L%([0,1]), fg € L'([0,1]).
3. Pour tout f € L(]0,1]) et tout g € L>=([0,1]), fg € L'([0,1]).
4. Pour tout f € L'([0,1]) et tout g € L>([0,1]), fg € L>=([0,1]).

~— — ~— —

)

Exercice 7.
1. Soient 1 < a < b < 400. Montrer que L°(]0, 1[) est strictement inclus dans L(]0, 1[).
2. Que se passe-t-il si on remplace |0, 1[ par [-10,10] ?

3. Que se passe-t-il si on remplace |0, 1] par R?

Exercice 8. On se place sur un espace mesuré (X, F, u). Soit f: X — R.
1. Soit 1 < p < +o00. On suppose f € L' et f € L. Montrer f € LP.

2. Soit 1 < a < p < b < +oo. On suppose maintenant f € L% et f € LP. Montrer f € LP.
Indication : inégalité de Holder.

Exercice 9. On se place sur un espace mesuré (X, F, u). Soient 1 < p, q,r < 400 tels que
1 1 1

r p q
Soient f,g: X — R. On suppose f € LP et g € L. Montrer fg € L" et

IFgll- < £ 1pllgllq

Indication : inégalité de Hélder.

Exercice 10. On considere les suites d’applications de R dans R définies par

ful@) = (sin(@))" 1y g (), gu(z) = %1],,12,”2[(95) et hnz) = Vil 11 ()

n+3'n

1



1. Etudier la convergence presque partout.

2. Soit p € [1, +o0]. Etudier la convergence dans L.

Exercice 11. On se place sur un espace mesuré (X, F, u). Soient p € [1,4+00] et (fn)n>1 une
suite de LP(u) qui converge u-presque partout vers une application mesurable f : X — R.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

() Jim = fly=0 5 (B) ferGoet  Jm [fully = Il

Indication. Pour 'implication (B) = (A), appliquer le lemme de Fatou a la suite

gn = 22(|ful? + [fIP) = [fn = FIP.

Exercice 12. Soit p € [1, +00].

1. Soient a,b € R. Montrer

a+b+|a—b
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2. Soient f,g € LP(R). Montrer que h := max(f,g) € LP(R).

3. Soient (fn)n, (gn)n deux suites de LP(R) telles que

max(a,b) =

fn—f et g, — gdans LP(R).
On définit une suite (hy,), par h, := max(f,, gn). Montrer

hy, — h dans LP(R).

Exercice 13. Soient (X, F,u) un espace mesuré, p € [1,+o0] et ¢ exposant conjugué. Soit
(fn)n>1 (resp. (gn)n>1 ) une suite de LP(u) (resp. L9(p)) convergent vers f (resp. g) dans LP(u)
(resp. L9(p)). Montrer que la suite (f,gn)n>1 converge vers fg dans L'(u).

Exercice 14. On se place sur un espace mesuré (X, F, ). On suppose pu(X) fini. Soit (fpn)n>1
une suite d’applications mesurables de X dans R. Soit f une application mesurable de X dans
R.

1. On suppose que (fy), converge uniformément vers f. Montrer, pour tout p € [1, +o0],

i [ 1fa— fPdu=0
X

n—o0

2. Donner un exemple ou la réciproque est fausse.



