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e Aucune documentation autorisée, ni aucun appareil électronique
e La qualité de la rédaction et de l’argumentation sera prise en compte

Exercice 1.

1. Déterminer le plus grand ouvert possible U C R? sur lequel 'expression

T
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définit une fonction C*, et représenter graphiquement U.
Dans la suite on notera ¢ cette fonction.

2. Calculer la différentielle de ¢ en (0, 0).

Soit ¢ la fonction de R dans R définie par g(x) = ze®, et G la fonction de U dans
R définie par G(z,y) = y — g o p(z,y).

3. Calculer ¢(0) et ¢’(0). En déduire les dérivées partielles de G en (0,0).

4. Montrer qu’il existe deux ouverts V' C R et W C R contenant 0 et une application
1 de V dans W qui est C* et telle que

V(z,y) eV x W, [G(z,y) =0y =1().

5. Calculer 1(0) et ¢'(0).

Exercice 2. Soit I un intervalle de R et  une application C! de I dans R? (on notera,
v(t) = (x(t),y(t))). Soit H une fonction C* de R? dans R. On notera h la fonction H o .

1. Montrer que si

e 1 i) 5 () + 505, (1) <0,

alors la fonction A est décroissante sur 1.

2. On suppose que v est définie sur I :=] — ¢, ¢, est telle que (0) = (1,0), et que,
pour tout ¢t € I, on a
{ﬂﬂZiWMW—ﬂW
gt) = —z()*y(t)
Montrer que, pour tout t € [0, e[, v(¢) est dans le disque (fermé) centré en (0,0) et

de rayon 1.
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Exercice 3. Soit U C R? louvert défini par U := {(z,y,2) | z+y + 2z > 0} et F la
fonction définie sur U par

F(z,y,z) =2 +y*+ 2> —6ln(z +y + 2).

1. Justifier que F' est C* sur U et calculer ses dérivées partielles ?9_57 %—F, et %—F.
Yy z
2. Montrer que F' a un unique point critique que l'on calculera.

3. Soit J la matrice définie par

J =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Calculer les valeurs propres de J.
4. On note I la matrice identité. En un point (z,y, z) de U, montrer que la hessienne
H(z,y,z) de F peut s'écrire
H(z,y,2) = a(z,y,2)l + b(z,y,2)J,
ol a et b sont deux fonctions définies de U dans R que 'on précisera. En déduire
que la hessienne en (z,y, z) est définie positive.
5. En déduire la nature du point critique.

6. Montrer que pour tout (z,y,z) de U on a F(x,y,z) > 3 —61n3.
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