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1. CONTINUITE

Exercice 1. Démontrer la continuité sur R de la fonction x +— 2.
On se limitera dans cet exercice & la définition suivante de la continuité : f : R — R est continue en
x € R si et seulement si

Ve>0 dn>0 VyeR |z—y[<n=|[flz)-fly)<e
Exercice 2. Méme question pour la fonction f: R? — R? définie par
fla,y) = (@® +y,9% - 2).

On n’utilisera ici que la définition suivante de la continuité : f : R? — R? est continue en (zq,yo) € R?
si et seulement si, pour une norme || - || :

Ve>0 >0 Y(z,y) €R? |[(z—=z0,y—y0)| <n=|f(z,y) - flzo,y0)ll <e
(Bien préciser le choix de la norme employée).

Exercice 3. Déterminer la continuité en 0 de la fonction de R dans R? suivante : x +— (s (), c(x)),

avec
sinx i 1—cosz :
s(a:):{ z stz #0 etc(:c):{la:2 siz#0

1, siz=0 5 six=0.

Exercice 4. Déterminer la continuité au point (0,0) des fonctions de R? dans R suivantes.
(1)
3eitwy g2 4 y? #0

f(z,y) = { Vatty?

0 siz=y=0.

P ={ g STV A0
0

siz=y=0.

zy? .
fzy) = ey si a4+ y? #0
’ 0 siz=y=0.

Exercice 5. Soit f : R? — Ms(R) la fonction définie par
_(z-y y-=
f(xay)_<x2+1 y2 >
(1) Etudier la continuité de f sur R2.

(2) Méme question pour I’application g : R? — M3(R) définie par
z,y)"' sifx,y) € GLay(R
g(x,y):{f( y) f( y) 2( )

0 sinon.



2. DIFFERENTIABILITE ET DERIVEES PARTIELLES

Exercice 6. Pour chacune des fonctions suivantes, justifier rapidement qu’elles sont de classe C!, puis
calculer les dérivées partielles et la matrice jacobienne :

(1) fl(x7y> Z) = (xQ + y— BZ,COS(:E + y))

(2) fo(z,y) = (arctan(zy), y* — =, 3y + 1)

(3) fa(x) = (a?, —22)

(4) fa(z,y) = ' + 47,
Exercice 7. Soit f : R? — R? la fonction définie par f(z,y) = (2 + 3?2, 2% — 3y). Pour (z9,%0) € R?,
calculer un DL1 de f(xo+ h,yo+ k). En déduire la matrice jacobienne de f en (zg, yo), puis le fait que
f est de classe C! sur R2.

Exercice 8. Soit f: R — R une fonction de classe C?, et F : R? — R la fonction définie par

f@)—f@)
Plag)=1 o ST7
f(x) sinon.

Montrer que F est de classe C! sur R? (indication : on pourra commencer par montrer que quand
x#£y, F fo (x +t(y — x))dt.)
Exercice 9. ( ) Soit f:R?* — R la fonction définie par
2 .
flay) =4 & s2 A0
y  sinon.

Montrer que f est dérivable dans toute direction en (0,0), mais n’est pas continue en (0,0).
(2) Soit f: R? — R la fonction définie par

flz,y) = { Y 2+zy; si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

Montrer que les dérivées partielles aiigy(o, 0) et 8‘2231; (0,0) existent mais ne sont pas égales.
Exercice 10. Soit det : M, (R) — R la fonction qui & une matrice carrée réelle n x n associe son
déterminant.

(1) Montrer que det est de classe C*.
(2) Dans cette question, on suppose que n = 2 et on identifie My(R) avec R%. Calculer les dérivées
partielles de det, et donner sa matrice jacobienne.

Exercice 11. On s’intéresse dans cet exercice au caractére C! ou non de différentes normes sur R2.

(1) Soit || - || une norme quelconque, et u € R? un vecteur non nul. Etudier la dérivabilité en ¢ = 0
de la fonction R 3 ¢ +— |[[tu|. En déduire que (z,y) — ||(z,y)|| n’admet pas de dérivées partielles
n (0,0).
(2) Montrer que la norme euclidienne || - ||2 est de classe C1 sur R*\{(0,0)}, et calculer ses dérivées
partielles.
(3) Montrer que la norme || - ||; n’est pas de classe C* sur R?\{(0,0)}. Méme question pour la norme
I Hloo-

Exercice 12. Soit ¢ : M, (R) — R la fonction définie par ¢(A) = tr(A2).
(1) Justifier sans calcul que ¢ est de classe C* sur M, (R).

(2) Pour 1 <4,j < n, on note E; ; la matrice dans M,,(R) dont les coeflicients sont tous nuls, sauf
celui de la i-éme ligne et j-iéme colonne qui vaut 1. Exprimer le DL1 de ¢(A + tE; ;) (lorsque
t — 0) en fonction A et E; ;.

(3) En déduire en fonction des coefficients (aj;) de A.

OEij 4



