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Correction de l'examen MA02.

Exercice 1

1. 36 � 1 modulo 7 d'apr�es le petit th�eor�eme de Fermat.
182 = 6� 30 + 2. Donc 3182 = (36)30 � 32, d'o�u 3182 � 32 modulo 7 � 2 modulo 7.
Le reste de la division euclidienne de 3182 par 7 est 2.

2. �
x � 3[15]
x � 6[11]

, 9k 2 Z

�
x = 3 + 15k
3 + 15k � 6[11]

De plus,
3 + 15k � 6[11], 4k � 3[11]

.
On remarque que 4� 3 � 1[11]. Puisque 3 et 11 sont premiers entre eux,

4k � 3[11], 3� 4k � 3� 3[11], k � 9[11]

D'o�u, en rempla�cant k par 9 + 11k0 o�u k0 d�ecrit Z , les solutions de ce probl�eme chinois sont

x = 138 + 165k0; k0d�ecrit Z

.

3. 7 et 5 sont premiers entre eux donc il existe � et � deux entiers relatifs tels que l'on ait la relation
de B�ezout : 7�+ 5� = 1. Par exemple: 7� 3� 5� 4 = 1.
On a dans ce cas :

7x+ 5y = 1, 7x+ 5y = 7� 3� 5� 4, 7(x� 3) = �5(y + 4)

D'apr�es le th�eor�eme de Gauss, puisque 5 et 7 sont premiers entre eux et que 5 divise 7(x � 3), 5
divise x� 3 : il existe donc k entier relatif tel que x = 3 + 5k, et en reportant dans l'�equation, on
trouve y = �4� 7k.
R�eciproquement, on v�eri�e que pour tout k 2 Z , (x = 3+5k; y = �4�7k) est solution de l'�equation
initiale.
7a+ 5b = 3, 7a+ 5b = 7� 9� 5� 12, 7(a� 9) = �5(b+ 12)
Par un raisonnement analogue au pr�ec�edent, les solutions sont (a = 9 + 5k; b = �12 � 7k) o�u k

d�ecrit Z .

Exercice 2

1. Soit d le pgcd de a2 et b2, supposons d 6= 1, il existe donc p premier divisant d.
p divisant a2, il divise a (cons�equence du lemme d'Euclide par exemple : si p premier divise un
produit,p divise l'un au moins des facteurs).
De même p divise b.
p divise donc le pgcd de a et b, �a savoir 1. Absurde. Donc d = 1.

2. Par r�ecurrence sur n. Soit Pn : Sn = (n(n+1)
2 )2.

Pour n = 1, la propri�et�e s'�ecrit : S1 = 1, ce qui est vrai.
Soit n un entier naturel non nul quelconque, supposons Pn vraie,

Sn+1 = Sn + (n+ 1)3 = (
n(n+ 1)

2
)2 + (n+ 1)3 = (n+ 1)2(

n2

22
+ n+ 1) =

�
(n+ 1)(n+ 2)

2

�2

.

3. Lorsque n est pair.

(a) S2k = k2(2k + 1)2 et S2k+1 = (2k + 1)2(k + 1)2, donc
pgcd(S2k; S2k+1)=pgcd( (2k + 1)2k2; (2k + 1)2(k + 1)2) = (2k + 1)2 pgcd(k2; (k + 1)2).
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(b) Or k et k+1 sont premiers entre eux ( en e�et, si d divise k et k+1, d divise (k+1)� k, c'est
�a dire 1). Donc pgcd(k2; (k + 1)2) = 1 d'apr�es un r�esultat pr�ec�edent.
D'o�u : pgcd(S2k; S2k+1) =(2k + 1)2.

4. Lorsque n est impair, S2k+1 = (2k + 1)2(k + 1)2 et S2k+2 = (k + 1)2(2k + 3)2.
On a : pgcd(2k+1; 2k+3) = 1 car si d entier naturel divise 2k+1 et 2k+3, il divise leur di��erence
: 2. Puisque 2k + 1 est impair, d ne peut être �egal �a 2, et ainsi d = 1.
Comme pr�ec�edemment on aboutit �a : pgcd(S2k+1; S2k+2) =(k + 1)2.

5. Pour tout k non nul, S2k et S2k+1 ne sont pas premiers entre eux car (2k + 1)2 > 1
Soit k quelqconque, S2k+1 et S2k+2 sont premiers entre eux ssi (k + 1)2 = 1, soit pour k = 0.
S1 = 1 et S2 = 5 sont donc premiers entre eux.

Exercice 3

1. (a) p divise a(a+ b)� ab donc p divise a2. Puisque p est premier, il divise donc a.
De même p divise b.

(b) D'apr�es la question pr�ec�edente, p divise pgcd(a,b).
De plus, tout diviseur commun �a a et b divise a + b et ab, donc divise le pgcd de a + b et de
ab, c'est �a dire p : ainsi, pgcd(a; b) divise p.
Bilan : pgcd(a; b) = p.

2. pgcd(10,15) = 5, pgcd(10+15, 10 � 15 )=25 6= 5. La r�eciproque est donc fausse.

3. pgcd(a; b)= 5 si et seulement si il existe a0 et b0 premiers entre eux tels que a = 5a0, b = 5b0.
On a : ppcm(a; b)=5a0b0.
De l�a, a0b0 = 170

5 = 34. On obtient les couples (a0 = 1; b0 = 34) et (a0 = 2; b0 = 17) et leurs
"sym�etriques"', d'o�u les couples solutions (a = 5; b = 5�34 = 180), (a = 5�2 = 10; b = 5�17 = 85)
et leurs sym�etriques.

4. Si a et b v�eri�ent pgcd(a + b; ab) = 5, alors, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, pgcd(a; b)= 5, et les couples
(a,b) sont �a chercher parmi les solutions du probl�eme pr�ec�edent. Apr�es calculs, seul (a = 10; b = 85)
satisfait le syst�eme donn�e.

Exercice 4

1. 3, 7 et 11

2. (a) � est impair donc n'est pas divisible par 2.

(b) p est un nombre premier di��erent de 2 : il est donc impair.

(c) Si p est congru �a 3 modulo 4, p 2 E.
Alors, � � �1 modulo p. Or � � 0 modulo p. Absurde car �1 n'est pas divisible par p.

(d) Ainsi, tout diviseur premier de � est congru �a 1 modulo 4. Or un produit de facteurs congrus
�a 1 modulo 4 est congru �a 1 modulo 4, d'o�u � � 1 modulo 4. C'est absurde car on a aussi
� � �1 modulo 4, et 1 et -1 ne sont pas congrus modulo 4.
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