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Feuille 1 - Algebre

Matrices et Déterminant

1. (i) Calculer tous les produits de deux matrices choisies parmi :

3 1 0 2 0 1 -2 0 1
A:{—l _2}, B=|1|, C=|1 =31, D:{_2}, E=1]1-3 20
0 0 0 0 10
(ii) Mémes questions avec les matrices
2 -1 1 000 0 01 000 0 01
A=|1 -2 2 |, B=|010}|, C=l000}|, D={|(100]|, E=]1100
3 0 =2 0 00 0 00 000 010
2. Calculer les déterminants suivants :
9 1 9 5 4 2 1
2 3 1 =2
03 —1/{,
A1 1 -5 =7 =3 9
1 -2 -1 4
3. a) Calculer les déterminants suivants :
0 a ¢ e
0 —a ; 8 ; —a 0 f d
a 0 |’ e 1 a ’ —c —f 0 b
—e —d —b 0
b) Soit A une matrice d’ordre n antisymétrique, c’est-a dire telle que ‘A = —A . Montrer que A
n’est pas inversible si n est impair .
4. Calculer les déterminants suivants :
xr —1 0 0
x -1 g _xl _01 0 = -1 0
agy r+ap |’ ’ 0 0 =« -1

ag a1 T+ as
ag Qg as T+ as

5. a) Etablir une formule pour le déterminant d’ordre n général

a 1 --- 1
1 o --- 1
1 1 Q



b) Etablir une formule pour le déterminant de Vandermonde général

1 1 1
T ) Tn
-1 -1 _
xy 5 an

6. On pose V} = (1,-2,1,0), Vo = (-1,0,2,1), V5 = (2,—6,5,1) et V; = (2,-8,8,2). Calculer le
déterminant de ce systéme de vecteurs de R* dans la base canonique. Déterminer la dimension de
Vect(Vy, Vo, V3, Vy).

7. Montrer que les determinants ci-dessous sont nuls:

1 1 1 L1514 4 1 cosa  cos2qa
12 6 7 9
a b c , , cosa cos2a  Cos 3
b+ + +b 8 10115 cos2a cos3a cos4
c c+a a 13 3 2 16 « o «
8. Démontrer que
1 1 1 b—rc c—a a—>b
sina sinb sinc | =sin(b—c¢) +sin(c —a) +sin(a — b) = —4sin 5 sin 5 sin 5

cosa cosb cosc

9. Soit A, B € M3(R). Montrer que detA detB = det AB et que A* — (trA)A + (detA)I, = 0. En
déduire que s'il existe n € N tel que A™ = 0 alors A? = 0.

10. On considere les deux matrices A et J de M3(C)

a b c 1 1 1 %
A= ca b |, J=(1 3 5|, j_exp(T)
b ¢ a 1 52
Calculer detJ. Calculer AJ et en déduire detA.
11. Calculer, lorsqu’elle existe, la matrice inverse de A
1 -1 0 2
1 9 1 -1 1 2 01 0 0 0 3
12 -3 01, 0 3 0],
5o 11 2 -1 1 2 Lozl
0 0 01

12. On considere la matrice

(i) Calculer A*A.
(i) En déduire que A est inversible et calculer A~



Systemes linéaires

1. Montrer que le systeme d’équations linéaires suivant est de Cramer. Le résoudre par la méthode de
Gauss et par la méthode de Cramer. Que constate-t-on?

r + 2y — 2z =1
y + oz =
r + oy =1

2. Soit a un réel donné. On considere le systeme linéaire suivant:

r + y + (1—2a)z = 2(1+a)
(tar - (+ay + @tae = 0
20 — 2ay + 3z = 2(1+a).

(a) Calculer le déterminant du systeme.

(b) Pour quelles valeurs de a le systeme est-il de Cramer? Le résoudre dans ce cas.

(c) On suppose maintenant que le systeme n’est pas de Cramer. Pour quelle valeurs de a est-il
compatible? Déterminer les solutions lorsque le systéme est compatible.

3. Déterminer la dimension et une base du sous-espace vectoriel de R? défini par les équations

r — vy + 22 — t + u =0
2 + y + 2z — 2t + 2u = 0
T + z - ¢t 4+ u = 0.

4. (1) Résoudre les sytemes suivants. Pour chacun d’eux on commencera par déterminer le rang, les
équations et variables principales.

3 — y + 22 = a
—r 4+ 2y — 3z = b oua,b,ceR
r + 2y + =z

(I+dz + 1-20)y + (-143i)z = 241
T — 2y + z =0
i + (2—i)y — 2z = 0
2 — 3y + 2z =1 r - v 2 =1
2v + 2y — 3z =0
r 4+ 4y — 2z = 0
S¢ — y — 2z = 3 r 4+ 2y — 2z =0
dr + 3y — Hz =1
r -y + z + t =2
r + y — z + 26 =1
y + 2z =0

(i1) Pour chaque j € {1,---5}, on note A; la matrice de chacun des systemes linéaires précédents.
Calculer une matrice inversible P; telle que P;A; soit échelonnée. Parmi ces matrices, quelles sont
celles qui sont inversibles? En cas d’inversibilité, calculer I'inverse par la méthode de Gauss et la
méthode des déterminants. Peut-on trouver une méthode plus courte?



5. Etudier de méme le systeme

r + y - 2z =1
r + ay — z 1
r + Yy + az = a
ol a est un nombre réel.
6. Etudier de méme le systeme
dbcx — acy + 3abz =

a
dbcx + 2acy + Tabz = b
3bcx + acy + 4dabz = c

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels non nuls.
Sous-espaces vectoriels et Applications linéaires

1. Parmi les sous-ensembles suivants de R*, preciser lesquels sont des sous-espaces vectoriels et lorsque
c’est le cas, en donner une base :
W(z,y,2,t) € RY| 32 —y +t = 0};
b {(z,y,2,t) e RY |2 —y+ 22+t =1}
{(
{

o

{(z,y,z,t) eRY[a+tet 20 +y— 2z =0}
d) (a:,y,z,t) EIR4|E| (a'>b) €R2,(:E,y,z,t) = (3a+b,a—b,a+5b,2a+b)}.

2. (i) Déterminer les sous-espaces vectoriels de R? engendrés respectivement par
Ay ={(z,y,2) eR* |y + 22 =1} et Ay={(v,9,2) ER*|y* + 2> =1et =0}

(i) Soit B ={(1,1,0,-1),(2,0,1,2),(1,-1,1,3),(4,2,1,0)}. On pose E = Vect(B). Déterminer une
base de E puis en donner une équation cartésienne.

3. Soit F le sous-espace de R* engendré par (1,1,1,0) et (0,1,1,1). Déterminer un supplémentaire de
F dans R* et la projection sur F associée.

4. Soit F le sous-espace de R? d’équation x — y + 2z = 0. Quelle est la dimension de F'? Déterminer
un supplémentaire de F' et les deux projections sur F' associées.

5. Méme question pour le sous-espace {(z,y,z,t) ER* |z +y=0et x —y+t=0}.
6. Dans la liste des applications suivantes, déterminer celles qui sont linéaires. Pour chacune des
fonctions linéaires, donner leur matrice dans les bases canoniques.

fRP =R flz,y) = (x—2y,0+y,2); g:R* =R, g(r,y,2) =2z —y—3z
h:R*—=R3 h(z,y,2)=(x—2,y—2y); k:R—-R k(z)=(-2z,22);

0:R* =R o(z,y) = (x— 9o +3y); V:R' =R U(z,y,2t)=(r—y+2zy+z—t).

Dans chacune des lignes précédentes quelles sont les applications composables? En cas de linéarité
calculer,dans les bases canoniques, la matrice des composées obtenues.
7. On note u et v les applications de R3[X] dans lui méme déterminées par

u(P)=P+ (X -1)P —(X*-1)P" et v(P)=(X—-1)P — %XQP”.



Montrer que ces applications sont linéaires et calculer leurs déterminants. Que peut-on en déduire pour
ces apllications? Calculer leur noyau et leur inverse (sil existe).

8. On note R,[X] I'ensemble des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a n. Con-
sidérons 'application

n
T:R,[X] = R™, > ;X" — (ag, a1, ,ap).

i=0
Montrer que T' est un isomorphisme d’espaces vectoriels et donner sa matrice relativement aux bases
canoniques de R, [X] et R"*1.
9. (i) On pose €; = (1,1,1), e = (1,0,1), et e3 = (1,1,0). Montrer que B = (€1, €2, €3) est une base de
R3.
(ii) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique C de R? & la base B. Pourquoi est-on str que
P est inversible? Calculer son inverse.
(iii) On consiere I'application u de R?® dans lui méme définie par

u(x,y,z) = (4$—y—227$+y—27—y)

Montrer que u est linéaire. Calculer ses matrices représentatives dans la base canonique puis dans la
base B.

10. On pose v; = (1,2), vy = (—1,1), w; = (1,1,1), wy = (=1,1,1), et w3 = (—1,1,1). Montrer que
B = (v, v9) est une base de R? et que B’ = (wy, wy, w3) est une base de R®. Calculer dans le couple
de bases (B, B') la matrice de I’application ¢ de R? dans R? définie par p(x,y) = (z +y, 2,7 — y).
11. On fixe les fonctions numériques f1, fo, f3 définies sur R par

filx) =e™® folz) = (z+1)e ™, f3(x) = (2* +1)e "

et on note F' le sous-espace de C*°(R) engendré par ces trois fonctions.

(i) Montrer que B = (f1, f2, f3) est une base de F.

(ii) Soit § Papplication définie sur F' par 6(f) = f’. Montrer que ¢ est un automorphisme de F'. Donner
sa matrice relativement a la base B.

(iii) Calculer la matrice de 6! dans cette base.

(iv) On note N la matrice de § + Id relativement & B. Calculer N? et N? en utilisant la base canonique
de Mg(R)

(v) En déduire A™ pour tout n € Nx.

(vi) Soit f la fonction numérique définie par f(z) = (2* + z + 1)e~®. Calculer la dérivée n°™ de f a
’aide de la question précédente.

12. On note encore § 'application de R,,[X| dans lui méme défini par §(P) = P’ pour tout P € R, [X].
(i) Donner la matrice D associée a d relativement a la base canonique de R, [X].

(i) Cette application § est-elle bijective? Déterminer son noyau et son image ainsi que les dimensions
de ces sous-espaces.

(iii) Calculer (Id —0)(Id+ 0 + -+ 4 0™). En déduire que Id — § est inversible et calculer son inverse.

13. Considérons l'application 7 de R3[X] dans lui méme défini par 7(P)(z) = P(x + 1) pour tout
p € R3[X] et tout x € R.

(i) Montrer que 7 est un automorphisme de R3[X], et déterminer son application inverse 771
(ii) Déterminer la matrice M de 7 relativement & la base canonique de R3[X]. Calculer M.

(iii) Suivant les notations de I'exercice précédent, calculer 70§ et § o 7 ainsi que les matrices associées
dans la base canonique de R3[X].



